Radikal ideala.

Radikal ideala I C A je skup VI =7 (I)={a € A|3n € N,a" € A}. To
je ideal u A (prvi dokaz: direktni, drugi dokaz: /I = ¢~ ' ((nil A/I)) gde je
¢ : A — A/I kanonski epimorfizam).

Tvrdjenje. Radikal ideala ima sledece osobine.
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(6) Ako je P prost ideal, tada je za svako n € N, VP = P;

(7) Radikal v/T je presek svih prostih ideala koji sadrze I (uputstvo za
dokaz: uociti nilradikal faktorprstena A/I).

Ideal I je radikalan ako je I = /I. Lako se vidi da je I radikalan ako
i samo ako je I = v/J za neki ideal J. Svaki prost ideal je radikalan, ali
obratno ne vazi. Primer: u prstenu Z, \/(pt*p3®...pp*) = (pip2- - D), a
ovaj ideal je radikalan. On je prost < k = 1.

Kratka ekskurzija: topoloski prostori

Ideja topoloskog prostora nastala je prilikom aksiomatizacije pojma blizine
koja ne bi koristila pojam rastojanja odnosno metrike.

Definicija. Topoloski prostor je skup X zajedno sa familijom svojih pod-
skupova 7 = {U; |U; C X,i € I} C P (X) koja zadovoljava sledeée uslove:

H)eoeT, XeT

(2) Uj eT (] S J) - UjeJUj eT,

(3) Ui, Uj ET:>U,~DU]- eT.

Elementi familije 7 nazivaju se otvorenim skupovima topoloskog prostora
X.

Uslovi u definiciji oznacavaju sledece: prazan skup i ceo prostor su otvoreni,
unija proizvoljne familije otvorenih skupova je otvorena i presek konacne
familije otvorenih skupova je otvoren.

Skup V' C X je zatvoren ako je njegov komplement X \ V' otvoren. Prazan
skup i ceo prostor su zatvoreni, presek proizvoljne familije zatvorenih skupova
je zatvoren i unija konacne familije zatvorenih skupova je zatvorena. Jasno je
da se topologija moze zadati i zadavanjem familije svih zatvorenih skupova.

Primer. Uobicajeni pojam otvorenog skupa na realnoj pravoj R kao
podskupa U C R cija je svaka tacka x € U unutrasnja, tj. takva da postoji
ceo interval (z — e, + ¢) koji lezi u U, pretvara R u topoloski prostor.
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Zatvoreni intervali [a,b] su zatvoreni skupovi, jer je njihov komplement
(—00,a) (b,00) otvoren kao unija dva otvorena intervala. Naravno, to nisu
jedini zatvoreni skupovi - setite se primera Kantorovog skupa.

Pojam se lako prenosi na metricki prostor R” za svako n: otvoreni skup
u metrickom prostoru R" (za svako n) je podskup U C R™ ¢ija je svaka tacka
x € U unutrasnja, tj. takva da postoji cela kugla K(x,e) C U.

Ovu topologiju nazivamo standardnom topologijom R”. Primetimo da je
svaki otvoreni skup u R odnosno R" unija intervala odnosno kugli.

Definicija. Potfamilija B topologije 7 topoloskog prostora X naziva se
baza topologije T ako je svaki otvoreni skup unija baznih otvorenih skupova.

Otvoreni intervali (a,b) ¢ine bazu standardne topologije u R, a kugle
K(a,¢€) - u metrickom prostoru R” za proizvoljno n.

Spektar prstena i spektralna topologija

Neka je A prsten (komutativni prsten sa jedinicom).

Definicija. Spektar prstena Spec A je skup svih prostih ideala, a mak-
simalni spektar Max A (ili Specm A) C Spec A je podskup maksimalnih ide-
ala. Spektar postaje topoloski prostor (v. dalje) ako se topologizira familijom
zatvorenih skupova oblika {V'(S5) |S C A} gdeje V(S) = {P € Spec A|S C P}.
Naime, lako se vidi da je V(S1) UV (S3) = V(S152), NicrV (Si) = V(UserSi),
V(0) = Spec A i V(1) = (). Isto tako, ocigledno je V(S) = V((S)). Ova
topologija naziva se topologija Zariskog ili spektralna topologija. Umesto
V ({f}) pise se jednostavno V(f). Dakle, V(f) ={P € Spec A|P > f}.

Tvrdjenje. Skupovi D(f) := (Spec A)\V (f) ¢ine bazu topologije Zariskog
u Spec A i nazivaju se glavni otvoreni skupovi.

Naime, Spec A\V(S) = D(5) = D(J 4f}) = (Spec ANV( U {f}) =
(Spec AN\ 0 V() = UD).

Za proizvoljni podskup X C Spec A definisimo ideal I(X) =N{P|P € X } C
A.

Tvrdjenje. (1) V(I(X)) = X (zatvorenje u topologiji Zariskog).

(2) I(V(S)) = \/(9) (radikal ideala generisanog sa 5).

Dokaz. (1) Ocigledno, skup V(I(X)) je zatvoren i sadrzi X. Neka je
V'(S) neki drugi zatvoreni skup takav da X C V(95). Tadaje P X = 5 C
PpajePeV(I(X)=PDOIX)=nN{P|PeX}DS=PecV(9).

(2) V(S)=n{P|P > (S)} =n{P|P e V(S)}=I(V(S)).

Posledica: Preslikavanje V' : I — X definiSe obostrano jednoznac¢nu
korespondenciju izmedju radikalnih ideala u A i zatvorenih skupova u Spec A,
sa inverzom [ = V1,



Naravno, ako se ne ogranicimo radikalnim idealima, korespondencija nije
jednoznacna.

Primeri (1) Koordinatni pocetak se moze zadati kao V' (I) za bilo koji
ideal I = (2", y™). Pri tome je v/I = (x,y) odgovarajuéi radikalni ideal, koji
je i prost pa cak i maksimalan.

(2) Koordinatna osa = = 0 se zadaje i drugim idealima, recimo idealom

(22, zy) = () N (2% y) = (z) N (x,y)°, a njegov radikal je /(22 zy) =
Vi) N/ y) = (@) 0 (2,9) = ().
___Primeri (1) SpecZ = {(0),(2),(3),(5),(7), (11),...,(p),... }. Pri tome,
(p) = (p) a (0) = SpecZ. Dakle, u topologkom prostoru Spec A mogu pos-
tojati i nezatvorene tacke, tj. ¢ak ni aksioma separacije 77 ne mora biti
zadovoljenal.

(2) Neka je A = Z + Zi = Z|i] tzv. prsten Gausovih brojeva. Moze se
pokazati da je ovaj prsten euklidski (algoritam deljenja s ostatkom se bazira
na normi v(a + bi) = a® 4+ b*) pa je zato i glavnoidealski. Posto je A domen,
ideal (0) je prost. Ako je (a + bi) prost ideal u A, tada je (a + bi) NZ = (p)
prost ideal u Z. Prost broj p mora zato biti oblika (a + bi)(c + di) u A,
odakle sledi da je p = (a+bi)(a—bi) = a®*+b?. Ocigledno, 2 = (1+14)(1 —1).
Na osnovu teoreme koju je prvi formulisao Ferma, a dokazao Lagranz (dokaz
koristi teoriju celobrojnih kvadratnih formi), ako je p = 1mod4, onda je
p = a®+b? suma kvadrata dva cela broja: na primer, 5 = 22+ 12. Ako je pak
p = 3mod 4 tada se p ne moze predstaviti kao suma kvadrata dva cela broja.
Odavde sledi da Spec A ima ove tacke: ideal (0), ideal (1 + ) (koji je jednak
idealu (1 —1), jer jei- (1 —i) = 1+1), za svaki prost broj p = 3mod 4 jedan
ideal (p), a za svaki prost broj p = 1mod4 dva (razlicita) ideala (a + bi) i
(a — bi). Slika:

Akoje h : A — B homomorfizam prstena, mozemo definisati preslikavanje
®h : Spec B — Spec A na sledeéi jednostavan nacin: inverzna slika prostog
ideala Q C B je prost ideal, pa moZemo staviti “h(Q) = h~1(Q) € Spec A

Tvrdjenje. Preslikavanje “h je neprekidno u topologiji Zariskog. Dodelji-
vanje * (=) : Homping (A, B) — Homy,, (Spec B, Spec A) je kontravarijantni

! Aksioma separacije Tp: za svake dve razlicite tacke x,y € X postoji otvorena okolina

jedne od njih koja ne sadrzi drugu.

Aksioma separacije T7: za svake dve razlicite tacke z,y € X postoje otvorene okoline
Usz, Voytakveday ¢ U,z ¢ V.

Aksioma separacije T» (Hausdorfova aksioma): za svake dve razlicite tacke x,y € X
postoje otvorene okoline U 5 z, V 3 y takve da je UNV = .



funktor (v. kasnije ”Jezik kategorija i funktora”).

Dokaz. Preslikavanje “h je neprekidno ako je inverzna slika (“h)~! svakog
otvorenog skupa otvorena. Posto inverzna slika prolazi kroz unije, dovoljno
je to pokazati za bazne otvorene skupove D(f) C Spec A, f € A. Neka je
Q € Spec B, Q € (“h)7(D(f)). To znaci da je “h(Q) = h™(Q) = P € D(f)
odnosno da f € P i h(f) € Q, dakle @ € D(h(f)). Dakle, (*h)"Y(D(f)) =
D(h(f)) je otvoren, $to dokazuje da je “h neprekidno.

Primetimo da on ne mora biti bijektivan na morfizmima. Moguce su
obe krajnosti. Recimo, Homp;, (Z,Z) = {id} je jednoelementan skup, a
Homye, (SpecZ, Spec Z) je beskonacan (sve permutacije zatvorenih tacaka
(p) su neprekidna preslikavanja). Obrnuto, Hompi,, (R,R) je beskonacan
skup automorfizama polja realnih brojeva, a Spec R je jedna tacka i Homy,, (SpecR, SpecR) =
{*} je jednoelementan.

Tvrdjenje. (1) V(I) ~ Spec A/I; (2) D(f) ~ Spec Ay.

Tvrdjenje. Topologija Zariskog je kompaktna i T}, a ne mora biti 7.

Dokaz. Neka je presek familije zatvorenih skupova prazan: ZQIV(Si) =

el

Vv <AU SZ) =0 = V(1). Odatle je 1 € 4/ <AUISZ<> isledi da je 1 = a8 +
1€

(m=1,...,k). Zatoje 1 € (S, U---US; )1

im

-+ + ais, za neke s, € S;

Lokalni prsteni. Progirenje (ekstenzija, going-up) i
suzenje (kontrakcija, going-down)

Neka je h : A — B homomorfizam prstena. Inverzna slika ideala J C B
je ideal T = h™1(J), koji se naziva kontrakcijom ideala J i obelezava I = J°.
Za ideal J¢ kazemo jos da se nalazi pod idealom J. Direktna slika h(7) ideala
I C A ne mora biti ideal u B. Ideal J = (h([)) = Bh(I) generisan tim
skupom naziva se ekstenzijom ideala I i obelezava J = [°. Kazemo jos da se
ideal I° nalazi nad idealom I.

Ako homomorfizam h faktoriSemo kao kompoziciju projekcije i inkluz-
ije A ? A/Kerh = Imh - B, h = i o p, tada projekcija p uspostavlja

m

obostrano-jednoznacnu korespondenciju izmedju ideala u A koji sadrze Ker h
i ideala u A/ Ker h, pa je problem kontrakcije i ekstenzije ideala vezan za
ponasanje inkluzije 7. Ponasanje ekstenzije i kontrakcije opisano je slede¢im
tvrdjenjem.

Tvrdjenje. (1) I D I, J* C J;

(2) Ekstenzija i kontrakcija su monotona preslikavanja u odnosu na inkluz-



ju;

(3) ]ece — Ie’ Jcec — JC;

(4) Neka je C skup svih kontrahovanih idealau A tj. C = {J¢|J ideal u B}
i € skup svih ekstendiranih ideala u B tj. & = {[¢|] ideal u A}. Tada
je C = {I|I“=1}, &€ = {J|J*=J}, i preslikavanja (—)¢ : I — I°,
(=) : J — J° predstavljaju obostrano jednozna¢ne uzajamno inverzne kore-
spondencije izmedju skupova C i £.

Dokaz. (1) Ako a € I, tada h(a) € h(I) C Bh(I) pa a € h™*(BR(I)) =
I¢¢. S druge strane, h(h='(J)) C J paje i J° = Bh(h~'(J)) C BJ C J;

(2) je ocigledno;

(3) Imamo [° = (°)¢ D I°¢ i istovremeno [°¢ = (I¢)* C I°. Isto tako i
za drugu jednakost;

(4) Naime, ako je I°® = I, tada je I = (I°)°. S druge strane, ako je
I = J¢ tada je [*° = J° = J° = I. Isto tako i za drugu jednakost.

Primedba. Ovde se radi o tzv. Galoaovoj koneksiji, koju je Galoa prvi
otkrio u njegovoj teoriji resivosti algebarskih jednacina. Ako su P i @) dva
parcijalno uredjena skupa, Galoaova koneksija je par monotonih funkcija
f:P—Qig:Q — Ptakvih daje gf(p) < pig < fglg) zaVp € P
i Vg € Q. Tadaje f(p) < faf(p) < f(p) odakle je fgf = f i analogno
9f9=g.

Primer. Proucimo ekstenziju i kontrakciju u slede¢a dva primera prosirenja
glavnoidealskog prstena celih brojeva Z.

(1) Z — Z]i]. Kao sto je receno, ovaj prsten je glavnoidealski. Ekstenzija
ideala I = (d) = dZ je ideal I¢ = (d) = dZ[i]. Sta je kontrakcija ideala J =
(a+bi)? Imamo (a+bi)(m-+ni) = (am—>bn)+(an+bm)i € Z < an+bm =0
paje Jo=JNZ={am—bn€Zlan+bm =0} = {W\mEZ}ﬁZ.
Ako je d = M(a,b) najvedi zajednicki delilac, a = day, b = db;, tada treba
da bude @ € Z. Pri tome su a; i a? + b? uzajamno prosti. Neka je
p = M(d,a;) najvedi zajednicki delilac, d = pdy, a1 = pq. Tada mora q
deliti m tj. m = gm, te je J¢ = (d; (a? + b?)) Na primer, (6 + 44)° = (26),
(4+6:i)° = (13). Uovom slucaju I*“ =1,C = & ={(d) |d € Z} i svaki ideal
u Z je kontrahovan, a nije svaki ideal u Z [i] ekstendovan. Razni ideali u Z [i]
mogu imati istu kontrakciju u Z. Pri ovom prosirenju broj ideala se povecao.

(2) Z — Q. Ovo je polje, pa su njegovi jedini ideali (0) i (1). Jasno da je
(0)°=(0)i(1)°=(1),adaje (d)°= (1) ako jed # 01 (0)° = (0). U ovom
slucaju J = J, C = & ={(0), (1)} i svaki ideal u Q je ekstendovan, a nije
svaki ideal u Z kontrahovan. Razni ideali u Z mogu imati istu ekstenziju u



Q. Pri ovom prosirenju broj ideala se smanjio.

Prsten A je lokalan ako ima tacno jedan maksimalni ideal 99t. Tada je
koli¢nicki prsten k& = A/ polje, tzv. polje ostataka prstena A. Prsten je
polulokalan ako ima samo kona¢no mnogo maksimalnih ideala.



