Komutativni prsteni i ideali

Pod prstenom se uvek (osim ako nije drukéije eksplicitno navedeno) po-
drazumeva komutativni prsten sa jedinicom. To je skup A sa dve binarne
operacije, sabiranjem + i mnozenjem —, takvim da je A Abelova grupa u
odnosu na sabiranje, mnozenje je asocijativno i komutativno i ima jedini¢ni
element, i vazi distributivni zakon:

a(b+c¢) = ab+ ac

Homomorfizam prstena h : A — B je homomorfizam za sabiranje, za mnozenje
i prevodi jedinicu u jedinicu:

h(a+b) = h(a)+ h(b);

h(ab)
h(1) = 1.
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Kompozicija homomorfizama je homomorfizam. Homomorfizam koji je 1-1”
je monomorfizam, homomorfizam koji je na” - epimorfizam, homomorfizam
koji je bijekcija - izomorfizam prstena. Identi¢no preslikavanje A — A,
a +— a je izomorfizam.

Podskup S C A prstena A je potprsten, ako je zatvoren za sabiranje, za
mnozenje i sadrzi jedinicu tj. ako je

a,b € S=a+beSs,
a,b € S=abes,
1 e S.

Inkluzija S < A, a — a potprstena S u prsten A je monomorfizam.

Primeri. Prsten celih brojeva Z, prsten polinoma vise promenljivih
Bz, ..., x,]sakoeficijentima u polju ili prstenu B, prsten Z,, = {0,1,...n — 1}
ostataka po modulu n.

Ideal I prstena A je aditivna podgrupa prstena, koja izdrzava mnozenje
elementima iz A, tj. akoa € I i b € A, tada ab € I. Ovo se moze zapisati i
na sledeéi na¢in: TA C 1.

Ideal I je glavni (ili monogeni) ako je I = (a) := {az|r € A} = aA za ncko
a € A. Kazemo da je I generisan elementom a. Ideal I je konaénogenerisan,
ako je generisan konaénim skupom {a1,...ax}:

I=(ay,...,a;) ={a1x1 4+ -+ apxg |21, ..., 2 € A}
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Trivijalni ideali prstena A su nula-ideal (0) = {0} i jedini¢ni ideal (1) = A.
Ako ideal I sadrzi jedinicu 1, tada je on obavezno jedini¢ni jer 1-a = a € I.
Prsten A je polje <& A nema druge ideale osim trivijalnih ideala (0) i (1).

Primeri. (1) Parni brojevi ¢ine ideal u prstenu Z: ako parni broj
pomnozimo bilo kojim celim brojem, dobi¢emo opet paran broj. Uopste,
skup dZ := {dn|n € Z} C Z je za svako fiksirano d € Z ideal u Z, glavni
ideal generisan brojem d.

(2) Polinomi bez konstantnog ¢lana ¢ine ideal u prstenu B[z ..., ,):
ako je f(0,...,0) = 0, onda je i ¢g(0,...,0) - f(0,...,0) = 0 za bilo koji
polinom g € Blxy, ..., T,).

(3) Jezgro Kerp := {a € A|p(a) =0} bilo kog homomorfizma prstena
¢ : A — B jeideal u A. Slika homomorfizma Im ¢ := {p(a) € Bla € A}
je potprsten ali ne mora biti ideal: elementi iz Im ¢ izdrzavaju mnozenje
elementima iz slike ali ne obavezno i svim elementima prstena B. Opstije,
inverzna slika ¢ ~1(J) C A bilo kog ideala J C B je ideal u A, §to za direktne
slike nije tacno (naite kontraprimer).

Kolicnicki prsten ili faktor-prsten prstena A po idealu I je skup A/l :=
{a+ Ila € A} svih klasa ekvivalencije po relaciji a ~ b < a—b € I. Ovo
je koli¢nicka brupa Abelove grupe A po podgrupi I koja nasleuje operaciju
mnozenja jer je [ ideal: ako a+1,b+1 € A/I, tada (a+1)(b+1) :=ab+ 1
ne zavisi od izbora predstavnika, jer ako b — b = ¢ € I, tada ab — ab =
a(b—V') € I. Jedini¢ni element u tom prstenu je klasa jedinice 1+ I, pa je
A/I pravi prsten (komutativan, sa jedinicom). U slucaju kada je a —b € I
pise se i a = bmod I. Preslikavanje ¢ : A — A/I, a — a+ I je epimorfizam
prstena, tzv. kanonska projekcija odreena idealom /. Njeno jezgro je upravo
ideal I: ¢ 1(0) ={ala+I=1}={alae I} =1.

Teorema o homomorfizmu (prva teorema o izomorfizmu) kod Abelovih
grupa prenosi se i na prstene: A/ Kerg = Imy za svaki homomorfizam
prstena ¢ : A — B. Vazi i opstije tvrenje.

Tvrenje. Ako je I ideal prstena A i ¢ : A — A/I kanonska projekcija,
tada za svaki ideal J u A/I, ideal ¢~*(J) u A sadrzi J. Preslikavanje J —
©~1(J) je monotona bijekcija tj. izomorfizam struktura ureenih skupova svih
ideala u B i onih ideala u A koji sadrze dati ideal I.

Primeri: (1) Koli¢nicki prsten Z/dZ je izomorfan prstenu Z,, ostataka
po modulu n.

(2) Ako je ¢ : k[x1, ...,x,] — k preslikavanje definisano sa ¢(f) =
f(0,...,0), tada je to epimorfizam prstena, ¢ije je jezgro upravo ideal I
polinoma bez konstantnog ¢lana. Prema tome, k[zy, ..., 1z, /] = k.
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Delitelji nule, nilpotenti, invertibilni elementi. Prosti i

maksimalni ideali.

U prstenu A element a # 0 je delitelj nule ako postoji element b # 0 takav
da je ab = 0. Prsten bez delitelja nule naziva se domen. Prsten celih brojeva
Z i prsten polinoma vise promenljivih & [z;, ..., z,] sa koeficijentima u polju
k su domeni (dokazite za domadi).

Jos dve standardne konstrukcije za prsten Z i za polje k se prenose
na proizvoljne domene. To su konstrukcija polja razlomaka i konstrukcija
prstena polinoma.

Tvrdjenje-definicija. Ako je A domen, skup K = Ag) = A x A"/ ~
gde je ~ relacija ekvivalencije (a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc , klasa ekvivalen-

cije cl(a,b) =: ¢, sa operacijama § + 5 := adtbc a . ¢ . 35 je polje, tzv.

polje razlomaka K = Ay domena A. Preslilgvarlije %4 — K, aw— {je
monomorfizam prstena pomoéu koga se A identifikuje sa potprstenom u K.
Dokaz ovog tvrdjenja u potpunosti prati standardni dokaz za cele odnosno
racionalne brojeve. Dakle, svaki se domen moze na standardan na¢in utopiti
u polje svojih razlomaka.

Tvrdjenje-definicija. Ako je A prsten, neka je

AT = {(ag,a1,...,an,...)|a, je niz sa konaénim nosacem } C AN

skup svih nizova (a,) takvih da je supp (a,) := {nla, # 0} C N konacan.
Ako se u taj skup uvedu operacije sabiranja i mnozenja formulama

(ao,...,an,...)-f-(bo,...,bn,...) = ((L0+b0,...,an+bn,...)

(ao,...,a,m...)'(bo,...,bn,...) = (aobg,agbl+a1b0,...,a0bn+a1bn_1—i—---—l—anbo,...

dobijamo novi prsten, prsten polinoma A [z] sa koeficijentima iz A. Pres-
likavanje A — Alz], a — (a,0,0,...) je izomorfizam prstena A i nje-
gove slike, na osnovu koga smatramo da je A C Alz]. Niz (0,1,0,...) se
obelezava sa x i svaki polinom (a,) se jednozna¢no zapisuje u standardnom
obliku (a,) = f = ap + a1 + -+ - + a,2™. Dva polinoma su jednaka ako
i samo ako su im jednaki svi odgovarajuéi koeficijenti, sto je neposredna
posledica definicije: (a,) = (b,) <= Vn € Ny, a, = b,. Najveéi indeks m
takav da je a,, # 0 naziva se stepenom deg (f) € Ny polinoma f. Pri tome
je deg(fg) < deg(f)deg(g), a ako je A domen vazi jednakost (dokazite za
domaci). U tom slucaju je i A [z] domen.

Visestrukom primenom konstrukcije prstena polinoma dobijamo polinome
sa vise promenljivih: induktivno definisemo A [z1, ..., 2, := (A[x1, ..., To_1]) [Ta)-
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Pojam stepena ovde postaje slozeniji: mozemo posmatrati stepen po svakoj
promenljivoj ponaosob ali i ukupni stepen po svim promenljivim zajedno.

Element a prstena A je invertibilan (ili jedinica u A) ako postoji b € A
takvo da je ab = ba = 1. Element a je invertibilan < (a) = A. Svi invertibilni
elementi u A ¢ine multiplikativnu grupu A*. Na primer, Z* = {—1,1} = Z,
Alzy,...,z,]" = A*. Ovaj skup nije i aditivna podgrupa u A, jer zbir dva
invertibilna elementa ne mora biti invertibilan: 1+ (—1) = 0.

Elementi a i b prstena A su asocirani, ako je a = be gde je € invert-
ibilan u A. Asociranost je relacija ekvivalencije na A. Na primer, n i —n
su asocirani u Z, f(x1,...,x,) 1 a- f(z1,....,x,) (a = const € A*) su asoci-
rani u Azy,...,x,]. U problemima vezanim sa deljivoséu i faktorizacijom
(v. sledeé¢i odeljak) asocirane elemente ne razlikujemo tj. radimo sa odgo-
varaju¢im klasama ekvivalencije.

Element a € A je nilpotentan, ako postoji n takvo da je a™ = 0. Najmawe
takvo n naziva se stepen nilpotentnosti. Svaki netrivijalni (# 0) nilpotentan
element je delitelj nule, ali mogu postojati i nenilpotentni delitelji nule (u
prstenu Zzs je 62 = 0, a takoe i 4-9 = 0 pri ¢emu ni 4 ni 9 nisu nilpotentni).
Prsten bez nilpotenata je redukovan prsten (prsten Zg je redukovan, ali nije
domen).

Skup svih nilpotenata nil A prstena A je ideal, tzv. nilradikal prstena A.
Naime, ako a,b € nil 4, tada je a® = 01 v = 0, pa je (a +0)"™ = 0 na
osnovu binomne formule. Ostale osobine ideala se lako proveravaju. Prsten
A/nil A je redukovan. Na primer, nilZss = {0,6,12,18,24,30} = (6) i
Z36/ nil Zg(, = Z6.

Ideal I prstena A je prost ideal, ako ab € I = a € I Vb € I. Lako se vidi
da je ideal I prost ako i samo ako je A/I domen.

Primer. Ideal (p) = pZ u Z je prost ako i samo ako je p prost broj.
Odavde naziv i vodi poreklo.

Ideal P C A je prost < prsten A/P je domen. Ovo se neposredno vidi.

Ideal I prstena A je maksimalan ideal, ako nije sadrzan ni u jednom
pravom idealu prstena A, tj. akoiz I C J, J # A sledi I = J.

Ideal M C A je maksimalan < prsten A/M je polje. Zato je svaki
maksimalni ideal prost.

Operacije nad idealima. Nilradikal i Dzekobsonov radikal

Ako su I, J dva ideala prstena A, definisani su ideali I + J, IJ i 1IN J.
Unija I U J u opstem slucaju nije ideal.

Primer. U prstenu Z, (m) + (n) = (NZD(m,n)), (m)(n) = (mn),
(m)N(n)=(NZS(m,n)).



Jasno je da je IJ C I N J. Jednakost u opstem slucaju ne vazi.

Primer. U prstenu Z, (m)(n) = (m) N (n) < (m) + (n) = (1) tj. ako i
samo ako su brojevi m i n uzajamno prosti.

Ideali I, J prstena A su uzajamno prosti ako je I +J = (1). Ako su [ i
J uzajamno prosti, tada je I.J = I N .J (dokazite za domadi).

Pojam zbira, proizvoda i preseka dva ideala se definise i za kona¢no mnogo
ideala, a presek i za beskonacne familije ideala: presek (), 4 /s bilo kakve
familije ideala {I;|s € S} je opet ideal, §to se neposredno proverava. Suma
i proizvod beskonacne familije se ne mogu jednostavno definisati, ali ipak
dopustaju generalizaciju. Tako, suma beskonac¢ne familije ideala {I,|s € S}
je ideal generisan konaénim zbirovima elemenata sabiraka (setite se nizova
sa kona¢nim nosacem):

I=>%1I,:= {asl-l—--'—l—asi

seS

as, € I,;, j=1,...,i,1 € N}.

Ako je f: A — B homomorfizam prstena i J C B prost ideal u B, tada je
f7HJ) C A prost ideal u A. Inverzna slika maksimalnog ideala ne mora biti
maksimalan (primer: inkluzija domena u polje razlomaka, recimo Z — Q).

Svaki prsten ima maksimalni ideal. I vise od toga, svaki pravi ideal
sadrzan je u maksimalnom. U dokazu ove ¢injenice koristi se aksioma izbora
1 obliku Cornove leme.

Tvrenje. Presek svih prostih ideala prstena jednak je njegovom nil-
radikalu.

Dokaz. Naime, neka je N presek svih prostih ideala u A. Ako je a
nilpotentan element i P prost ideal, tada za neko n, a" = 0 € P, pa je
a € P. Zato nilA C N. Obrnuto, neka a nije nilpotentan. Tada skup
S ={a,a? a®, ...} ne sadrzi 0. Neka je F familija svih ideala I koji ne seku
skup S. Primenom Cornove leme mozemo nac¢i maksimalni element familije
F, neka je to P € F. Dokazimo da je P prost. Neka z,y ¢ P. Tada zbog
maksimalnosti P, P+ (z) i P+ (y) ¢ F pazato a” € P+ (z)ia™ € P+ (y)
za neke n,m € N. Sada ot € P + (zy). Zato je P+ (zy) # Pixy ¢ P.

Dzekobsonov radikal J(A) prstena A je presek svih maksimalnih ideala
prstena A.

Tvrenje. © € J(A) < za svako a € A, element 1 — az je invertibilan u
A.

Dokaz. Neka 1 — ax nije invertibilan. Tada je on sadrzan u nekom
maksimalnom idealu M . Sada je x € J(A) C M pa mora biti 1 € M, §to je
kontradikcija. Obrnuto, neka ¢ M za neki maksimalni ideal M. Tada je
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zbog maksimalnosti M + (z) = (1) tj. zanekom € M ia € A, m+ ax =1,
odakle je 1 — ax € M i ne moze biti invertibilan.

Deijivost, nerastavljivi elementi i euklidski prsteni

Neka je A prstenip,q € A. Kaze se da neinvertibilni element ¢ deli p i pise
q | p ako je p = qc za neko ¢ € A, pri ¢emu je ¢ ¢ A*. Element ¢ je (pravi)
delilac ili faktor elementa p. Invertibilni elementi dele p u smislu gornje
definicije, ali nisu pravi delioci. Rec pravi” ¢emo obicno izostavljati. Element
p je nerastavljiv (ili atom) ako nema (pravih) delilaca tj. ako ¢ | p = ¢
invertibilan ili asociran sa p.

Da li za svaki element a € A postoji nerastavljivi delilac elementa a?
Ako je a nerastavljiv, tu je kraj. Ako nije, tada postoji a; takvo da a; | a.
Isto rasudjivanje primenjujemo na a; itd. Dobijamo niz delilaca ...a,+1 | @y, |
.. | az | a1 | a. Dali ée se ovaj postupak zavrsiti i dati nerastavljivi faktor
elementa a ili se moze desiti da taj niz bude beskonac¢an?

Primeri. (1) Ako je A = Z prsten celih brojeva, tada je oc¢igledno da
q|p=1p| > |¢q| > 0, paza gornjiniz ... a1 | a, |-+ | az | a1 | a dobijamo
strogo opadajuéi niz prirodnih brojeva

la| > |ai| > |ag] > -+ > |an| > |apsa| > - >0

koji se mora zavrsiti posle kona¢no mnogo koraka (princip dobrog ureenja).
Dakle, u prstenu celih brojeva, svaki broj ima nerastavljivi faktor.

(2) Ako je A = k [z] prsten polinoma, tada je o¢igledno da ¢ (z) | p (z) =
0 < degq(x) < degp(z) (ovde je od sustinske vaznosti da su koeficijenti iz
polja), pa za niz delitelja ...a,41 | @n | ... | a2 | a1 | @ dobijamo strogo
opadajuci niz prirodnih brojeva

dega > degay, > ... > dega, > dega, > ... >0

koji se mora zavrsiti posle kona¢no mnogo koraka. Dakle, u prstenu polinoma
sa koeficijentima iz polja svaki polinom ima nerastavljivi faktor.

(3) Neka je prsten A; = Q [\/ﬁ] C R rasirenje polja Ag = Q dobijeno
dodavanjem broja v/2. Dakle, A; = {a +bv2|a,b € Q} Nastavimo ovaj
postupak na sledeéi nacin: A, = A,_; [Qﬂ] Posto je /2 = 722

odnosno ( 2n_\l/ﬁ) = (*V/2), dobija se rastuéi niz prstena

AgCc Ay Cc---CA,C---CR,



pajei A=, Ax C R potprsten u polju R. Jasno je da je ... /2 |
V2 .| 32 | v/2 | 2 beskona¢an niz delilaca broja 2 koji se neée zavrsiti.

Dakle, moguéa su oba sluc¢aja. Vidimo da je dovoljan uslov da se niz zavrsi
- postojanje funkcije f : A — N koja zadovoljava uslov ¢ | p = f (¢) <
f (p). Ulogu ove funkcije u slucaju celih brojeva igra apsolutna vrednost, a u
slu¢aju polinoma nad poljem - stepen polinoma. U ova dva poslednja slucaja
vazi i nesto ostriji uslov koji predstavlja osnovu za postojanje Euklidovog
algoritma. Taj se pojam obi¢no razmatra samo za domene tj. za prstene bez
delitelja nule.

Definicija. Domen A je euklidski prsten, ako postoji funkcija norme
f A\ {0} — N sa sledeéim svojstvom: za svaka dva elementa a,b € A,
b # 0 postoje elementi ¢, € A takvidajea =b-q+ri f(r) < f(b)ilir = 0.
Element ¢ naziva se kolicnik, r ostatak od deljenja a sa b, a sama jednakost
a=>b-q+r deljenjem s ostatkom.

U uobicajenoj definiciji funkcije norme zahteva se i dodatni uslov ¢ |
p = f(q) < f(p) ili, sto je isto, f (q) < f(ga). Ovaj uslov, meutim, nije
neophodan. Naime, ako je f funkcija norme u prvom, opstijem smislu, tada
je sa g(p) = mingea\(o} f(pa) definisana funkcija norme u drugom, uzem
smislu i ona zadovoljava isti uslov euklidskog deljenja s ostatkom (proveriti
za domadi).

U euklidskom prstenu svaki element ima nerastavljivi faktor, jer niz ras-
tavljanja uvek mora da se zavrsi: iz niza deljivosti ...a,41 | @y | ... | a2 | a1 | a
dobija se strogo opadajuéi niz prirodnih brojeva

fla) > flar) > ... > f(an) > flapny1) > ... >0

koji se zbog dobre ureenosti skupa N mora zavrsiti.

Jasno je da su prsten celih brojeva Z i prsteni polinoma sa koeficijentima
u polju k [x] euklidski prsteni. Ovi prsteni zadovoljavaju u stvari nesto jaci,
algoritamski uslov: postoji algoritam koji po datim a i b odredjuje koli¢nik
q i ostatak r, tzv. algoritam deljenja s ostatkom. Manje je poznat primer
Gausovih celih brojeva Z [i] sa funkcijom norme f(a+bi) = a* +b* (dokazite
za domadi).

Definicija. Neka je A domen i a,b € A. Najveéi zajednicki delilac
NZD (a,b) elemenata a,b je d € A takav da: (1) d|aid]|b; (2) ako d |ai
d | b, onda d' | d.

Ako postoji, NZD (a,b) je odreen jednozna¢no do asociranog elementa:
ako su d i d' dva elementa koji zadovoljavaju definiciju, tada su oni asocirani
tj. d' = d - ¢ za neki invertibilni ¢ € A*.
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Dokazimo da u euklidskom prstenu NZD uvek postoji.

Euklidov algoritam. Obelezimo a = r_1,b = rg. Zbog euklidovosti
domena A postoje qp i 1 takvi da je r_; = roqo + 1. Ako je r1 # 0, tada
je f(ro) > f(r1) i postupak mozemo nastaviti sa 79 i 71 umesto r_y i 7.
Visestrukom primenom deljenja sa ostatkom dobijamo niz elemenata r; # 0
(t=0,1,...) takvih da je r;_; = 7,¢; + 741 1 strogo opadajuéi niz prirodnih
brojeva f(rg) > f(r1) > --- > f(r;) > 0. Zbog dobre ureenosti skupa N niz
se mora zavrsiti tj. na nekom koraku moramo doé¢i do r;;; = 0. Tada je
r; = d najveci zajednicki delilac elemenata a i b.

Dokaz. Svojstvo (1) se dokazuje pocev od poslednje jednakosti r; 1 = r;¢;
prema prvim dvema a = bgy + 1 1 b = r1qp + 2, a svojstvo (2) obrnutim
redom, od prve dve prema poslednjoj.

Postupak primenjen u Euklidovom algoritmu je u odreenom smislu obr-
nut metodi matematicke indukcije. Koristio ga je Ferma, pa se zbog toga
naziva metoda Fermaovog (ili beskonacnog) spustanja®. U stvari, princip
matematicke indukcije je ekvivalentan principu dobrog ureenja skupa prirod-
nih brojeva (dokazite za domaéi). Primetimo da se Euklidov algoritam moze
sprovesti u svakom prstenu u kome svaka dva elementa imaju NZD. To su
tzv. NZD-prsteni. Pored Euklidovog algoritma, u takvim prstenima vazi i
sledece tvrenje.

Bezuova jednakost. Ako je d = NZD (a,b), tada postoje u,v € A
takvi da je ua + vb = d.

Ovo se lako dokazuje primenom Euklidovog algoritma.

Posledica. Ako p | abi NZD(a,p) =1, tada p | b. Naime, iz ab = pc i
ua + vp = 1 sledi b = uab + vpb = upc + vpb = p(uc + vb) tj. p|b.

Definicija. Najmanji zajednicki sadrzalac NZS (a,b) elemenata a,b je
s€ Atakavda: (1)a|sib]|s;(2)akoa|s ib|s ondas|s.

Ova dva pojma su ekvivalentna: ako dva elementa domena A imaju
NZD, onda oni imaju NZS iobrnuto. Naime, iz a = da’,b = db’, d = ua+vb
sledi 1 = ua’ +vb’. Ako uzmemo s = da'b’ o¢igledno je s = ab' = a’b odnosno
al|sib|s, stodokazuje (1). Akosad a | s ib | s, tada je s = ap = bq i
imac¢emo s = ua's’ + vb's’ = ua'bg + vb'ap = uda'b'q + vda't'p = s(uq + vp),
odnosno s | §', §to dokazuje (2). (Za domaci dokazite obrnutu implikaciju).
Kao posledicu dobijamo i jednakost

NZD(a,b)- NZS(a,b) = a - b.

linfinite descent (eng.)



Iz svega sledi da u euklidskom prstenu svaka dva elementa imaju i NZD i
NZS.

Glavnoidealski i Neterini prsteni

Neka je A domen. Kazemo da je A glavnoidealski prsten® ako je svaki nje-
gov ideal glavni odnosno monogen tj. generisan jednim elementom I = (a).
Kazemo da je A Neterin prsten®, ako je svaki njegov ideal konaénogenerisan
tj. generisan konacnim skupom elemenata I = (a4, ..., ag).

Moze se pokazati da je uslov neterinosti ekvivalentan uslovu konstantnosti
rastuéih lanaca ideala*: ako je Iy C I; C --- C I, C ... rastuéi niz ideala,
tada postoji k takvo da je I = Ip.1 = ..., tj. pocev od nekog k taj niz je
stacionaran (dokazite za domadi).

Svaki euklidski prsten je glavnoidealski. Dokaz ove ¢injenice kopira odgo-
varajuc¢i dokaz u prstenu celih brojeva. Naime, ako je I C A ideal, neka je
f(I) ={f(a)lae I} € Nim = min f(I) € N. Takav postoji zbog dobre
uredjenosti skupa prirodnih brojeva. Postoji element d € I za koji se taj
minimum dostize: f(d) = m. Jasno je da je (d) C A. Na proizvoljno a € T
primenimo deljenje s ostatkom sa d. Postoje ¢, € A takvi da je a = qd + 7.
Sada je r = a —qd € 1. Ako je r # 0, mora biti f(r) < f(a) = m sto
je kontradikcija sa minimalnoséu m. Zato je r = 0,a = ¢gd i I C (d), §to
zajedno sa prethodnim daje I = (d).

Dakle, prsteni Z i k [z] su glavnoidealski. Prsten Z [z]| polinoma sa celo-
brojnim koeficijentima nije glavnoidealski: ideal (2, z) se ne moze generisati
jednim celobrojnim polinomom. Proverite. Dokazite da prsten k [z, y] takoe
nije glavnoidealski. Odavde sledi i da se svojstvo prstena da bude glavnoide-
alski ne nasleuje na prstenu polinoma: ako je A glavnoidealski, prsten poli-
noma A [z] ne mora biti glavnoidealski. Tim je znacajnija sledeca teorema.

Teorema (Hilbertova teorema o bazi). Ako je prsten A Neterin, tada je
i A[z] Neterin.

Dokaz. Primetimo da zbog dobre uredjenosti skupa prirodnih brojeva u
svakom nepraznom skupu S C A [x] polinoma postoji polinom najmanjeg
stepena. Neka je sad I C A [z] ideal koji nije kona¢nogenerisan. Neka je f; €
I polinom najmanjeg stepena m; u I. Neka je Iy = I\ (f1) # 0 i neka je sad
f2 € I element najmanjeg stepena my u Iy. Ocigledno, m; < msy. Postupak

2principal ideal domain (PID)

3po Emi Neter (Amalie Emmy Noether, 1882-1935), jednoj od najpoznatijih Zena
matematicara, ¢erki matematicara Maksa Netera (Max Noether, 1844-1921). Zato je
Neterin, a ne Neterov prsten.

Yascending chain condition (ACC) (eng.)



nastavljamo: neka je fp najmanjeg stepena my u I = I\ (f1,..., fr—1) #
(). Dobijamo beskonac¢an niz polinoma fi,..., fx,... stepena respektivno
mp < --- < my < .... Neka je a; € A najstariji koeficijent polinoma f,
fx = agx™ 4+ ... ineka je (a1) C (a1,a9) C -+ C (a1,...,a;) C rastudi
niz ideala u A. Posto je A Neterin prsten, njihova unija je ideal .J generisan
konaénim skupom tih koeficijenata, tj. za neko k, J = (ai,...,ax). Po
konstrukeiji, fri1 € Ixy1 je najmanjeg stepena i axi1 € (ag,...,ax). To
znaci da je agy1 = byaq + - - - + bray 1 najstariji ¢lan polinoma fr,q je

ak+1xmk+1 — blalxm1xmk+1—m1 et bkakxmkxm’““_mk,

Iz ove jednakosti sledi da ¢e se u polinomu g = fryq — (byz™ """ f] + ... +
bpa™ 1k fi) € I ponistiti najstariji ¢lan, pa je degg < myy1 = deg fry1.
Ako je g € (f1,---, fx), tada je

feor =g+ (bpx™ 7™ ) o D™ TR ) € (fr L fr),

§to je nemoguce jer fri1 € I1. Dakle, g € Ix11 je polinom stepena manjeg
od f, sto je kontradikecija koja dokazuje da je Iy 1 =01 1= (f1,..., fr)

Egzistencija faktorizacije. U glavnoidealskom prstenu postoji faktor-
izacija na nerastavljive elemente. Primetimo prvo da

(1) (b) C (a) <= a b,

(2) (a) = (b) <= a asocirano sa b,

a zatim dokazimo sledeée Cinjenice.

(1) Svaki element @ € A ima nerastavljivi faktor d € A, d | a.

Naime, niz nerastavljivih faktora ...a,i1 | an | ... | a2 | a1 | a definise
rastuci niz ideala

(a) C (a1) C (ag) C -+ C (an) C (any1) C - ...

Njihova unija J,,(a,) = I je ideal prstena A pa je zato glavni ideal: I = (d)
i(a) C (1) C---C(an) C--- C (d). Element d € |J,(a,) pripada nekom
(@) tj. neko a,, deli d. Ali posto d deli sve a,, onda su d i a,, asocirani pa
je niz (a,) C --+ C (a,,) = ... stacionaran pocev od a,,. Ovo znadi da je a,,
nerastavljivi faktor elementa a.

(2) Svaki element a se razlaze na nerastavljive a = a® - a® .....q®,
Naime, a ima nerastavljivi faktor (Y i @ = aMa;. Sada a; ima nerastavljivi
faktor a®® i a; = a®ay. Dobijamo niz ...an41 | @y | ... | a2 | a1 | @ koji, kao
malopre, definiSe rastuéi niz ideala

(a) C (a1) C (ag) C -+ C (an) C (ans1) C ...
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i (glavni) ideal |, (an) = (d). Taj niz mora biti stacionaran, d asociran sa
nekim ay (i sa svim sledeéim a,, n > k) B (a;) = (ag41) = .... Odatle je
a=ab-a®.....(a".¢c) gde je ¢ invertibilan.
Prosti elementi. Jednoznacnost faktorizacije
Jednoznaénost faktorizacije. Naredni korak je da se utvrde uslovi
jednoznaé¢nosti faktorizacije. Ako imamo dve nerastavljive faktorizacije istog

elementa a = ay-----ax = by -+ - b, bilo bi pozeljno da mozemo skratiti
nerastavljive faktore sa leve i desne strane. To je razlog za uvodjenje sledec¢eg
pojma.

Definicija. Element p € A je prost ako vazi: p | ab=-p|ailip|b.

Ako je p prost, onda je nerastavljiv. Naime, ako je p prost, p=abipfa,
onda p | b. Dakle, b = pb', p = apt/, ab/ = 11 a je invertibilan. Zato je p
nerastavljiv. Pitanje je da li vazi obrnuto, tj. da li iz nerastavljivosti sledi
prostost?

Tvrdjenje. (1) U glavnoidealskom prstenu za svaka dva elementa a,b
postoji NZD(a,b). Naime, neka su a,b € A. Tada je ideal (a,b) glavni:
(a,b) = (d), tj. postoje u,v,p, q takvi da je d = ua+vb, a = pd, b = qd. Ako
jea =p'd,b=qd zaneko d', onda je d = up'd' + vq'd = (up’ + vq')d’ pa
d" | d. Ovo upravo znaci da je d = NZD(a,b).

(2) U glavnoidealskom prstenu nerastavljivi elementi su prosti. Naime,
neka je p nerastavljiv i neka p | ab, p 1 a, ab = pq. Neka je NZD(a,p) = d.
Tada postoje u,v,q,r takvi da je d = ua + vp,a = qd,p = rd. Ali p je
nerastavljiv, pa je ili r ili d invertibilan. S tacnos¢u do asociranih elemenata
mozemo smatrati da je ili d = pili d = 1. Ako je d = p onda p deli a, $to je
kontradikcija. Zato je d =11 NZD(a,p) = 1. Odatle sledi p | b.

Zakljucak je da je u glavnoidealskom prstenu nerastavljiv element isto
sto i prost element. Ova dva pojma se u prstenu celih brojeva Z i u prstenu
polinoma k [z] obi¢no i ne razlikuju. Primetimo da u opstem slu¢aju ovo ipak
nije tacno.

Primer. U domenu Z [v/=3] vazi jednakost 4 = 2-2 = (1++/=3)(1 —
V/=3), a elementi 2,1 + /=3 i 1 — /=3 nisu medjusobno asocirani, pa je
2 nerastavljiv ali nije prost. Primetimo da su to dve sustinski razli¢ite fak-
torizacije broja 4 na nerastavljive, tj. prsten Z [\/—_3] nije prsten sa jed-
nozna¢nom faktorizacijom (a zato nije ni glavnoidealski).

Tvrdjenje. U glavnoidealskom prstenu faktorizacija na nerastavljive el-
emente je jedinstvena s tacnoséu do redosleda i asociranosti faktora.

Dokaz. Neka sua =ay-----ax = by ---- b, dve faktorizacije istog
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elementa a u proizvod nerastavljivih. Tada je a; nerastavljiv i deli proizvod
by----- bn. Posto je a; prost, on deli neko b;,. Ali b;, je nerastavljiv, pa su ay
i b;, asocirani odnosno a; = by(1)-€1. Stavimo o(1) = iy i skratimo a; sa leve
i by(1) sa desne strane jednakosti. Postupak se moze induktivno nastaviti,
odakle je k = m i dobijamo permutaciju o € Sy takvu da je a; = by(;) - &;.

Domen u kome svaki element dopusta jedinstvenu faktorizaciju na neras-
tavljive (s ta¢noséu do redosleda i asociranosti faktora) naziva se prsten sa
jednoznacénom faktorizacijom?®.

Svaki glavnoidealski prsten, a posebno svaki euklidski prsten, je prsten sa
jednozna¢nom faktorizacijom. Posebno, Z i k [x] su UFD prsteni. Dokazademo
da je i prsten k [z1, ..., x,] polinoma sa vise promenljivih takodje UFD, iako
nije glavnoidealski.

U svakom prstenu sa jednozna¢nom faktorizacijom, svaki nerastavljiv el-
ement je prost. Iz dokaza prethodne teoreme vidi se da je jednoznacnost fak-
torizacije u stvari ekvivalentna prostosti nerastavljivih elemenata (dokazite
za domadi).

Navedimo nekoliko osobina u vezi sa prstenom polinoma A [z] sa koefici-
jentima u prstenu A.

(1) Zasvakoa € Ai f € Alx] vazi da a deli f <= a deli sve koeficijente
polinoma f. Smer <= je o¢igledan. Pretpostavimo da a | ap+a1z+- - -+a,z".
To znaci da je ag + a1z + - - - + a,x" = a(by

(2) Element a je prost u A <= a je prost u A [z]. Smer <= je o¢igledan.
Neka je sad a prost u A ineka a | fg u A[z]. Neka je f =ap+ a1z + -+
ap,x™,g = by + byx + - -+ + bya™. Pretpostavimo da a { g i neka je by, prvi
koeficijent u g koji a ne deli. Dakle, a | by, ..., bx_1. Imamo

fg = (ao+arx+---+aa™) (bop+bx+--+bpa™) =
= agby + (aoby + a1bo)x + - - - + (agbr + - - - + akbo)ask + ot apby ™t

Posto a | (agbg + -+ - + arby), a | by, ..., bx_1 1 at by, mora biti da a | ag jer je
a prost u A. Iz narednih koeficijenata dobijamo da a | ay,a | as,...,a | ay,
odakle sledi da a | f.

(3)

Teorema. Ako je A prsten sa jednozna¢nom faktorizacijom, onda je i
A [z] takodje prsten sa jednozna¢énom faktorizacijom.

U dokazu ove teoreme koristi se jedno istorijski zna¢ajno pomoéno tvrd-
jenje - Gausova lema.

Sunique factorisation domain (UFD) (eng.)
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Definicija. Neka je A prsten sa jednoznacnom faktorizacijom i f =
ap + a1x + -+ + a,a™ € Alx]. SadrZaj cont(f) polinoma f je cont(f) :=
NZD(ay,...,a,). Bite f = cont(f)-g pri cemu je cont (g) = 1. Za takav
polinom g kazemo da je primitivan. Sadrzaj je jednoznac¢no odredjen: ako je
f=a-gzaneko a € A pri ¢emu je g € A [x] primitivan tada je a = cont (f).

U prstenu polinoma se moze desiti da je f € A[z] rastavljiv samo zato
Sto ima faktor iz A. Na primer, 2z +4 u Z [z] nije nerastavljiv jer je 6z +4 =
2(3z+2). Medjutim, faktorizacija 2(3z+2) nam jednostavno nije zanimljiva.
Ako, pak, odvojimo sadrzaj cont(f) = 2 polinoma f, preostaje primitivni
polinom 3z 4 2 i on jeste nerastavljiv.

Tvrdjenje (Gausova lema). cont(fg) = cont(f) - cont(g). Posebno,
proivod primitivnih polinoma je primitivan.

Dokaz se moze izvesti analogno dokazu tacke (2) malopre.

Primetimo sledeé¢e. Neka je K polje razlomaka domena A i A [z] C K [z].
Svaki polinom f € K [z] je oblika f = §& + 1o +--- + {22". Ako je s =
NZS(Z)(), c. ,bk) is= bzbg u A, tadaje f = %(a0b6+a’1b/117+' . +anb;$n) = %g
pri cemu g € A[z]. Ako je a = cont (g), sledi da se svaki polinom f € K [z]
moze zapisati kao (%) - f* gde je f* primitivan polinom iz A [z] pri ¢emu je
element a = ¢ € K jednoznacno odredjen.

Primetimo jos da je primitivan polinom g € A [z] nerastavljiv u A [z] <=
g je nerastavljiv u K [z]. Smer <= je oc¢igledan. Ako je g = g192 u K [z],
zapisimo ¢; = «; - g sa primitivnim ¢gf € A[z] i o; € K. Dobijamo g =
(a1a) (9795) € Alz] 1 gigs je primitivan na osnovu Gausove leme, odakle
sledi da je aqap = 1 (dokazite) i g = gjg5 u Alx], $to je kontradikcija koja
dokazuje smer =—>.

Dokaz teoreme. Neka je f € Alx], f = cont(f)-g, g primitivan u A [z].
Prsten K [z] polinoma sa koeficijentima u polju je prsten sa jednoznacnom
faktorizacijom, pa se g u K [z] jednoznac¢no razlaze u proizvod g = ¢ ... g

nerastavljivih polinoma g¢,...,gx € K [z]. Dobijamo f = 31“1.316 95 ... g;
odnosno sf = g¢gf...gf pri cemu je s = s1...5, € A, gf,...,95 € Alx].
Svaki nerastavljivi faktor p elementa s deli neki od g7,...,g; uw A[z] pa je
f=hy - hy, trazena faktorizacija u A [z]. Jednoznacénost faktorizacije se

moze dokazati analogno ranijim postupcima (zavrsite za domadi).
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