0.1 Krive treceg reda

Kriva treceg reda u afinoj ravni A% zadata je polinomijalnom jedna¢inom treceg
reda

f(@,y) = fa(z,y) + fa(@,y) + fr(z,y) + fo = 0

gde su f; homogene komponente polinoma f stepena i (i =0, 1,2, 3). Dakle,

3 2 2 3

= a302” +a212°Y + a122y” + a3y
2 2

= a0x” + a112Y + ap2y

= @107 + a1y

= @oo

gde je oznacavanje koeficijenata razumljivo: prvi indeks oznacava stepen z,
drugi stepen .

Da bi uspesno sproveli klasifikaciju ovih krivih, neophodno je da detaljnije
razmotrimo neke pojmove koji su se javljali ve¢ kod krivih drugog reda.

Ireducibilnost

Neka je C : f(z,y) = 0 algebarska kriva stepena n. Ako je polinom f ras-
tavljiv tj. ako dopusta pravu faktorizaciju f = g - h, degg, degh < degf =n
tada je kriva C = G UH unija dve algebarske krive manjeg stepena. Kazemo
da je kriva C reducibilna ili svodljiva, a krive G i H su njene komponente. Ako
je pak polinom f nerastavljiv, kriva C je ireducibilna ili nesvodljiva. Zbog jed-
noznacnosti faktorizacije u prstenu polinoma K [z,y], svaka se kriva moze ras-
taviti u uniju svojih ireducibilnih komponenti. Komponenta g = 0 moze imati
visestrukost k > 1 ako je k viSestrukost nerastavljivog faktora g u polinomu f.

Primer. Kvadrika u kompleksnoj ravni je reducibilna ako i samo ako je
unija dve prave (koje mogu biti i podudarne). Ireducibilne kvadrike su samo
elipsa, hiperbola i parabola.

Singularne tacke

Neka je sad A(zo,yo) tacka krive C, tj. f(xo,yo) = 0. Translacijom afine
ravni (tj. zamenom koordinatnog pocetka) mozemo smatrati da je A = 0(0,0),
dakle f(0,0) =0.

Jednacinu krive zapiS$imo kao zbir homogenih komponenti

f(xay) = fn(xay) +fn71(xay) + +fk(xvy) =0

gde je n stepen krive, a k < n najmanji stepen za koji je fr(z,y) # 0. Ovaj
se stepen naziva viSestrukoséu polinoma f u nuli ili viSestrukoséu tacke O na
krivoj C. Tacka O(0,0) je reqularna tacéka krive C ako je k = 1, inace (ako je
k > 2) kazemo da je to singularna tacka krive C, visestrukosti k > 2.



Primer. Posmatrajmo tzv. kasp krivu (eng. cusp - tacka preokreta, siljak,
rus. tocka vozvrata) y? = z3. Ocigledno, f3 = —a3, fo = y? pa je tacka O
singularna tacka viSestrukosti 2.

Ako potrazimo analogiju u matematickoj analizi, vidimo da je singularna
tacke krive f(x,y) = 0 upravo ona tacka u kojoj su oba parcijalna izvoda jednaka
nuli: % = 7(3_5 = 0, tj. tacka za koju ne vaze uslovi teoreme o implicitnoj
funkciji. Skup singularnih tacaka krive f(z,y) = 0 u afinoj ravni A% se moze
okarakterisati kao skup resenja sistema jednacina

fa) = L) = Z (@) = 0

Primetimo da ovaj sistem opisuje samo konac¢ne, a ne i beskonac¢no daleke tacke.
Da bi proverili da li je i neka od beskonacno dalekih tacaka nase krive singularna,
moramo preci u drugu afinu kartu.

Primer. Kriva y = 23 u kona¢noj ravni A% nema singularnih tacaka, jer
sistem

22—y = 0
3% =

-1 =

nema refenja. Da bi videli §ta se desava na beskona¢no dalekoj pravoj P,
homogenizujmo jedna¢inu. Dobijamo jedna¢inu X2 — Y Z2 = 0 koja u afinoj

karti Y # 0 prelazi u jednaé¢inu 22 = 3 ”cusp”-krive i sistem

2—22 =0
322 = 0
-2z =0

ima jedinstveno reSenje x = 0, z = 0. To je singularna tacka te krive ¢ije su
homogene koordinate (0 : 1 : 0). U polaznoj afinoj karti Z # 0 ova se tacka ne
vidi jer lezi na beskonacno dalekoj pravoj Z = 0. To je beskona¢no daleka tacka
koordinatne prave x = 0.

Procedura nalazenja singularnih tacaka moze se sprovesti i direktno preko
homogenih koordinata u projektivnoj ravni. Ako je F(X,Y, Z) homogenizacija
polinoma f(x,y) uodnosu na koordinate x = %, y= %, tada je skup singularnih
tacaka odredjen sistemom

F(X,Y,2) = g2 (X,Y,7) = 50XV, 2) = 52 (X,¥,2) =0,

2

Primer. U prethodnom primeru, taj sistem je X3 - Y272 =3X?%2 = —Z
—2Y Z = 0 sto nam daje reSenje X = 0, Z = 0isledstveno Y = 1 tj. jedinstvenu
singularnu tacku (0:1:0).

Jedno klasi¢no svojstvo homogenih polinoma, Ojlerovu formulu, koristi¢emo
u daljem. Moguce je da ste je ve¢ koristili u matematickoj analizi.



Tvrdjenje (Ojlerova formula).
Tangenta

Uoc¢imo proizvoljnu pravu kroz koordinatni pocetak

{ x=oat

y = pt

sa koeficijentom nagiba («, ). Ocigledno, kriva i ta prava seku se u tacki O.
Prava je tangenta krive C u tacki (0,0) ako je viSestrukost preseka u toj tacki
veéa od 1 (po Bezuovoj teoremi viSestrukost moze biti najvise n) tj. ako je
fila, 8) = 0. U obic¢noj regularnoj tacki tangenta je odredjena jednoznacéno
i viSestrukost preseka tangente sa krivom jednaka je 2. Regularna tacka je
prevojna tacka (eng. inflection point, rus. tocka peregiba) ako je visesturkost
preseka u toj tacki veta od 2. U singularnoj tacki tangenta nije jednoznacno
odredjena, a skup svih tangenti u toj tacki je tangentni prostor u toj tacki,
pa je u tom smislu tangentni prostor krive u regularnoj tacki dimenzije 1, a u
singularnoj tacki dimenzije 2 (cela ravan).

Primer. Na krivoj y = 23, f3(z,y) = 22, fo(z,y) = 0, fi(z,y) = —y. Tacka
0(0,0) je regularna tacka jer u toj tacki f nije identicki 0. Tangenta u toj tacki
je prava y = 0. ViSestrukost preseka sa krivom je 3 jer je u toj tacki fo =0 (u
stvari, fo = 0). Zato je to prevojna tacka. U tacki A(1,1) jednacina krive je
(y—1) = (@ — 1% +3(e — 1)> +3( - 1), paje f5 = (z— 1)%, fo = 3(z — 1)2,
fi=3x—-1)—(y—1). Tangenta je 3x —y — 2 = 0, odnosno y = 3z — 2, ali
je visestrukost preseka sa krivom jednaka 2. Treca tacka preseka odredjena je
redenjem jednacine =3 — 3z + 2 = 0 razli¢itim od 1, a to je —2 odnosno tacka
(—2,-6).

Nadjimo viSestrukost preseka u toj tacki. Ako zamenimo parametarske
jednacine prave u jednacinu krive, dobijamo polinom

flat, Bt) = fula, B + fr_1(a, B)t" L+ + fr(a, B)t" =0

stepena m po t Ciji je koren t = 0 viSestrukosti k. To je najmanja moguca
viSestrukost preseka krive i prave u tacki O. Ako je tacka singularna, onda je
svaka prava kroz tu tacku - tangenta. Medjutim, za pojedine prave visestrukost
moze biti i veéa. Uocimo koeficijent fi(a, 3) uz t* kao funkciju promenljivih
a, 8. To je netrivijalni (fx # 0) homogeni polinom stepena k po tim promenljivim.
On se razlaze u proizvod linearnih faktora fi (v, 8) = I7" (v, B)+ - Iy " (av, B), M1+
-+++m, = k. Za poseban, kona¢an izbor tacaka (c; : 8;) € Pk (i =1,...,p)
(beskonag¢no dalekih tacaka koje odgovaraju pravim [;(«, §) = 0) bice fi(c, 5) =
0. Te su prave - prave tangentnog konusa krive C u tacki O(0,0), svaka ima
odgovarajuéu visestrukost m;. Tangentni konus krive C u tacki O(0,0) je alge-
barska kriva reda k definisana jedna¢inom fy(x,y) = 0.

Zadatak. Nadjite tangentne konuse krivih zy = 1,zy = 0,y = 23,7 = 2>.

Krive treceg reda



Posmatrajmo projektivno zatvorenje ireducibilne krive treéeg reda u projek-
tivnoj ravni P%- u kojoj je A% afina karta Z # 0. Dato je jedna¢inom

F(X,Y,Z) = f5(X,Y) 4+ fo( X,Y) - Z 4+ f1(X,Y) - Z% + fo- Z3 = 0.

Analiziraéemo prvo slu¢aj kada kriva ima singularnu tacku u O(0, 0). Visestrukost
k singularne tacke moze biti 2 ili 3. Ako je k = 3, kriva ima jednacinu
f3(z,y) = 0, homogeni polinom 3 stepena se razlaze u proizvod tri linearna fak-
tora f3(z,y) = li(z,y) la(z,y) l3(x,y) pa je kriva C reducibilna, unija tri prave
koje se seku u jednoj tacki. Zavisno od toga da li su sve te prave medjusobno
razlicite imamo tri moguca slucaja, predstavljena jedna¢inama xy(z — y) = 0,
22y=0i2®=0.

Interesantniji je slucaj singularne tacke visestrukosti 2. Primetimo da moze
postojati samo jedna takva tacka. Ako bi postojale dve razlicite tacke, tada bi
prava kroz te dve tacke sekla krivu treceg reda sa visestrukoséu 2 +2 =4 >
3, sto je nemoguce. Prenesimo koordinatni pocetak u singularnu tacku. Na
osnovu svega recenog, jednacina krive biée f(z,y) = f3(z,y) + fo(z,y) = 0 sa
tangentnim konusom fa(z,y) = 0. Polinom fa(z,y) se rastavlja u proizvod dva
linearna faktora i imamo dva moguca slucaja: faktori su razliciti ili se poklapaju.
U prvom slucaju odgovaraju¢im izborom koordinatnih osa mozemo postici da je
falx,y) = 22 —y?, u drugom fo(z,y) = y?. Ova dva sluéaja imaju predstavnike
opisane jednac¢inama y? = z2(x — 1) i y? = 23. Prva se naziva a-kriva, a druga
kasp-kriva ili polukubna parabola. Skicirajte njihove grafike i nadjite njihovo
projektivno zatvorenje.

Vratimo se opstem sluéaju. Neka je nesvodljiva kriva C u ravni P zadata
jednacinom

F(X7KZ)Ef3(X7Y)+f2(X7Y)Z+f1(X>Y)Z2+fOZ3 =0.

Pokusajmo da projektivne koordinatne prave X = 0,Y = 0, Z = 0 (tzv. projek-
tivni koordinatni trougao) izaberemo na takav nac¢in da jednacina postane 3to je
moguce jednostavnija. Osim afinih transformacija koristi¢emo homogenizaciju
i dehomogenizaciju i projektivne (biracionalne) transformacije.

Za koordinatni pocetak O izaberimo regularnu tacku na krivoj C, za osu
Z = 0 tangentu p na krivu C u tacki O. Na osnovu Bezuove teoreme, ona sece
krivu C u treéoj tacki A. Uzmimo za osu X = 0 tangentu ¢ na krivu C u tacki
A. Kao treéu osu Y = 0 izaberimo bilo koju pravu kroz O razli¢itu od prave
Z = 0. U takvom koordinatnom sistemu koordinate tacke O su (1 : 0 : 0) a
tacke A(0: 1:0). Uslovida O € Ci A € C daju agg = 01 apz3 = 0. Uslov
da je p tangenta u O daje az; = 0, a uslov da je ¢ tangenta u A daje ags = 0
(proveriti!). U tom koordinatnom sistemu jednacina krive je

a20X%Z + a1 XY Z + a12XY? + 010X Z? + a1 Y Z° + agpZ2 = 0.

Pri tome, koeficijent aijs # 0 jer bi u protivnom kriva bila reducibilna. Posle
skra¢ivanja sa a1s i dehomogenizacije po Z, u afinoj karti Z # 0 sa koordinatama
T = %, y= % jednacina poprima oblik

zy® + (ax + b)y = ca® +dz +e.



Pomnozimo je sa x
z2y% + (ax 4+ b)xy = cx® + dz® + ex

i dopunimo do potpunog kvadrata

1 1o 3 15 5 1 1,
(xy+2aa:+2b) =cx —|—(d—|—4a K +(2a+e)x+4b.

Ovde se radi o projektivnoj (biracionalnoj) transformaciji
r = X

= +1 +1b
yo= ay+gertsh

Inverzna transformacija je data formulama

r = I
1 1
Y1 — 5ax] — 5b
y = -2 0 27
4l

i veze izmedju (z,y) i (x1,y1) su opisane racionalnim funkcijama, odakle termin
"biracionalna”. Ovde se radi o jednoj specijalnoj biracionalnoj transformaciji
koja nosi naziv ”blow-up”, o-proces ili razduvavanje (ruski termin ”razdutie”,
nisam mogao da smislim bolji termin, konkurs je otvoren i bolji predlozi su
dobrodosli). Definitivno dobijamo jedna¢inu oblika

y? = P3(x)

gde je P3(z) normirani polinom po x treéeg stepena, P3(x) = 2%+ px? +qz + 1.
Ovaj oblik jednacine naziva se Vajerstrasov oblik jednacine krive treceg reda.
Dakle, svaka kriva treéeg reda se projektivnim transformacijama moze svesti na
Vajerstrasov oblik. U odnosu na broj razli¢itih korena polinoma P3(z) imamo
tri slucaja: prvi, sva tri korena se poklapaju; drugi, dva su jednaka i treci
razli¢it; treci, sva tri korena su razlicita. U prvom sluc¢aju, linearna smena
dovodi do jednacine y> = 3 §to je kasp-kriva. U drugom, linearna smena
dovodi do jednacine y? = z?(x — \) §to je a-kriva. Najzad, treéi slucaj pred-
stavlja krivu treéeg reda bez singulariteta i elementarnim smenama se moze
svesti na oblik y? = x(x —1)(z — \) (A # 1). Ovakve krive nazivaju se i elipticke
krive. Sama jednacina se afinom transformacijom (translacijom duz z-ose tj.
Cirnhauzenovom transformacijom) moze svesti na oblik

y* =2’ +pr+q.

Opisani postupak svodjenja preuzet je iz knjige Silvermana i Tejta'. Postoji
i jednostavniji nacin svodjenja na Vajerstrasov oblik, kako ga u svojoj knjizi

1Silverman J.H., Tate J.T.: Rational Points on Elliptic Curves. Undergraduate texts in
mathematics, Springer, Berlin-Heidelberg-New York, 2015



opisuju Prasolov i Solovjov?, na¢in koji uopste ne zahteva projektivne odnosno
biracionalne, ve¢ iskljucivo afine transformacije, ali koristi neke osobine prevo-
jnih tacaka.

Prevojne tacke i Hesijan krive

Neka je f(x,y) = 0 jednacina algebarske krive i O(0,0) njena prevojna
tacka. To znaci da je tacka O(0,0) regularna i da je njena viSestrukost > 3.
Da’klev f(Oft,,Bt) = f‘n(a7ﬁ)tn Tt f2(a76)t2 + fl(aaﬁ)t prl ¢emu mora
biti f1 # 0, fi(a,8) = fa(a,B) = 0, gde je z = at,y = [t jednacina tan-
gente u 0(0,0). Ako definiSemo Hesijan jednac¢ine f kao polinom H f(z,y) =

o%f  0f

Oz dy Oy?
(o, B) je nula jednacine H f(z,y) = 0. Moze se pokazati i obrnuto, tj. prevojne
tacke krive f(z,y) = 0 u afinoj karti Z # 0 su upravo resenja sistema

f(z,y) = Hf(z,y) =0.

Pri tome ne vidimo beskonacno daleka reSenja ovog sistema. Medjutim, sli¢no
kao kod tangenti, ovaj sistem ima i homogenu varijantu. Moze se pokazati da
svaka kubna kriva ima prevojnu tacku. Tac¢nije, Hesijan kubne krive je opet
kubna kriva (primena rezultante) i po Bezuovoj teoremi ima 9 = 3 - 3 prevojnih
tacaka (ako ih ra¢unamo sa visestrukostima).

) , tada je ova matrica - matrica kvadratne forme fa(z,y) i

Primer. Uoc¢imo kubiku y = 3. Homogenizovana jednacina je X3 —
6X 0 0
YZ? = 0. Hesijan je | 0 0 —27Z | = —24XZ2% Presek F(X,Y,7) =

0 -27Z -=-2Y
H(X,Y,Z) = 0 dve kubne krive ima resenja (0:0:1) 1 (0:1:0) visestrukosti
3 i 6 respektivno. U karti Z # 0 tj. ravni (z,y) nalazi se jedna trostruka tacka
i to je prevojna tacka nage kubne parabole. U karti Y # 0 tj. ravni (z, z) nalazi
se Sestostruka tacka preseka krive i Hesijana, ali to je singularna tacka krive,
a ne njena prevojna tacka (definicija prevojne tacke podrazumeva da se radi o
regularnoj, a ne singularnoj tacki).

Afino svodjenje na Vajerstrasov oblik

Svedimo sad jednacinu kubne krive u projektivnoj ravni F(X,Y, Z) = 0 na
Vajerstrasov oblik. Translacijom koordinatnog sistema mozemo smatrati da je
ta prevojna tacka (0 : 1 :0). Izaberimo ose tako da tangenta u toj tacki ima
jedna¢inu z = 0 u odgovarajucoj afinoj karti Y # 0. Posto je (0,0) prevojna
tacka 1 tangenta je x-osa, viSestrukost tacke na krivoj jednaka je 3. To znaci da
je fa(w,y) = aszox® sa azp # 0 (u suprotnom bi prava z = 0 bila komponenta

2Prasolov V. V., Solov’ev Yu. P.: Ellipticheskie funkcii i algebraicheskie uravneniya. Fak-
torial, Moskva, 1997.



krive). Homogena jednacina tangente u tacki (0:1:0) je

OF OF OF
8—X(0.1.0)-X+8—Y(0.1.0)-Y+8—Z(0.1.0)-Z—0.

Ali tacka (0 : 1 :0) je regularna, pa mora biti g—;j(o :1:0) = 2—5(0 :1:0) =
0, 2—5(0 :1:0) # 0. To znadi da je aga # 0. Skaliranjem mozemo postiéi da
je aga = 1. Posle dehomogenizacije jednacine F(X,Y,Z) = 0 u karti Z # 0
(stavljanjem Z = 1) dobijamo jednacinu

y? —2(az + by + P3(z) =0
odakle dopunom do potpunog kvadrata (Sto je afina transformacija)

rL = T

y1 = y—axr—b

dobijamo Vajerstrasov oblik koji se daljom afinom transformacijom (translacijom
i skaliranjem duz z-ose) moze svesti na

y' =2’ +pr+q

Grupa na eliptickoj krivoj
Neka je C elipticka kriva zadata Vajerstrasovom jednacinom oblika
y? =23 +az? + bz +c,

gde polinom na desnoj strani ima tri razlicita korena 3 + ax? +bx + ¢ = x(v —
1)(x — A\) (potrebna translacija i skaliranje). Homogenizacijom ove jednacine
dobijamo

V27 = X3+ aX?*Z +bXZ* + cZ°.

Na beskonaéno dalekoj pravoj Z = 0 imamo 2> = 0 odnosno x = 0, §to znaéi da
je jedina tacka krive na beskona¢no dalekoj pravoj (0 : 1:0). Njena viSestrukost
na krivoj se vidi iz odgovarajuée jednagine z = 23 + ax?z + bxz? + cz? u afinoj
karti Y # 0 i jednaka je 1. To je tacka O. Prava paralelna y-osi u afinoj karti
(x,y) sece krivu u dve tacke, simetri¢ne u odnosu na z-osu. Ovim je generisano
preslikavanje P +— P’ za tacke na krivoj koje se u afinim koordinatama vidi kao
refleksija u odnosu na koordinatnu osu.
Definisimo operaciju nad tackama na krivoj sa

P + Q := (tre¢a presecna tacka prave kroz P i Q).

Ova se operacija moze zapisati i ovako: P+ Q + R = O gde je O beskonac¢no
daleka tacka krive C. Pri tome je P’ = —P, jer je P+ P’ + O = O odnosno
P =-P.



Teorema. Ovim pravilom zadata je binarna operacija na skupu tacaka krive
C, koja pretvara krivu C u Abelovu grupu, tzv. grupu tacaka elipticke krive C.

Dokaz se sastoji u direktnoj proveri aksioma grupe koja sledi iz geometrijske
realizacije krive i Bezuove teoreme. Neutralni element je beskona¢no daleka
tacka O(0 : 1 : 0), a suprotni element za tacku P je tacka njoj simetri¢na u
odnosu na z-osu. Komutativnost je ocigledna. Jedina aksioma koja zahteva
proveru je asocijativni zakon. U tom cilju potrebno nam je pomoc¢no tvrdjenje.

Lema. Ako kriva treceg reda prolazi kroz osam tacaka preseka dve familije
po tri prave, ona prolazi i kroz devetu tacku preseka.

Dokaz. Neka imamo dve familije po tri prave P = {p1,p2,p3} 1 Q =
{¢1,92, 43} i neka su njihove jednacine p;(z,y) = 0,¢;(z,y) = 0. One odred-
juju tri (degenerisane) krive treéeg reda P : p1(z,y)p2(x,y)ps(z,y) =01 Q :
¢1(z,y)q2(z,y)g3(z,y) = 0 koje se na osnovu Bezuove teoreme seku u de-
vet tacaka A;; = p; N g;. Kubna kriva D : apipaps + B¢i1g2q3 = 0 prolazi
kroz svih devet tataka. Pretpostavimo da kubna kriva C' sadrzi sve tacke
A;; osim, eventualno, tacke Azs3. Dokazimo da onda ona mora da sadrzi i
Aszs. U tom cilju dokazimo da se jednac¢ina krive C' moze predstaviti u ob-
liku D. Za koordinatni pocetak mozemo izabrati tacku A;; a za koordinatne
ose prave pj; i ¢, tj. moZzemo smatrati da je pi(z,y) = y i qi(x,y) = =«.
Neka je P(z,y) = 0 jednacina krive C' u tom koordinatnom sistemu. Poli-
nomi P(0,y) i yp2(0,y)p3(0,y) stepena najvise 3 jednaki su nuli u tri kolin-
earne tacke A1, As; 1 Asp koje leZze na y-osi. Zato su oni proporcionalni, tj.
P(0,y) = ayp2(0,y)ps(0,y). Isto tako, P(z,0) = Bzgz(x,0)gs(z,0). Uoctimo
polinom Q(z,y) = P(z,y) — aypa(z, y)p3(z,y) — Brga(,y)gs(z,y) 1 dokazimo
da je on identicki jednak 0. Ocigledno, Q(0,y) = 0. Odatle sledi da z | Q. Isto
tako i y | @, pa je Q(z,y) = zy - l(x,y) gde je stepen polinoma [ najvise 1.
Primetimo da je u tackama Asy, Asg, A3s polinom P(x,y) = pa(x,y)ps(z,y) =
¢2(z,y)g3(z,y) = 0. Odatle sledi da je u tim tackama i Q(x,y) = 0. Ali u tim
tackama je xy # 0, pa u njima mora biti I(z,y) = 0. Medjutim, ovo je jednacina
prave, a te tacke nisu kolinearne, pa zato mora biti {(z,y) = 0, Q(z,y) =0 i
P(z,y) = aypz(x,y)ps(z,y) + Brge(x,y)gs(x,y). Zato i tacka Ass lezi na krivoj
C.

Dokazimo da je operacija sabiranja tacaka na eliptickoj krivoj asocijativna.
Neka su P, @, R tri tacke na eliptickoj krivoj C inekaje P+Q =SiQ+R=T.
Treba dokazati da je R+.S = P+T. Uocimo tri prave p1(QR), p2(0S), p3(PT)
kao i tri prave q1(PQ), g2(OT), g3(RS). Osam presecnih tacaka ovih pravih su
p1Ng=0Q,p1Nge=-T,p1Ngs =R, p2Ngr=—-5,p2Ng2=0,p2Ng3 =15,
psNq = P, psN g =T ione sve leze na krivoj C. Zato se i deveta prese¢na
tacka ps N g3 nalazi na krivoj C. Ali to znaci da je treéa preseéna tacka krive C
i prave ps (tacka —(P + T')) ista kao i preseéna tacka krive C i prave ¢z (tacka
—(R+S5)). Odatle sledi asocijativnost.



