0.1 Projektivni prostori i preslikavanja

Projektivni n-dimenzionalni prostor se moze definisati na vise nacina.

Prvi nac¢in je aksiomatski i on se koristi u sintetickoj geometriji. Na njemu se
neéemo zadrzavati, ve¢ ¢emo razmotriti dve definicije koje se koriste u linearnoj
algebri.

Geometrijska beskoordinatna definicija je sledeé¢a. U afinom prostoru A nad
poljem K izaberimo jednu tacku O i uvedimo relaciju ekvivalencije ~ na sledec¢i
nacin: tacke A i B su ekvivalentne ako su tacke O, A i B kolinearne. Projektivni
prostor P nad poljem K je P = A\ {O}/ ~. Dimenzija tog projektivnog
prostora je za 1 manja od dimenzije polaznog afinog prostora A. Svaka klasa
ekvivalencije p € P je u stvari prava kroz O, pa tako dolazimo do sledete
geometrijske definicije: projektivni prostor P je pramen pravih kroz fiksiranu
tacku afinog prostora A, a prave prostora A su tacke prostora P. Intuitivno,
za svaku pravu prostora A dimenzije n 4+ 1 vezujemo njenu beskona¢no daleku
tacku i to je tacka prostora P dimenzije n.

Ako preemo na koordinate tako §to u A izaberemo reper Oey ... e,, tada je
prava kroz O zadata jednac¢inama x; = A;-t gde je bar jedno A; #0,¢=0,...,n
it € K. Pri tome, koeficijenti pravca prave A; su odredjeni s ta¢noséu do
proporcionalnosti: za A # 0, koeficijenti pravca A - A; odredjuju istu pravu
kao i koeficijenti pravca A;. To znaci da je afina prava odnosno projektivna
tacka jednozna¢no odredjena svojim homogenim koordinatama (Mg : Ay : -+ :
An) = (A Ao A Ao 0 X2 \,). To su u stvari klase ekvivalencije tacaka
(Mo, AL, -+, An) € K™ 1 odnosu na mnoZenje skalarom (tj. dejstvo skalarnim
matricama AFE). Dakle, aritmeticki projektivni prostor dimenzije n nad poljem
K je skup P% = {(zo: @1 :---: ay)|bar jedno z; Z0} = A%\ {0} / ~ gde
smo koordinate umesto \; obelezili sa x;.

Poslednja definicija daje nam i dobar uvid u strukturu projektivnog prostora.
Naime, P} se razlaze u disjunktnu uniju dva podskupa

T ={(zo: a1 rxy)|xg £OYU{(0: 2z :---: x,)|bar jedno a; #0,i#0}.

Prvi od ta dva podskupa je u stvari {(1 : x1/z¢ : -+ : @n/x0) |To # 0} izomorfan
afinom prostoru
A ={(x1/x0,...,2n/x0) |x0 £ 0},

a drugi je izomorfan projektivnom prostoru
Pt ={(zy: -+ : m,)|bar jedno x; #0},

pa je, posle odgovarajucih identifikacija, P% = A% U ]I”’;{l. Prvi ”sabirak” je
afina karta u odnosu na koordinatu zy. Drugi ”sabirak” je beskonacno daleki
hiperprostor u odnosu na afinu kartu A’%. Svaka prava u A’ sece taj beskonacno
daleki prostor P}L{_l u jednoj tacki.

Posto smo umesto homogene koordinate xy mogli da izaberemo bilo koju
drugu koordinatu z;, vidimo da postoji n+1 razlicitih razlaganja P% = (A% ) U
(IP’?(_l)i u odnosu na razli¢ite homogene koordinate (i = 0, n).



Ovo razlaganje nas dovodi i do topoloske interpretacije projektivnog prostora
u sluéaju kada je polje K = R. Naime, P{ je jedna tacka, a PL, = AL UPY
je jednotackovna kompaktifikacija obi¢ne prave Ak. Topoloski gledano, to je
sfera S'. Projektivna ravan P% = A2 UPL je kompaktifikacija ravni A2, ali
ne jednotackovna (tada bi to bila sfera S?), veé¢ kompaktifikacija koja se dobije
kada se na rub S sfere S\ D? (D? je dvodimenzionalni disk) "zalepi” rub
S' Mebijusove trake M?2. Do toga dolazi zato §to svaka prava u AZ ima jednu
beskonacno daleku tacku u preseku sa P = S! a ne dve, pa se tacke u kojima
prava seée S' u beskonacnosti identifikuju. Dakle, u toj konstrukciji se na
beskona¢no dalekoj projektivnoj pravoj Py = S' naspramne tacke identifikuju.

Ravne algebarske krive su podskupovi afine ravni, a posle projektivizacije
(homogenizacije) postaju podskupovi projektivne ravni. Projektivna ravan P%, =
{(X:Y : Z)|bar jedno od X,Y, Z je # 0} ima tri afine karte (A% ) , = {(1:Y/X : Z/X)|X # 0},
(A%()Y ={(X/Y:1:Z/Y)|Y 40} i (A%)Z ={(X/Z:Y/Z:1)|Z#0} i tri
odgovarajuce beskonacno daleke prave (Pg), = {X =0}, (Pk), ={Y =0}1i
(Pk), ={Z =0}.

Razmotrimo sada preslikavanja projektivnih prostora koja u odredjenom
smislu nastavljaju odgovarajuca afina preslikavanja. Klasifikacija geometrijskih
objekata u odnosu na afina preslikavanja je klasifikacija u odnosu na translaciju
y = x+aina matriénu smenu promenljivih y = Ax, gde je A bilo koja regularna
matrica.

U slucaju ravni n = 2, A = k2, afina preslikavanja su zadata jednacinama,

Y1 = a1x1 +a2T2 + b
Yo = (2171 + G22%2 + bo

ili, u standardnim oznakama analiticke geometrije, ® : k* — k2, ®(z,y) =
(@,y') 1

/

¥ = axz+by+c
y = asx+ by + co

Homogenizacija ovih jednacina dovodi nas do pojma projektivnih preslikavanja.
U koordinatama, P3, = {(X : Y : Z)|X,Y, Z € K, bar jedno # 0}. Lako se
vidi da je u afinoj karti Z # 0 afino preslikavanje zadato formulama

z = alé + blx +c1
y' = a27+b27 + c2 ’
odnosno
X = a1X+b1Y+61Z
Y = X +b0Y +eZ |,
7! = Z
ili u matriénom obliku
X' ay ag 0 X
Y’ = by by O Y
A ca ¢ 1 A



Jasno je da ako uzmemo drugu trojku homogenih koordinata (AX : A\Y : A7)
date tacke dobiéemo koordinate (AX’: AY’: AZ’) iste tacke slike. To znaci
da ove formule definisu projektivno preslikavanje P2, — P% sa svojstvom da
beskonac¢no daleku pravu prevodi u nju samu: Z = 0 = Z’ = 0. Kako treba
da izgleda matrica koja definiSe opste projektivno preslikavanje P% — P2%.?
Jasno je da mnozenje koordinata sa A dovodi do rezultata pomnozenog sa istim
A. Isto tako, jasno je da matrice

ar as as a1 Aas  Aas ap as as
b1 by b3 i Abr Aby Abg =AE-| by by b3
C1 Co C3 )\Cl )\Cg )\03 C1 Co C3

definigu isto preslikavanje. Odavde sledi da je projektivno preslikavanje odred-
jeno klasom ekvivalencije matrica za jedan vece dimenzije po relaciji ekvivalen-
cije generisanoj dejstvom skalarnih matrica AE. To dovodi do sledece definicije.

Projektivna grupa PGL(n, K) je grupa GL(n, K)/Z(n, K) gde je Z(n, K) =
K* grupa invertibilnih skalarnih matrica AE. Oznaka Z(n, K) asocira na ¢injenicu
da je to centar grupe GL(n, K).



