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Bezuova teorema II.

Kod razmatranja prese¢nih tacaka dve algebarske krive moramo voditi racuna
o sledeca tri pitanja: prvo, o presetnim tackama koje se nalaze u algebarskom
zatvorenju osnovnog polja (tacke koje dobijamo kompleksifikacijom); drugo, o
tackama koje se nalaze u beskonacnosti (tacke do kojih stizemo projektivizaci-
jom) i trece, o viSestrukosti samih presec¢nih tacaka. Zbog prva dva zahteva,
radi¢emo odmah u projektivnoj ravni P# nad algebarski zatvorenim poljem k
(mozemo smatrati da je to u stvari polje C kompleksnih brojeva). Neka su
f(z,y) i g(x,y) dva polinoma iz prstena k[z,y| (totalnog) stepena m i n re-
spektivno. U afinoj ravni k2 ta dva polinoma definisu dve ravne algebarske krive
A: f(x,y) =01 B : g(z,y) = 0 stepena m i n respektivno. Posle homoge-
nizacije x — <, y — £ ti se polinomi zapisuju kao homogeni polinomi oblika
F(z,y,2) = ao(z,y)z™ + ...+ am(z,y), G(x,y,2) =bo(x,y)z" + ... + bp(z,y)
gde su a; i b; homogeni polinomi stepena deg a;(x,y) = i, degb;(z,y) = j, pri
¢emu dopuStamo mogucénost da su najstariji koeficijenti ag,bg = 0. U projek-
tivnoj ravni PZ = k? UP} ta dva polinoma definisu dve ravne algebarske krive
A:F(z,y,2) =01 B:G(z,y,2) = 0 stepena m i n respektivno koje prilikom
dehomogenizacije (z = 1) daju polazne krive A i B u afinoj ravni k2, dok njihove
beskonacno daleke tacke u P} dobijamo resavajuci jednacine koje dobijamo kad
stavimo z = 0. Krive A i B su projektivna zatvorenja krivih A i B. Smatra¢emo
da su polinomi F' i G uzajamno prosti tj. da nemaju zajednicke faktore ste-
pena > 1. Naime, zajednicki faktor bi dao zajednicku komponentu ovih krivih,
pa bi broj tacaka preseka bio beskonacan. Na$ cilj je da izbrojimo sve njihove
preseCne tacke.

Teorema (Bezuova teorema u ravni). Broj preseénih tacaka dve krive u
projektivnoj ravni nad algebarski zatvorenim poljem koje nemaju zajednicke
komponente jednak je proizvodu njihovih stepena mn.

Dokaz. Imamo sistem jednacina

F(z,y,z) =0
G(z,y,2) =0~

C¢ija reSenja (x : y : z) predstavljaju presecne tacke polazne dve krive. Formira-
jmo rezultantu ova dva polinoma, tj. determinantu
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gde su a; i bj polinomi po z,y. To je homogeni polinom R(x,y) po x,y stepena
m + n. Na osnovu osobina rezultante, sistem

{ F(xo,y0,2) =0
G(x()ay(bz) =0

ima zajednicki faktor tj. reSenje z = zg < R(xg,y0) = 0. Stepen homogenog
polinoma R je mn i on se razlaze u proizvod mn linearnih faktora (racunajuéi
njihove visestrukosti) R(z,y) = const - [[,_; x(yjz —2;9)™, > .y ), my = mn.
Svaki od tih faktora odredjuje jedno resenje (z; : y; : z0) viSestrukosti m; a to je
presecna tacka krivih. Pri tome, prava y;z—=z;y = 0 uravni k? predstavlja pravu
kroz koordinatni pocetak i tu preseénu tacku. Ako je odgovarajuée zy # 0, ta je
tacka u afinoj ravni k2, ako je 2o = 0 to je beskonaéno daleka tacka odgovarajuée
prave i pripada P;. Odavde sledi da, racunato sa viSestrukostima, ima ta¢no
mn presecnih tacaka (xo : yo : 20).

Ovo je jedna od najznacajnijih teorema klasi¢ne teorije ravnih algebarskih
krivih. Ona ima ozbiljna uopstenja. Najveci problem koji se u tim uopstenjima
prevazilazi je pitanje dobrog definisanja viSestrukosti preseka.

Sada mozemo ponovo pogledati preseke pravih i krivih drugog reda.

1) Za presek dve prave je jasno sledece: ako nemaju zajednicku kompo-
nentu, mora postojati tatno jedna presec¢na tacka. Tri slucaja iz analiticke
geometrije znace: ili se dve prave seku (presek u konaénom, afinom delu pro-
jektivne ravni), ili su paralelne (to je jednostruki presek u beskonacnosti tj. na
beskonacno dalekoj pravoj projektivne ravni), ili se poklapaju (to je zajednicka
komponenta).

2) Na osnovu Bezuove teoreme svake dve krive drugog reda seku se u Cetiri
tacke, samo $to one mogu biti viSestruke, kompleksne ili beskonacno daleke.
Nadjite primere razli¢itog rasporeda presec¢nih tac¢aka standardnih krivih drugog
reda. Nadjite takodje primer kada se dve krive drugog reda (uputstvo: one
mogu biti i degenerisane) seku po celoj zajednickoj komponenti, dakle imaju
beskona¢no mnogo prese¢nih tacaka.

3) Za tri krive treteg reda y = 23, y = 2%(x — 1), y = x(2? — 1) opisati
preseke sa pravim kroz koordinatni pocetak. Na osnovu Bezuove teoreme, broj
tih tacaka mora biti uvek 3. U svakom primeru skicirajte krive u afinom delu
ravni i nadjite sve tri tacke.



