besyoBa Teopema 1. Kommekcudukaryja u mpojeKTHBU3aIAja

VY cpenwoj mkonu ce yun besyosa Teopema 3a MOJIMHOME Ca jeJHOM ITPOMEHIBUBOM
Hax nosbeM R Kkoja 3a MPOU3BOJBHO MMOJbE K M3IVIEAa OBAKO.

Tepheme (besyosa Teopema). Ako je f € k|[x] monuHom crenena > 1 u a € k,
tana je a koped nomuaoma f (1j. f(a) =0y k) < (z —a) | f (x).

Tepheme je mocnenua YNHEHUIE A2 j€ Y IPCTeHy MMOJMHOMA ca Koe(HUINjeHTUMA
y NoJbY Ie(MHUCAHO JIeJbebe C OcTarkoM. [Ipu ToMe ce jaBiba U MojaM BUILIECTPYKOCTH
xopena. KopeH a € k je n-crpyku kopen nonuaoma f (z) (n > 1) ako (z — a)" | f (),

n+1
a(z—a)"{f(2)

[Tocnenuiia OBe jeAHOCTaBHE YMILEHULIE j€ Jla TIOJIMHOM CTelleHa > 1 MO)ke MMaTH
HajBHIIIE OHOJIMKO KOpPEHAa KOJMKHU je HErOB CTEIeH, YaKk M KaJ KopeHe OpojuMo ca
BUXOBUM BHILECTPYKOCTHMA. Y Cilydajy mojuHoMa cterneHa () Tj. KOHCTaHTe, CHTyaluja
je AOpyraJmja: ako je Ta KOHCTaHTa jemHaka 0, KOpeHa UMa OCCKOHaYHO MHOTO, a aKo
je pasznmuuura ox 0, HeMa MX YOIIITe.

Pa3MoTpUMO OBO MHUTamke HA HEWITO Jpyraduju HauuH. KopeH monumaoma f € k [x]
je peliemne cucTeMa jeiHaqrHa

f@)—y = 0
y = 0.

AKO TPBY jefiHAUMHY TNICaMO Kao CICIHUjalHu Cliydaj jenHaunte oomuka F(x,y) =0
e je F' € k [z, y] monuHOM ca JBe MPOMEHIBHBE 7N-TOT CTENCHA, BUAMMO J1a Pellekha
OBOI' CHCTEMa y CTBAapH NPEJCTaBJbajy NpeceyHe Tauyke jeHe anredapcke KpHuBe 7-
tor pena (omeheHe jenHauMHOM cTerneHa n) W IpaBe - KOOpAMHaTHe oce (oapehene
jenHaunHOM crenieHa 1) u aa Opoj Tux Tayaka Huje Behu om n - 1 = n, a oBaj Opoj
je mpousBox onrosapajyhmux creneHa. AHanu3upajMo Ha rpuMmepuMa Moryhe pasnore
3amTo Taj Opoj HUje YBEK TauHO jemHak n, Beh je uecTo Mamu.

1) Ako je mpBa KpuBa - npaBa y = ( Koja ce MoKJana ca KOOpAUHATHOM OCoM (Tj.
F(z,y) = 0), Taga npecedHnx Tadaka uMa OeckoHauyHo MHoro. OBO je crenujaiHu
ciay4aj kaja kpuBa F(z,y) = 0 caapXe KOOPAHHATHY OCY Ka0 CBOjy KOMIIOHEHTY.
OBaj ciy4aj je JIako MPUMETHTH U M3BOjJUTH.

2) Axo je mpBa KpuBa - npaBa y — = 0, OBe ABE IpaBe Ce CEKy Ta4yHO Y jeIHO]
TauKH IITO U jecTe MakcuManaH moryhu 6poj 1-1 = 1. OBo je perymapaH ciay4a;.

3) Axo je mpBa kpuBa - mpaBa y = 1 Koja je mapajenHa KOOPIMHATHO) OCH,
npeceyHnx Tadyaka Hema. [Ipeceuna tauka je Hecrana. [ne je? Oarosop he Ham naru
NPUKJbYUYHBae OSCKOHAYHO NAaJeKUX eJIeMEHATa: NMpojeKmususayuja.

4) Axo je mpsa kpusa - mapabona y — x> = —1, UMa TayHO JBe MpEeCeyHe Tauke,
ITO W jecTe MakcuMainaH moryhu Opoj 2 - 1 = 2. OBo je perynapaH ciydaj.

5) Ako je TipBa KpuBa - apabona y — x> = 0, KMaMo CaMo jeJHy MPECEUHy TauKy
koja oxrosapa kopeHy x = (. OBaj KOpPEH je JBOCTPYKH KOpPEH, Ma ako ra payyHamo
ca BUILECTPYKOIINy, ONeT MMaMO MaKCHMaJlaH Opoj nmpeceyHux Tadaka 2 - 1 = 2. OBo
je ciyuaj Joaupa OAHOCHO BHILECTPYKOT Ipeceka.



6) Axo je mpBa KpuBa - mapabona y — x> = 1, NpeceyHHX Tayaka Hema. Ine
cy? Oprosop he Ham JaTh MPOLIMPEHE OCHOBHOI IT0Jba pealHuX OpojeBa J0 MoJba
KOMILJIGKCHHX OpojeBa. )

Kommekcudukarmja

OcHOBHa TeopeMa anredpe Kaxe a CBaKH IMOJIMHOM Ca KOMIUICKCHUM KOS HILIHjeHTUMA
MMa KOpEeH Y MOJby KOMILUIEKCHHX OpojeBa. lako ce Tako 30Be, HHje[aH JOKa3 OBE
TeopeMe He MOXe Ja Oyae peanu3oBaH 0e3 aHATUTHYKHX METO.a.

V3 npumeny besyoBe Teopeme M3 OCHOBHE TeopeMe ainredpe ClIeau 1a ce CBaKH
nomuHoM f € C [z] pasnaxe y npoussox iuHeapHux dakropa f(z) = a(z—x1)™ (z—
x9)™2 ... (x — x)™ . OBaj pesynTar cyrepuie jaa ce, yMecTo peanHe paBHu R? u
Tauaka mpeceka kpuBe f(x) = 0 u koopmuHatHe oce y = () mocMarpajy Tauke ca
KOMIUIEKCHMM KoopimHatama (z,y) € C2.

MehyTum, kommiekcHa (aBomumensuoHanHa) papan C? Hema Tako jeqHOCTaBHY
BU3YeNU3allMjy Kao peanHa pasaH R? jep, ymecTo jaBe KoopauHare x,y € R umamo
YETHPH KOOPAMHATE T1,T2,Y1,Ys € R, © = x1 + x2i,y = y1 + yot € C. Huje
TelKO BUAETH Ja je kao BekTopcku mpoctop C2 =2 R*. TIpo6rem je mTo cMo Ha
susyemusanujy C kao paBuu R? HaBMKIM M TO je 3a HAIIy MPOCTOPHY HEPIENIHjy
NPUXBaT/bUBO, JOK Ko Busyemusanuje C? kao R* umamo npo6iiem 360r 4eTBOPOIMMEH3HOHATHOCTH.
Tauka (z,y) € C? je ompehena ca weTwpu peanHe KoopauHate (T1,T2,y1,Y2) €
R*.  Onropapajyha peanna pasan R? mosxe 6utu y C? cMemTena (Ha jenaH of
6e360poj Moryhnx HauWHa) Kao JBOAMMEH3HMOHAIHA KOOpAMHATHA paBaH (z,0,y,0)
1. 29 = 0, yo = 0. VY uerupu auMeH3Mje MMaMO 4ak M "HeoOWdHe" omHOCe
n3mel)y paBHH: IIBe paBHH ce Mory cehu y jeZHO] jeMHOj TauKu: TakKaB je PELrMO
npecek IBe koopauHartHe paBHH {(x1,22,0,0)} u {(0,0,y1,y2)}. O pasmuuurum
BapHjaHTaMa BU3ye/IM3alluje YeTBpPTe JUMEH3Hje 1 arebapckux kpusux y C? moskere
MIPOYUTATH Y MOjUM WIAHIIMMA Ha ajpecama www.mi.sanu.ac.rs/vismath/lip/index.html
n www.mi.sanu.ac.rs/vismath/lipk/index.html, xao n y unanky xonere Huxosne Yoasuha
Ha alas.matf.bg.ac.rs/ mm16310/text/kompleksnasfera.html.

Ax0 0CHOBHO 1oJbe R MpoIIMpruMo Ha KOMIUIEKCHE OpojeBe, 1001jaMo OHE IpeceyuHe
Tauke KPUBMX M MPaBMX Koje HenocTajy. Ilpeceru napadone y —x2 = 1 ca ocom iy = 0
cy e Tauke (z,y) = (+i,0) koje nesxe y C? anu ve u y R? ma ce y memy He Buje.
IIpecek kpyra u mpaBe: Kpyr mojynpednuka 1 ca jeqnaunsom x2 + (y —2)2 = 1 ce
y peanHoj paBHHU He cede ca mpaBoM y = (), aJlM y KOMIUIEKCHO] PaBHH MMa Ca HOM
nBe mpeceune Tauke (z,y) = (+iy/3,0). Hauprajre onrosapajyhe rpaduxe y R? u
TIOKyIINajTe [a BU3yanusyjeTe oaropapajyhy curyamujy y R*.

Ogaj mpena3ak Ha anrebapcku 3arBopeHo nosbe C Ha3uBa ce komniexcugurayuja.

[IpojexTuBH3anmja

JIBe mapasnenne mpase y = 1 u y = 0 ce He ceky. Mehyrum, ako mocmarpamo
Gbammnjy npaBux y — ex = 1, oHa UMa mpeceke ca npaBoM y = ( ca KoopIUHAaTama
(z,y) = (1,0). Henn kpajmu nonoxaju cy nonassa npasa y —z = 0sae = 1lu

npaBa y = 0 3a ¢ = 0. JacHo je na mpecedHa Tadyka (%, 0) omnasu y 6eCKOHAYHOCT Iy



KOOpAMHATHE oce Kaga ¢ — (. 3a cBaky mpaBy y = kx MOXe ce yBecTH onrosapajyha
OeCcKOHAaYHO Jalieka Tauka. Bekrop mpasua koju oapehyje oBy mpasy je Bektop (1, k).
Taj BexTOp mpaBia je oapeheH N0 HA MPONOPIHOHAIHOCT, Tj. CBaKH BEKTOp OOIMKa
(x, kx) ompehyje ucty mpaBy U UCTy GECKOHAYHO MANCKY TaukKy. KOOpAMHATHHU 3armuc
OBOT TOCTYTKa U3Iiesa Ha ciefehu Haunn. Y ckyn R? yBeaumo penaiujy eKBUBaIeHIHje
(z,y) ~ (z1,y1) < xy1 = yx1. Kiace ekBUBaJICHIIMjE OBE pelaliyje Cy pasinvuTe
IpaBe Kpo3 KOOPJAMHATHYU INo4eTak. JeqHa Taksa Ipasa ofpeleHa je BEKTOPOM IpaBLa
(x,y) # (0,0). Taj Bextop Huje jenHO3HaUHO oxpeheH, jep (x,y) u (Ax, \y) ompehyjy
ucty npasy. Opnrosapajyhy knacy exsuBaneHuuje obenexxasamo ca (z : y). Kiace
eKBUBaJICHIMjE Tj. Tauke (Z : i) IPEJICTaBIbajy Tauke OeCKOHAUHO jaeke npase PR
Jaxsie, Taukama (,y) paBau R? nonajy ce GeckoHauHo jganeke Tauke (z : y) mpase
PR' u nobujamo npojexrusry pasan PR? = R? UPR'. O6a gena npojekTiBHE paBHH
MOKEMO OIHMCATH jeHOOOPa3Ho, aKo YBEAEMO IIPOCTOPHE KOOPANHATE: TauKy KOHAYHE
paBuu (z,y) uaeHtHbuKyjemo ca (x : y : 1), a GeckoHauHO JajeKy Tadky (r : y) ca
(z :y:0). ®opmyna (z,y) — (x : y : 1) 3amaje maxmysujy R? C PR?, a dopmyna
( :y) — (x :y :0) uaxoysujy PR C PR? ka0 GeckoHauHO gaiexe mpase y
MIPOjEKTHBHO] PaBHH.

Tauke npojexruse pasun PR? cy BekTopy npasiia (, 3/, 2) NPaBUX KPO3 KOOPAHHATHH
nouerak y R3. Jlga Taksa Bektopa (z,y,2) u (2',%y,2') ompebyjy ucty mpaBy axo
M caMO ako TOCTOjU A TaKBO Ja Cy onropapajyhie KoopAuHare MpOMOPIMOHANHE ca
koeuimjertoM A. OmroBapajyha wiaca exBuBaieHImje je (x : y : z) U MHKIy3Hja
R? ¢ PR? ce y koopauHatama omucyje ca X = 2)Y = £, Ouumenno na, ocum
0BOI, TOCTOje jorn aBa HaunHa ga ce R? yromu y PR? 1j. moctoje Tpu MHKIy3Hje
R? — PR? u 1pu npojexumje PR? — R2. V koopauHaTama ce oBa MPECINKABaba
onmcyjy hopmynama

:1):(—:1:3):(1:g:5).
Y Y T T

JenHocraBHUjU omuC ce 0OHMja ako Ce yMECTO WLIKOJCKM CTaHIapJHMX O3HaKa 3a
KOOpAMHATE X, Y, 2 KOPUCTE MHAEKCHPaHE KOOPAUHATE X, L1, T2. 1aj ce GopMann3am
JUPEKTHO IPEHOCH Ha BUIICAMMCH3UOHATIHH CIIy4aj, I1a ce fobuja mpoctop PR"™ = PR
Kao CKyll Kiaca ekBupajieHimje R/ ~ koju ce y Tomonoruju oO6MuHO obesexkana
RIP". V cnyuajy paBHu lieMo ce UITaK IpykaTy MIKOJICKHX CTAHIAPIHUX O3HAKA KOOPIHHATA
x,Y, 2.

[TpuMeTnMo Ja ce aHaJOrHa KOHCTPYKLHMja MOXKE M3BECTH 3a OMIIO Koje mosbe K
ymecto R, unme no0ujamo mpojekTHBHU k-aumen3noHanHu npoctop P = PK™Han
noseeM K.

AKO je KpUBa y KOHa4HOj paBHH 3a1ata jennauntoM f(X,Y) =37, o (Z

(@:y:2)=(
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L XYI ) =
ij=k G XY ) =
0, cvena X = 2,Y = £ ca eMMHHAIIMjOM MMEHHOLIA JIOBOJIU jETHAYHHY HA XOMOTCHH
o0mIK 3y, <Zi+j:k ai_inYj> Zm=k = 0. Ospa jennaunna ommcyje, mopen

KOHAYHUX, U OECKOHAYHO Jajieke Tadyke Kpuse. [locTymak ce Ha3uBa XOMOIreHH3aNuja.



IIpumep npojexTrBU3anMje/XOMOTeHU3alM]je KPUBUX JAPYTOT pesa.

(1) On xunep6one X2—Y?2 = 1y papau R? ce xoMoreHu3anujom 106uja jeIHauHHA
2?2 — y?> = 22, Ha GeckoHauHO jajiekoj mpaBoj z = ( OHa CalpXKu JBE Tauke:

2 —y? =0 omnocHo y = +x. To cy Tauke (z: +x:0) = (1:£1:0).

(2) Axo nohemo on kpyra X2 + Y2 = 1y pasuu R?, XoMorenusaiujom 1061jamo
22 4+ 32 = 22. Ha GeckoHauHo janekoj mpaBoj z = () HauW3[Ie[ HEMa Tadaka jep
w 22 +y?> = 0 cnenu z = y = 0 y peanHom noapydjy. OBe HaM TOMake
KoMIulekcudukanuja. Buaumo na cy Ty y cTBapu IBe pa3iMYMTe KOMIUIEKCHE Tauyke
(x:4iz:0)=(1:+::0).

(3) Hajzan, axo mohemo o mapabosne Y = X2, XOMOreHH3IHjoM J00HjaMo &
yz = 0, mTo Ha GeCcKOHA4YHO JajeKoj mpaBoj z = 0 Aaje jennaunny 2 = 0. Obge je
camo jenna tauka (0 : 1:0), anu je \eHA BHIICCTPYKOCT 2.

IIpumep. [IBe kpuBe apyror pema mMory ce cehM y 4eTUpH Tauke M Y KOHAYHOj
peannoj pasuu R2. Tlpumep: JBe enuIce ca y3ajaMHO HOPMAJIHHM M PasiIMYUTUM
BENIMKUAM ToNlyocama. AJH, Kpyr je Takohe KpHBa APYror pena. 3HaMO Ja Ipecek
JIBa Kpyra y paBHM yBEK MMa HajBHIIEC JBE Tadke, a Tpebamo OuM ma mx je 4 =
2 - 2. Kynma cy secrane npyre nse? CrBap je y TOME IUTO CBakd KpPYyr y pPaBHH
nponasu Kgos IBe (bI/IKCHpaHe KOMIUIEKCHe OeckOHauHO Jajeke Tauke. Hamme, ako
je (:c—a + (y— b) = r? jemHauMHa Kpyra, Moclieé XOMOTeHH3aluje N00MjaMo
(z —az2)’ + (y — b2)* = 7“222 Omnasne ce Buan ga tauke (1:4:0) u (1 : —i : 0)
YBEK 33JI0BOJbaBajy OBY je[IHAUMHY, Tj. NPHUIaaajy cBakoM Kpyry. [IpoBepute kako ce
CeKy JBa KOHLCHTPHYHA KpyTa.
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