1 Nilpotentni endomorfizmi

Jo§ jednu jednostavnu i vaznu klasu endomorfizama vektorskog prostora ¢ine
oni Ciji je neki stepen jednak nuli - nilpotentni elementi prstena End V. Isti
pojam definiSe se i za matrice.

Definicija. Endomorfizam L € EndV je nilpotentan ako postoji prirodan
broj m € N takav da je L™ = O Najmanji takav prirodan broj m naziva se
indeks nilpotentnosti operatora L i obelezava sa ind L.

Analogno, matrica A € M(n,TF)) je nilpotentna ako postoji prirodan broj
m € N takav da je A™ = O. Najmanji takav prirodan broj m naziva se indeks
nilpotentnosti matrice A i obelezava sa ind A.

Sve §to ¢e dalje biti re¢eno za endomorfizme na analogan na¢in vazi i za
matrice.

Definicija. Neka je L € End V. Niz vektora u prostoru V oblika e, L(e), ..., L™ (e),
pri ¢emu je L™ t(e) # o, a L(L™ (e)) = L™(e) = o, nazivacemo ciklicni niz
duzine m i obelezavati ga dijagramom

e— Lie) — - — L™ (e)

ili samo

e — e —3 .

ako se vektori znaju iz konteksta. Takav niz je odredjen svojim pocetnim vek-
torom e. Primetimo da iz L™ !(e) # o sledi da su svi vektori niza # o.

Lema. Svaki ciklican niz je linearno nezavisan.

Dokaz. Obelezimo e; = Li=t(e) (1 < i < m). Posto je L(e;) = e;41 # 0 za
i <m1i L(ey) = o, primenom L na jednakost aje1 + ...+ amen, = o dobijamo
aies + ...+ am_16m = o. ViSestrukom primenom operatora L dolazimo do
aie, = 0, odakle je a; = 0, a zatim iz prethodnih jednakosti i svi ostalia; = 0. i

Definicija. Neka je L € End V. Potprostor W C V je ciklican potprostor
operatora L ako ima bazu koju ¢ini ciklican niz. Duzina niza je upravo jednaka
dim W.

Lema. Ako je L nilpotentan endomorfizam indeksa k, onda je duzina svakog
ciklicnog niza < k i postoji cikli¢ni niz duzine k.

Dokaz. Ako je e, L(e),..., L™ (e) ciklican niz duZine m, onda je njegov
poslednji ¢lan # o pa je m — 1 < k. Posto je k najmanji prirodan broj za koji je
LF = O, tada postoji vektor e € V takav da je L*~!(e) # o. Taj vektor definige
ciklican niz duzine k. §

Posledica. Indeks nilpotentnosti nilpotentnog operatora nije veéi od di-
menzije prostora. [

Pretpostavimo da je ceo prostor ciklican za L, tj. da imamo bazu prostora
koju ¢ini ciklican niz e, — ... — e sa L(e;) = o. Matrica operatora L u toj



bazi je tada

01 0
0 0 1
oo 0 --- 1
oo o0 --- 0

Primetimo da numeracija vektora niza ovde opada udesno da bi matrica imala
tradicionalan gornji trougaoni izgled. To je najjednostavniji tip nilpotentnih
matrica i naziva se Zordanov 0-blok J,,(0).

Definicija. Zordanov A\-blok J,,(\), pri éemu je A € I, jeste matrica oblika

A1 0
0 x 1
. ) dimenzije n.
oo o0 - 1
00 0 - A

Zordanova matrica je svaka ” dvodijagonalna” blok-matrica sastavljena od Zordanovih
blokova rasporedjenih na dijagonali J(A1,n1;. .. ; Ak, ng) = diag{Jn, (A1), ..., Jn, (Ak)} =

A1

A2 0O

Ap 1

1
Ak

gde su svi ostali elementi nule. Njena dimenzija je n =nj3 +ng + ... + ng.
Neposredno se vidi da je

Xa,00 (@) = (=1)"( = A)" 1 SpJu(A) = {A},
dok je (primenom teoreme o determinanti s blokom nula)

X () :XJl(x)""'XJk(x)i SpJ ={A1,. ., A}



pri ¢emu su Ji, . .., J Zordanovi blokovi od kojih je matrica .J sastavljena.
Lema. Endomorfizam L prostora F" odredjen Zordanovom O-matricom
J=J(0,nq;...;0,n%) je nilpotentan, standardna baza se sastoji od k ciklicnih
nizova duzina nq,...,ny respektivno, a indeks nilpotentnosti jednak je duzini
najduzeg niza.
Dokaz. Iz matrice J vidi se da su
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cikliéni nizovi, odakle neposredno sledi tvrdjenje. il

Definicija. Baza e vektorskog prostora V je Zordanova baza endomorfizma
L ako je matrica [L], Zordanova matrica.

Osnovni cilj je da pokazemo da svaki nilpotentni endomorfizam ima Zordanovu
bazu i da je odgovarajuéa Zordanova matrica odredjena jednoznaéno s taénoséu
do permutacije blokova. Dokazimo prvo znacajno uopStenje prethodne leme.

Lema. Ako su krajnji vektori skupa cikli¢nih nizova

(1) (1)
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k k
el(nk)ﬁ..._>ei>

nilpotentnog endomorfizma L linearno nezavisni, tada je i ceo skup vektora
linearno nezavisan.
Dokaz. Indukcija po duzini najduzeg niza m = maxn;. Ako je data linearna

kombinacija svih vektora
k n;

> N = o

i=1 j=1

primenimo na nju operator L™~!. Zbog svojstva cikliénosti, slike svih vektora
su jednake o, osim krajnjih vektora svih maksimalnih cikliénih nizova duzine
m. Pri tom su uz ove vektore koeficijenti pocetnih vektora tih nizova. Zbog
linearne nezavisnosti krajnjih vektora, svi ti koeficijenti su jednaki 0, pa pocetni
vektori najduzih nizova ne ucestvuju u toj linearnoj kombinaciji. Izbacimo ih
iz polaznog skupa vektora. Dobijamo novi skup ciklicnih nizova kod kojeg je
maxn; = m — 1. Po induktivnoj hipotezi, ti vektori su linearno nezavisni, pa
su i ostali koeficijenti u toj kombinaciji jednaki nuli. il

Tvrdjenje. Svaki nilpotentni operator L ima Zordanovu bazu. Dimenzije
n1,...,np i broj k Zordanovih blokova su odredjeni jednoznaéno s taénoséu do
permutacije, ny + ...+ niy =n i maxn; =m =ind L.

Dokaz izvedimo indukcijom po indeksu nilpotentnosti. Operator indeksa
nilpotentnosti 1 je nula-operator ija je matrica O u svakoj bazi Zordanova, broj
Zordanovih blokova je n, a dimenzije su sve jednake 1, tj. imamo razlaganje n =
14...4+ 1. Neka je sada ind L = m. Uo¢imo potprostor W = Im L i restrikciju
L' = L|w operatora L na W. Tada je L’ € End W indeksa nilpotentnosti m — 1.



1) Dokazimo egzistenciju Zordanove baze za L. Po induktivnoj pretpostavci,
L’ ima Zordanovu bazu sa p cikliénih nizova. Neka su e/, ..., e, € W njihovi
pocetni vektori i neka su ey, ..., e, vektori u V takvi da je L(e;) = e;. Dodajmo
na pocetak svakog cikli¢nog niza za L’ odgovarajuéi vektor e;. Krajnji vektori
skupa cikliénih nizova za L’ leze u Ker L i linearno su nezavisni. Dopunimo ih
do baze Ker L vektorima koji ¢ine cikli¢ne nizove duzine 1. Svi vektori zajedno,
stari sa dodatim pocetnim vektorima nizova i vektorima iz Ker L kao zasebnim
novim nizovima, ¢ine jedan skup cikli¢nih nizova za operator L. Pri tom krajevi
nizova ¢ine bazu u Ker L, pa su linearno nezavisni. Na osnovu leme, ceo skup
je linearno nezavisan. Broj vektora u tom skupu je dimIm L+ broj nizova
+(dim Ker L— broj nizova) = r(L) + k+ d(L) — p = dim V. Zato je dobijeni
skup cikliénih nizova baza za V, trazena Zordanova baza za L. Situacija se moze
predstaviti slede¢im dijagramom:

e e > e = e —>
— - — - —
RN

— .
nizova

Vektori koje smo u procesu dokaza dodali Zordanovoj bazi za L' su u prvoj
koloni. Skup svih vektora bez tih pocetnih je polazni skup i ¢ini bazu u Im L.
Skup svih krajnjih vektora nizova ¢ini bazu u Ker L po konstrukciji.

2) Dokazimo jedinstvenost brojeva kinq, ..., ny (s tatnoséu do permutacije)
u Zordanovoj bazi za L. U datoj Zordanovoj bazi se permutacijom vektora moze
uvek dobiti da duzina nizova ne raste: n; > ng > ... > ng. Iz dijagrama se
vidi da je k < d(L) (jer svi krajevi nizova leze u Ker L) i n — k < r(L) (jer
svi vektori, osim pocetaka nizova, leze u Im L). Kada bi bar u jednoj od tih
nejednakosti bila stroga nejednakost, n =k + (n — k) < d(L) +r(L) = n, §to je
kontradikcija. Zato je k = d(L), tj. broj nizova (odnosno Zordanovih blokova)
jednoznaé¢no je odredjen operatorom L. Pretpostavimo da imamo jo$ jednu
Zordanovu bazu za L sa blokovima dimenzija ny > nhH > ... > n). Izbacimo iz
svakog od nizova pocetni vektor. Preostali vektori, njih n —k = (L), i u prvom
i u drugom slucaju leze u Im L i linearno su nezavisni, pa ¢ine Zordanove baze
za operator L' na W = Im L koji je indeksa nilpotentnosti m — 1. Na osnovu
indukcijske hipoteze je zato n, —1 =n, — 1 (i = 1,...,k) odakle sledi trazena
jedinstvenost. i

Posledica. Ako je A nilpotentna matrica, tada je nilpotentna i svaka njoj
slicna matrica B ~ A. U svakoj klasi sli¢nosti nilpotentnih matrica postoji
tacno jedna Zordanova nilpotentna matrica. Broj tih klasa sli¢nosti, odnosno
broj geometrijski razlic¢itih nilpotentnih operatora je konacan i jednak broju ra-
zlicitih Zordanovih nilpotentnih matrica. Taj je broj jednak tzv. broju particija
P(n) broja n = dim V' — broju razli¢itih na¢ina na koje se n moze razloziti u



sumu prirodnih brojeva (ne razlikujuéi razlaganja koja se dobijaju permutacijom
sabiraka). Iz sledece tablice vidi se koliko brzo raste taj broj:

n

1 2 3 45 6 7 10 100 200
Pn) 1 2 3 5 7 11 15 42 190569292 3972999029388
Zanimljivo je da nije nadjena eksplicitna formula za broj particija. Relativno
jednostavno moze se pokazati da je odozgo ogranicen Fibonacijevim brojem

P(n) < F,y1. Metodama matematicke analize se pokazuje da je

1 _
P ~ 7T\/2/3'\/’I_l'
(n) VS

Primeri. Za n = 4 imamo pet mogucih particija, odnosno pet razlicitih
dijagrama sa 4 elemenata. To su particije 4 =3+1=2+2=24+1+1=
14+1+1+1, odnosno dijagrami

kojima odgovara slede¢ih pet Zordanovih nilpotentnih matrica reda 4:

cocoo
o~ oo
cocoo
oo o
cococoo
cocoo
oo o~
cocoo
o~ oo
ocooc oo
oo o~
cocoo
ocoocoo

1
0
0
0

S oo
OO = O

2 Minimalni polinom

Videli smo da nilpotentni operatori zadovoljavaju uslov L™ = O. Pokusajmo
sad da ovakve jednacine nadjemo za proizvoljne endomorfizme. Posto je End V'
prsten, mozemo endomorfizme mnoziti, stepenovati, pa i graditi od njih poli-
nomijalne izraze. Slobodnije re¢eno, u datom polinomu mozemo promenljivu
zameniti ne samo skalarom nego i operatorom (odnosno matricom) i dobiti novi
operator (odnosno matricu).

Definicija. Ako je L € EndV endomorfizam (odnosno A € M(n,F) ma-
trica) i p € F[z] polinom p = ag + a1x + ... + arx®, tada je

p(L) := apl+a1 L+. . 4arL* € EndV; p(A) = agE4a1 A+. . .+apA¥ € M(n,T).

Lema. Za dato L preslikavanje ¢ : Flz] — End V, p — p(L) (kao u slucaju
zamene skalara u polinom) je homomorfizam prstena.

Dokaz. Ova lema se neposredno proverava ispisivanjem odgovarajucih for-
mula za (p +¢)(L) i (p-q)(L). N

Primedbe. (1) !! Obratite paznju na to da je ¢(p-q) = (p-q)(L) =
p(L) o q(L) ane (poq)(L) = p(q(L)).

OO OO

o o oo

o o oo

OO OO



(2) Tako u opstem slu¢aju endomorfizmi ne komutiraju, endomorfizmi do-
bijeni zamenom jednog istog operatora L u polinome ipak komutiraju: p(L) o
q(L) = q(L) o p(L) jer medjusobno komutiraju stepeni L.

(3) Sve sto je receno (i Sto ¢e dalje biti receno) za endomorfizme na isti na¢in
vazi 1 za matrice.

Lema. Ako je A sopstvena vrednost operatora L, tada je p()\) sopstvena
vrednost operatora p(L).

Dokaz. Neka je L(e) = Ae. Bice L¥(e) = LF=1(e) = ALF"1(e) = ... = AFe,
pa je p(L)(e) = (aol + ...+ apL¥)(e) = ape + ... + ap e = p(\) - . 11

Ako je p polinom takav da je p(L) = O, tada je, za svaku sopstvenu vrednost
A operatora L, p(A) = 0, tj. A je koren p. Da li takvi polinomi p postoje?

Tvrdjenje. Za svaki L € EndV postoji p € F[z] takav da je p(L) = 0
(kazemo da operator L anulira polinom p).

Dokaz. Prostor End V ima dimenziju n?, pa su njegovi elementi I, L, L?, . . ., L”z,
njih n? + 1 na broju, linearno zavisni. Zato postoje a; € F, medju kojima nisu
svi jednaki nuli, takvi da je agl + a1 L+ ...+ a,2 L = O. Trazeni polinom je
p(x) =ap+az+---+ anaxnz. ]

Primeri. (1) Skalarna matrica A = AE. Tada je p(A) = O za polinom
p(z) = x — A. Primetimo da je x 4(z) = (=1)"(z — \)™.

(2) Zordanov nula-blok (nilpotentna matrica) A = J(0,n). Tada je A™ = O,
tj. p(A) = O za p(x) = ™. Proverite da li postoji polinom manjeg stepena koji
matrica A anulira.

Svaki endomorfizam anulira neki polinom stepena najvise n?. Mozemo se
zapitati koji je to najmanji stepen polinoma koji dati operator (matrica) anulira.

Definicija. Polinom p € Fx] je minimalni polinom endomorfizma L (ma-
trice A) ako je:

1) p(L) = O;

2) q¢(L) = O = degq > degp, tj. p je polinom najmanjeg stepena s tim
svojstvom;

3) polinom p je monican, tj. najstariji njegov koeficijent je 1.

Tvrdjenje. (1) Ako je p minimalni polinom za L i ¢(L) = O, tada p|q.

(2) Minimalni polinom datog operatora L postoji, jednoznacno je odredjen
i obelezava se sa puj .

(3) Ako je A = [L] matrica operatora L u nekoj bazi, tada je uy = py,.

Dokaz. (1) Podelimo ¢ sa p sa ostatkom: ¢ = hp + r (degr < degp) i
zamenimo u tu formulu L. Posto je evaluacija homomorfizam (lema 2),

0 = g(L) = h(L) o p(L) + (L) = r(L),

odakle, zbog definicije p, sledi r =01 ¢ = hp.

(2) Skup {p € Flz]|p(L) = O} je neprazan (tvrdjenje 5), pa ima element
najmanjeg stepena. Ako su p i ¢ dva polinoma koji zadovoljavaju sva tri uslova
definicije 7, na osnovu prvog dela tvrdjenja p|q i g|p. Odavde sledi da je p = aq
(o € F), a zbog monicénosti mora da bude « =11 p=gq.

(3) Posto je [—] : End V' — M (n,F) homomorfizam prstena, za svaki polinom
p € Fz] je p(A) = p([L]) = [p(L)], odakle sledi tvrdjenje. B



Pokazali smo da je svaka sopstvena vrednost operatora L koren minimalnog
polinoma. U stvari, vazi i vise.
Teorema. (1) Neka je V' F-vektorski prostor, a L € End V. Tada:

A € F je koren x;, < A je koren py,

tj. minimalni polinom ima iste korene kao karakteristi¢ni - to su sopstvene
vrednosti operatora L, samo im se viSestrukosti mogu razlikovati.

(2) Ako je F =R i x, p € Rlz] realni polinomi, tada se tvrdjenje odnosi i na
njihove kompleksne korene:

A € C je kompleksni koren x; < A je kompleksni koren p,.

Dokaz. Smer = je upravo dokazan.

(1) Dokazimo smer < u opstem slu¢aju. Neka je A koren polinoma pu;.
Tada je py(z) = (x — \) - ¢(x). Pri tome je q(L) # O, odakle sledi da je za neki
vektor v € V, v’ = q(L)(v) # o. Sada je (L — AI)(v') = [(L — AI) o q(L)](v) =
pr(L)(v) = o, tj. v’ je sopstveni vektor za L i A sopstvena vrednost operatora
L.

(2) Neka je F = R i A kompleksni koren polinoma p. Opet je pr(z) = (z —
A)-q(x), pri ¢emu je sad ¢(x) = bo+. . .4+byz™ € C[z]. Uocimo kompleksifikaciju
L¢ operatora L i pokazimo da je g(L¢) # O. Neka je ipak ¢(L¢) = O. Zapisimo
by = cp+idy, ¢k, dr, € Riuzmimodaje ¢ = co+. . .+cpnx™, g2 = do+. . .+dpx™.
Bi¢e ¢ = q1 + ig2. Predjimo na matri¢ni zapis. Neka je A = [L] = [L¢] €
M(n,R). Tada je ¢(A) = q1(A) +ig2(A) = O. Pri tom su gx(A) realne matrice,
pa mora biti ¢1(A) = ¢2(4) = 0. Medjutim, degqr, < m < degpuy, Sto je
kontradikcija. Zato mora da bude ¢(Lc) # O. Isti argument kao malopre
pokazuje da je za neki vektor iz kompleksifikacije v € V¢, v/ = q(L¢)(v) # o.
Posto je pr (L) = O, onda je i uy(Lc) = O, paje (Lec — AI)(V') = [(Lc — M) o
q(Lc)](v) = pp(Le)(v) = o, tj. v’ je sopstveni vektor i A je sopstvena vrednost
operatora L¢, odnosno kompleksni koren polinoma x . il

Primetimo da se u dokazu teoreme pod (2) koristi o¢igledna ¢injenica uy (L) =
O = p;(Lc) = O, jer sumatrice ova dva operatora iste. Uopsteno uzev, moglo
bi se desiti da p; . ima manji stepen nego p . Ipak, nije tako.

Posledica. py, = ..

Dokaz. p; (L) = O = pup(Lc) = O, odakle sledi da pu7 |y S druge strane,

q(Lc) =0 & qi(L) = q2(L) = O

odakle sledi da je deg u;, < degpur. Il

Primetimo da ova posledica nije ocigledna: iako operatori L i L¢ imaju
istu matricu, oni su definisani nad raznim poljima, pa bi py _ mogao imati
kompleksne koeficijente. Upravo je dokazano da ih ipak nema i da je to realan
polinom, jednak f , isto kao $to je i xp. = xp-



