(Chapter head:) NUKIIdSki vektorski prostori

Definicije i primeri

U vektorskim prostorima nema metrickih poj-
mova neophodnih u zasnivanju geometrijskih teorija:
rastojanja, duzina, uglova. Ti pojmovi se uvode
uz pomo¢ dodatne strukture u vektorskim pros-
torima, u tzv. teoriji euklidskih prostora. Svi vek-
torski prostori ovde ¢e biti definisani nad poljem
R realnih brojeva.

Definicija. Neka je V R-vektorski prostor.
Skalarnt proizvod u'V je preslikavanje V' x V' —
R, koje paru vektora (u,v) dodeljuje realan broj
obelezen isto (u, v), sa slede¢im svojstvima:

1) preslikavanje je linearno po svakom argumentu
(bilinearnost);

2) Yu,v € V, (u,v) = (v, u) (simetricnost);
) Vu e V, (u,u) > 01 (u,u) =0 u=o0
(pozitivna definitnost).

Euklidskr vektorski prostor V' je vektorski pros-
tor sa skalarnim proizvodom.

Dakle, euklidski vektorski prostor je par (V, skalarni
proizvod). Primetimo da na istom vektorskom
prostoru mozemo imati razlicite skalarne proizvode
i zbog toga razlicite euklidske prostore ili, kako se
jos kaze, razlicite euklidske strukture.



Ako skalarni proizvod shvatimo kao neku vrstu
mnozenja” vektora, svojstvo (1) se moze tumaciti
i kao njegova obostrana distributivnost:
(au+pv,w) = alu, w)+5(v, w); (u, cv+fw) = a(u, v)+B(u, w),
a svojstvo (2) kao komutativnost tog proizvoda.
Zbog komutativnosti, u svojstvu (1) dovoljno je
zahtevati linearnost po jednom argumentu, tj. dis-
tributivnost samo s jedne strane. Svojstvo (3)
se ponekad ne smatra sastavnim delom definicije
skalarnog proizvoda, ve¢ se posebno napominje —
pozitivno definitni skalarni proizvod.

Primedba. Svi pojmovi definisani u vektorskom
prostoru, kao sto je linearna (ne)zavisnost, lineal,
baza, dimenzija itd., prenose se u euklidski pros-
tor jer su nezavisni od pojma skalarnog proizvoda.
Sumnja moze postojati kod potprostora, naime da
li vektorski potprostor nasleuje euklidsku struk-
turu. Ako je V' euklidski vektorski prostor, a W C
V njegov vektorski potprostor, tada je suzenje (—, —)|w
skalarnog proizvoda sa V' na W jedan skalarni
proizvod na W koji na njemu definise strukturu
euklidskog vektorskog prostora (tzv. indukovanu
strukturu). Svaki vektorski potprostor na taj nacin
postaje euklidski potprostor.

Skalarni proizvod na vektorskom prostoru V je,

2



dakle, pozitivno definitna simetri¢na bilinearna funkcija
na V. Na osnovu formule polarizacije, ona definise
jednu pozitivno definitnu kvadratnu funkciju na

V. F(v) = (v,v) > 0. Ta kvadratna funkcija
omogucic¢e nam da definiSemo pojmove duzine vek-
tora i ugla izmeu vektora.

Definicija. Norma (intenzitet) vektora v €
V' je broj ||v|| = +/(v,v). Kvadratna funkcija
| —|I> : V — R naziva se metricka funkcija
euklidskog prostora V.

Primedba. Ocigledno je |[A\v|| = |A|||v] i
|v]] = 0 < v = o. Norma vektora ima ulogu
duzine i cesto ¢emo tako i govoriti.

Primetimo da je korespondencija izmeu bilin-
earnih simetricnih funkcija i kvadratnih funkcija,

data formulom polarizacije, obostrano jednoznacna:

1
(u,v) = 5 ([l +vll* = flull® = [v])

Drugim re¢ima, funkcija norme ili metricka funkcija
jednoznacno odreuje skalarni proizvod.

Primeri. (1) AkojeV =R"izau = (z1,...,x,)
iv=(y1,...,Y,) definiSemo
(u, U) = ZT1Y1 + ...+ TpYn,

tada se neposredno moze proveriti da je ovo jedan
n-dimenzionalni euklidski vektorski prostor, koji
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¢emo nazivati standardni euklidsk: prostor. Norma
vektora je ovde

ull = \Ja? + ...+ a2
(2) Neka je V' = C'0, 1] prostor neprekidnih re-
alnih funkcija na intervalu [0, 1]. Definisimo

(f.9) = /f

Svojstvo bilinearnosti sledi iz linearnosti integrala,
simetricnost je ocigledna. Takoe, (f, f) > 0 kao
integral nenegativne funkcije 2. Ako je

/0 1 fA(z)dz =0,

zbog nenegativnosti i neprekidnosti funkcije f2 mora
da bude f = 0. To je jedan beskonacnodimenzionalni
euklidski prostor. U njemu je norma vektora” —

funkcije data formulom:

1]l = \/ / FA(z)dz

Jedno od najvaznijih svojstava skalarnog proizvoda

i norme je sledeca nejednakost.
Tvrenje (Kogi-Svarcova nejednakost C'S). Za
Vu,v € V je

[(w, 0)| < flullf|v]]

4



i vazi jednakost < u i v su linearno zavisni.

Dokaz. Uocimo vektor u + tv, pri ¢emu je ¢ re-
alni parametar i njegov skalarni kvadrat ||u-+tv||*.
Kao i pre, imamo jednakost (u + tv,u + tv) =
(u, u) + 2t(u,v) + t*(v,v) = [Ju|* + 2(u,v)t +
|v]|?t? = F(t) i to je kvadratni polinom po ¢
koji je uvek nenegativan. To znaci da je njegova
diskriminanta 4(u, v)? — 4||ul]?||v]]* < 0, odakle
i dobijamo trazenu nejednakost. Ako su u i v
linearno zavisni, tada je, recimo, u = Av, pa je
[(w,0)] = [Al(v,0) = [All|v[I* = [lulll|v]|. Obr-
nuto, ako vazi jednakost |(u,v)| = ||ul|||v]|, onda
je F(t) = (|Ju|| +t||v]))*, za neko ty je F(ty) = 0,
tj. (u+ tov,u + tov) = 0, pa je, zbog pozitivne
definitnosti, v + tpv = 0, tj. w 1 v su linearno
zavisni. g

Primeri. (1) U standardnom euklidskom pros-
toru R™ C'S nejednakost je

|zt T yn| < \/:U%+...+:U%\/y%—|—...—|—y?

i moze se dokazati neposredno (pokusajte).
(2) U euklidskom prostoru neprekidnih funkcija
dobijamo neociglednu nejednakost:

ICE ¢ i fw [




Na osnovu C'S nejednakosti, broj ||257|”|Lfﬁ?>j||

u intervalu [—1, 1], pa to opravdava sledecu defini-

je uvek

Ciju.

Definicija. Ako su u,v € V\{o} vektori ra-
zli¢iti od o, kosinus ugla izmeu vektora u i v je
broj

(u, v)

e [—1,1].
]l - [l

cos £ (u,v) :=

(Neorijentisani) ugao izmeu vektora u i v je broj
£ (u,v) := arccos(cos £ (u, v)) € [0, 7].

Kazemo da su u i v ortogonalni i pisSemo v L v
ako je £L(u,v) = 7m/2 (tj. ako je (u,v) = 0).

Lema. Zadvavektorau,v € V\{o} jecos £(u,v) =
1 < w i v su linearno zavisni, 1 to:

cosL(u,v) =1 < u = Avsa X > 0 (isto
orijentisani vektori),

cos £(u,v) = —1 & u= Avsa <0 (suprotno
orijentisani vektori).

Dokaz. Cinjenica |cos £(u,v)| = 1 je ekviva-
lentna jednakosti u C'S, pa je to samo drugacija
formulacija. Ako jeuw = Av, neposredno se izracunava
da je cos L(u,v) = A/|A], sto dokazuje polovinu
tvrenja. Ako je cos £(u,v) = 1, polinom F'(t) u
dokazu C'S nejednakosti je F(t) = ||u + tv||* =
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(|| + [|v][t)?, pa ima koren ty = —14. Ali zbog

[0l

pozitivne definitnosti je onda u + tpv = o, tj.
u = —tov sa ty < 0. Ako je cos<t(u,v) = —1,
polinom je F(t) = [u+ to]|* = (||ul| - [v][t)*
korenjet(,:M >01u=—ty.

o]l
Tvrenje (nejednakost trougla). Za svaka dva

vektora u,v € V je
[+l < flull + o]

i vazi jednakost & u = Avsa A > 0.

Dokaz. Bice ||u+v||? = [Ju||*+2(u, v)+||v]]? <
a2l o]+ [o]]2 = (] + lo]])?, odakie ko-
renovanjem dobijamo trazenu nejednakost. Tvrenje
o jednakosti sledi iz prethodnih razmatranja. u

Tvrenje (Pitagorina teorema). Ako su u i v
ortogonalni,

lu+ol* = [|ull® + o]

Dokaz. Naime, tada je (u,v) = 0 u prvoj jed-
nakosti prethodnog dokaza. »

Primedbe. (1) U prethodna dva tvrenja tro-
jku vektora wu, v, u + v mozemo interpretirati kao
vektore stranica jednog trougla (setite se elemen-
tarnogeometrijskog pravila trougla za sabiranje vek-
tora).



(2) Isto tako, iz definicija sledi jednakost (u, v) =
|u|| - [|v]| - cos £(u, v), a to je u skolskoj geometriji
upravo definicija skalarnog proizvoda na osnovu
pojma duzina i uglova koje smatramo poznatim.

Definicija. Ako su u,v dva linearno nezav-
isna vektora iz V' i ravan L(u,v) je orijentisana
(izborom pozitivno orijentisane baze), orijentisani
ugao izmeu vektora u i v je broj £4(u, v) iz inter-
vala (—m, ), pri ¢emu je znak + ako je baza ravni
(u, v) pozitivno orijentisana, a — ako je negativno
orijentisana. Ukoliko su u, v linearno zavisni, ori-
jentisani ugao je, po definiciji, jednak neorijenti-
sanom (= 0 ili 7).

Il Bez orijentacije date ravni L£(u,v) pojam ori-
jentisanog ugla nije definisan.

Skalarni proizvod u koordinatama. Ortonormirane baze

Pogledajmo sada kako se skalarni proizvod moze
izracunati pomocu koordinata. Neka je V' euk-
lidski vektorski prostor sa skalarnim proizvodom
(—,—). Ako je data baza ey, ..., e, prostora V,
zanima nas kako se zapisuje skalarni proizvod vek-
tora kao funkcija njihovih koordinata. Neka suu =
rie1+- - +Tpen1v = y1e1+- - -+yye, dva vektora
sa koordinatama (x1,...,2,)" 1 (y1,...,y.)! re-
spektivno. Primenom bilinearnosti skalarnog proizvoda



dobijamo:

(u,v) = <Z xi%ZZ/j%) = Z(ei,ej)xiyj.

Y]
Definicija. Matrica A = ((e;, €;)) naziva
1,j=1,...,n
se Gramova matrica baze e = (e, .. ., e,) ili ma-
trica skalarnog proizvoda (—,—) u bazi e.

Ako je A matrica skalarnog proizvoda u bazi e
a x 1y kolone koordinata vektora w i v u toj bazi,
prethodna formula se moze zapisati i krace:

(u,v) =" A y.

Sta ¢e se desiti sa matricom skalarnog proizvoda
ako umesto baze e = (e, ..., e,) uzmemo drugu
bazu? Neka je ¢/ = (e],...,e)) druga baza, a
C' = C,._,» matrica prelaza iz stare u novu bazu.
Tada je ¢ = eC, v = Ca’, y = Cy/, pri cemu su
2’ 11/ kolone koordinata vektora u i v u novoj bazi
¢’. Iz prethodne formule dobijamo

(u,v) = (C2')Y' A(Cy) = 2/ (CTAC)y = 2T Ay

pri cemu je A’ matrica skalarnog proizvoda u bazi
e’. Odatle poreenjem odgovarajucih koeficijenata

dobijamo sledec¢e tvrdjenje.
Tvrenje. A' = CTAC »
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Il Obratite paznju na to da navedena formula
nije ista kao formula transformacije matrice lin-
earnog operatora prilikom zamene baze: A’ = C~1AC.

Definicija. Vektor v € V' je normiran ako je
ol = 1.

Ukoliko je vektor v # o, vektor ﬁ je normiran:

Zamena vektora v vektorom ﬁ naziva se normi-

1

o]

()

ol =1.
o]l

ranjem vektora v.

Definicija. Skup vektora {ai,...,ax} je or-
togonalan ako je a; L a; za ¢ # j, tj. ako je
(a;,a;) = 0. Skup je ortonormiran ako je ortogo-
nalan i normiran, tj. ako je

e ={ 1125

Svaki ortogonalan skup vektora iz V'\{o} moze
se normirati da bi postao ortonormiran.

Lema. Svakiortogonalan skup vektoraiz V'\{o}
je linearno nezavisan.

Dokaz. Ako je Aiaq + ...+ Apap = o netrivi-
jalna linearna kombinacija, skalarnim mnozenjem
sa a;, primenom distributivnosti i svojstva (a;, a;) =
0 za i # j, dobijamo \;(a;, a;) = 0. Ali a; # o, pa
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je (&Z’,CLZ') %Ol)\z =0. 1

Primedba. Neposredno se proverava da za
proizvoljan ortogonalan skup vazi uopstena Pitago-
rina teorema: ako je skup vektora {ay, ..., ay} or-
togonalan, tada je

||a1 +...4+ ak||2 = HCL1||2 + ...+ HCL]{;H2

Definicija. Baza (ey,...,e,) euklidskog vek-
torskog prostora V' naziva se ortonormirana baza
ako je to ortonormiran skup vektora.

Primetimo da je svaki ortonormirani skup od
n = dim V vektora u V' ortonormirana baza jer iz
ortonormiranosti sledi linearna nezavisnost na os-
novu prethodne leme. Ortonormirane baze imaju

dobro svojstvo: ako je e ortonormirana, njena Gramova

matrica je jedinicna i formula za skalarni proizvod
ista je kao u standardnom euklidskom prostoru:

(U, v) = 21y + -+ + TnYn.

Vazi i obrnuto. Ako se skalarni proizvod izrazava
u bazi e navedenom formulom, baza je ortonormi-
rana:

i J
(ere)=d o TO L4 F 104 =0 i
1y =y ) T
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Posebno, standardna baza u standardnom euklid-
skom prostoru R” je ortonormirana. U ortonormi-
ranoj bazi je (v, e;) = x;, $to daje jednostavnu for-
mulu za izracunavanje koordinata vektora. Odmah
se postavlja pitanje da li uvek postoje takve baze.

Teorema. U svakom euklidskom prostoru pos-
toji ortonormirana baza.

Dokaz. Skalarni proizvod je bilinearna simetricna
funkcija. Na osnovu teoreme o normalnom obliku,
postoji baza u kojoj ona ima dijagonalnu matricu
¢iji su svi dijagonalni elementi 1, —1 ili 0. Zbog
pozitivne definitnosti, signatura forme je (n,0), pa
je ta matrica u stvari jedini¢na i baza je ortonormi-
rana.

Gramova matrica se definiSe ne samo za baze,
ve¢ 1 za proizvoljne vektore.

Definicija. Gramova matrica (ureenog) skupa
vektora a = (a1, . . ., a;) u euklidskom vektorskom
prostoru V' je matrica

G(a) =G(ay, ..., ar) = ((ai,a;))

sastavljena od skalarnih proizvoda (a;, a;). Gramova
determinanta skupa a je determinanta Gramove
matrice det G(a).

Primedba. Ako je A matrica tipa n X k sas-

ij=1,..k
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tavljena od kolona koordinata vektora skupa a u
bazi e, tada je G(a) = ATG(e)A. Posebno, ako je
e ortonormirana, G(e) = Ei G(a) = AT A.

Tvrenje. Uvek je det G(aq, ..., a;) > 0. Skup
vektora ay, ..., a; je linearno nezavisan < njegova
Gramova determinanta je # 0.

Dokaz. Neka je {ay,...,ax} linearno nezav-
isan 1 W = L(aq,...,ax) potprostor dimenzije
k. Na osnovu teoreme on ima ortonormiranu bazu
e = (e1,...,e;). Tada je G(a) = AT A, matrica
A kvadratna tipa k x ki detG(a) = |ATA] =
|A]?> > 0. Pri tome je A = C,_,, matrica prelaza,
pa je det A #£ 0.

Neka je sada A\ia; + ...+ Arar = 0 netrivijalna
linearna kombinacija. Tada je

Mlag,a)+ ...+ MNag,a,) =0 (i =1,...,k)

sistem homogenih linearnih jednacina sa resenjem
(A1, ..., A\k) # o, paje njegova determinanta det G(a) =
0. n

Primedba. Gramova matrica skupa od dva
vektora u, v je

G - (U 00,

(u,v) [lv
pa je CS nejednakost — specijalni slucaj nave-
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denog tvrenja.
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