1 Polilinearne funkcije

Determinantu mozemo posmatrati ne samo kao funkciju matrice tj. preslika-
vanje det : M(n,F) — T, veé i kao funkciju vrsta te matrice. Tada je to
funkcija n promenljivih vrsta det : F" x ... xF"® — F, pri ¢emu je jedno od
njenih najvaznijih svojstava sledece: ako sve promenljive osim jedne fiksiramo,
determinanta linearno (aditivno i homogeno) zavisi od poslednjeg preostalog ar-
gumenta. Takve funkcije vise vektorskih argumenata koje su linearne po svakom
od njih znacajne su u linearnoj algebri.

Definicija. Neka je V F-vektorski prostor. Preslikavanje f : V x ...
xV — F, f(v1,...v;) € F sa k vektorskih argumenata naziva se polilinearnom
funkcijom (preciznije, k-linearnom funkcijom) na vektorskom prostoru V' ako je

flor, o, o+ pw;, oo o) = Af(v1, ooV vg) F pf (V1w V)
za proizvoljne vy, ..., v, w; € V, A, pe€Fizasvei=1,... k.

Dakle, k-linearna funkcija je funkcija od k vektorskih argumenata, linearna
po svakom od njih posebno. Za k = 1 to je obi¢na linearna funkcija na vek-
torskom prostoru V', element dualnog prostora V*. Determinanta je primer
n-linearne funkcije na F™. Ovde ¢emo posebno prouciti slucaj £k = 2. To su
bilinearne funkcije.

Neka je V F-vektorski prostor i B : V x V — F bilinearna funkcija na V.
Pretpostavimo da imamo bazu e = (ey,...,e,) prostora V. Da li se vrednost
B(u,v) € F moze izraziti preko koordinata vektora w,v? Odgovor je potvrdan.
Naime, ako su z = [u]., y = [v]. kolone koordinata nasih vektora, tada je

n n
u = E Ti€j, UV = E Yi€s,
i=1 i=1

pa je zbog bilinearnosti

n n n n

B(u,v) = B inei,Zyjej :Zinij(ei,ej).

i=1 j=1 i=1 j=1

Vrednosti B(e;, e;) € F funkcije B na parovima baznih vektora potpuno odred-
juju vrednost funkcije B na bilo kom paru vektora.
Definicija. Matrica bilinearne funkcije B u bazi e je matrica

B(ei,e1) --- Bley,en)
[Be = : : € M(n,F)
B(en,e1) -+ Blen,en)
sastavljena od vrednosti funkcije na parovima baznih vektora.

Formula se u matri¢nom obliku moze jednostavno zapisati. Ako je A = [B].,
a x 1 y kolone koordinata vektora w i v respektivno, tada je

B(ehel) B(elaen) n
B(u,v) = 2T Ay = (1,...,2,) - : : N
B(en,e1) -+ Blen,en) Yn



Ovakav zapis upravo odredjuje bilinearne funkcije.

Tvrdjenje. Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna.

(1) Preslikavanje B : V x V — F je bilinearna funkcija.

(2) Postoji matrica A € M(n,F) takva da je u nekoj bazi e B(u,v) = 2T Ay.

(3) Za svaku bazu e postoji matrica A € M(n,F) takva da je B(u,v) =
zT Ay.

Dokaz. U prethodnim razmatranjima dokazano je (1) = (3), a (3) = (2)
je ocigledno. Ostaje da se pokaze (2) = (1), Sto se neposredno proverava. i

Definicija. Koordinatni zapis bilinearne funkcije, dakle izraz

n n

o’ Ay = Z Z aijTiYy,

i=1 j=1

naziva se bilinearna forma od promenljivih x1,...,Z,; y1,..., Yy, sa koeficijen-
tima a;;.

Bilinearne funkcije se mogu sabirati i mnoziti skalarom kao i obi¢ne funkcije
pri ¢emu je, po definiciji,

(B + B')(u,v) = B(u,v) + B'(u,v), (A\- B)(u,v) = X - B(u,v).

Tvrdjenje. Sa ovako uvedenim operacijama skup Bilin(V') svih bilinearnih
funkcija na V predstavlja F-vektorski prostor. Ako je e baza i n dimenzija
prostora V, preslikavanje [—]. : Bilin(V) — M(n,F) je izomorfizam vektorskih
prostora.

Dokaz. Posto je skup svih funkcija f : V x V — F sa tako uvedenim
operacijama kao §to znamo vektorski prostor, dovoljno je pokazati da je Bilin(V)
njegov potprostor, tj. da je zatvoren u odnosu na te operacije. Ali (B+B’)(Au+
po,w) = B(Au+ pv,w) + B (Au+ pv, w) = AB(u,w) + pB(v, w) + AB'(u, w) +
uB' (v, w) = A(B(u, w) + B (u, w)) + (B (v, w) + B’ (v,w)) = A(B+ B')(u,w) +
(B + B') (v, w);

(aB)(Au+tpv, w) = aB(Autpv, w) = aAB(u, w)+auB(v,w) = AaB)(u, w)+
pw(aB)(v,w), i potpuno isto za drugi argument.

Neka je A = (aij) = [Ble, 1 A" = (aj;) = [B']e. Tada je (AB +puB')(ei,e;) =

AB(ei,ej) + pB'(ei, e5) = Aaij + paj;, Sto upravo znaci da je

AB + uB'] = A\[B] + p[B'],

tj. preslikavanje [—] je linearno. Ostaje da se dokaze da je bijektivno. Gornjom
formulom je za svaku matricu A zadata bilinearna funkcija ¢ 4. Pri tome je

0
aip -0 QAin
paleiej) =(0,...,1,...,0) 1 i Qig,
Ap1 - Apn :
0



pa je [pa] = A. S druge strane, pip(ei,e;) = Blei,e;), pa je g = B.
Preslikavanja [—] : B — [B] i ¢ : A — @4 su zbog toga uzajamno inverzna i
zato je [—] izomorfizam Bilin(V) = M(n,F). 1

Posledica. dim Bilin(V) = (dim V)2. i

Dakle, kvadratne matrice, koje su dosad imale ulogu koordinatnog zapisa
endomorfizama vektorskog prostora, dobile su jos jednu interpretaciju, kao bi-
linearne funkcije. Pri tom i jedna i druga interpretacija zavise od izbora baze.
Endomorfizmu odgovara klasa sli¢nih matrica. Kakva je odgovarajuca veza kod
bilinearnih funkcija, tj. kako zavisi matrica bilinearne funkcije od izbora baze?

Tvrdjenje. Neka je B € Bilin(V'). Ako su e i ¢ dve baze prostora V, pri
¢emu je A = [B]., A’ = [Ble i C = C._ matrica prelaza, tada je

A=CT. A.-C.

Dokaz. Ako vektori u i v imaju u bazi e kolone koordinata x i y respektivno,
aubazie ' iy, tadajex =Cx', y=Cvy i

B(u,v) = 27 Ay = (C2")TA(Cy') = /T (CTAC)y = 2'T Ay

Odatle, zbog jedinstvenosti matrice date bilinearne funkcije, sledi da je A’ =
CTAC. 1

Posledica-definicija. Rang matrice [B]. ne zavisi od izbora baze e i naziva
se rang bilinearne funkcije B.

Dokaz. Prilikom mnozenja regularnim matricama C'i C” rang se ne menja. i

Primedba. Vektorski prostor matrica M(n,F) je, dakle, s jedne strane
izomorfan prostoru End V', a s druge strane prostoru Bilin(V'). Medjutim, sa
geometrijskog stanoviSta, to su sasvim razli¢iti objekti. Klasifikacija endomor-
fizama je u prethodnoj glavi izvrsena pomo¢u Zordanove normalne forme, a
relacija ekvivalencije medju matricama uzrokovana zamenom baze je tada bila
relacija sli¢nosti:

B~ A& B=C"1AC sa regularnom C.

Klasifikacija bilinearnih funkcija kao geometrijskih objekata svodi se na klasi-
fikaciju u odnosu na sasvim drugu relaciju ekvivalencije

B~ A& B=CTAC sa regularnom C,

takodje uzrokovanu zamenom baze. Ona se naziva relacija kongruentnosti ma-
trica. Endomorfizmi su klase ekvivalencije u odnosu na relaciju sli¢nosti, a bilin-
earne funkcije — u odnosu na relaciju kongruentnosti. Slededi cilj je da opisemo
karakteristi¢ne predstavnike klasa ekvivalencije u odnosu na tu relaciju.

Pored linearnosti, drugo karakteristi¢no svojstvo determinante je antisimetri¢nost.
Uopste, ponasanje funkcije sa vise argumenata u odnosu na permutacije argu-
menata je veoma vazno svojstvo te funkcije. U skladu sa opstim definicijama,
imamo i slede¢u definiciju.

Definicija. Bilinearna funkcija B na vektorskom prostoru V je simetricna
ako je Yu,v € V, B(v,u) = B(u,v), a antisimetriéna ako je Vu,v € V, B(v,u) =
—B(u,v).



Tvrdjenje. Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna.

(1) Funkcija B je simetri¢na (antisimetri¢na) bilinearna funkcija.

(2) U nekoj bazi e matrica [B]. je simetri¢na (antisimetri¢na).

(3) U svakoj bazi e matrica [B]. je simetri¢na (antisimetriéna).

Dokaz. (1) = (3). Naime, [B] = A = (ai;), pri cemu je a;; = B(e;,ej). U
simetri¢nom slucaju je zato a;; = a;;, pa je A simetricna, a u antisimetricnom
je ai; = —a;;, pa je A antisimetri¢na matrica.

(3) = (2) je ocigledno. (2) = (1) sledi iz formule (2). Naime,

B(v,u) = y' Az = (Ax)Ty = 27 ATy,

U slu¢aju simetricne matrice AT = A, pa je B(v,u) = B(u,v). Ako je, pak,
matrica antisimetri¢na, AT = —A, pa je B(v,u) = —B(u,v). i

Tvrdjenje. Skupovi Biling(V) simetri¢nih i Bilin, (V) antisimetri¢nih bi-
linearnih funkcija su potprostori u Bilin(V). Ako je charF # 2,

Bilin(V) = Biling (V') @ Bilin, (V)

Dokaz. Linearna kombinacija simetri¢nih (antisimetri¢nih) bilinearnih funkcija
ili matrica je opet simetri¢na (antisimetri¢na), Sto se neposredno proverava. Ako
je B € Biling(V)NBilin, (V), tada je B(v,u) = B(u,v) = —B(u,v), odakle sledi
da je B(u,v) =0 (samo u slucaju charF # 2) za Yu,v € V', tj. B =0. Zato je
suma direktna. Najzad, ako je B € Bilin(V), tada je

Blu,v) = %[B(u, v) + B(v,u)] + %[B(u,v) ~ B(w,u)],

pri ¢emu je prvi poluzbir simetri¢na, a drugi antisimetri¢na bilinearna funkcija,
§to se neposredno vidi. |

Ovo razlaganje podsecéa na reprezentaciju svake realne funkcije u obliku zbira
parne i neparne. U slede¢em odeljku da¢emo drugu interpretaciju simetri¢nih
bilinearnih funkcija i njihovu klasifikaciju. Podrazumevaéemo da je polje F
karakteristike char F # 2. Slucaj karakteristike 2 je neo¢ekivano komplikovaniji,
o ¢emu mozete procitati u predlozenoj literaturi.

2 Kvadratne funkcije

Definicija. Neka je V F-vektorski prostor. Preslikavanje F' : V — F je
kvadratna funkcija na V ako postoji bilinearna funkcija B € Bilin(V) takva
da je F'(u) = B(u,u) za svako u € V. U tom sluc¢aju kazemo da B definie F.

Pogledajmo sta se desava u koordinatama. Neka je e baza u V i x kolona
koordinata vektora u. Tada je

n
F(u) B(u,u) = 27 Az = Z AijT;T; =
ij=1
n
Z aiixf + Z(aij + aji):cixj.
=1 i<j



Definicija. Koordinatni zapis kvadratne funkcije, tj. izraz

n n n
2
T Ax = E E aijTix; = E ayT; + g (aij + aji)zir;
i=1

i=1 j=1 i<j

naziva se kvadratna forma od promenljivih zq,...,z, sa koeficijentima a;;.
Clanovi prve sume St a;;x? nazivaju se dijagonalni ili ¢isto kvadratni, a druge
sume ), (a;; + aji)zix; medoviti clanovi date kvadratne forme.

Pri tom se moze desiti da razlicite bilinearne funkcije daju istu kvadratnu
funkciju jer sabirci z;z; sa i # j uCestvuju dvaput - jednom sa koeficijentom a;;,
a drugi put s koeficijentom a;;. Matrice sa jednakim zbirovima a;; + aj; i jed-
nakim dijagonalnim elementima a;; (a takvih ima mnogo) daée istu kvadratnu
formu. Ova nejednoznacnost se moze otkloniti.

Tvrdjenje-definicija. Za svaku kvadratnu funkciju F' na V postoji jedin-
stvena simetriéna bilinearna funkcija B (tzv. polarizacija Pol F funkcije F') koja
definige F.

Dokaz. Ako je data kvadratna funkcija F', uzmimo da je

(Pol F)(u,v) = = (F(u+v) — F(u) — F(v)).

N =

Pol F' je funkcija V x V — F koja definige F":
(Pol F)(u,u) = %[F(2u) — F(u) — F(u)] = %[4F(u) —2F(u)] = F(u).

Ako je B simetri¢na bilinearna funkcija sa istim svojstvom, tada je

(Pol F)(u,v) = %[F(u +0) = F(u) = F(v)] =
_ %[B(u—l—v,u—i—v) — B(u,u) — B(v,v)] =
= 5B u) + Blu,v) + B(v,u) + B(v,v) ~ Blu,u) ~ Bo,v)] =
_ %[QB(u,v)] — B(u,v).

Zato je Pol F' jedinstvena simetri¢na bilinearna funkcija koja definise F. i
Dakle, kvadratne funkcije su u obostrano jednoznacnoj korespondenciji sa
simetri¢nim bilinearnim funkcijama. Svi pojmovi definisani za bilinearne funkcije
mogu se preneti i na kvadratne funkcije.
Definicija. Matrica kvadratne funkcije F' u bazi e je matrica polarizacije te

kvadratne funkcije:
[F]e = [Pol F,

i ona je simetri¢na. Rang kvadratne funkcije F' je rang njene polarizacije ili bilo
koje njene matrice.



Uobicajeni zapis za kvadratnu formu F definisanu simetricnom matricom

A = (ai;) je:

n n

n
T Az = E E Qi TiT5 = E a”x?—i—Z E Qi Ti%y.
1=1

i=1 j=1 i<j

II Clan matrice a;; je polovina koeficijenta 2a;; uz z;z;.
Prilikom promene baze matrica se menja na uobic¢ajeni nacin:

A=CT. A.-C.

Postavlja se pitanje da li se ovde, sli¢no kao kod endomorfizama, moze pogodno
izabrati baza tako da matrica dobije Sto je moguée jednostavniji izgled. Drugim
reC¢ima, da li se iz svake klase ekvivalencije matrica u odnosu na relaciju kon-
gruencije moze izabrati kanonski predstavnik. Naravno, najbolje bi bilo kada
bi on bio dijagonalan, tako da odgovarajuca forma nema mesovite ¢lanove, veé
samo potpune kvadrate. Odgovor je potvrdan.

Teorema. Neka je F' kvadratna funkcija na F-vektorskom prostoru i B
simetri¢na bilinearna funkcija koja je definise. Tada postoji baza prostora V u
kojoj je matrica A nase funkcije F' (i B) dijagonalna, odgovarajuéa kvadratna
forma je A\;x2+...4+\,.22, a odgovarajuéa bilinearna forma Ay z1y1 +. . .4+ 2, Yy,
pri ¢emu je r rang funkcije F' (i B). Ovaj oblik F'i B naziva se kanonska forma
funkcija F'i B.

Dokaz. Neka je e proizvoljna baza prostora V. Dokazimo da se do trazenog
dijagonalnog zapisa moze doéi regularnom (invertibilnom) smenom promenljivih
z; koja definiSe novu bazu e’. Radi¢emo indukcijom po broju promenljivih n,
tj. dimenziji V.

a) Za n = 1 ocigledno ve¢ imamo trazenu formu F(x1) = a1123.

b) Neka je data kvadratna forma F' sa n promenljivih

n n

F(xy,...,x,) = 2T Az = ZZaijxixj.

i=1 j=1

Regularnom smenom promenljivih izdvoji¢emo potpuni kvadrat u F tako da se
smanji broj promenljivih u ostatku, na koji ¢emo potom primeniti induktivnu
hipotezu. Pri tom razlikujemo dva slucaja.

1) U gornjem izrazu postoji bar jedan dijagonalni ¢lan. Neka je a1 # 0 i

Y1 =0a11%1 + ... + Q1pTy-

Dokazimo da F(x1,...,z,) — a%ly% ne zavisi od z;. Posmatratemo taj izraz

kao polinom po x; i naéi njegov izvod po x1, smatrajuéi ostale promenljive
konstantama. Ovo je tzv. parcijalni izvod funkcije od n promenljivih po jednoj
od njih, o kojem ¢e biti viSe re¢i u matematickoj analizi i koji se obelezava sa

6%1. Pojam izvoda polinoma u algebri se, kao $to je poznato, uvodi formalno,



bez grani¢nog prelaza. Dakle,

0 L,
a_m[F(xlw'-y:rn) 701_11yl] -

1
= 201121 + 2a12%2 + ... + 2a1,T, — o 2-(a1121 + ...+ a1pxn) a1 =0,
1
Sto upravo znaci da kvadratna forma F()(zy, ..., z,) = F(x1,...,2,) — a—ily%
ne sadrzi z;. Na osnovu indukcijske hipoteze, tada postoji regularna smena
promenljivih:

Y2 = C%2+ -+ ConTn
: )

Yn = Cn2Z2 + ++ + CunTn

koja dovodi nasu formu na dijagonalni oblik F(M) (x5, ..., 2,) = Xay3+. . .+ Any2,
pajei
1
F(zy,...,xq) = Iy% + A2y§ 4+ )\,,Ly,,%.
1

Ove formule zajedno definiSu smenu promenljivih sa matricom

ailr a2 - A1n
0 c2 - cC2m

C =
0 Cp2 - Cnn

Pri tom je podmatrica (¢;;) po indukcijskoj hipotezi regularna, a ai1 # 0, pa je
i C regularna i definiSe novu bazu u kojoj je F' dijagonalna.

2) U potetnom izrazu nema potpunih kvadrata, a imamo bar jedan mesoviti
¢lan. Pretpostavimo da je ai1a = ag1 # 0 i uzmimo da je

z1 = a12T2+  a13T3 + -+ A1 Ty
Zg = ag1x1+ a23T3 + -+ + ATy
Dokazimo da F(x1,...,2,) — a_izl'Z? ne zavisi ni od z1, ni od z3. U tom
cilju nadjimo njegove parcijalne izvode po z; i 2. Dakle, %[F(xl, ceeyTp) —
2 2
a—mzlzg] = 2a1972+2a13%3+. . .+2a1nxn—a—12(a12x2+a13x3+. st a1nxy)-ais =
0. Na potpuno isti nacin, a%l[F(xl, B allzzlzg] = 0, Sto upravo znaci da
kvadratna forma FM(z3, ..., 2,) = F(zy,...,2,) — allzzlzg ne sadrzi ni z1, ni
xo. Na osnovu indukcijske hipoteze, postoji regularna smena promenljivih:
Y3 = C33T3+ -+ C3nln
: )
Yn = Cn3T3 + - + Cpnn

koja dovodi kvadratnu formu na oblik £ (3, .., 2Tn) = A3¥3 + ...+ \n¥y2, pa
je Fl(x1,...,xp) = %122122 + X392 + ... + A2, Ostaje jos da se oslobodimo
mesovitog ¢lana. Ako je

Yy = 21+ 22

Yo = z1—22



vidimo da je zy29 = i(y% —y3)iF(zy,...,m,) = ﬁy% — 2;12y§+)\3y§+...+

Any2. Sve ove formule zajedno definisu smenu promenljivih sa matricom

1 1 0 a2 a3z -+ a

1 -1 a21 0 a3 -+ Q2n

C = 1 . 0 0 C33 '+ C3p
1 0 0 Cp3 Cnn

Pri tom je podmatrica (¢;;) po indukcijskoj hipotezi regularna, a a1o = a1 # 0,
pa je i C regularna i definiSe novu bazu u kojoj je F' dijagonalna. i
Primedbe. (1) Formule za smenu mogu se pamtiti i u obliku
1 0F J 10F 10F
Yy = 5(9_.’1717 odanosno zyp = 58_3317 Z9 = 5(9_152
Ovaj postupak svodjenja kvadratne forme na kanonski (dijagonalni) oblik naziva
se Lagranzov postupak dijagonalizacije.

(2) U terminima matrica opisani postupak omogucéuje da za datu simetriénu
matricu A nadjemo regularnu matricu C takvu da je CT AC dijagonalna. Pri
tome sam dijagonalni oblik nije jednoznacno odredjen. Vidimo da je relacija
kongruencije koju u skupu matrica indukuje pojam bilinearne funkcije u nekom
smislu grublja nego relacija sli¢nosti, mada su te dve relacije neuporedive.

(3) (Jakobijev metod dijagonalizacije) Moze se dokazati da je dijagonalni
oblik kvadratne forme F(x1,...,2,) = \i2? + ...+ .22 dat jednakostima \; =
My, Ao = %f, e A = M_]\fi’ pri ¢emu su My,... M, glavni minori matrice A
kvadratne funkcije F":

ailr o Q1
Gg1 v G2k

M= . . . ,k=1,...n.
g1 ' Qkk

Manjkavost ove metode je Sto ona ne daje matricu prelaza odnosno formule
transformacije.

3 Teorema inercije i pozitivna definitnost

Rang date kvadratne funkcije je jednoznacno odredjen broj. A Sta je sa koefi-
cijentima njene kanonske forme? Oni, naravno, nisu jednozna¢no odredjeni. U
slu¢aju proizvoljnog polja skalara tu se ne moze niSta preciznije reéi. Ali kod
realnih i kompleksnih vektorskih prostora mozemo poboljSati nasu klasifikaciju.
Naime, ako je V C-vektorski prostor i F(x1,...,2,) = A\12? +...+ .22 kanon-
ska forma nase kvadratne funkcije ranga r, tada "rastezanjem” duz osa

Y = \/)\_L:Z?l (7::1,...,7’)

Yi = @ (i=r+1,...,n)



(8to je regularna transformacija) mozemo sve koeficijente kanonske forme koji
su # 0 uciniti jednakim 1 i time dobiti kanonsku formu

F(zy,...,zy) ::chr...Jr:c,,z..

Posledica. Svaka kvadratna funkcija na kompleksnom vektorskom prostoru
se izborom baze moze svesti na jednu od n + 1 normalnih formi z% + ... + 2,
pri ¢emu je r rang funkcije F' (0 <r <n). i

Dakle, rang jednoznac¢no klasifikuje kompleksne kvadratne funkcije, kojih
ima samo kona¢no mnogo. Sta je s poljem R? Ako je F kvadratna funkcija na
realnom vektorskom prostoru V', tada se moze primeniti skoro ista regularna
transformacija. Permutacijom koordinata tako da prvo idu one s pozitivnim A;,
a zatim one sa negativnim JA; i transformacijom

Yi = \/—)\ixi (i:p+1,...,7’, >\1<0)
Y = T (Z:7"+1,,'n)

moZemo kanonsku formu nad R svesti na oblik z% + ... + 12) — chﬂ — ... —x2

Ovde, medjutim, nije jasno da li ¢e brojevi p pozitivnih i ¢ = r — p negativnih
koeficijenata biti nezavisni od nacina svodjenja forme na dijagonalni oblik.
Teorema (Silvestrov zakon inercije). Brojevi p pozitivnih i ¢ negativnih
koeficijenata kanonske forme kvadratne funkcije F' na realnom vektorskom pros-
toru su odredjeni jednoznacno i ne zavise od izbora baze.
Dokaz. Neka kvadratna funkcija F' ima u bazi e normalnu formu

2 2 2 2
Fo(oy,...,zp) =21+ + 2y — 25y — ... — T

a u bazi ¢/ normalnu formu
2 2 2 2
Fo(yi,oooyn) =i+ Y% = Y1 — - — ¥

i neka je C' = (c¢ij) = Cewer matrica prelaza. Za proizvoljni vektor v € V
je F(v) = Fo.(x1,...,2n) = Fu(yi,...,yn), pri cemu su z = (z1,...,2,)7 i

y = (y1,.-.,yn)? kolone koordinata vektora v u bazama e i €’ respektivno.
Zato je x = C’-yix%—l—...—l—x%—x%H—...—x?. :yf+...+y,%—yz2,+1—...—y,,2..
Pretpostavimo da je p < k. Uoc¢imo linearni sistem
cuyr + ... + cuyp = 0
cpryn + ... 4+ cwyr = 0
u kome je p < k i koji zbog toga ima netrivijalno reSenje (ygo)’ e ,y,(co)). Ako je
v vektor sa e’-koordinatama (y§0)7 . 7yl(€0)7 0,...,0), tada je v # o netrivijalno
reSenje sistema
ciyr + ...+ cipyn = 0 zr = 0
. , tj. .
cptyr + ... 4+ cuyn = 0 z, = 0



sa e-koordinatama (0, ..., O,xgzgl, .. ,33510)). Sada je F(v) = —(xigzlﬁ _

(x,ﬁ?))2 = (ygo))2 +...+ (yl(go))2 > 0, §to je kontradikcija. 1z razloga simetrije, p >
k takodje dovodi do kontradikcije. Zato je p = k, a posto je rang jednoznac¢no
odredjen, jednaki su i brojevi negativnih koeficijenata. [l

Definicija. Par (p,q) iz teoreme 2 naziva se signaturom funkcije F'.

Posledica. Svaka kvadratna funkcija na realnom vektorskom prostoru se
izborom baze moze svesti na jednu od ﬁ”—“g"—ﬁl normalnih formi x? + ... +
a2 — a2 + ...+ a2, pri Cemu je r rang funkcije F (0 <r <n)i0<p<r. 1

Dakle, signatura jednoznacno klasifikuje realne kvadratne funkcije kojih, kao
i u kompleksnom slu¢aju, ima kona¢no mnogo. Pri tom neke od tih kvadratnih
funkcija imaju za nas poseban znacaj.

Definicija. Kazemo da je kvadratna funkcija F' : V — R na realnom
vektorskom prostoru V' pozitivno odredjena ili pozitivno definitna ako Yv € V,
v # 0 = F(v) > 01 pisemo F > 0. Funkcija F je nenegativno odredjena
(nenegativno definitna ili pozitivno semidefinitna) ako Yv € V, F(v) > 0.
U tom slucaju pisemo F' > 0. Analogno tim pojmovima, postoji negativna
odredjenost (negativna definitnost, v # o = F(v) < 0, oznaka F < 0) i neg-
ativna semidefinitnost (nepozitivna definitnost, Vv, F(v) < 0, oznaka F' < 0).
Ocigledno da je ' < 0 & —F > 0; F <0< —F > 0, pa ova dva pojma
nisu posebno znacajna. Kvadratna funkcija koja nije ni pozitivno, ni negativno
definitna, naziva se neodredjenom ili indefinitnom.

Zbog velikog znacaja koji za euklidsku geometriju imaju pozitivno definitne
kvadratne funkcije, sto ¢emo videti u sledecoj glavi, potrebni su efikasni kriter-
ijumi pozitivne definitnosti. Neki od neophodnih uslova se lako dokazuju.

Lema. Ako je F pozitivno definitna kvadratna forma i A = (a;;) njena
matrica u proizvoljnoj bazi e, tada su svi dijagonalni elementi a;; > 0idet A > 0.

Dokaz. Bice a;; = F(e;) > 0. S druge strane, u kanonskoj bazi ¢ matrica
[F]e = A je dijagonalna i A = CT A'C, pri éemu je C = C./_.. matrica prelaza.
Sada je

det A =det CT -det A’ - det C = (det C)*-a}y ... al, > 0.

Navedeni uslovi nisu, medjutim, i dovoljni (nadjite kontraprimere). Jedan
od nacina je nalazenje kanonske forme i signature.

Tvrdjenje. Neka je F kvadratna funkcija na n-dimenzionalnom R-vektorskom
prostoru. Tada je:

1) funkcija F' pozitivno definitna (F > 0) < signatura F je (n,0);

2) funkcija F' nenegativno definitna (F' > 0) < signatura F' je (p,0) (0 <
p <n).

Dokaz. Smer < je oc¢igledan u oba slu¢aja: ako je u nekoj bazi

F(xl,...,zn):xf+...+x§,

tada je oc¢igledno F(x) > 0, a ukoliko je pored toga p = n, tada je F(x) =0 <
z=0.
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Dokazimo smer =-. Neka je (p,q) signatura nenegativno definitne funkcije
F. Ako je ¢ > 0, tada je

F(O,...,O, 1 70,...,0):—1<O.
p+1

Zbog toga mora da bude ¢ = 0. Ako je sada p < n, tada je
F(0,...,0,1) =0,

a vektor z = (0,...,0,1) # 0, pa F nije pozitivno definitna. i

Prisetimo se da je glavni minor M}, reda k kvadratne matrice A € M(n,TF)
determinanta koja se nalazi na preseku prvih k vrsta i prvih k£ kolona matrice
A. Sledeée tvrdjenje je klasican kriterijum pozitivne definitnosti ra¢unskog tipa
bez nalazenja kanonske forme.

Teorema (Silvestrov kriterijum pozitivne definitnosti). Realna kvadratna
forma F' je pozitivno definitna < svi glavni minori njene matrice u proizvoljnoj
bazi su pozitivni.

Dokaz. Nekajee,...,e, baza, A matrica F utoj bazii Wy, = L(e1,...,ex) C
V potprostor dimenzije k, a Fy, = F|y, kvadratna funkcija na W}, dobijena re-
strikcijom F' i Ay njena matrica u bazi eq, ..., ex.Tada je minor My = det A =
det Fk

= Ako je F' > 0, tada su sve Fy > 0, pa je i det F, = M) > 0 za sve
k=1,...,n.

Smer < ¢emo dokazati u dva koraka. Prvo, posto je Fi(v) = F(Xe1) =
May; > 0 za svako v # o0, onda je F; > 0. Drugo, dokazimo da Fj,_; > 0 =
F > 0. Neka je F—1 > 0. Tada Fj_; ima signaturu (k — 1,0) i postoji baza
eh,...,€e,_; uWi_1 u kojoj je normalna forma z% + ... 4+ z}_,, a matrica E.
Neka je w € Wi, w # o. Ako je skup e€,...,€},_;,w linearno zavisan, tada
w € Wi_q i Fr(w) = Fy—1(w) > 0. Neka je taj skup linearno nezavisan, tj.
neka predstavlja bazu u Wy. Matrica F} u toj novoj bazi je

1 aq
/ — .
Ak -
1 ap—
ay -+ OGk—1 ag

(svi izostavljeni elementi su 0), pri ¢emu je ar = Fi(w). S druge strane, A} =
CT A C, pri éemu je C matrica prelaza iz baze ey, ..., e, ubazu e, ..., e} _;,w.
Odavde je det A}, = det CT - det A, - det C = (det C)? - det Ay, > 0 jer je glavni
minor My, = det Ay matrice A = [F]. po pretpostavci pozitivan. Rac¢unanjem
determinante matrice Aj (Sto ostaje za vezbu ¢itaocu), dobijamo det A} = az —
(a3+...+a}_,), odakle je Fy(w) = ar = a?+...4+a?_,+ (det C)2-det Ay > 0.
Zato je Fi, > 0. I

Primer. Kvadratna forma od dve promenljive F'(z,y) = az? + 2bxy + cy?
je pozitivno definitna < a > 01 b% — ac > 0.

Primedba. Silvestrov kriterijum vazi i za nenegativne kvadratne forme u
slede¢em obliku: kvadratna forma je nenegativno definitna <> svi njeni glavni
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minori su nenegativni. Ova se ¢injenica ponekad zove Svarcenegerov kriteri-
jum. Dokaz je neSto slozeniji. Ovo prosireno tvrdjenje je znacajno za odredjene
primene u matematickoj analizi i drugim oblastima matematike.
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