1 Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori

Definicija. Neka je L : V — V endomorfizam F-vektorskog prostora V tj.
preslikavanje prostora V' u samoga sebe. Skalar A € F je sopstvena vrednost
operatora L ako je Ker(L — AI) # O, tj. ako postoji vektor v # o takav da je
L(v) = M. Svaki takav vektor v naziva se sopstveni vektor operatora L koji
odgovara sopstvenoj vrednosti A\. Skup svih takvih sopstvenih vektora zajedno
sa nula-vektorom obelezava se Vi, i naziva sopstveni potprostor operatora L
koji odgovara sopstvenoj vrednosti A\. Skup svih sopstvenih vrednosti operatora
L naziva se spektar operatora L i obelezava sa Sp L.

Skup Vi x = {v|L(v) = Av} je zaista potprostor u V jer je Vi » = Ker(L —
Al). Njegova dimenzija se naziva geometrijska visestrukost sopstvene vrednosti

Kako naéi spektar operatora? Vidimo da je A € F sopstvena vrednost <
Ker(L — M) # 0 & L — Al nije automorfizam < u bilo kojoj bazi e njegova
matrica A — A\E nije regularna < det(A — AE) = 0. Zato ima smisla posebno
prouciti ovu determinantu.

Definicija. Neka je A kvadratna matrica reda n. Determinanta det(A—zFE)
naziva se karakteristicni polinom matrice A i obelezava y 4 ().

Tvrdjenje. (1) x 4 je polinom u Flz] stepena n sa najstarijim koeficijentom
(—1)™ oblika

xa(x) = (=D"2" +a1(A) - 2" .. 4 an(A),

pri éemu je a;(A) = (=1)""1tr A, a,(A) = det A.

(2) A~ B = x4(z) = xp(x), tj. slitne matrice imaju isti karakteristi¢ni
polinom.

Dokaz. (1) Na osnovu formule za potpuni razvoj determinante sledi da je

ainl —T - A1n
Xalz) = : ; =(a11 — ) ... (@pn — ) + ostali ¢lanovi =
an1 o Qpn — T

= (D" + (=1)"Yay + ... Fan)z" . Fan(A)

posto ni u jedan od ostalih ¢lanova ne moze ulaziti n—1 faktor oblika (a;;—x), pa
je njihov zbir polinom stepena < n—1. Sada je o¢igledno a1 (A) = (—1)""1tr A,
an(A) = x4(0) = det A.

(2) Ako su A i B sli¢ne, tada postoji regularna matrica C' takva da je B =
C~'-A-C. Sada je

xg(x) = det(B —zF)=det(C 'AC — C™'2EC) = det[C~ (A — zE)C] =
= (detC)™!-det(A—2E)-detC = det(A — 2E) = x4(x). I
Posledica-definicija. Ako je L endomorfizam prostora V', karakteristicni

polinom operatora L je polinom x = X 4, pri ¢emu je A matrica endomorfizma
L u bilo kojoj bazi. Ovaj polinom ne zavisi od izbora baze. Polinom i njegovi



koeficijenti predstavljaju geometrijske invarijante linearnog operatora, odnosno
klase sli¢nih matrica. DefiniSu sei trag tr L := trA i determinanta det L := det A
operatora L. |

Tvrdjenje. A\ € I je sopstvena vrednost operatora L < x(A) = 0. Spektar
Sp L je skup svih korena polinoma x; u polju F. I

Visestrukost sopstvene vrednosti A kao korena karakteristicnog polinoma y,
naziva se algebarska visestrukost sopstvene vrednosti A (za razliku od geometri-
jske viSestrukosti dim V7, ).

Primedbe i primeri. (1) Svaki polinom n-tog stepena (s tac¢noséu do
konstantnog faktora) moze da bude karakteristi¢ni polinom neke matrice: ako
uzmemo da je

0 1 -0 0
0
A= .
0 1
Gp  Ap—1 " a2 ay

tada je, posle jednostavnog ra¢una pomoc¢u rekurentne formule (izvedite ga),
xXa(z) = (=D"(2" —a1z" - ... —ay).

(2) Spektar operatora moze da bude i prazan. Ako je L endomorfizam
prostora R? definisan matricom

0 1
=(%0)

tada je x4(z) = 2%+ 1, paje SpL = 0.
(3) Algebarska i geometrijska visestrukost sopstvene vrednosti ne moraju da
budu jednake. Ako je L endomorfizam prostora R? definisan matricom

111
A=|o0 1 1],
00 1

tada je x;(z) = —(x — 1)3, pa je algebarska viSestrukost sopstvene vrednosti
A =1 jednaka 3. Odgovaraju¢i potprostor Vi ; predstavlja jezgro operatora
L — I sa matricom

0 1 1
0 01
0 0 0

A-E=

Vi1 je prostor resenja homogenog sistema sa tom matricom. Njen rang je 2, pa
jedimVy 1 =3 —2 = 1. Geometrijska viSestrukost za A = 1 jednaka je 1.
Kompleksifikacija. NajceS¢e osnovno polje s kojim se sre¢emo u prime-
nama jeste polje realnih brojeva R. Njegovo algebarsko zatvorenje je polje
kompleksnih brojeva C. Svaki polinom ima u C onoliko korena (ra¢unatih s
visestrukoséu) koliki je njegov stepen. Zato se nad C ne moze pojaviti situacija



iz. primera 6(2): spektar svakog endomorfizma L C-vektorskog prostora V je
neprazan i L ima tatno n = dimV sopstvenih vrednosti (od kojih se neke
mogu ponavljati). Da bismo iskoristili tu prednost, nauci¢emo kako da od R-
vektorskih prostora pravimo C-vektorske prostore zamenjujuéi osnovno polje R
poljem C. Potrebno je da umemo da mnozimo vektore kompleksnim brojevima
tako da ostanu na snazi uobic¢ajeni zakoni racunanja:

(a+ bi) - v =av + biv.

Vidimo da je dovoljno da uvedemo nove vektore oblika v i na taj nacin prosirimo
na$ polazni vektorski prostor. Ovaj postupak se naziva kompleksifikacija i moze
se izvesti analogno konstrukciji polja C.

Teorema-definicija. Neka je V R-vektorski prostor, a skup Ve = {(v, w)|v,w €
V} =V x V. U skup V¢ uvedimo operacije sabiranja (v, w,v',w’ € V)

(v,w) + (v, w') = (v+v',w+w')
i mnoZenja kompleksnim brojem (v,w € V, a+bi € C, a,b € R)
(a+b) - (v,w) = (av — bw, aw + bv).

(1) V¢ je vektorski prostor nad poljem C, kompleksifikacija prostora V.

(2) Preslikavanje ¢ : V — V¢ , v — (v,0) je monomorfizam Abelovih grupa.
Ako V¢ posmatramo kao prostor nad R, tada je ¢ izomorfizam R-vektorskih
prostora V = Im ¢ i vazi formula

(a + bi)(v,0) = (av, ).

Zato identifikujemo V i Im ¢, vektor (v, w) obelezavamo v + iw po analogiji s
poljem C i smatramo da je V' C Vg, pri ¢emu je v = (v,0) = v + i0, a navedena
formula postaje

(a + bi)v = av + biv.

Obe interpretacije simbola iv (kao vektora (o,v) i kao proizvoda kompleksnog
broja i i vektora (v, 0)) se poklapaju, pa mozemo slobodno koristiti asocijativni
i distributivni zakon.

(3) Ako je dimgV = n i ey,...,e, njegova baza nad R, tada isti vektori
e1,...,en ¢ine bazu za V¢ nad C i dimc Ve = n.

(4) Ukoliko je L : V' — W morfizam R-vektorskih prostora, formulom L¢(v+
iw) = L(v)+1i- L(w) definisan je morfizam C-vektorskih prostora L¢ : Ve — W
koji nazivamo kompleksifikacija morfizma L.

(5) Ako je A € M(m x n,R) matrica morfizma L u bazi ey, ...,e,, tada je
ta ista matrica, posmatrana kao element M(m x n,C), matrica njegove kom-
pleksifikacije L¢ u istoj bazi eq, ..., e, posmatranoj kao baza V.

(6) Za svaki endomorfizam L € EndV je xr. = xr.-

Dokaz. (1) Aksiome vektorskog prostora se neposredno proveravaju.

(2) Bice

pv+w) = (v+w,0)=(v,0)+ (w,0) =)+ ew),
ov) = pw)= (v,0) =(w,0) =v=uw.



Ostalo je ocigledno.
(3) Akojev+iw € Ve iv=are1+...+anen, w=bre1 +...+bye,, tada je

v+iw = (a1 +ib1)er + ...+ (an + iby)en.

Odatle neposredno sledi da su eq, ..., e, linearno nezavisni i kao vektori u V¢ i
da ga razapinju kao vektorski prostor nad C.

(4) Na osnovu definicije, Lc(v) = L(v), Le(iv) = iL(v), Le(v 4+ iw) =
L¢(v) + Le(iw), odakle sledi opsta aditivnost Lc:

Lel(v +iw) + (v +iw')] = Le(v + iw) + Le (v + iw').

S obzirom na to da je Lg(Av) = L(Av) = AL(v) = AL¢(v), Le(iv) = iL(v) =
iL¢(v), imamo i opstu homogenost Le: Le[(Aip) (v+iw)] = (A+ip) Le(v+iw).

(5) Na osnovu tacke (3), eq,...,e, je baza V¢ nad C. Sledi da je L¢(er) =
L(ex) pa su i matrice iste.

Tvrdjenje (6) je direktna posledica tvrdjenja (5). I

Primedba. Prelaz sa V na V¢ moze se opisati na slede¢i na¢in. Prostor V¢ je
§iri od polaznog V i sadrzi sve linearne kombinacije vektora iz V' sa kompleksnim
koeficijentima:

Ve={zx1v1+... +zrvp|v; € V,z; € C, k € N}.

Vidi se da je baza V nad R istovremeno i baza V¢ nad C: dopustili smo vise
koeficijenata i dobili vise vektora. Pri tom je dimg V' = dim¢ V. Ovo je primer
jedne konstrukcije koja se u (poli)linearnoj algebri ¢esto koristi: prosirenje polja
skalara pomoc¢u tenzorskog proizvoda. Dobijeni C-prostor V¢ moze se posma-
trati i kao R-prostor (ako zaboravimo” da mnozimo kompleksnim brojevima) i
tada je njegova dimenzija dva puta veda: 2dimg V = dimg Vi (ovaj postupak
naziva se realifikacija ili suZenje polja skalara). Taj R-prostor sadrzi V' kao pot-
prostor na dva razli¢ita nacina: Ve =V @iV, gde je iV =2 V. Akoje er,... e,
baza V', tada je e1,...,en,t€1,...,te, baza V¢ nad R, pri ¢emu prva polovina
razapinje potprostor V', a druga V.

Moramo prilagoditi i sém pojam sopstvene vrednosti i vektora.

Definicija. Neka je L : V — V endomorfizam R-vektorskog prostora V.
Kompleksni broj A € C je sopstvena vrednost operatora L (u $irem smislu) ako
je to sopstvena vrednost (u starom smislu) operatora L¢ : Ve — V. Skup svih
(kompleksnih) sopstvenih vrednosti operatora L¢ je kompleksni spektar Spe L
operatora L.

Posto su karakteristicni polinomi operatora L i L¢ isti, jasno je da su sop-
stvene vrednosti od L u novom smislu upravo svi (kompleksni) koreni realnog
polinoma x; i SpcL = Sp Lc. Kompleksni spektar operatora ne moze biti
prazan: u primeru 6(2), Spc L = {i, —i} 1 imamo dve razli¢ite jednostruke sop-
stvene vrednosti.



2 Dijagonalizabilni endomorfizmi

Najjednostavniji tip endomorfizama je svakako onaj ¢ija se matrica pogodnim
izborom baze moze svesti na dijagonalni oblik tj. matrica u ¢ijoj klasi sli¢nosti
postoji dijagonalna matrica. Pretpostavimo da u bazi e = (ey,...,e,) F-
vektorskog prostora V' endomorfizam L ima matricu [L]e = diag{\1,..., \n}
sa vrednostima A; € F na dijagonali. Posto su kolone te matrice koordinate
slika baznih vektora u bazi e, to znaci da je L(e;) = \je; zasve i = 1,...,n.
Dakle, svi bazni vektori su sopstveni vektori operatora L, a \; odgovarajuée sop-
stvene vrednosti, pri cemu je geometrijska visestrukost \; jednaka broju njenih
pojavljivanja u nizu Aq,...,\,. Lako se vidi i obrnuto: ako se od sopstvenih
vektora naseg operatora (koji mogu odgovarati raznim sopstvenim vrednostima)
moze sastaviti baza prostora V', tada ¢e u toj bazi operator L imati matricu di-
jagonalnog oblika.

Definicija. Endomorfizam L F-vektorskog prostora V' je dijagonalizabilan
(nad ) ako V' ima bazu sastavljenu od sopstvenih vektora operatora L, tj. ako
postoji baza e u kojoj je matrica [L]. dijagonalna. U sluéaju osnovnog polja
F =R, operator L je poluprost, ako je L¢ dijagonalizabilan.

Ista terminologija vazi i za matrice. Matrica A € M(n,F) je dijagonal-
izabilna, ako je slitna dijagonalnoj matrici. Realna matrica A € M(n,R) je
poluprosta ako je dijagonalizabilna posmatrana kao matrica u M(n,C).

Primeri. (1) Endomorfizam L standardnog prostora R? zadat matricom

0 1
(V)
je dijagonalizabilan. Njegov karakteristiéni polinom je x;(z) = 2% — 1, ima

dva sopstvena potprostora dimenzije 1 koji se dobijaju kao prostori resenja ho-
mogenih sistema s matricama

-1 1 11
a-p= (70 )oave=(1 )

¢iji su bazni vektori e; = (1,1)7 odnosno e; = (1,—1)T. Ova dva vektora
zajedno ¢ine bazu celog prostora u kojoj je matrica operatora

, (10
v=(o %)
pa je on dijagonalizabilan.
(2) Endomorfizam M standardnog prostora R? zadat matricom

(L)

nije dijagonalizabilan, ali je poluprost. Njegov karakteristi¢ni polinom je x,(z) =
22 + 1, realni spektar je prazan, ali ima dve razlicite kompleksne sopstvene
vrednosti 7 i —i. Njegova kompleksifikacija M¢ ima dva sopstvena potprostora



dimenzije 1 (nad C) koji se dobijaju kao prostori resenja homogenih sistema s

matricama _ _
Boib=( "1 ) Brip=("1
1 —1 1 2

¢iji su bazni vektori e; = (1,4)T, odnosno e; = (1,—i)?. Ova dva vektora
zajedno ¢ine bazu celog kompleksnog prostora V¢ u kojoj je matrica operatora

Me
, (i 0
B‘(o z)

Polazni operator se ne moze dijagonalizovati nad R, ali moze nad C. Drugim
reC¢ima, matrica B u M(n,R) nije slicna dijagonalnoj, ali u M(n,C) jeste.

Ako je e sopstveni vektor operatora L, tada je L(e) = Ae, pa je, za svaki
skalar p, L(pue) = pAe. To znaéi da potprostor W = L(e) ima svojstvo L(W) C
W. Ovakvi potprostori imaju vaznu ulogu u izucavanju endomorfizama.

Definicija. Potprostor W C V naziva se invarijantni potprostor operatora
L ako je L(W) C W.

Svaki sopstveni vektor razapinje jednodimenzionalni invarijantni potprostor.
Invarijantni potprostori se dobijaju i kombinacijom takvih.

Lema. Ako su Aq,...,\; razlicite sopstvene vrednosti endomorfizma L,
tada je suma W = Vg 5, + ...+ V ,, direktna:

W = VL7)\1 @---@VL,/\kv

i W je invarijantni potprostor operatora L.

Dokaz. Primenjujemo indukciju po k.

(1) Za k = 1 treba dokazati da je potprostor Vi, » invarijantan. Ali ako je
v € Vi, tada je L(v) = Av € V5.

(2) Neka tvrdjenje vazi za k — 1 razli¢itih sopstvenih vrednosti, neka je v; €
Vi aivi+. . .+v, = o. Primenom L dobijamo Ajvi+. .. +A,vr = 0. Mnozenjem
prve jednakosti sa Ay i oduzimanjem od druge, dobijamo (A; — Ag)vy + ... +
(Ak—1—Ak)vg—1 = o. Na osnovu induktivne hipoteze, suma Vi x, +...+Vr .,
je direktna, pa je (\; — A\g)v; = o0 (i =1,...,k — 1), odakle sledi da je v; = o
(t =1,...,k—1) jer je \; # A\; po polaznoj pretpostavci. Sada je iz prve
jednakosti v, = o, pa je cela suma W direktna. Invarijantnost sledi iz jednakosti
Llvg+...4+vg) = v+ ...+ v € WL I

Razmotrimo detaljnije situaciju koja se ovde javlja. Neka su Aq,...,\; sve
razli¢ite sopstvene vrednosti operatora L, V; = Vi ), odgovarajuéi sopstveni
potprostori, m; = dim V; geometrijske visestrukosti i neka su e{”, ..., el baze

u svakom od V; (i = 1,...,k). Tadaje W = Vi@ ...® Vi = [L(e}”) @
B L) .. L) B ... L(ew,)] jedan potprostor u V, dimenzije
m=mq+ ...+ m, < n. Moze se desiti da je taj potprostor jednak celom V,
tj. da je m = n, i tada je endomorfizam L dijagonalizabilan. Na osnovu ovih
razmatranja neposredno sledi naredno tvr]enje.

Tvrdjenje. Neka je L € End V. Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna.

(1) Endomorfizam L je dijagonalizabilan, tj. V ima bazu sastavljenu od
sopstvenih vektora.



(2) Prostor V se razlaze u direktnu sumu jednodimenzionalnih invarijantnih
potprostora.

(3) Suma geometrijskih visestrukosti svih sopstvenih vrednosti operatora L
je jednaka n =dim L. i

Kao posledicu, dobijamo jednostavan dovoljan uslov dijagonalizabilnosti.
Prethodno definisimo jedno vazno svojstvo spektra.

Definicija. Spektar operatora je prost, ako su svi koreni karakteristicnog
polinoma jednostruki (prosti).

Tvrdjenje. (1) Endomorfizam L sa n = dim V' razli¢itih sopstvenih vred-
nosti je dijagonalizabilan.

(2) Realni operator sa prostim kompleksnim spektrom je poluprost, a ukoliko
je spektar prost i realan, operator je dijagonalizabilan. i

Upravo takav slucaj smo imali ranije u primerima. Sada je jasno i poreklo
termina poluprosti operator”.

Sada ¢emo videti geometrijski sadrzaj teoreme o determinanti sa blokom
nula.

Tvrdjenje. Ako je L € EndV endomorfizam prostora V i W C V invar-
jjantni potprostor, tada karakteristicni polinom Xy (x) deli polinom X ().
Ako se V razlaze u direktnu sumu invarijantnih potprostora V. =W @& W', tada
jexr(z) = XL\W(‘T) “ XLy ().

Dokaz. Izaberimo bazu ey,...,ex potprostora W i dopunimo je do baze
€ly--+y €k, €htl,---,En Prostora V. Zbog invarijantnosti W, L(W) C W i ma-
trica operatora L e izgledati na sledeéi nacin:

A:[L]e:det<g g)

jer je L(e;) € W za i = 1,...k. Sada je x; = det(A — AE) = det(B — AE) -
det(D — AE) = xp,, - det(D — AE), tj. Xy, deli x;. Akoje V=W oW i
€k+1,- - -, €y baza invarijantnog potprostora W', tada je C = O i det(D — AE) =
XL|y. - B

Primetimo da se tvrdjenje moze jednostavno uopstiti na sumu vise invari-
jantnih potprostora.



