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Potprostori, faktorprostori, direktna suma

Da li dimenzija potprostora moze biti veéa od dimenzije celog prostora?
Kako naéi dimenziju faktorprostora? Daéemo odgovor na ova i slicna pitanja.

Tvrenje. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor, a U C V njegov
potprostor. Tada je:

(1) U takoe kona¢nodimenzionalan i dimU < dim V;

(2) V/U kona¢nodimenzionalan i dim V/U = dimV — dim U;

(3) dimU =dimV < U =V.

Dokaz. (1) Ako je B baza u U, tada je to linearno nezavisan skupu U C V,
pa se moze dopuniti do baze B’ u V' koja mora da bude kona¢na. Zato je i B
konacna i dimU < dim V.

(2) Neka je {u1, ..., ur} baza potprostora U i {#;]i € I} baza faktorprostora
V/U, pri ¢emu su v; € V, 0; = f(v;) i f je kanonska projekcija V. — V/U.
Dokazimo da je B = {uy,...,ux} U {v;|¢ € I} baza u V. Neka je v € V.
Tada je f(v) =), a;0; = Y, a;f(vi) = (3, aivi) za neke a; € F od kojih je
samo konac¢no mnogo # 0. Odavde sledi da je f(v — >, a;v;) = 0, pa vektor
v—y . a;v; €Ker f =U = L(u1,...,u). Zatojev—y . a;v; = byui+...+byuyg,
tj. v =3, a;v; + biuy + ...+ bruy. To upravo znaci da B generise V. Ako je
sada ), a;v; + biug + ... + byur = o, primenom f dobija se 0 = f(3, a;v; +
biui + ...+ byug) = >, a;0;, odakle zbog linearne nezavisnosti v; sledi da je
a; =0 (i € I), a zatim bju; + ... + byur, = o, pa zbog linearne nezavisnosti

uy,...,Uu, imamo by = ... = by = 0. Dakle, skup B je linearno nezavisan.
Prema tome, B je baza u V i kao takva konaéna. Zato je I = {1,...,m}
konacan, B = {uy,...,ug,v1,...,0m} i dimV =k +m.

(3) dimU =dimV =dimV/U=0=V/U=0=U=V.1

To tvrenje zajedno s teoremom o homomorfizmu daje jednu vaznu formulu.
Prethodno uvedimo neke geometrijske karakteristike linearnih operatora.

Definicija. Nekaje L : V — W linearno preslikavanje kona¢nodimenzionalnih
prostora. Broj dim Ker L naziva se defekt operatora L i obelezava sa d(L), a
broj dimIm L se naziva rang operatora L i obelezava sa r(L).

Posledica. Ako je L : V — W linearno preslikavanje, tada je

r(L)+d(L) =dimV.
Dokaz. Na osnovu teoreme o homomorfizmu, V/Ker L = Im L. Zato je
r(L) =dimIm L =dimV/KerL =dimV —dimKer L =dimV —d(L). I

Posledica. Neka je L : V — W linearno preslikavanje.
(1) L je monomorfizam < njegov je defekt d(L) = 0.
(2) L je epimorfizam < njegov je rang r(L) = dim W.



(3) Ako je dimV = dim W, tada
L je izomorfizam < L je monomorfizam < L je epimorfizam.

Dokaz. Svojstva (1) i (2) su ocigledna na osnovu definicija i prethodne
posledice.

(3) Iz navedene formule sledi da je L mono < 0 = d(L) = dimV —r(L) =
dimW —r(L) & r(L) =dimW < L epi. 1

Poslednja posledica se ¢esto primenjuje na endomorfizme. Da bi se dokazalo
da je neki endomorfizam L : V — V invertibilan, tj. da je bijekcija, dovoljno
je dokazati ili da je epi, ili da je mono. Drugo svojstvo odmah sledi iz prvog.
Algebarska strana ovoga je upravo tvrenje koje smo veé ranije dokazali pomoéu
determinanata.

Posledica. Ako su A, B € M(n,F) kvadratne matrice, tada

AB=E < BA=FE & AiBsuregularnei B = A1,

Dokaz. Neka su L, M € End(F"™) endomorfizmi koji odgovaraju matricama
A, B respektivno. Tada AB=FE = LoM =1 = M je monomorfizam = M je
automorfizam = L je automorfizam = A i B su regularne. I

Tvrenje (prva teorema o izomorfizmu, ponegde nazvana i druga teorema o
izomorfizmu”). Neka je W vektorski prostor, a U,V C W dva njegova potpros-
tora. Tada je V potprostor od U + V, U NV potprostor od U i odgovarajuci
faktorprostori su izomorfni:

U+ V)V =U/UNV).

Dokaz. Nekaje L : U S U+V & (U + V)/V kompozicija inkluzije
U Cc U+ V i kanonske projekcije U +V — (U + V)/V. Naimo Im L i Ker L.
Svaki element z € (U 4+ V)/V je oblika z = p(x) za neki x € U + V. Sada
jex=u+viz=pu+v)=pu) +pwv) =p)jer je V =Kerp. Zato je
z=p(u)=L(u)pajeImL = (U+V)/V, tj. L je epimorfizam. Za svako u € U
imamo sada u € KerL & L(u) =p(u) =o<ucV. Zatoje Ker L=UNV.
Primenimo teoremu o homomorfizmu na L. Dobijamo U/Ker L = Im L, tj.
u/unv)y=U+V)/V.1

Posledica (Grasmanova formula). Za svaka dva potprostora U,V vek-
torskog prostora W vazi

dim(U+V)=dimU +dimV —dim(U NV).

Dokaz. Iz prethodne teoreme bi¢e dimU —dim(UNV) =dimU/(UNV) =
dim(U+V)/V =dim(U+V)—dimV. I

Vidimo da za bilo koja dva potprostora U,V C W dimenzija preseka U NV
mora zadovoljavati sledeé¢u nejednakost: max{0,dimU + dimV — dim W} <
dimU NV < min{dim U, dim V'}.

Definicija. Potprostori U i V seku se transverzalno ako dimU NV ima
najmanju moguéu vrednost:

dimU NV = max{0,dimU + dim V' — dim W}.



Recimo, presek dva dvodimenzionalna potprostora u trodimenzionalnom
prostoru je transverzalan ako je njegova dimenzija 2 + 2 — 3 = 1. Primetimo
da pojam zavisi od dimenzije ambijentnog prostora: u navedenom primeru ovaj
presek u cetvorodimenzionalnom prostoru ne bi bio transverzalan.

Veoma znacajan slucaj transverzalnog preseka je kada je njegova dimenzija
jednaka nuli.

Tvrenje. Sledeca tvrenja su ekvivalentna:

(HUNV =0;

(2) dim(UNV)=0;

(3) reprezentacija svakog vektora x € U +V u obliku z = u+v sa u € U,
v € V je jednoznacna;

(4) dim(U +V) =dimU + dim V.

Dokaz. Ekvivalenciju (1) < (2) znamo od ranije. Ekvivalencija (2) < (4) je
direktna posledica Grasmanove formule. Dokazimo implikaciju (1) = (3). Ako
suxz =u+v=1u +v dve reprezentacije istog vektora sa u,u’ € U, v,v’' € V,
tadajeu—u' =v'—v € UNV. Posto je UNV = O = {0}, ondajeu =u', v = v'.
Dokazimo implikaciju (3) = (1). Akojex e UNV,tadasuz=z+o0o=0+2x
dve reprezentacije istog vektora sa x,0 € U, o,x € V pa je, zbog jedinstvenosti
takve reprezentacije, z = o. Zato je UNV = {o}. 11

Definicija. Ako su U,V C W dva potprostora za koje vazi jedan od ekvi-
valentnih uslova tvrenja 9, kazemo da je suma U 4V direktna i obelezavamo to
saUeV.

Oznaka U @ V predstavlja isto sto i U + V, uz dodatni uslov U NV =

O. Primetimo da, ukoliko je suma U + V direktna i imamo baze uq, ..., ux
ivy,...,v, uU iV respektivno, tada je uy,...,ug,v1,...,0, baza prostora
UasV.

Tvrenje (teorema o komplementu). Za svaki potprostor V' C W vektorskog
prostora W postoji potprostor V! C W takav da je W =V @ V.

Dokaz. Neka je vy, ..., v, baza V. Dopunimo je do baze vy, ..., Vg, Vg41,-- -, Un
celog prostora W i uzmimo da je V' = L(vg11,. .., v,). U skladu sa prethodnom
primedbom, tada je W =V & V'. 11

Naravno, ovaj potprostor, koji smo nazvali komplement, nije jednoznac¢no
odreen, Sto se vidi i iz samog dokaza: baza potprostora se na mnogo nacina
moze dopuniti do baze celog prostora.

Pojam direktne sume se uopstava i na vise sabiraka. Od ekvivalentnih uslova
1-4, uslov 3 najlakse dopusta uopstavanje, dok uslov 1 zahteva nesto drugaciju
formulaciju.

Definicija. Neka su V; C W (i = 1,..., k) potprostori vektorskog prostora
W. Kazemo da je suma V = V; + ... + V} direktna i zapisujemo to V =
Vi & ...8 Vi ako se svaki vektor € V na jedinstveni nacin zapisuje u obliku
z=vn+...+ypsav; €V, (i=1,...,k).

Tvrenje. Sledeca tvrenja su ekvivalentna:

(1) suma Vi + ...+ Vi je direktna (= V1 & ... @ Vi);

(2) zasvakoi=1,...,kjeVin(Vi+...+ Vi1 +Vis1 +...+ Vi) = 0.

Dokaz. (1) = (2). Neka je suma direktnaineka z € V/ =V,;n (V1 +... +
Vicir+Visi+...+ Vi) Tadajex =v1 + ... +vi—1 +ve1 + ... + v € V; pa



jevi+...4+v,—1 —x+viy1 + ...+ vr = o reprezentacija nule u direktnoj sumi
Vio...®0Vy. Zatosusviv; =o0ix=o.

(2) = (1). Nekasux = v1+...+vg = w1 +...+wy dve reprezentacije jednog
vektora sa Vi, W, € ‘/1 Tada je Vi —w; = (U)l 7’01)4’. Lot (wi—l 71)1'_1) +(w1;+1 —
Vig1) + ...+ (wp —vg) element iz V,N (Vi + ...+ Vi1 +Vigr+...+ V) =0
pa je v; = w;. Posto ovo vazi za svako i = 1,...,k, tvrenje je dokazano. I

Primedba. Mozemo primetiti da vektori eq,...,e; ¢ine bazu potprostora
V C W ako i samo ako je V. = L(e1) @ ... ® L(ex). Jednoznacnost zapisa
oznacava upravo linearnu nezavisnost ovih vektora.



