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Matrica linearnog operatora.

Neka je L : V — W linearno preslikavanje vektorskih prostora. Pret-
postavimo da smo u svakom od njih izabrali po jednu bazu, v u Vi w u W.
Tada se moze postaviti pitanje kako se u koordinatama zapisuje preslikavanje
L, tj. kako zavise koordinate vektora L(v) € W od koordinata vektora v € V.
Akosu g, : V = F* i, : W — F™ odgovarajuéi koordinatni izomorfizmi,
imamo dijagram
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u kome je isprekidana strelica odredena tako da on komutira:
L'=¢,0Lop, ' :F" - F™.

Ovo je koordinatni zapis preslikavanja L. Na taj nacin se izucavanje prostora

L(V,W) svodi na izucavanje prostora L(F™ F™), pri ¢emu je n = dimV, m =

dim W (ovde podrazumevamo prostore kolona). Kako izgleda preslikavanje L'?
Tvrdenje. Svaki linearni operator L’ : F" — F™ zapisuje se u obliku

L@)=Aa

sa jednoznatno odredenom matricom A € M(m x n, ), koju ¢emo obeleziti sa
A=[L].

Dokaz. Iz prethodne formule se vidi da kolone trazene matrice A = (a;;)
moraju da budu slike standardnih baznih vektora:
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Odatle sledi i jedinstvenost matrice A. Pri tom je ocigledno
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Sada imamo dovoljno motivacije za sledetu definiciju.

Definicija. Neka je L : V — W linearno preslikavanje i neka su e =
(e1,...,en) i f = (f1,...,fm) baze u prostorima V i W respektivno. Matrica
A € M(mxn,F), sastavljena od kolona koordinata [L(e;)]s slika baznih vektora
e; u bazi f naziva se matrica linearnog preslikavanja L u bazama e, f i obelezava
sa A = [L].,s ili samo [L] ako su baze poznate.

Ako je L’ linearno preslikavanje iz gornjeg komutativnog dijagrama, tada je
o¢igledno [L].,; = [L'].

II' Obratite paznju na zamenu redosleda n i m.

Teorema. (1) U situaciji iz prethodne definicije, preslikavanje L — [L]. s,

[~le.s s LV, W) — M(dim W x dimV, F)

je izomorfizam vektorskih prostora.
(2) Ako je M : W — U jos jedno linearno preslikavanje i g baza u U, tada je

[M o Lle,y = [Mlgg - [Lle,s,

tj. matrica kompozicije jednaka je proizvodu matrica.

(3) Ako je I : V — V identiteta, tada je [I]c.. = E, tj. matrica identitete je
jedini¢na matrica.

Dokaz. (1) Preslikavanje [—] je o¢igledno bijekcija. Posto je [(AL+pK)(e;)]f =
[AL(e;)+pK (e;)]f = A[L(e;)] s+ 1K (e;)] f zbog linearnosti koordinatnih izomor-
fizama, onda je AL + pK| = A[L] + p[K].

(2) Neka je B = (bjj) = [M] 1 A = (ajx) = [L]. Tada je (M o L)(ek) =
M(L(e)) = M (32, ajnfi) = 325 ainM(f;) = 32 ajk 32, bijgi = bijajk) G-
To znaci da su koordinate vektora (M o L)(e;) u bazi g upravo clk = i: bijar
elementi proizvoda matrica B - A. Dakle, [M o L] = B - A.

(3) Jasno je da je I(e;) = e;, odakle sledi tvrdenje. I

Izbor baza u V i W omoguéuje da identifikujemo operatore L € L(V, W) sa
matricama A € M(m x n,F). Najzad imamo objasnjenje za neobi¢nu definiciju
proizvoda matrica. To je operacija koja, sa geometrijskog stanovista, odgovara
vrlo prirodnoj operaciji - kompoziciji preslikavanja.

Posledica. dim L(V, W) =dim V - dim W. 1

Dakle, izborom baza e i f dobijamo koordinatni zapis linearnog preslikavanja
u sledetem obliku:

L)) = [Lers - Ve
ili razvijeno
Yyi = aurir + -0+ Qs

Yn = Gm1T1 + -+ Gmaln
Ispitajmo sada kako se menja matrica linearnog operatora kada baze e i f
zamenimo drugim bazama.
Tvrdenje. Ako su e’ i f' nove baze u V i W respektivno, C = Ce_or i D =
Cy_.p odgovarajuce matrice prelaza i A’ = [L]./ s matrica naseg preslikavanja
u novom paru baza, tada je

A=D1 4.C.



Dokaz. Bice [v]. = Clv]es i [L(v)]f = D[L(v)]4, odakle je
A" e = [L(v)]y = DTHL()]y =D'A- [v]le = DTTA- O [u]e

i tvrdenje sledi zbog jedinstvenosti matrice linearnog operatora. i

Dakle, A’ = D' A-C ~ A, tj. radi se o elementarnoj ekvivalenciji matrica.
Sve matrice iz jedne klase elementarne ekvivalencije (medu njima je jedinstvena
matrica F,) su matrice jednog linearnog operatora prilikom razli¢itog izbora
parova baza e, f. Pri tome je r rang, tj. dimenzija slike operatora L. Posto
znamo da je svaka matrica A elementarno ekvivalentna matrici F,, za svako
linearno preslikavanje L : V. — W postoji izbor baza e i f takav da je [Ll¢ s =

E,. U koordinatama to znaéi da je (y1,...,ym)? = Er - (21,...,7,) 7 tj.
Y1 = 21,
Yr = T,
Yr+1 = 07
.
Ym = 07
odnosno da je preslikavanje L kompozicija dva preslikavanja: prvo F" — F",
(x1,...,2p) — (x1,...,2:), 8o je projekcija na koordinatni r-potprostor, a
zatim F" — F™ (z1,...,2.) — (21,...,2.,0,...,0), $to je inkluzija koordi-

natne r-ravni u m-prostor. Dakle, svako linearno preslikavanje je kompozicija
projekcije (epimorfizma) i inkluzije (monomorfizma).

Endomorfizmi

Ako je V = W, tj. ako posmatramo endomorfizme prostora V', nemamo izbor
dve baze, vet samo jedné izbor baze u kodomenu odreduje i bazu u domenu.

Definicija. Ako je L € End(V) i e baza prostora V', matrica endomorfizma
L u bazi e je matrica [L]e = [Lc,e.

Posledica. Za svaku bazu e, preslikavanje [—]. : End(V) — M(n,F) je
izomorfizam prstena. Automorfizmima prostora V odgovaraju regularne ma-
trice:

End(V) —  M(n,F)
U U
Auwt(V)=GL(V) — GL(n,F)
pri cemu je
L =[]

Dokaz. Svojstva (1) i (2) iz teoreme znace da je [—]. izomorfizam prstena,

a svojstvo (3) obezbeduje da automorfizmima odgovaraju regularne matrice i

E=[1=[LoL " =[L]-[L7]. N

Prilikom zamene baze ¢ — €', matrica endomorfizma ¢e se promeniti po
formuli (4.6) sa D = C":
A=c1t. A.C.



Ova formula definise jednu novu relaciju medu kvadratnim matricama.
Definicija. Neka su A, B € M(n,F). Kazemo da su matrice A i B sli¢ne i
pisemo to A = B ako postoji regularna matrica C € GL(n,F) takva da je

B=C"1' A.C.

Tvrdenje. Slicnost = je relacija ekvivalencije na M(n,TF).

Dokaz. Refleksivnost: A = E~'AE = A ~ A. Simetri¢nost: A ~ B =
B=C1AC = A=CBC™ = (CY)"'B(C™!) = B ~ A. Tranzitivnost:
A~ B~C = B=P!4APiC = Q7 'BQ = C = Q'P1APQ =
(PQ)TA(PQ)= A=C. 1

Klase ekvivalencije relacije slicnosti su klase sli¢nosti u M(n,F). Sve matrice
iz jedne klase sli¢nosti predstavljaju matrice jednog endomorfizma u raznim
bazama. Zato se moze re¢i da prirodni geometrijski objekat nije sama matrica,
ve¢ njena klasa slicnosti. Primetimo da se takva relacija moze definisati u bilo
kojoj (multiplikativnoj) grupi, kada se naziva relacija konjugacije i ima vrlo
korisnu ulogu u prouc¢avanju unutrasnje strukture grupe.

Primedba. Ako je L:V — V, A = (a;;) = [L]e matrica endomorfizma L
u bazi e, v € V vektor sa kolonom koordinata z = [v]. i w = L(v) vektor sa
kolonom koordinata y = [w]., tada je, na osnovu svega prethodno re¢enog,

y=A-z
ili, u razvijenom obliku,
i = anuri + -+ Ai1pZn
Ym = Gp1T1 + 0+ Qpalp

Navedene formule izgledaju isto kao formule za zamenu baze iz teoreme 5. To
nije slu¢ajno. Ako je L automorfizam, tj. matrica [L]. regularna, tada L slika
bazu e u novu bazu, koju éemo obeleziti sa L(e). Dejstvo automorfizma L moze
se shvatiti i kao transformacija baze e — L(e). Na osnovu definicija sledi da je

Ce—>L(e) = [L]e .

Dakle, na zamenu baze u prostoru mozemo gledati na dva nacina. Prvi, koji
nazivamo ,pasivnim” gledistem, polazi od stanovista da je prostor fiksiran, a
mi menjamo bazne vektore i zato imamo razli¢ite vrednosti koordinata = i y
istog vektora v u raznim bazama. Drugi, koji nazivamo ,aktivnim” gledistem,
polazi od toga da sam prostor transformisemo pomocu automorfizma L, a baza
ostaje ista. Tada polaznom vektoru v sa koordinatama x odgovara novi vektor
w = L(v) sa koordinatama y u istoj bazi. U prvom slucaju je z = C -y
a u drugom y = A-2z. Vidimo da u koordinatnom zapisu matrica prelaza
C u ,pasivnoj” koncepciji igra ulogu matrice inverznog (!!) automorfizma u
»aktivnoj” koncepciji, jer je

Ax=y=0C""1 1z



Kontradikcija je samo prividna, u $ta je najlakse uveriti se na primeru: u ravni
R? rotacija standardne baze za 45° u smeru kretanja skazaljke na satu je, sa
geometrijskog stanovista, isto $to i rotacija cele ravni (u odnosu na fiksnu bazu)
za 45° u smeru suprotnom od kretanja skazaljke na satu.

Oznaka ,!!” u tekstu pokazuje mesto na kome treba obratiti paznju. U
latinskim starim knjigama pisalo je ,caveat lector” - ,Citalac neka pazi”.



