Ortogonalne transformacije vektorskog euklidskog pros-
tora

Linearni operatori su prirodna preslikavanja vektorskih prostora koja ” postuju”
njihovu strukturu. Ali kada se vektorskom prostoru doda euklidska struktura,
prirodna klasa preslikavanja koja se s njom u vezi pojavljuje mora da bude
manja. To su samo ona linearna preslikavanja koja ”postuju” skalarni proizvod
ili rastojanje. Opisimo ih. Neka je V euklidski prostor i L : V' — V endomor-
fizam.

Tvrdjenje. Sledeca svojstva su ekvivalentna:

(1) (u,v) = (Lu, Lv) za svaka dva vektora u,v € V;

) ||uH = ||Lu|| za svaki vektor u € V;

) postoji ortonormirana baza e takva da je Le ortonormirana baza,
) za svaku ortonormiranu bazu e, baza Le je ortonormirana,

) postoji ortonormirana baza e u kojoj je matrica [L]. ortogonalna,;
) u svakoj ortonormiranoj bazi e matrica [L]. je ortogonalna.

Dokaz. (1)=(2) ||ull* = (u,u) = (Lu, Lu) = || Lu|/*.

(2)=(1) Po formuli polarizacije (u,v) = § (|lu + v||* = [[ul|® = |v]|?) = 5 (IL(uw +v)||*> = || Lu||® — || Lv|?) =
(IZu + Lo|* — || Lu|* — [|Lv[*) = (Lu, Lv).

(1) i (2)=-(4) Pokazimo prvo da L prevodi bazu u bazu, tj. da je L izomor-
fizam. Imamo Lu = o0 = ||Lul]| = 0 = ||ju|]| = ||Lu|| = 0 = u = o, tj. L je
monomorfizam. Ali posto je L endomorfizam, L mora da bude i "na”. Ako je
sada e ortonormirana baza, Le je baza. Ali (Le;, Lej) = (e;,e;) = 0;5 (Kro-
nekerov delta-simbol), pa je Le ortonormirana.

(4)=(3) je otigledno.

(3)=>(1) Naime, ako je e baza i u = z1e; + -+ + zpe,, onda je Lu =
x1Lei+-- -4z, Ley, tj. koordinate vektora Lu u bazi Le su iste kao i koordinate
vektora u u bazi e. Posto su obe baze ortonormirane, onda je, za proizvoljni
vektor v = yie1 +F Yn€n,
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(Lu, Lv) = z1y1 + -+ + Tnyn = (u,v),

pri ¢emu je leva strana izracunata u bazi Le, a desna u bazi e.

(3)<(5) i (4)<(6) su reformulacije. Naime, izomorfizam L se moze interpre-
tirati i kao zamena baze i tada je matrica operatora [L], = C' = Ce_, . u stvari
matrica prelaza iz baze e u bazu Le. Pri tom, ako je e ortonormirana, onda je
Le ortonormirana<-matrica C' je ortogonalna. To dokazuje obe ekvivalencije. il

Definicija. Endomorfizam L € EndV koji zadovoljava neki od uslova
prethodnog tvrdjenja (a zato i sve) naziva se ortogonalna transformacija ili
(vektorska) izometrija prostora V. Skup svih ortogonalnih transformacija pros-
tora V' obelezavamo sa O(V).

Svojstva (1) odnosno (2) se mogu koristiti za definisanje izometrijskog pres-
likavanja u opstijoj situaciji. Ako su V' i W dva euklidska prostora, linearno
preslikavanje L : V' — W je izometrija ukoliko je (u,v) = (Lu, Lv) za svaka dva
vektora u,v € V. Na osnovu dokaza tvrdjenja 1 odmah se vidi da L zadovol-
java i uslov (2) (i obrnuto), kao i da L mora da bude monomorfizam. Drugim



reCima, L je izomorfizam V =2 ImV C W, koji ¢uva rastojanja i duzine. Moze
se zato smatrati da je V- C W, pa ta prividno opstija definicija ne donosi nista
novo. Zato je dovoljno posmatrati samo endomorfizme.

Navedimo dva jednostavna korisna svojstva sopstvenih vrednosti i vektora
ovakvih operatora.

Tvrdjenje. Ako je L ortogonalan endomorfizam, tada: (1) jedine realne
sopstvene vrednosti mogu da budu 11 —1; (2) sopstveni vektori koji odgovaraju
razlicitim sopstvenim vrednostima su ortogonalni.

Dokaz. (1) 0 # (v,v) = (Lv, Lv) = (\v, \v) = A2 (v,0) = A2 = 1.

(2) Ako je Lv; = A\jvs, A1 # Ao, tada je Mg # 11 (v1,v2) = (Lvy, Lvg) =
A1A2(v1,v2), odakle sledi da je (vi,v2) =0. 1

Navedeno tvrdjenje vazi i na matricnom jeziku — za ortogonalne matrice.
Primetimo da, na osnovu svojstva 1(4), svaka ortogonalna transformacija pros-
tora prevodi neku bazu opet u bazu. Zbog toga je svaka ortogonalna transfor-
macija nuzno automorfizam prostora, tj. element grupe GL(V).

Tvrdjenje. O(V) je podgrupa u GL(V). Izomorfizam GL(V

)
odredjen izborom baze u V definise izomorfizam grupa O(V) = O(n, R).

Dokaz. Ovo je direktna posledica svojstva 1(6). i

Definicija. Grupa O(V) se, kao i kod matrica, naziva ortogonalna grupa
euklidskog prostora V.

Svaki L € O(V) prevodi baze iz B, opet u ortonormirane baze. Sta se
desava sa orijentacijom baze? Ako je L € O(V) ie € B,, tada baza Le € B,
ne mora da ima istu orijentaciju kao e. Naime, ako je C' = [L]. = Ce_ ., tada
je Le ~ e < detC' > 0. Svojstvo da L ne menja orijentaciju baze u stvari ne
zavisi u stvari od izbora te baze.

Tvrdjenje. Sledeca svojstva su ekvivalentna:

(1) Le ~ e za neku ortonormiranu bazu e; (2) Le ~ e za svaku ortonormiranu
bazu e.

Skup SO(V) svih L koji ne menjaju orijentaciju baza je podgrupa u O(V)
koja je u koordinatnom izomorfizmu GL(V') & GL(n) izomorfna podgrupi

SO(n) = OMNGLT(n)={A€O(n)|detA>0}=
= OMm)NSLn)={AcO(n)|det A=1}

u GL(n). Podgrupa SO(V) je indeksa 2 u O(V). Ako je S € O(V)\SO(V)
proizvoljan, tada se svaki automorfizam L € O(V)\SO(V) mozZe jednozna¢no
predstaviti kao kompozicija L = MoS zaneki M € SO(V) i isto tako L = SoM’
za neki M’ € SO(V).

Dokaz. Ocigledno da (2) = (1). Obrnuto, neka je e ~ Le, A matrica
L u bazi e, ¢ neka druga ortonormirana baza, A’ matrica L u toj bazi i
C = C._ . matrica prelaza. Tada je det A > 0i A’ = C71AC, pa je det A’ =
det C~1.det A-det C = det A > 0. Ostala tvrdjenja su direktna posledica koor-
dinatnog izomorfizma i strukture grupe ortogonalnih matrica, ali se mogu i di-
rektno dokazati. Ako je S € O(V)\SO(V), tada det S~ = det S = —1 i za svaki
LeOWV)\SOV),detLoS ™t =(-1)(=1)=1,paje M =LoS™t e SOV).
Jednoznacnost sledi neposredno, a na isti na¢in i druga reprezentacija. i



Definicija. Grupa SO(V) se, kao i kod matrica, naziva specijalna ortogo-
nalna grupa euklidskog vektorskog prostora V. Automorfizmi iz SO(V) nazi-
vaju se svojstveni automorfizmi, za razliku od nesvojstvenih automorfizama iz
O(V)\SO(V).

Vidimo da, kao $to O(V') dejstvuje na prirodni skup B, baza euklidskog
prostora (ortonormiranih baza), tako SO(V') dejstvuje na prirodnom skupu B,
baza orijentisanog euklidskog prostora (pozitivno orijentisanih ortonormiranih
baza), a svaki operator iz O(V)\SO(V') menja orijentaciju.

Primeri. (1) Neka je V' = R jednodimenzionalni vektorski prostor. Tada
je O(V) = O(1) = {1,—1} dvoelementna grupa koja se sastoji od identi¢ne
izometrije i simetrije u odnosu na o, a SO(1) = {1} je trivijalna podgrupa.

(2) Neka je V = R? dvodimenzionalni R-vektorski prostor, tj. ravan. Struk-
tura grupe O(2) = O(2,R) je poznata: ona se sastoji iz dve familije matrica

A5 = ( cosp  —sing ) A = ( —cosp sing )7
sin cos sing cosg
pri ¢emu je ¢ € [0,27). Prva familija daje podgrupu SO(2), a druga njen
komplement O(2)\SO(2). Pri tom je svaka matrica S iz tog komplementa
simetriéna, pa je ¢ak S? = SST = E (to se naziva involutivnost). Sa ge-
ometrijskog stanovista, svojstveni automorfizmi iz SO(V) su rotacije za ugao
©, bez sopstvenih vrednosti i vektora. Nesvojstveni automorfizmi imaju dve
sopstvene vrednosti, 1 i —1, pa su dijagonalizabilni i sve odgovaraju¢e matrice

iz. O(2)\SO(2) su medjusobno sli¢ne. Zato, sa geometrijskog gledista, postoji
sustinski samo jedan takav automorfizam ravni V', koji u nekoj ortonormiranoj

bazi ima matricu 0 1 i naziva se simetrija ravni (u odnosu na drugi

bazni vektor). Zakljuéujemo da je svaki svojstveni automorfizam ravni rotacija
(i u sustini zavisi od ugla rotacije), a nesvojstveni — simetrija (i odredjen je jed-
nim vektorom). Klase konjugacije u SO(2) su parametrizovane jednim realnim
parametrom, dok se O(2)\SO(2) sastoji od jedne jedine klase sli¢nosti.

(3) Neka je V = R? trodimenzionalni R-vektorski prostor. Struktura grupe
0(3) = O(3,R) je slozenija nego grupe O(2). Posto je karakteristi¢ni polinom
svakog L € O(V) stepena 3, L ima bar jednu realnu sopstvenu vrednost A = +1.
Razmotrimo dva slucaja.

a) L € SO(V). Dokazimo da tada L mora da ima sopstvenu vrednost 1.
Ako je nema, tada L ima sopstvenu vrednost A\ = —1. Neka je v odgovarajuci
sopstveni vektor. Ortogonalni komplement W = L£(v)* je sopstveni potprostor
operatora L, koji definige automorfizam ravni L|y : W — W. Pri tom je det L =
—det L|w, pa je L|w nesvojstveni automorfizam. Zato L|w, a s njim i L ima
sopstvenu vrednost 1, Sto je kontradikcija. Neka je, dakle, A = 1 sopstvena
vrednost sa odgovarajuéim sopstvenim vektorom v i W = L(v)1. Tada je L|w
svojstveni automorfizam ravni, dakle rotacija ravni W, a L je rotacija prostora
V oko ose L(v).

b) L € O(V)\SO(V). Dokazimo da L ima sopstvenu vrednost —1. Ako
je nema, tada L ima sopstvenu vrednost A = 1. Kao i malopre, pokazujemo



da postoji ravan W takva da je L|y nesvojstveni automorfizam. Zato L|w,
a s njim i L ima sopstvenu vrednost —1, Sto je kontradikcija. Neka je, dakle,
A = —1 sopstvena vrednost sa odgovaraju¢im sopstvenim vektorom v i W =
L(v)*. Tada je L|yw svojstveni automorfizam ravni, tj. rotacija ravni W, a L
kompozicija rotacije prostora oko L£(v) i simetrije u odnosu na W.
Zaklju¢ujemo da je svaki svojstveni automorfizam prostora rotacija oko ose
(i odredjen je baznim vektorom ose i uglom rotacije), a nesvojstveni — kom-
pozicija rotacije i ravanske simetrije u odnosu na ravan ortogonalnu osi rotacije
(i takodje je odredjen vektorom ose i uglom rotacije). Klase sli¢nosti u SO(3),
kao i u O(3)\SO(3) su parametrizovane jednim realnim parametrom. U sustini,
prethodnim rasudjivanjima dokazali smo klasié¢nu teoremu o strukturi SO(3).
Tvrdjenje (Ojlerova teorema). Za svaki L € SO(R3) postoji ortonormirana
baza e u kojoj je
cose —sing 0
[L]e=| sing cose 0O
0 0 1

Drugim re¢ima, rotacije su jedine svojstvene izometrije prostora R3. I

Leonard Ojler rodjen je 1707. u Bazelu (Svajcarska), u svestenickoj porod-
ici. Studirao je u Bazelu teologiju i klasi¢ne jezike, ali je imao sre¢u da mu
matematiku, koju je takodje slusao, predaje Johan Bernuli, Lajbnicov ucenik.
Primetivsi Ojlerovu obdarenost, Bernuli ga je dodatno poducavao i formirao u
matematicara. Godine 1725, neposredno pred smrt, ruski car Petar Veliki otvo-
rio je Akademiju nauka u Sankt-Petersburgu, odakle je 1727. godine Ojler dobio
poziv da radi. Tu on ostaje do 1741. i postaje, po svedoc¢enju savremenika, na-
jvedi svetski matematicar. Zbog nemirne situacije u Rusiji Ojler prelazi u Berlin,
ali se 1766, posle stupanja na presto Katarine IT Velike (1762) i sredjivanja pri-
lika u Rusiji, vraca u Petersburg. Poslednjih sedamnaest godina svog zivota bio
je skoro slep, ali je radio neverovatno mnogo. Samo u toku 1777. godine je, uz
pomo¢ sekretara i ucenika, pripremio za Stampu oko sto radova. Umro je 18.
septembra 1783. i ostavio preko 800 dela, od kojih neka u 2-3 toma. Njegove
radove nisu stizali da Stampaju za zivota, pa je jednom u Sali rekao da ce, kad
umre, ostaviti casopisu Akademije radove za Stampu za slede¢ih dvadeset god-
ina. Tu je ipak pogresio: njegove radove su Stampali posmrtno tokom osamdeset
godina. Njegovi najvedi radovi su iz oblasti matematicke analize, ali dva njegova
rada smatraju se prvim radovima dveju savremenih grana matematike. Jedan
je bio posveéen u to doba ¢uvenom problemu kenigsberskih mostova. U gradu
Kenigsbergu (Konigsberg, za vreme sovjetske Rusije Kalinjingrad) dva ostrva
sa obalama reke na odredjen nac¢in povezuje sedam mostova. Moze li se preci
svih sedam mostova u jednoj setnji tako da se preko svakog mosta predje tacno
jedanput? Ojler je resio ovaj problem, generalisao ga i time oznacio pocetak
danas veoma znacajne teorije grafova.

Adjungovani operator. Simetri¢ni operatori

Definicija. Neka je V euklidski prostor, a L : V — V njegov endomor-
fizam. Kazemo da je endomorfizam M : V — V adjungovan (ili konjugo-



van, ili spregnut) sa endomorfizmom L ako je, za svaka dva vektora u,v € V,
(Mu,v) = (u, Lv).

Tvrdjenje. Adjungovani endomorfizam postoji, jednoznaéno je odredjen i
obelezava se sa L*. Ako je u nekoj ortonormiranoj bazi e matrica operatora
[L]e = A, tada je matrica [L*]. = AT.

Dokaz se bazira na ociglednoj matriénoj formuli 27 (Ay) = (ATx)Ty. Neka je
e proizvoljna ortonormirana baza, A matrica operatora L u njoj i L* operator
koji odgovara matrici A”. Tada navedena formula dokazuje da je (u,Lv) =
(L*u,v) za bilo koja dva vektora u, v sa koordinatama =z, y respektivno. [

Tvrdjenje. (1) (L+ M)*=L*+M*, (2) (LoM)*=M*oL*, (3) I* =1,
(4) (L)t = (L7Y)", (5) (L*)" = L.

Dokaz. Navedena svojstva se mogu dokazati koris¢enjem definicije i jedin-
stvenosti adjungovanog operatora.

(1) (L* + M*)u,v) = (L*u + M*u,v) = (L*u,v) + (M*u,v) = (u, Lv) +
(u, Mv) = (u, (L + M)v), odakle sledi trazena jednakost.

(2) (M* o L*(u),v) = (L*u, Mv) = (u, L o M(v)), odakle sledi trazena jed-
nakost.

(3) (I*u,v) = (u, Iv) = (u,v) = (Tu,v), odakle je I* = 1.

(4) (L7Y)* o L* = (Lo L7Y)* = I* = I, odakle sledi da je (L71)* = (L*)~%.

(5) (L**u,v) = (u, L*v) = (L*v,u) = (v, Lu) = (Lu,v), odakle je L** = L. I

Pomoc¢u adjungovanog operatora vrlo se jednostavno formulise ortogonal-
nost: endomorfizam L je ortogonalan < vazi jedan od uslova (a zato i svi):

LoL*=1 L*oL=1L*=L"

Postoji jos jedna zanimljiva klasa operatora - operatori kod kojih je L* = L.

Definicija. Linearni operator L : V — W je simetrican ili samoadjungovan
ako je L* = L.

Tvrdjenje. Sledeca svojstva su ekvivalentna:

(1) Endomorfizam L je simetrican;

(2) (u, Lv) = (Lu, v);

(3) u nekoj ortonormiranoj bazi matrica [L] je simetri¢na;

(4) u svakoj ortonormiranoj bazi ta matrica je simetri¢na.

Dokaz. (1) = (2) je ocigledno na osnovu definicije adjungovanog operatora.

(2) = (4). Neka je e = (e1,...,ey) proizvoljna ortonormirana baza i matrica
[L]e = (aij). Na osnovu definicije matrice [L], a;; = i-ta koordinata vektora
L(ej) = (ei, Le;) = (Lej, ej) = j-ta koordinata vektora L(e;) = a;;, tj. matrica
je simetricna.

(4) = (3) je otigledno.

(3) = (1). Neka je u bazi e matrica A = (a;;) = [L]. simetri¢na, a = iy
kolone koordinata vektora u i v respektivno. Sada je

(u, Lv) = (inei,L (Zgﬁq)) =...=
= > my; (e Lej) =Y agmiy; = > ajiwiy; = ... = (Lu,v),

odakle, zbog jedinstvenosti adjungovanog operatora, sledi da je L* = L. i



Pored koordinatnog zapisa kvadratnih funkcija, simetricne matrice na eu-
klidskom prostoru imaju i drugu ulogu: to su matrice simetricnih operatora
u ortonormiranim bazama. Ako je dat simetri¢ni operator L, tada on definise
simetri¢nu bilinearnu funkciju (Lu, v), u,v € Riodgovarajuc¢u kvadratnu funkciju
(Lu,u). Pokazatemo da vazi i obrnuto.

Tvrdjenje. Za svaku kvadratnu funkciju F' : V — R postoji jedinstveni
simetri¢ni linearni operator L : V — V takav da je (Lu,u) = F(u) za sve
ueV.

Dokaz. Neka je e ortonormirana baza, A = [F|. 1 L: V — V endomorfizam
zadat matricom A u bazi e. Tada je A simetri¢na, pa je L simetrican i (Lu,u) =
Ya;jz;xj, pri cemu je x kolona koordinata vektora u u bazi e. Ako je L' drugi
operator s tim svojstvom, tada je [F|. = [L]. = [L']e, paje L=L". I

Na taj nacin smo u euklidskom prostoru uspostavili obostrano jednozna¢nu
korespondenciju izmedju simetri¢nih bilinearnih funkcija ili kvadratnih funkcija,
simetri¢nih linearnih operatora i simetri¢nih matrica. Geometrijska klasifikacija
svih tih objekata u odnosu na ortogonalne transformacije (zamene ortonormi-
ranih baza, tj. dejstvo grupe O(V)) je ista jer se u ovom sluc¢aju formule za trans-
formaciju matrica bilinearnih funkcija i operatora poklapaju, A’ =C~1-A-C =
CT . A-C, zbog ortogonalnosti matrice C.

Primetimo da simetri¢ni operator ne moze da bude nilpotentan: ako je L
simetri¢an i nilpotentan, onda je L = O. Naime, ako je L¥ = O, v = L*~'u # o,
k> 2, tada je 0 # (v,v) = (L*~tu, L*"'u) = (L*u, L¥~2u) = 0. Zatojek =11
L=0.

Razmotrimo sada pitanje kada su simetri¢ni operatori dijagonalizabilni. Odgovor
ée biti pomalo neocekivan: uvek! Da bismo to ispitali, uvedimo jednu specijal-
niju vrstu dijagonalizabilnosti.

Definicija. Neka je L endomorfizam euklidskog prostora V. Reé¢i ¢emo da
je L dijagonalizabilan uw ortonormiranoj bazi ako postoji ortonormirana baza e
takva da je [L]. dijagonalna.

Na osnovu prethodno rec¢enog, takav operator je obavezno simetrican.

Lema. Sopstveni vektori simetri¢nog operatora koji odgovaraju razlic¢itim
sopstvenim vrednostima su ortogonalni.

Dokaz. Neka je Le; = Ajey, Les = dgea i Ap # Ao, Tada je Ai(eq,eq) =
(Ley, ea) = (e1, Lea) = Aa(eq, e2), odakle sledi da je (e1,e2) = 0. I

Iz ove leme sledi da dijagonalizabilni simetricni operator mora da bude di-
jagonalizabilan i u ortonormiranoj bazi. Prema tome, dovoljno je da dokazemo
da je svaki simetricni operator dijagonalizabilan.

Teorema. Simetri¢ni operator na euklidskom prostoru ima sve sopstvene
vrednosti realne i dijagonalizabilan je u ortonormiranoj bazi.

Dokaz. Neka je L : V — V endomorfizam i L¢ : Vg — V¢ njegova komplek-
sifikacija (Vo =V 44V, Lc(vy +1ivy) = Lvy +iLws). Uvedimo na kompleksnom
vektorskom prostoru V¢ jednu vrstu skalarnog proizvoda formulom

(v1 4 ivg, w1 + twa) := [(vy, w1) + (va, w2)] + 4 - [(va, w1) — (v1, we)],

pri ¢emu su vy, vg, w1, we € V, askalarni proizvodi na desnoj strani su uobicajeni



proizvodi u euklidskom prostoru V. Neposredno se dobija da za v,w € V¢ i
A € C vazi:

(a) (v, w) = A(v, w);

(b) (v, \w) = X~ (v,w) (homogenost po prvom i semihomogenost po drugom
argumentu);

(V) (v,v) =0 v=o0;

(g) (Lcv,v) = (v, Lew).

Prve dve jednakosti se proveravaju na osnovu definicije. Kada je rec o trecoj,
(v,0) = (vi+ivz, vi+ive) = [Jor |2+ [vz || +i-[(vi, v2) — (vi,v2)] = vi]|*+[va?,
paje (v,v) =0 & vy = vy =0 & v =0 € Vg. Najzad, ¢etvrto svojstvo
sledi iz simetriénosti L: (L¢(vy + dv2),v1 + dvg) = (Lvy + iLvg,v1 + dvg) =
[(L’Ul,’l}l) + (L’Ug,?)g)] + - [(LUQ,’Ul) — (LUl,UQ)] = [(’1)1, LUl) + (Ug, L’Ug)] + -
[(ve, Lv1) — (v1, Lvg)] = (v1 +ive, Luy +iLve) = (v1 + ive, Le(v1 + ive)). Prime-
timo da poslednje svojstvo zavisi od L: konstruisana funkcija nije simetri¢na,
Sto se vidi iz definicije. Takve funkcije na kompleksnim vektorskim prostorima
opisad¢emo u narednom predavanju, nazivaju se seskvilinearne (ili jedan i po lin-
earne, lat. sesqui i pola”) funkcije, a pojavljuju se pri uvodjenju geometrije
analogne euklidskoj u kompleksnim vektorskim prostorima. Setimo se da L i
L¢ imaju isti karakteristi¢ni polinom. Ako je A € C sopstvena vrednost L,
tada je A i sopstvena vrednost Lc. Neka je v € V¢ odgovarajuéi sopstveni vek-
tor. Tada je A (v,v) = (\,v) = (Lcv,v) = (v, Lev) = (v, v) = X - (v,0)
i posto je (v,v) # 0, mora da bude A = A € R. Dakle, sve sopstvene vred-
nosti su realne. Dijagonalizabilnost L dokazujemo indukcijom po n = dim V. Za
n = 1 svaki je operator dijagonal(izabil)an. Neka je n proizvoljno, A € R jedna
sopstvena vrednost operatora L geometrijske viSestrukosti £ > 01 V; = Vp y,
odgovarajuci sopstveni potprostor dimenzije k. Na osnovu teoreme o ortogonal-
nom komplementu, V = V; @ Vi-. Pokazimo da je Vi invarijantan potprostor
operatora L. Ako je v € VIJ- iLv=w 4+wv9, sav, €V, v € Vf‘, tada je
0= (v, \1v) = (v,Lvy) = (Lv,v1) = (v1 +v2,v1) = (v1,v1) + (v2,v1) = ||Jv1]?,
odakle sledi da je v; = 0 i Lv = vy € Vi". Neka je Ly = L|y1 restrikcija
operatora L. Operator L je simetrican na prostoru dimenzije n — k < n. Na
osnovu pretpostavke indukcije, L; je dijagonalizabilan, pa ima sopstvenu bazu

€l,...,el, _,. Dopunimo je do baze celog prostora proizvoljnom bazom ey, ..., ey
potprostora Vi. Tada je e1,...,ex,€},... e, traZena sopstvena baza opera-
tora L. I

Posledica. Svaka realna kvadratna forma (ili realna simetri¢na matrica) ima
sve sopstvene vrednosti realne i moze se svesti na dijagonalni oblik izometrijskom
transformacijom (odnosno sprezanjem s nekom ortogonalnom matricom).



