1 Ortogonalne matrice

Ortonormiranih baza u euklidskom vektorskom prostoru ima mnogo: one ¢ine
podskup B, C B skupa svih baza. Postavlja se pitanje koja svojstva (osim
regularnosti) mora da ima matrica prelaza koja povezuje dve ortonormirane
baze.

Lema. Ako je e € B, ortonormirana baza i ¢’ = e- C nova baza, pri ¢emu je
C € GL(n), tada je ¢’ € B, < kolone matrice C ¢ine ortonormiran skup u R™.

Dokaz. Kolone matrice C' = (¢;5) su koordinate vektora €] u bazi e. Posto
je e ortonormirana, skalarni proizvod (e}, ¢’,) se lako izra¢unava preko tih koor-

7 J
dinata: (e}, e;.) =c1i- €15+ ...+ Cni- cnj. Odavde tvrdjenje sledi neposredno. i
Definicija. Kvadratna matrica C = (¢;;) € M(n,R) je ortogonalna, ako

njene kolone ¢ine ortonormiran skup vektora u prostoru kolona R™, tj. ako je

€15 C1j + .o+ Cpj * Cpj { (1): zij
Skup svih ortogonalnih matrica tipa n se obelezava sa O(n,R) = O(n).

Jasno je da svaka ortogonalna matrica mora da bude regularna: kolone su
ortonormirane, dakle i linearno nezavisne. OpiSimo jo$ neke karakterizacije
ortogonalnih matrica.

Tvrdjenje. Neka je C € M(n,R). Sledeéa tvrdjenja su ekvivalnentna:

(1) Matrica C je ortogonalna, tj. njene kolone ¢ine ortonormiran skup u R”;

(2) njene vrste ¢ine ortonormiran skup vektora u R™;

(3)CT.C=E,

(4) C-CT =FE;

(5) C € GL(n)iC~t=CT.

Dokaz ide po shemi (1) & (3) & (5) & (4) < (2), ¢ija je svaka karika
oCigledna na osnovu definicija. |

Iz ovog tvrdjenja vidimo da se moze govoriti o ortogonalnim matricama nad
proizvoljnim poljem F, a ne samo nad poljem R jer se svojstva (3), (4) i (5)
mogu formulisati nezavisno od polja.

Definicija. Matrica C € M(n,F) je ortogonalna matrica nad poljem F, ako
vazi jedno od (ekvivalentnih) svojstava: CT-C = E, C-CT = E, C~1 = CT.
Skup svih takvih matrica obelezavamo sa O(n,F).

Tvrdjenje-definicija. Skup O(n,F) za svako n je grupa u odnosu na
mnoZenje matrica. To je podgrupa grupe GL(n,F) koja se naziva grupa or-
togonalnih matrica tipa n nad F ili, prosto, ortogonalna grupa.

Dokaz. E € O(n,F), paje O(n) # 0. Na osnovu ranije primedbe, O(n,F) C
GL(n,F). Ostaje da se proveri da, ukoliko su 4, B € O(n,F), onda je i AB~!
ortogonalna. Ali invertovanje i transponovanje su nezavisne operacije, pa je

(ABYAB ) = AB~Y (B YHYTAT = AB™Y(BT)'AT = AB"'BA ' = E. 11

Primedba. Za C € O(n,F) determinanta det C' = +£1.
Tvrdjenje-definicija. Grupa SO(n,F) = O(n,F) N SL(n,F) je podgrupa
u GL(n,TF), tzv. specijalna ortogonalna grupa. To je podgrupa indeksa 2 u



O(n,F). U slucaju F =R je SO(n) = O(n) N GL(n)* gde je GL(n)™ = {A €
GL(n)|det A > 0}.

Dokaz. To je podgrupa kao presek dve podgrupe u GL(n,F). Preslikavanje
det : O(n,F) — {1,—1} je epimorfizam multiplikativnih grupa ¢ije je jezgro
upravo Ker(det) = SO(n,F), odakle sledi tvrdjenje. i

Opisimo sad grupe SO(1), O(1), SO(2) i O(2).

Tvrdjenje. (1) SO(1) = {1}, O(1) = {1,—-1} C GL(1) = R*.

(2) SO(2) = { ( cos@ TSIy )‘(p € [o, zw)}, 0(2) = 50(2)u{ ( cose

sin ¢ cos sin ¢

Dokaz. Tvrdjenje (1) je ocigledno. (2) Uslov < Z 2 € SO(2) moze se

zapisati u obliku sistema
a?+b? =
c+d =
ac+bd =
ad —bc =

— O = =

iz kojeg se dobija trazeni oblik matrice. Drugi skup resenja se dobija kada se u
poslednjoj jednacini 1 zameni sa —1. Time smo opisali celo O(2). |

Pokusaj takvog opisivanja grupe O(3) osudjen je na neuspeh. Medjutim,
kasnije ¢emo imati novu interpretaciju pojma ortogonalne matrice nad R, na
osnovu koje ¢emo moci geometrijskim sredstvima da opisemo klase slicnosti u
O(3).

Na osnovu svega re¢enog mozemo formulisati zakljucak.

Neka je V' euklidski vektorski prostor, e jedna ortonormirana bazaie’ =e-C
nova baza (C € GL(n)). Tada je ¢’ ortonormirana < C' € O(n). Pri tom, ¢’ je
isto orijentisana kao e < C' € SO(n).

2 Ortogonalni komplement. Ortogonalizacija

Definicija. Vektor v je ortogonalan na skup S C V ako je, za svako w € 5,
v L w. Skupovi S i S’ su ortogonalni ako je, za sve vektore v € Siv € 5,
v L v. Akoje S C V, skup St := {v € V|v L S} naziva se ortogonalnim
komplementom skupa S u prostoru V.

Tvrdjenje. (1) S* je potprostor ortogonalan na S.

(2) Ako je S’ skup ortogonalan na S, tada je S’ C S+ (maksimalnost S*).

(3) S1 C Sa= Sy C Sy.

(4) S+ = L(9)*.

(5) Ako je S = W = L(ay,...,ar) potprostor, onda je W+ skup reSenja
sistema

(v,a1) =...= (v,a;) =0,

t veWtsvlay,...,vla.

Dokaz. (1) Naime, ako su w,w’ € St iv € 9, tada je (v,aw + o'w') =
a(v,w) + o (v,w') =0, tj. cw + o'w’ € S*.

sin ¢
—cos

Jeenan)



Svojstvo (2) je o¢igledno iz definicije S*.

B)weSH =VweS o, v lw=VveS CSyvlw=weSs.

(4) Na osnovu svojstva (2) je £L(S)t C St. Ako w € S+, onda je, za svako
v €S, (v,w) =0. Neka je v € L(S). Tada je v = a1v1 + ... + apv za neke
v1,-..,0 € 5. Sada je

(v,w) = (v + -+ - + vk, w) = a(wi,v) + ... + ax(wg,v) =0,

Sto znaci da je w € L(S)*.

(5) WL C {resenja} jer ako je v ortogonalan na sve w € W, onda je ortog-
onalan i na a;. Ali svaki vektor w € W je oblika w = aja; + ... + arar pa
je svako reSenje sistema, ortogonalno na sve a;, ortogonalno i na w. To upravo
znaci da je {resenja} C W=. I

Teorema (o ortogonalnom komplementu). Za svaki potprostor W C V je

V=WwaeWw.

Ova je dekompozicija jednoznacna: ako je V=W @ W’ za neki drugi potprostor
W' ortogonalan na W, tada je W/ = W+,

Dokaz. Dokazimo da je V.= W + W=. Neka je v € V. Dokazimo da
Jw € W takav da je v —w = w’ € W+. Neka je ey, ..., e, baza u W. Treba
nadi koeficijente s, . .., a takve da je v — (ae; + -+ - +agep) = w’ € Wt. Na
osnovu prethodnog tvrdjenja

weWt & (w,e)=...= (w,ex) = 0.

Kad ovde uzmemo da je w' = v—(aje1+- - - +age) i sredimo, dobijamo linearni
sistem

(er,er)an + -+ (er,er)ar = (v,er1)

(er,ep)ar + -+ (er,er)u = (v,ex)
sa determinantom det G(ey,...,er) # 0 jer je e baza. Zato sistem ima (jedin-
stveno) resenje (aq,...,ay), za koje je w’ € W+.

Proverimo sada da li je suma direktna. Ako je v € W N W, tada je v L v,
tj. (v,v) = ||v]|> =0, pa je v = 0. Zato je W N W+ = {0} i suma je direktna.

Najzad, ako je V. =W & W' i W’ L W, tada je W Cc W+, pa je dimV —
dimW = dim W’ < dimW+ = dimV — dim W, odakle sledi da je dim W’ =
dim W+ iWw =w. g

Posledica. Za svaki skup S C V je (S+)+ = L(S). Posebno, ako je W
potprostor, tada je (W)Lt =W.

Dokaz. Naime, iz V = £(S) @ £(S)* sledi da je £(S) = (L(S)Y)* =
(SH* 1

Navedena teorema nam kaze da, u slucaju euklidskog prostora V, medju
svim komplementima W' potprostora W takvim da je W @ W' =V (kojih ima
beskona¢no mnogo) postoji tacno jedan koji je na W ortogonalan.

Ako je W C V potprostor, tada se, na osnovu teoreme, svaki vektor v € V
jednoznacno predstavlja u obliku v =v' +v” sav' e Wiv" L W.



Definicija. Vektor v’ se naziva ortogonalnom projekcijom vektora v na
potprostor W, a v” - ortogonalnom komponentom vektora v u odnosu na W.

U dokazu teoreme opisan je eksplicitni postupak izra¢unavanja ortogonalne
projekcije i komponente vektora ako je potprostor zadat kao lineal W = L(eq, ..., ex).
Pri tom baza e ne mora da bude ortonormirana i tada dobijamo pun sistem
jednacina za izracunavanje koeficijenata a;. Ukoliko je baza ortonormirana, sis-
tem se veoma pojednostavljuje jer je u tom slucaju njegova matrica G(e) = E,
pa je on trivijalan: «; = (v, e;). Zbog toga je vazno da nadjemo postupak koji
od proizvoljne baze potprostora moze da napravi ortonormiranu. Jedan takav
postupak opisuje sledeca teorema.

Teorema (Gram—SmitOV postupak ortogonalizacije). Neka je V euklidski
prostor, a W C V potprostor s bazom e = (eq, ..., ex). Tada postoji ortogonalna
baza ¢ = (e},...,e},) u W takva da je L(e1,...,e;) = L(e},...,e;) (i =
1,...,k),

61 = €1

ey = eg+age)

e, = ex+(ape] +...+agr—1€,_1),
pri cemu je

(€3, €})
i = i=1,...,i—1).
Dokaz. Prvi korak je ocigledno e} = ey, pri ¢emu je Wy = L(e}) = L(ey).

Pretpostavimo da smo veé odredili ortogonalne e, ..., e;_; sa svojstvom da je

Wi_1 = L(ey,.,ei—1) = L(€),...,€;_;). Vektor e; ne pripada W;_;. Neka je ¢,
njegova ortogonalna komponenta u odnosu na W;_1, a e € W;_; ortogonalna
projekcija. Tada je e = a;1€] + ...+ a;-1€;_;. Kao u dokazu teoreme o
ortogonalnom komplementu, skalarnim mnozenjem jednakosti

/ 1 !/ / !/
€, = €; + €, = ¢€; + ;167 + ...+ ai,i,16i71

sae; (j=1,...,i—1), uz koris¢enje ortogonalnosti vektora €}, ...,e;_; dobi-

jamo jednostavan sistem
(eir€}) = (e, ¢)) +aij(e), ef) (j=1,...,i—1)

iz kojeg deljenjem sa (e}, €) = H69H2 # 0 dobijamo trazene koeficijente. i

Dobijena baza €' moZe se normirati u toku rada ili na kraju, Sto je, sa
prakti¢nog stanovista, bolje. U dokazu je eksplicitno opisan postupak ortogo-
nalizacije.

Primedbe. (1) (O pravouglom trouglu). Neka je W C V potprostor,
v € V\{o} proizvoljan vektor, v" € W njegova ortogonalna projekcija na W i
v” njegova ortogonalna komponenta. Tada je ugao ¢ = £(v,v") € [0,7/2], pri
cemuje p =0 v eW,ap=mn/2< v L W. Zaista, mnozenjem jednakosti



v =10 +v" sa v, uz uslov da je v’ L v”, dobijamo (v,v') = (v',v") = |[v'||?,
odakle sledi da je
! !/
o= )
[[oll - o'l ol
Ako primenimo sad Pitagorinu teoremu [[v'[|? + [[v”||?> = [[v' + " |* = ||v|]?,

podelimo tu jednakost sa ||v]|? i iskoristimo prethodno re¢eno, dobijamo:

S u
sing = ol cos (2 <p) .
To se moze interpretirati na elementarno geometrijski nacin: vektori v,v’ i v
¢ine pravougli trougao (pravilo trougla za sabiranje vektora), kod kojeg je duzina
hipotenuze ||v||, kateta ||v|| i ||[v”||, a uglovi ¢ i m/2—¢. Pri tom trigonometrijske
funkcije sin i cos ugla ¢ dobijamo upravo kao koli¢nike duzina odgovarajuéih
kateta i hipotenuze.

(2) Pojam projekcije se moze iskoristiti i za definiciju ugla izmedju vektora
i potprostora. Neka je V. =W @ W+ i v € V sa ortogonalnom projekcijom
v' € W i ortogonalnom komponentom v” € W+. Ugao £ (v, W) izmedju vektora
v 1 potprostora W je (neorijentisani) ugao £ (v, v’) izmedju v i njegove projekcije
v’. Jasno je da je v” ortogonalna projekcija v na W+, £ (v, W+) = L(v,v") i
na osnovu prethodne primedbe

™

Lo, W) + £L(v,W+) = 3



