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1 Iskazna logika (1)

1.1 Motivacija: Ostrvo Istinozboraca i La�ova (1)

Na nekom ostrvu stanovnixtvo se deli u dve grupe: Istinozborce i La�ove. Svaki satnovnik
tog ostrva je pripadanik taqno jedne od tih grupa: ili je Istinozborac ili La�ov. Znamo
da Istinozborci uvek govore istinu, dok La�ovi uvek la�u. Stanovnici ostrva me�usobno
znaju ko je Istinozborac, a ko La�ov, dok bilo kom strancu to nije poznato. Tako�e, stranac
ne mo�e na osnovu fiziqkog izgleda stanovnika da zak	uqi ko je Istinozborac, a ko La�ov.

Primetimo da na ovom ostrvu va�i slede�a teorema.

Teorema. Nijedan stanovnik ostrva ne mo�e da izjavi: \Ja sam La�ov.".

Dokaz. Ako je stanovnik Istinozborac, on govori istinu, pa ne mo�e da izjavi da je La�ov.
Sa druge strane, ako je stanovnik La�ov, on la�e, pa tako�e ne mo�e da izjavi da je La�ov. a
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1. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A i B i postav	a im pita�e: \Ko je od vas
Istinozborac, a ko La�ov?". Osoba A odgovara: \Oboje smo La�ovi.". Xta stranac mo�e da
zak	uqi o osobama A i B.

Rexe�e. Nije mogu�e da je A Istinozborac, jer bi u tom sluqaju izjava \Oboje smo La�ovi."
bila netaqna, xto je u suprotnosti sa qi�enicom da A govori istinu.

Dakle, A mora biti La�ov. Odatle zak	uqujemo da je u svojoj izjavi slagao, pa nije taqno
da su oboje La�ovi. Kako A jeste La�ov, odavde zak	uqujemo da B mora biti Istinozborac.

Dakle, mo�emo zak	uqiti da je A La�ov, a B Istinozborac. a

2. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A i B i pita ih: \Da li ste oboje La�ovi?".
Osoba A odgovara: \Bar jedno od nas jeste." Xta stranac mo�e da zak	uqi o osobama A i B.

Rexe�e. Primetimo da nije mogu�e da je A La�ov, jer bi u tom sluqaju �egova izjava \Bar
jedan od nas je La�ov." bila taqna, xto je u suprotnosti sa qi�enicom da A la�e.

Dakle, A mora biti Istinozborac, pa je �egova izjava istiniti, tj. bar jedan od �ih je
La�ov. No kako, A nije La�ov, zak	uqujemo da je B La�ov.

Dakle, mo�emo zak	uqiti da je A Istinozborac, a B La�ov. a

3. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A i B i nexto ih pita. Osoba A odgovara: \Ako
sam ja Istinozborac, onda je i B Istinozborac". Xta stranac mo�e da zak	uqi o A i B.

Rexe�e. Ako je A Istinozborac, tada je on rekao istinu, tj. izjava \Ako sam ja Istinozborac,
onda je i B Istinozborac." je taqna, pa poxto je on Istinozborac zak	uqujemo i da je B
Istinozborac.

Primetimo da smo time dokazali da je izjava \Ako je A Istinozborac, onda je i B Isti-
nozborac." taqna. Me�utim, kako je A izjavio bax to, zak	uqujemo da je on Istinozborac, pa
prema prvom pasusu i da je B Istinozborac.

Dakle, A i B su Istinozborci. a

U vezi sa prethodnim zadatkom imamo slede�u teoremu.

Teorema. Oznaqimo sa p bilo koji iskaz (npr. p mo�e biti \osoba B je Istinozborac", ili
\na ostrvu postoji rudnik zlata"). Neka osoba A ka�e: \Ako sam ja Istinozborac, onda je p
taqno." Tada A jeste Istinozborac i p jeste taqno.

Dokaz. Ako je A Istinozborac, on govori istinu, pa iz �egove izjave \Ako sam ja Istinozb-
orac, onda je p taqno." zak	uqujemo da je p taqno, jer on jeste Istinozborac.

Primetimo da smo time dokazali da je iskaz \Ako je A Istinozborac, onda je p taqno."
istinit. Me�utim, kako je A bax ovo izjavio, zak	uqujemo da je govorio istinu, tj. da je
Istinozborac, pa je prema prvom pasusu i p taqno. a

4. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A i B i nexto ih pita. Osoba A odgovara: \Ja
i B smo `istog tipa', tj. ili smo oboje Istinozborci ili smo oboje La�ovi". Xta je stranac
mogao da zak	uqi o osobama A i B.

Rexe�e. Ako je A Istinozborac, on je rekao istinu, pa zak	uqujemo da je i B Istinozborac.
Ako je A La�ov, on je slagao, pa opet zak	uqujemo da je B Istinozborac.

Dakle, mo�emo da zak	uqimo da je B Istinozborac, ali primetite da ne mo�emo da za-
k	uqimo da li je A Istinozborac ili La�ov. a

U vezi sa ovim zadatkom imamo slede�u teoremu.
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Teorema. Oznaqimo sa p bilo koji iskaz. Neka osoba A ka�e: \Ja sam Istinozborac ako i
samo ako je p taqno." (ovo znaqi da su iskazi \Ja sam Istinozborac" i \P je taqno" imaju istu
istinitosnu vrednost). Tada p jeste taqno, a ne mo�emo da zak	uqimo da li je A Istinozborac
ili La�ov.

Dokaz. Ako je A Istinozborac, on je rekao istinu, pa je p taqno. Ako je A La�ov, on je
slagao, pa opet zak	uqujemo da je p taqno. Dakle, u svakom sluqaju p jeste taqno. a

5. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A, B i C i pita ih nexto. A odgovara \B i C
su Istinozborci.", a B odgovara \A je La�ov, a C je Istinozborac.". Xta je stranac mogao
da zk	uqi o A, B i C.

Rexe�e. Ako je A Istinozborac, tada je �egova izjava taqna, pa su i B i C Istinozborci.
Me�utim, kako je B Istinozborac, onda je i �egova izjava taqna, specijalno A je La�ov. Kako
ovo nije mogu�e, zak	uqujemo da je A La�ov.

Dakle, A je slagao, pa zak	uqujemo da nisu oboje B i C Istinozborci, tj. me�u �ima je bar
jedan La�ov.

Ako je B Istinozborac, tada je on rekao istinu, pa je specijalno C Istinozborac. No to
nije mogu�e, jer smo ve� zak	uqili da me�u �ima mora biti bar jedan La�ov. Dakle, B je
La�ov.

Kako je B slagao, tada imamo da \A je La�ov i C je Istinozborac" ne va�i, pa kako A jeste
La�ov, zak	uqujemo da i C mora biti.

Dakle, A, B i C su La�ovi. a

1.2 Iskazna formule

Iskazni jezik qine slede�i simboli:

1. veznici: ¬,∧,∨,⇒,⇔,Y;

2. skup iskaznih slova P (ako se ne ka�e drugaqije, pretpostav	amo da je P prebrojiv;
iskazna slova obiqno oznaqavamo sa p, q, r, s, . . . , p0, p1, p2, . . . , pn, . . .);

3. pomo�ni simboli: ( ).

Iskazna formula se gradi na slede�i naqin:

1. iskazno slovo je iskazna formula;

2. ako su F i G iskazne formule, tada su i ¬F , (F ∧G), (F ∨G), (F ⇒ G), (F ⇔ G), (F YG)
iskazne formule;

3. svaka iskazna formula se dobija konaqnom primenom koraka 1. i 2.

Skup izkaznih formula oznaqavamo sa For.

1.3 Valuacije, taqnost iskazne formule i tautologije

Sa 2 oznaqavamo skup {0, 1}.

Valuacija je bilo koje preslikava�e v : P −→ 2. Dakle, to je preslikava�e koje svakom
iskaznom slovu dode	uje vrednost 0 (tada ka�emo da je to slovo u valuaciji v netaqno) ili 1
(tada ka�emo da je to slovo u valuaciji v taqno).
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Proxire�e valuacije Fiksirana valuacija v se xiri do preslikava�a v̂ : For −→ 2 po
slede�im pravilima:

Iskazno slovo v̂(p) = v(p), za sve p ∈ P ;

Negacija Ako smo ve� izraqunali vrednost formule A pri valuaciji v, tada vrednost
formule ¬A pri valuaciji v raqunamo po slede�oj tablici:

A ¬A
0 1
1 0

Dakle, ka�emo da je formula ¬A taqna pri valuaciji v ako i samo ako je A netaqna pri
valuaciji v. Formulu ¬A qitamo \ne A".

Ko�unkcija Ako smo ve� izraqunali vrednost formula A i B pri valuaciji v, tada
vrednost formule A ∧B pri valuaciji v raqunamo po slede�oj tablici:

A B A ∧B
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Dakle, ka�emo da je formula A ∧B taqna pri valuaciji v ako i samo ako su obe formule A i
B taqne pri valuaciji v. Formulu A ∧B qitamo \A i B".

Disjunkcija Ako smo ve� izraqunali vrednost formula A i B pri valuaciji v, tada
vrednost formule A ∨B pri valuaciji v raqunamo po slede�oj tablici:

A B A ∨B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Dakle, ka�emo da je formula A ∨ B taqna pri valuaciji v ako i samo ako je bar jedna od
formula A i B taqna pri valuaciji v. Formulu A ∨B qitamo \A ili B".

Implikacija Ako smo ve� izraqunali vrednost formula A i B pri valuaciji v, tada
vrednost formule A⇒ B pri valuaciji v raqunamo po slede�oj tablici:

A B A⇒ B

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Dakle, ka�emo da je formula A ⇒ B netaqna pri valuaciji v ako i samo ako je A taqna i B
netaqna pri valuaciji v. Formulu A⇒ B qitamo \A povlaqi B" ili \ako A, onda B" ili \iz
A, sledi B".
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Ekvivalencija Ako smo ve� izraqunali vrednost formula A i B pri valuaciji v, tada
vrednost formule A⇔ B pri valuaciji v raqunamo po slede�oj tablici:

A B A⇔ B

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Dakle, ka�emo da je formula A ⇔ B taqna pri valuaciji v ako i samo ako su A i B jednake
taqnosti pri valuaciji v. Formulu A⇔ B qitamo \A ekvivalentno B" ili \A ako i samo ako
B".

Ekskluzivna disjunkcija Ako smo ve� izraqunali vrednost formula A i B pri valuaciji
v, tada vrednost formule A YB pri valuaciji v raqunamo po slede�oj tablici:

A B A YB
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Dakle, ka�emo da je formula A YB taqna pri valuaciji v ako i samo ako su A i B razliqite
taqnosti pri valuaciji v, tj. ako i samo ako je taqno jedna od formula A i B taqna pri
valuaciji v. Formulu A YB qitamo \A ekskluzivno ili B" ili \ili A ili B".

Ovako definisano proxire�e valuacije v, v̂ : For −→ 2, se zove interpretacija formula
pri valuaciji v.

6. Izraqunati vrednosti datih formula u svim valuacijama.

1) (p⇔ (q ∧ p))⇒ (¬p⇒ q);

2) (p⇒ q)⇔ (¬q ⇒ ¬p);

3) (p ∧ (q ⇒ r)) ∧ (r ∧ ¬p).

Rexe�e. Prve dve formule imaju dva slova, a tre�a ima tri, pa nas u prva dva sluqaja zan-
imaju qetiri razliqite valuacije, a u tre�em osam razliqitih valuacija. Vrednost formula
u valuacijama o�ednom raqunamo u tablicama.

1)
p q q ∧ p A = p⇔ (q ∧ p) ¬p B = ¬p⇒ q A⇒ B

0 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1 1
1 1 1 1 0 1 1

Dakle, formula je netaqna jedino u valuaciji u kojoj su oba slova p i q netaqna. U svim
ostalim valuacijama je taqna.

2)
p q A = p⇒ q ¬q ¬p B = ¬q ⇒ ¬p A⇔ B

0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 1 1
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Dakle, formula je taqna u svim valuacijama slova.

3)
p q r q ⇒ r A = p ∧ (q ⇒ r) ¬p B = r ∧ ¬p A ∧B
0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 0

Dakle, formula je netaqna u svim valuacijama. a

Tautologije i kontradikcije Ka�emo da je formula tautologija, ako je taqna pri svim
valuacijama slova. Ka�emo da je formula kontradikcija, ako je netaqna pri svim valuacijama
slova.

Formula 2) iz prethodnog zadatka je tautologija, formula 3) iz prethodnog zadataka je
kontradikcija.

7. Dokazati da su slede�e formule tautologije:

1) p⇒ p i p ∨ ¬p;

2) ¬¬p⇔ p;

3) (p ∧ p)⇔ p i (p ∨ p)⇔ p;

4) (p ∧ (p⇒ q))⇒ q;

5) ((p⇒ q) ∧ (q ⇒ r))⇒ (p⇒ r);

6) ((p⇒ q) ∧ ¬q)⇒ ¬p;

7) ((p⇒ q) ∧ (p⇒ ¬q))⇒ ¬p;

8) ((¬p⇒ q) ∧ (¬p⇒ ¬q))⇒ p;

9) ((p ∨ q) ∧ ¬p)⇒ q;

10) ((p ∨ q) ∧ ((p⇒ r) ∧ (q ⇒ r)))⇒ r;

11) (p⇒ q)⇔ (¬p ∨ q);

12) (p⇔ q)⇔ ((p⇒ q) ∧ (q ⇒ p));

13) (p ∧ (q ∧ r))⇔ ((p ∧ q) ∧ r);

14) (p ∨ (q ∨ r))⇔ ((p ∨ q) ∨ r);

15) (p ∧ q)⇔ (q ∧ p);

16) (p ∨ q)⇔ (q ∨ p);

17) (p ∧ (p ∨ q))⇔ p;

18) (p ∨ (p ∧ q))⇔ p;

19) (p ∧ (q ∨ r))⇔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r));

20) (p ∨ (q ∧ r))⇔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r));

21) ¬(p ∧ q)⇔ (¬p ∨ ¬q);

22) ¬(p ∨ q)⇔ (¬p ∧ ¬q);

23) (p⇔ (q ⇔ r))⇔ ((p⇔ q)⇔ r).

Rexe�e. Ve�ba. a

8. Ispitati da li su slede�e formule tautologije:

1. ¬(p⇒ ¬p);

2. ¬(p⇔ ¬p);

3. (p⇒ q)⇒ (q ⇒ p);

4. (p⇒ q)⇒ (¬p⇒ ¬q);

5. (p⇒ q)⇒ (¬q ⇒ ¬p);

6. (p⇔ q)⇒ (¬p⇔ ¬q);

7. ¬(p ∧ q)⇒ (¬p ∧ ¬q);

8. ¬(p ∨ q)⇒ (¬ ∨ ¬q);
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9. (q ⇔ r)⇒ ((p⇒ q)⇔ (p⇒ r)); 10. (p⇔ (p ∧ q))⇔ (q ⇔ (p ∨ q)).

Rexe�e. Ve�ba. a

1.4 Ostrvo Istinozboraca i La�ova (2)

Pretpostavimo da smo na ostrvu Istinozboraca i La�ova. Ako je A stanovnik ostrva, oz-
naqimo sa a iskaz: \A je Istinozborac." Time smo svakom stanovniku ostrva dodelili jedno
iskazno slovo. Qi�enica da je svaki stanovnik ostrva ili Istinozborac ili La�ov odre�uje
jednu valuaciju na ovim slovima: ako je A Istinozborac, tada je slovu a dodelimo vrednost
taqno, a ako je A La�ov, tada slovu a dodelimo vrednost netaqno.

Teorema. Neka je A stanovnik ostrva, a je iskaz \A je Istinozborac." i neka je p bilo koji
iskaz. Poznato je da je A izjavio: \p je taqno." Tada je iskaz a⇔ p taqan.

Dokaz. Ako je A Istinozborac, on govori istinu, pa zak	uqujemo da je iskaz p taqan. Prema
tome imamo da je a = p = 1, odakle je a⇔ p = 1.

Ako je A La�ov, znamo da on la�e, pa zak	uqujemo da je iskaz p netaqan. Prema tome imamo
da je a = p = 0, odakle je opet a⇔ p = 1.

U svakom sluqaju je a⇔ p = 1. a

Vratimo se sada na zadatke iz prvog ode	ka.

9. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A i B i postav	a im pita�e: \Ko je od vas
Istinozborac, a ko La�ov?". Osoba A odgovara: \Oboje smo La�ovi.". Xta stranac mo�e da
zak	uqi o osobama A i B.

Rexe�e. Ako sa a oznaqimo iskaz \A je Istinozborac.", a sa b iskaz \B je Istinozborac.",
tada vidimo da je A zapravo izjavio: ¬a∧¬b. Prema teoremi zak	uqujemo da je a⇔ (¬a∧¬b) =
1.

Zapisimo tablicu formule a⇔ (¬a ∧ ¬b):
a b a ⇔ (¬a ∧ ¬b)
0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0

Iz tablice vidimo da je a⇔ (¬a ∧ ¬b) = 1 akko a = 0 i b = 1, pa zak	uqujemo da je A La�ov,
a B Istinozborac. a

10. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A i B i pita ih: \Da li ste oboje La�ovi?".
Osoba A odgovara: \Bar jedno od nas jeste." Xta stranac mo�e da zak	uqi o osobama A i B.

Rexe�e. Ako sa a oznaqimo iskaz \A je Istinozborac.", a sa b iskaz \B je Istinozborac.",
tada vidimo da je A zapravo izjavio: ¬a∨¬b. Prema teoremi zak	uqujemo da je a⇔ (¬a∨¬b) =
1.

Zapisimo tablicu formule a⇔ (¬a ∨ ¬b):
a b a ⇔ (¬a ∨ ¬b)
0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 1 1
1 1 0 0 0 0
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Iz tablice vidimo da je a ⇔ (¬a ∨ ¬b) = 1 akko a = 1 i b = 0, pa zak	uqujemo da je A
Istinozborac, a B La�ov. a

11. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A i B i nexto ih pita. Osoba A odgovara: \Ako
sam ja Istinozborac, onda je i B Istinozborac". Xta stranac mo�e da zak	uqi o A i B.

Rexe�e. Ako sa a oznaqimo iskaz \A je Istinozborac.", a sa b iskaz \B je Istinozborac.",
tada vidimo da je A zapravo izjavio: a⇒ b. Prema teoremi zak	uqujemo da je a⇔ (a⇒ b) = 1.

Zapisimo tablicu formule a⇔ (a⇒ b):

a b a ⇔ (a ⇒ b)

0 0 0 1
0 1 0 1
1 0 0 0
1 1 1 1

Iz tablice vidimo da je a ⇔ (a ⇒ b) = 1 akko a = 1 i b = 1, pa zak	uqujemo da su i A i B
Istinozborci. a

12. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A i B i nexto ih pita. Osoba A odgovara: \Ja
i B smo `istog tipa', tj. ili smo oboje Istinozborci ili smo oboje La�ovi". Xta je stranac
mogao da zak	uqi o osobama A i B.

Rexe�e. Ako sa a oznaqimo iskaz \A je Istinozborac.", a sa b iskaz \B je Istinozborac.",
tada vidimo da je A zapravo izjavio: a⇔ b. Prema teoremi zak	uqujemo da je a⇔ (a⇔ b) = 1.

Zapisimo tablicu formule a⇔ (a⇔ b):

a b a ⇔ (a ⇔ b)

0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 1 1 1

Iz tablice vidimo da je a ⇔ (a ⇔ b) = 1 akko a = 0 i b = 1, ili a = 1 i b = 1. Dakle sa
sigurnox�u mo�emo da zak	uqumo da je B Istinozborac, dok bez dodatnih informacija ne
mo�emo da ka�emo da li je A Istinozborac ili La�ov. a

13. Stranac dolazi na ostrvo, sre�e osobe A, B i C i pita ih nexto. A odgovara \B i C
su Istinozborci.", a B odgovara \A je La�ov, a C je Istinozborac.". Xta je stranac mogao
da zk	uqi o A, B i C.

Rexe�e. Ako sa a oznaqimo iskaz \A je Istinozborac.", sa b iskaz \B je Istinozborac.", a
sa c iskaz \C je Istinozborac.", tada vidimo da je A zapravo izjavio: b ∧ c, a B je izjavio:
¬a ∧ c. Prema teoremi zak	uqujemo da je a ⇔ (b ∧ c) = 1 i b ⇔ (¬a ∧ c) = 1. Odatle je
(a⇔ (b ∧ c)) ∧ (b⇔ (¬a ∧ c)) = 1.
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Zapisimo tablicu formule (a⇔ (b ∧ c)) ∧ (b⇔ (¬a ∧ c)):

a b c (a ⇔ (b ∧ c)) ∧ (b ⇔ (¬a ∧ c))
0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 1 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 0 0

Iz tablice vidimo da je (a⇔ (b∧c))∧(b⇔ (¬a∧c)) = 1 akko a = b = c = 0, odakle zak	uqujemo
da su A, B, C La�ovi. a

14. Osobe A,B,C daju slede�e izjave:

A : Taqno jedno od nas je La�ov.

B : Taqno dvoje od nas su La�ovi.

C : Svo troje smo La�ovi.

Xta mo�emo da zak	uqimo.

Rexe�e. Slova a, b, c imaju uobiqajeno znaqe�e. Primetimo da je C izjavio: ¬a ∧ ¬b ∧ ¬c,
odakle zak	uqujemo:

c⇔ (¬a ∧ ¬b ∧ ¬c) = 1. (∗).
Reqenica: \Samo A je La�ov" se zapisuje kao: ¬a ∧ b ∧ c, i sliqno reqenice \Samo B je

La�ov" i \Samo C je La�ov" se zapisuju kao: a ∧ ¬b ∧ c i a ∧ b ∧ ¬c. Posmatrajmo formulu
(¬a∧ b∧ c)∨ (a∧¬b∧ c)∨ (a∧ b∧¬c). Ona je taqna akko je bar jedan disjunkt taqan. Me�utim
primetimo da vixe od jednog disjunktna u toj formuli ne mogu biti taqni: npr. prva dva ne
mogu zajedno biti taqni, jer prvi povlaqi a = 0, a drugi a = 1. Prema tome, data formula
je taqna akko je taqno jedan �en disjunkt taqan, pa ona govori: \Taqno jedan od A,B,C je
La�ov". Kako je to izjavio A, zak	uqujemo:

a⇔ ((¬a ∧ b ∧ c) ∨ (a ∧ ¬b ∧ c) ∨ (a ∧ b ∧ ¬c)) = 1. (#)

Sliqno prethodnom pasusu zak	uqujemo:

b⇔ ((¬a ∧ ¬b ∧ c) ∨ (¬a ∧ b ∧ ¬c) ∨ (a ∧ ¬b ∧ ¬c)) = 1. ($)

1. sluqaj: Ako je c = 1, tada iz (∗) imamo ¬a ∧ ¬b ∧ ¬c = 1, pa je specijalno c = 0, xto je
kontradikcija.

2. sluqaj: Ako je c = 0, iz (∗) imamo ¬a ∧ ¬b ∧ ¬c = 0. Kako je ¬c = 1, zak	uqujemo da je
¬a ∧ ¬b = 0, odakle je bar jedno od ¬a,¬b netaqno, tj. bar jedno od a, b je taqno.

Primetimo da je (¬a∧ b∧ c)∨ (a∧¬b∧ c)∨ (a∧ b∧¬c) = (¬a∧ b∧0)∨ (a∧¬b∧0)∨ (a∧ b∧1) =
0 ∨ 0 ∨ (a ∧ b) = a ∧ b, pa (#) postaje:

a⇔ (a ∧ b) = 1. (#)

Sliqno, (¬a∧¬b∧ c)∨ (¬a∧ b∧¬c)∨ (a∧¬b∧¬c) = (¬a∧¬b∧ 0)∨ (¬a∧ b∧ 1)∨ (a∧¬b∧ 1) =
0 ∨ (¬a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬b) = (¬a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬b), pa ($) postaje:

b⇔ ((¬a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬b)). ($)
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1. podsluqaj: Ako je a = 1, tada iz (#) imamo a ∧ b = 1, pa je b = 1. Onda je iz ($)
(¬a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬b) = 1, xto zamenom a = b = 1 vidimo da nije mogu�e.

2. podsluqaj: Ako je a = 0, tada je b = 1 (jer smo zak	uqili da je bar jedno od a, b taqno).
Potrebno je jox proveriti da li je a = 0, b = 1, c = 0 saglasno sa formulama (#), ($). Direkt-
nim raqunom se vidi da jeste.

Dakle, dobili smo da je a = 0, b = 1, c = 0 jedino rexe�e problema, xto znaqi da su A i C
La�ovi, dok je B Istinozborac. a

15. Stanovniku A je postav	eno neko pita�e. Postoje dve verzije xta je A odgovorio:

1) Po prvoj verziji A je dao dve izjave: \Na ostrvu ima zlata." i \Ako na ostrvu ima zlata,
onda ima i srebra.".

2) Po drugoj verziji A je izjavio: \Na ostrvu ima zlata, i ako na ostrvu ima zlata, onda na
ostrvu ima i srebra.".

Xta mo�emo zak	uqiti u oba sluqaja?

Rexe�e. Sa a uobiqajeno oznaqavamo iskaz \A je Istinozborac.". Sa z �emo oznaqiti iskaz:
\Na ostrvu ima zlata.", a sa s �emo oznaqiti iskaz: \Na ostrvu ima srebra.".

1) U prvoj verziji A je dao izjave: z i z ⇒ s, pa zak	uqujemo:

a⇔ z = 1 (∗)
a⇔ (z ⇒ s) = 1 (#)

1. sluqaj: Ako je a = 0, iz (∗) imamo da je z = 0. Tada je z ⇒ s = 0 ⇒ z = 1, xto je u
kontradikciji sa a = 0 i (#).

2. sluqaj: Ako je a = 1, iz (∗) imamo da je z = 1, a iz (#) imamo da je z ⇒ s = 1. Iz
z = 1, z ⇒ s = 1 zak	uqujemo s = 1.

Dakle, imamo jedno rexe�e, a = z = s = 1, tj. A je Istinozborac i na ostrvu ima i zlata
i srebra.

2) U drugoj verziji A je dao izjavu: z ∧ (z ⇒ s), pa zak	uqujemo:

a⇔ (z ∧ (z ⇒ s)) = 1. ($)

1. sluqaj: Ako je a = 0, iz ($) imamo z ∧ (z ⇒ s) = 0, odakle je z = 0 ili z ⇒ s = 0. Ako
je z = 0 imamo dva rexe�a: (a, z, s) = (0, 0, 0) i (a, z, s) = (0, 0, 1). Ako je z ⇒ s = 0 imamo jox
jedno rexe�e: (a, z, s) = (0, 1, 0).

2. sluqaj: Ako je a = 1, iz ($) imamo z ∧ (z ⇒ s) = 1, odakle je z = 1 i z ⇒ s = 1, pa je
konaqni i s = 1. Prema tome imamo rexe�e: (a, z, s) = (1, 1, 1).

Dakle, imamo qetiri rexe�a i vidimo da ne mo�emo nixta zasigurno da zak	uqimo. a

16. Osobe A i B su svedoci na su�e�u. Prema razliqitim verzijama dali su slede�e izjave:

1) A: \Ako smo i B i ja La�ovi, tada je optu�eni kriv."
B: \A je La�ov."

2) A: \Ako je B Istinozborac, onda je optu�eni nevin."
B: \Ako je A La�ov, onda je optu�eni nevin."

3) A: \Ako je neko od nas dvoje Istinozborac, onda je optu�eni kriv."
B: \Ako je neko od nas dvoje La�ov, onda je optu�eni kriv."

4) A: \Ako sam ja Istinozborac a B La�ov, onda je optu�eni kriv."
B: \A la�e."

Xta mo�emo da zak	uqimo.
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Rexe�e. Neka slova a, b imaju uobi�ajeno znaqe�e, a sa k oznaqimo iskaz: \Optu�eni je
kriv.".

1) U prvom sluqaju imamo:

a⇔ ((¬a ∧ ¬b)⇒ k) = 1, (∗)

b⇔ ¬a = 1. (#)

1. sluqaj: Ako je b = 1, iz (#) imamo a = 0. Tada je ¬a ∧ ¬b = 0, pa je (¬a ∧ ¬b)⇒ k = 1, i
iz (∗) je a = 1. Kontradikcija.

2. sluqaj: Ako je b = 0, iz (#) imamo a = 1. Tada je ¬a ∧ ¬b = 0, pa je (¬a ∧ ¬b) ⇒ k = 1,
xto saglasno sa (∗). Primetimo da ne mo�emo da izraqunamo k.

Dakle, mo�emo da zak	uqimo da je AIstinozborac iB La�ov, dok ne mo�emo da zak	uqimo
da li je optu�eni kriv ili ne.

2) U drugom sluqaju imamo:

a⇔ (b⇒ ¬k) = 1, (∗)

b⇔ (¬a⇒ ¬k) = 1. (#)

1. sluqaj: Ako je a = 0, iz (∗) imamo b ⇒ ¬k = 0, pa je b = 1 i k = 1. Kako je sada
¬a⇒ ¬k = 1⇒ 0 = 0, ovo nije saglasno sa (#). Kontradikcija.

2. sluqaj: Ako je a = 1, iz (∗) imamo b ⇒ ¬k = 1. Kako je ¬a ⇒ ¬k = 0 ⇒ ¬k = 1, iz (#)
imamo b = 1. Iz b = 1 i b ⇒ ¬k = 1 zak	qujemo da je k = 0. Prema tome (a, b, k) = (1, 1, 0) je
rexe�e.

Dakle, mo�emo da zak	uqimo da su A i B Istinozborci i da je optu�eni nevin.

3) U tre�em sluqaju imamo:

a⇔ ((a ∨ b)⇒ k) = 1, (∗)

b⇔ ((¬a ∨ ¬b)⇒ k) = 1. (#)

1. sluqaj: Ako je a = 0, iz (∗) imamo (a ∨ b)⇒ k = 0. Odavde je a ∨ b = 1 i k = 0. Iz a = 0
i a∨ b = 1 zak	uqujemo b = 1. Sada je (¬a∨¬b)⇒ k = (1∨ 0)⇒ 0 = 1⇒ 0 = 0, xto prema (#)
nije saglasno sa b = 1. Kontradikcija.

2. sluqaj: Ako je a = 1, iz (∗) imamo (a ∨ b) ⇒ k = 1. Kako je a ∨ b = 1, zak	uqujemo da je
k = 1. Sada je (¬a ∨ ¬b)⇒ k = (¬a ∨ ¬b)⇒ 1 = 1, pa je prema (#) b = 1. Prema tome rexe�e
je (a, b, k) = (1, 1, 1).

Dakle, mo�emo da zak	uqimo da su A i B Istinozborci i da je optu�eni kriv.

4) U qetvrtom sluqaju imamo:

a⇔ ((a ∧ ¬b)⇒ k) = 1, (∗)

b⇔ ¬a = 1. (#)

(Primetimo da je iskaz \A la�e."ekvivalentan iskazu \A je La�ov.".)

1. sluqaj: Ako je b = 0, prema (#) je a = 1, pa prema (∗) imamo (a ∧ ¬b) ⇒ k = 1. Kako je
a ∧ ¬b = 1 ∧ 1 = 1, zak	cuhujemo da je k = 1. Dakle, (a, b, k) = (1, 1, 1) je rexe�e.

2. sluqaj: Ako je b = 1, prema (#) je a = 0, pa prema (∗) imamo (a ∧ ¬b) ⇒ k = 0. Kako je
a ∧ ¬b = 0 ∧ 0 = 0, to je kontradikcija.

Dakle, mo�emo da zak	uqimo da su A i B Istinozborci i da je optu�eni kriv. a
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17. Stranac sre�e A, B i C. A i C izjav	uju:

A: B je izjavio da je neko od nas troje La�ov.

C: B je Istinozborac.

Xta mo�emo da zak	uqimo.

Rexe�e. Iz postavke zak	uqujemo da:

a⇔ (b⇔ (¬a ∨ ¬b ∨ ¬c)) = 1, (∗)

c⇔ b = 1 (#)

1. sluqaj: Ako je c = 1, tada iz (#) imamo b = 1. Tada je ¬a ∨ ¬b ∨ ¬c = ¬a ∨ 0 ∨ 0 = ¬a, pa
je b⇔ (¬a ∨ ¬b ∨ ¬c) = b⇔ ¬a = 1⇔ ¬a = ¬a. Prema (∗) imamo a⇔ ¬a = 1, xto nije mogu�e.

2. sluqaj: Ako je c = 0, tada iz (#) imamo b = 0. Tada je ¬a ∨ ¬b ∨ ¬c = ¬a ∨ 1 ∨ 1 = 1,
pa je b ⇔ (¬a ∨ ¬b ∨ ¬c) = 0 ⇔ 1 = 0. Iz (∗) onda imamo a = 0. Prema tome, rexe�e je
(a, b, c) = (0, 0, 0).

Dakle, A, B, C su svi La�ovi. a

18. Stranac sre�e A, B, C, D i E, i dobija slede�e izjave:

A: Ako je B Istinozborac, onda je i C Istinozborac.

B: E je La�ov.

C: D je izjavio da je E La�ov.

D: A i E su Istinozborci.

Xta mo�emo da zak	uqimo.

Rexe�e. Iz postavke zak	uqujemo da:

a⇔ (b⇒ c), (∗)

b⇔ ¬e (#),

c⇔ (d⇔ ¬e), ($)

d⇔ (a ∧ e). (AC)

1. sluqaj: Ako je b = 0, tada iz (#) imamo e = 1. Tada je b⇒ c = 0⇒ c = 1, pa iz (∗) imamo
a = 1. Kako je a ∧ e = 1 ∧ 1 = 1, iz (AC) zak	uqujemo d = 1. Konaqno d⇔ ¬e = 1⇔ 0 = 0, pa je
iz ($) c = 0. Prema tome rexe�e je (a, b, c, d, e) = (1, 0, 0, 1, 1).

2. sluqaj: Ako je b = 1, tada iz (#) imamo e = 0. tada je a ∧ e = a ∧ 0 = 0, pa iz (AC)
zak	uqujemo d = 0. Sada je d ⇔ ¬e = 0 ⇔ 1 = 0, odakle je prema ($) c = 0. Konaqno je
b⇒ c = 1⇒ 0 = 0, pa je iz (∗) a = 0. PRema tome, rexe�e je (a, b, c, d, e) = (0, 1, 0, 0, 0).

Dakle, imamo dva rexe�e. Ono xto sigurno mo�emo da zak	uqimo je da je C La�ov. a
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1.5 Planeta Mars

Na planeti Mars �ive dve rase Marsovaca: zelena i plava, i dva pola: muxki i �enski.
Svaki Marsovac je ili zelen ili plav, i svaki Marsovac je ili muxkarac ili �ena. Stranac
na Marsu ne ume da prepozna razliku izme�u muxkarca i �ene, kao ni razliku izme�u zelene
i plave rase. Poznato je da zeleni muxkarci i plave �ene uvek govore istinu, dok zelene �ene
i plavi muxkarci uvek la�u.

Ako je A Marsovac, oznaqimo sa mA iskaz: \A je muxko.", a sa zA iskaz \A je zelen.". Time
smo svakom Marsovcu dodelili dva iskazna slova. Qi�enica da je svaki Marsovac ili muxko
ili �ensko, tj. ili zelen ili plav, odre�uje jednu valuaciju na ovim slovima: ako je A zeleni
muxkarac, tada je slovu mA dode	ena vrednost taqno i slovu zA dode	ena vrednost taqno; ako
je A zelena �ena, tada je slovu mA dode	ena vrednost netaqno i slovu zA dode	ena vrednost
taqno; ako je A plavi muxkarac, tada je slovumA dode	ena vrednost taqno i slovu zA dode	ena
vrednost netaqno; ako je A plava �ena, tada je slovu mA dode	ena vrednost netaqno i slovu
zA dode	ena vrednost netaqno.

Prema tome Mars je jedna valuacija na slovima mA, zA, gde je A proizvo	an Marsovac.

Teorema. Ako je Marsovac A dao izjavu \p je taqno.", tada je (mA ⇔ zA)⇔ p taqno.

Dokaz. Ako je mA ⇔ zA taqno, tada je A zeleni muxkarac ili plava �ena. U oba sluqaja A
govori istinu, pa je p taqno. Dakle i (mA ⇔ zA)⇔ p je taqno, jer su i mA ⇔ zA i p taqni.

Ako je mA ⇔ zA netaqno, tada je A plavi muxkarac ili zelena �ena. U oba sluqaja A la�e,
pa je p netaqno. Ali i sada je (mA ⇔ zA)⇔ p taqno, jer su i mA ⇔ zA i p netaqni. a

19. Stranac sre�e dva Marsovca A i B. Postoje dve verzije doga�aja.

1) A je dao dve izjave: \B je zelen." i \Ja sam �ensko.".

2) A je dao jednu izjavu: \B je zelen, a ja sam �ensko.".

Da li u oba sluqaja stranac dolazi do istog zak	uqka?

Rexe�e. 1) Iz postavke imamo da je:

(mA ⇔ zA)⇔ zB = 1, (∗)
(mA ⇔ zA)⇔ ¬mA = 1. (#)

1. sluqaj: Ako je mA = 0, tada je mA ⇔ zA = ¬zA, pa (∗) postaje ¬zA ⇔ zB = 1, a iz (#)
imamo ¬zA ⇔ 1 = 1, tj. zA = 0. Sada je i zB = 1. Dakle, A je plava �ena, a o B-u znamo samo
da je zelen.

2. sluqaj: Ako je mA = 1, tada je mA ⇔ zA = zA, pa (∗) postaje zA ⇔ zB = 1, a iz (#) imamo
zA ⇔ 0 = 1, tj. zA = 0. Sada je i zB = 0. Dakle, A je plavi muxkarac, a o B-u znamo samo da
je plav.

Prema tome, jedino xto sa sigurnox1̧u mo�emo re�i je da je A plav.

2) Iz postavke imamo da je:

(mA ⇔ zA)⇔ (zB ∧ ¬mA) = 1. (∗)

1. sluqaj: Ako je mA = 0, tada je mA ⇔ zA = ¬zA i zB ∧ ¬mA = zB, pa prema tome iz (∗)
mo�emo zak	uqiti da je ¬zA ⇔ zB = 1. Dakle, ako je A �ena, onda mo�emo da zak	uqimo samo
da su A i B razliqite rase.

2. sluqaj: Ako je mA = 1, tada je mA ⇔ zA = zA i zB∧¬mA = 0, pa prema tome iz (∗) mo�emo
zak	uqiti da je zA ⇔ 0 = 1, tj. zA = 0. Dakle, A je plavi muxkarac, a o B-u ne mo�emo re�i
nixta.

Primetite da iz date izjave osobe A ne mo�emo nixta sa sigurnox�u zak	uqiti. a
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20. Stranac sre�e dva Marsovca A i B i oni daju slede�e izjave:

1) A: \Oboje smo plavi." B: \To nije istina."

2) A: \B je zelen." B: \Oboje smo zeleni."

Xta je stranac mogao da zak	uqi?

Rexe�e. 1) Prema postavci zadatka imamo:

(mA ⇔ zA)⇔ (¬zA ∧ ¬zB) = 1, (∗)

(mB ⇔ zB)⇔ ¬(mA ⇔ zA) = 1, (#)

gde smo (#) dobili iz B-ove izjave, jer je ona ekvivalentna sa qi�enicom da A la�e, tj. da
nije zeleni muxkarac ili plava �ena.

1. sluqaj: Ako je zA = 0, tada je mA ⇔ zA = ¬mA, i ¬zA ∧ ¬zB = ¬zB, pa (∗) i (#) postaju:

¬mA ⇔ ¬zB = 1, (∗1)

(mB ⇔ zB)⇔ mA = 1. (#1)

Iz (∗1) imamo mA ⇔ zB = 1, a zbog asocijativnosti ekvivalencije iz (#1) dobijamo mB ⇔
(zB ⇔ mA) = 1, odakle je mB = 1. Primetimo da nixta vixe ne mo�emo zak	uqiti, tj.
rexe�a u ovom sluqaju su (mA, zA,mB, zB) ∈ {(0, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 1)}.

2. sluqaj: Ako je zA = 1, tada je mA ⇔ zA = mA, i ¬zA ∧ ¬zB = 0, pa (∗) i (#) postaju:

mA ⇔ 0 = 1, (∗2)

(mB ⇔ zB)⇔ ¬mA = 1. (#2)

Iz (∗2) imamo mA = 0, pa iz (#2) dobijamo mB ⇔ zB = 1. Primetimo da nixta vixe ne
mo�emo zak	uqiti, tj. rexe�a u ovom sluqaju su (mA, zA,mB, zB) ∈ {(0, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 1)}.

Dakle, imamo qetiri rexe�a, ali vidimo da nixta sa sigurnox�u ne mo�emo re�i.

2) Prema postavci zadatka imamo:

(mA ⇔ zA)⇔ zB = 1, (∗)

(mB ⇔ zB)⇔ (zA ∧ zB) = 1. (#)

1. sluqaj: Ako je zB = 0, tada je iz (∗) mA ⇔ zA = 0, a iz (#) mB = 1 (jer mB ⇔ zB = ¬mB,
a zA ∧ zB = 0). Primetimo da nam ovo ka�e da je B plavi muxkarac, dok o A-u mo�emo samo
re�i da la�e. Taqnije imamo dva rexe�a: (mA, zA,mB, zB) ∈ {(0, 1, 1, 0), (1, 0, 1, 0)}.

2. sluqaj: Ako je zB = 1, tada je iz (∗) mA ⇔ zA = 1, a iz (#) mB ⇔ zA = 1 (jer mB ⇔
zB = mB, a zA∧ zB = zA). Prema tome mA, zA,mB imaju jednake vrednosti. Imamo dva rexe�a:
(mA, zA,mB, zB) ∈ {(0, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 1)}.

Dakle, imamo qetiri rexe�a, ali vidimo da nixta sa sigurnox�u ne mo�emo re�i. a

21. Stranac ispituje tri Marsovca A, B i C. Znalo se da je taqno jedan od �ih lopov. A
i B su dali po dve izjave:

A: \Lopov je muxko." i \Lopov je plav."

B: \A je �ensko." i \A je plav."

Iz ovoga stranac nije mogao da zak	uqi koje lopov, pa je pitao C da li je on lopov. C mu je
odgovorio i stranac je zak	uqio ko je lopov. Xta je C odgovorio? I ko je lopov?
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Rexe�e. Oznaqi�emo sa lA, lB, lC redom iskaze \A je lopov.", \B je lopov." i \C je lopov.".
Prema uslovu zadatka taqno jedan od �ih je lopov, tj. va�i:

(lA ∧ ¬lB ∧ ¬lC) ∨ (¬lA ∧ lB ∧ ¬lC) ∨ (¬lA ∧ ¬lB ∧ lC) = 1. (∗)
Iz izjava koje je dao B imamo:

(mB ⇔ zB)⇔ ¬mA = 1, (#)

(mB ⇔ zB)⇔ ¬zA = 1. ($)

Treba da zapixemo iskaz \Lopov je muxko.". Tvrdimo da je taj iskaz ekvivalentan sa (lA ⇒
mA) ∧ (lB ⇒ mB) ∧ (lC ⇒ mC) = 1.

Pretpostavimo da je lopov muxko. Prema (∗) taqno jedno od lA, lB, lC je taqno, npr. lA, pa
kako je lopov muxko, taqno je i mA, odakle je taqna i imlikacija lA ⇒ mA. Implikacije
lB ⇒ mB i lC ⇒ mC su taqne jer lB = lC = 0. Prema tome, taqna je i ko�unkcija (lA ⇒
mA) ∧ (lB ⇒ mB) ∧ (lC ⇒ mC).

Pretpostavimo da je ko�unkcija (lA ⇒ mA) ∧ (lB ⇒ mB) ∧ (lC ⇒ mC) taqna. Tada su sve
implikacije taqne, ali prema (∗) je i neki, npr. lA, taqan. Kako je lA ⇒ mA = 1, to je i
mA = 1. Dakle, lopov je muxko.

Sliqno mo�emo zapisati iskaz \Lopov je plav.", pa iz izjava koje je dao A imamo:

(mA ⇔ zA)⇔ [(lA ⇒ mA) ∧ (lB ⇒ mB) ∧ (lC ⇒ mC)] = 1, (AC)

(mA ⇔ zA)⇔ [(lA ⇒ ¬zA) ∧ (lB ⇒ ¬zB) ∧ (lC ⇒ ¬zC)] = 1. (£)

Iz (#) i ($) zak	uqujemo da je mA ⇔ zA = 1, pa (AC) i (£) postaju:

(lA ⇒ mA) ∧ (lB ⇒ mB) ∧ (lC ⇒ mC) = 1, (AC1)

(lA ⇒ ¬zA) ∧ (lB ⇒ ¬zB) ∧ (lC ⇒ ¬zC) = 1. (£1)

Odatle imamo lA ⇒ mA = 1, lB ⇒ mB = 1, lC ⇒ mC = 1, lA ⇒ ¬zA = 1, lB ⇒ ¬zB = 1,
lC ⇒ ¬zC = 1.

Iz lA ⇒ mA = 1, lA ⇒ ¬zA = 1 i mA ⇔ zA = 1 zak	uqujemo da je lA = 0, tj. A sigurno nije
lopov.

Iz zadatih informacija nixta vixe ne mo�emo zak	uqiti. Stranac je pitao C da li je
on lopov, iz iz �egovog odgovora je zak	uqio ko je lopov. C je mogao da odgovori \Da." ili
\Ne.", pa razmotrimo oba sluqaja.

1. sluqaj: Pretpostavimo da je C rekao \Ne.", tj.

(mC ⇔ zC)⇔ ¬lC = 1.

Rasmotri�emo podsluqajeve: lC = 0 i lC = 1.

1. podsluqaj: Ako je lC = 0, tada je iz (∗) lB = 1, odakle mo�emo izraqunati mB = 1,
zB = 0, pa i mA = 1, zA = 1. Vra�aju�i u postavku zadatka mo�emo uveriti da je ovaj
podsluqaj saglasan, tj. mogu�e je da je B lopov.

2. podsluqaj: Ako je lC = 1, tada je iz (∗) lB = 0, odakle mo�emo izraqunati mC = 1, zC = 0.
Vra�aju�i u postavku zadatka mo�emo uveriti da je i ovaj podsluqaj saglasan, tj. mogu�e je da
je C lopov.

Kako znamo iz zadatka da je stranac iz C-ovog odgovora zak	uqio ko je lopov, to zak	uqujemo
da se nije desio ovaj sluqaj, tj. C nije odgovorio \Ne.".

2. sluqaj: Dakle, znamo da je C rekao \Da.", tj.

(mC ⇔ zC)⇔ lC = 1.

Primetimo, ako je lC = 1, tada je mC ⇔ zC = 1, xto je u kontradikciji sa lC ⇒ mC = 1 i
lC ⇒ ¬zC = 1. Dakle, mora biti lC = 0, pa iz (∗) imamo lB = 1. Vra�aju�i se u nazad, dobijamo
mB = 1, zB = 0, i da	e mA = 1, zA = 1. mC i zC ne mo�emo izraqunati, ali znamo da mora
biti mC ⇔ zC = 0.

Dakle, A je zeleni muxkarac, B je plavi muxkarac, C znamo samo da la�e, i B je lopov. a
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1.6 Nepoznati iskazi

22. Koju izjavu treba da napravi osoba A sa Ostrva Istinozboraca i La�ova, pa da sa
sigurnox�u mo�emo da ka�emo:

1) da je A Istinozborac;

2) da je A La�ov;

3) da na ostrvu ima zlata.

Rexe�e. a

23. Koju izjavu treba da napravi Marsovac A pa da sa sigurnox�u mo�emo da ka�emo:

1) da je A muxkarac;

2) da je A zelen;

3) da je A zeleni muxkarac;

4) da A nije zeleni muxkarac.

Rexe�e. a

24. Koje izjave treba da naprave osobe A i B sa Ostrava Istinozboraca i La�ova, pa da
sa sigurnox�u mo�emo da zak	uqimo da je osoba C Istinozborac.

Rexe�e. a

2 Skupovi

2.1 Skupovni identiteti

25. Dokazati skupovni identitet: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Rexe�e. Pre nego xto doka�emo dati identitet po definiciji, proverimo ga na Venovom
dijagramu (skup A je predstav	en plavom, B crvenom, a C zelenom bojom):

B ∪ C A ∩ (B ∪ C)

A ∩B A ∩ C (A ∩B) ∪ (A ∩ C)
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a

26. Dokazati skupovni identitet: (A∩B)∪ (B∩C)∪ (C∩A) = (A∪B)∩ (B∪C)∩ (C∪A).

Rexe�e. Pre nego xto doka�emo dati identitet po definiciji, proverimo ga na Venovom
dijagramu (skup A je predstav	en plavom, B crvenom, a C zelenom bojom):

A ∩B B ∩ C C ∩ A (A ∩B) ∪ (B ∩ C) ∪ (C ∩ A)

A ∪B B ∪ C (A ∪B) ∩ (B ∪ C)

C ∪ A (A ∪B) ∩ (B ∪ C) ∩ (C ∪ A)
a

27. Dokazati skupovni identitet: A ∩ (B r C) = (A ∩B)r C.

Rexe�e. Pre nego xto doka�emo dati identitet po definiciji, proverimo ga na Venovom
dijagramu (skup A je predstav	en plavom, B crvenom, a C zelenom bojom):

B r C A ∩ (B r C) A ∩B (A ∩B)r C
a

2.2 Direktan proizvod skupova i partitivni skup

2.3 Relacije

Binarna relacija izme�u A i B Za bilo koji podskup ρ ⊆ A × B ka�emo da je binarna
relacija izme�u skupa A i skupa B.
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Binarna relacija na skupu A Za bilo koji podskup ρ ⊆ A×A ka�emo da je binarna relacija
na skupu A.

Komentar Kada ka�emo relacija, mislimo binarna relacija na nekom skupu A, koji je na-
glaxen, ili je jasan iz konteksta, ili je proizvo	an. Ako posmatramo vixe relacija, po-
drazumevamo da su one date na istom skupu.

Notacija Ako je ρ relacija, tada umesto (x, y) ∈ ρ pixemo x ρ y. (Ovo nije nixta qudno, za
relaciju ≤ na skupu R pixemo 1 ≤ 2, a ne (1, 2) ∈≤.)

Skupovne operacije Kako su relacije skupovi, to su na uobiqajen naqin definisane skupovne
operacije na �ima. Primera radi, ako su ρ, σ dve relacije, presek i unija su dati sa:

x ρ ∩ σ y ⇔ x ρ y ∧ x σ y,

x ρ ∪ σ y ⇔ x ρ y ∨ x σ y.

Inverz Ako je ρ relacija, �en inverz je relacija ρ−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ ρ}, tj. va�i:

y ρ−1 x ⇔ x ρ y.

Komplement Ako je ρ relacija na A, �en komplement je relacija

ρc = {(x, y) ∈ A× A | (x, y) /∈ ρ} = (A× A)r ρ,

tj. za sve x, y ∈ A va�i:
x ρc y ⇔ ¬ x ρ y.

Kompozicija Ako su ρ, σ relacije, tada je �ihova kompozicija skup

ρ ◦ σ = {(x, y) | postoji z tako da (x, y) ∈ ρ, (z, y) ∈ σ},

tj. va�i:
x ρ ◦ σ y ⇔ postoji z tako da x ρ z ∧ z σ y.

Dijagonala Za skup A, dijagonala na A je relacija ∆A = {(x, x) | x ∈ A}, tj. va�i:

x ∆A y ⇔ x = y.

28. Dokazati:

1) (ρ−1)−1 = ρ;

2) (ρc)c = ρ;

3) (ρ−1)c = (ρc)−1;

4) (ρ ◦ σ)−1 = σ−1 ◦ ρ−1;

5) ρ ◦ (σ ◦ τ) = (ρ ◦ σ) ◦ τ ;

6) ρ ◦∆A = ∆A ◦ ρ = ρ.

Rexe�e. 1) Imamo:

x (ρ−1)−1 y ⇔ y ρ−1 x po definiciji inverza
⇔ x ρ y po definiciji inverza

xto dokazuje tra�enu jednakost.

2) Imamo:
x (ρc)c y ⇔ ¬ xρc y po definiciji komplementa

⇔ ¬¬ x ρ y po definiciji komplementa
⇔ x ρ y skida�em duple negacije
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3) Imamo:
x (ρ−1)c y ⇔ ¬ x ρ−1 y po definiciji komplementa

⇔ ¬ y ρ x po definiciji inverza
⇔ y ρc x po definiciji komplementa
⇔ x (ρc)−1 y po definiciji inverza

4) Imamo:

x (ρ ◦ σ)−1 y ⇔ y ρ ◦ σ x po definiciji inverza
⇔ postoji z td y ρ z ∧ z σ x po definiciji kompozicije
⇔ postoji z td z ρ−1 y ∧ x σ−1 z po definiciji inverza
⇔ x σ−1 ◦ ρ−1 y po definiciji kompozicije

5) Imamo:

x ρ ◦ (σ ◦ τ) y ⇔ postoji u td x ρ u ∧ u σ ◦ τ y po def. kompozicije
⇔ postoje u, v td x ρ u ∧ u σ v ∧ v τ y po def. kompozicije
⇔ postoji v td x ρ ◦ σ v ∧ v τ y po def. kompozicije
⇔ x (ρ ◦ σ) ◦ τ y po def. kompozicije

6) Dokaza�emo ρ ◦∆A = ρ. Ako x ρ y, kako je y ∆A y, to je x ρ ◦∆A y. Ako x ρ ◦∆A y, tada
postoji z tako da x ρ z i z ∆A y. Iz z ∆A y sledi z = y, pa iz x ρ z imamo x ρ y. a

Stepen Za relaciju ρ i n ≥ 1 sa ρn oznaqavamo relaciju ρn = ρ ◦ ρ ◦ . . . ◦ ρ︸ ︷︷ ︸
n

, gde je zbog asoci-

jativnosti kompozicije svejedno gde stoje zagrade. Primetite da x
ρn // y znaqi da izme�u x i

y vodi put od n ρ-strelica: x
ρ // · ρ // · · · ρ // y .

29. Dokazati:

1) ρ ◦ (σ ∪ τ) = (ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ);

2) ρ ◦ (σ ∩ τ) ⊆ (ρ ◦ σ) ∩ (ρ ◦ τ).

3) Primerom pokazati da jednakost u 2) ne mora da va�i.

Rexe�e. 1) Imamo:

x ρ ◦ (σ ∪ τ) y ⇔ postoji z td x ρ z ∧ z σ ∪ τ y
⇔ postoji z td x ρ z ∧ (z σ y ∨ z τ y)
⇔ postoji z td (x ρ z ∧ z σ y) ∨ (x ρ z ∧ z τ y)
⇒ x ρ ◦ σ y ∨ x ρ ◦ τ y
⇔ x (ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ) y

xto dokazuje ρ ◦ (σ ∪ τ) ⊆ (ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ).
Ako x (ρ ◦ σ) ∪ (ρ ◦ τ) y, tada x ρ ◦ σ y ili x ρ ◦ τ y. Ako je x ρ ◦ σ y, tada postoji z tako da

x ρ z i z σ y. Iz z σ y sledi z σ ∪ τ y, pa kako x ρ z, to je x ρ ◦ (σ ∪ τ) y. Sliqno, ako x ρ ◦ τ y
dobijamo x ρ ◦ (σ ∪ τ) y.

2) Imamo:
x ρ ◦ (σ ∩ τ) y ⇔ postoji z td x ρ z ∧ z σ ∩ τ y

⇔ postoji z td x ρ z ∧ z σ y ∧ z τ y
⇒ x ρ ◦ σ y ∧ x ρ ◦ τ y
⇔ x (ρ ◦ σ) ∩ (ρ ◦ τ) y
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3) Implikacija u prethodnom izvo�e�u nije ekvivalencija jer iz x ρ◦σ y imamo da postoji
z1 tako da x ρ z1 i z1 σ y, a iz x ρ ◦ τ y imamo da postoji z2 tako da x ρ z2 i z2 σ y, ali z1

i z2 ne moraju biti jednaki. Motivisani ovim zak	uqiva�em uoqimo na skupu A = {1, 2, 3, 4}
relacije ρ = {(1, 2), (1, 3)}, σ = {(2, 4)} i τ = {(3, 4)}. Tada je σ ∩ τ = ∅, pa je i ρ ◦ (σ ∩ τ) = ∅.
Sa druge strane je ρ ◦ σ = {(1, 4)} i ρ ◦ τ = {(1, 4)}, odakle je (ρ ◦ σ) ∩ (ρ ◦ τ) = {(1, 4)}. a

30. Dokazati:

1) Ako ρ ⊆ σ tada ρ−1 ⊆ σ−1.

2) Ako ρ ⊆ σ tada σc ⊆ ρc.

3) Ako ρ ⊆ σ i τ ⊆ θ tada ρ ◦ τ ⊆ σ ◦ θ.

Rexe�e. 1) Imamo:
x ρ−1 y ⇔ y ρ x

⇒ y σ x jer ρ ⊆ σ
⇔ x σ−1 y

2) Imamo:
x σc y ⇔ ¬ x σ y

⇒ ¬ x ρ y jer ρ ⊆ σ
⇔ x ρc y

3) Imamo: Imamo:

x ρ ◦ τ y ⇔ postoji z td x ρ z ∧ z τ y
⇒ postoji z td x σ z ∧ z θ y jer ρ ⊆ σ i τ ⊆ θ
⇔ x σ ◦ θ y.

a

31. Dokazati da su slede�e stvari ekvivalentne:

(1) ρ ⊆ ρ−1; (2) ρ−1 ⊆ ρ; (3) ρ = ρ−1.

Rexe�e. Prema prethodnom zadatku ρ ⊆ ρ−1 je ekvivalentno sa ρ−1 ⊆ ρ primenom inverza na
obe strane nejednakosti. a

32. Dokazati da su slede�e stvari ekvivalentne:

(1) ρ2 ⊆ ρ (tj. ρ ◦ ρ ⊆ ρ);

(2) ρn ⊆ ρ, za sve n ≥ 1.

Rexe�e. (2)⇒ (1): trivijalno za n = 2.

(1) ⇒ (2): Za n = 1 je trivijalno ρ ⊆ ρ. Za n = 2 tvr�e�e sledi iz pretpostavke (1).
Nastavimo indukcijom. Pretpostavimo da je ρn−1 ⊆ ρ. Tada je ρn = ρn−1 ◦ ρ ⊆ ρ ◦ ρ ⊆ ρ, gde
prva inkluzija va�i prema indukcijskoj hipotezi, a druga iz pretpostavke (1). a

Definicija Neka je ρ binarna relacija na skupu A.

Refleksivnost ρ je refleksivna ako ∆A ⊆ ρ, tj. ako za sve x ∈ A va�i x ρ x.

Simetriqnost ρ je simetriqna ako ρ ⊆ ρ−1, tj. ako va�i: x ρ y ⇒ y ρ x.
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Antisimetriqnost ρ je antisimetriqna ako ρ ∩ ρ−1 ⊆ ∆A, tj. ako va�i:
x ρ y ∧ y ρ x ⇒ x = y.

Tranzitivnost ρ je tranzitivna ako ρ◦ρ ⊆ ρ, tj. ako va�i: x ρ y ∧ y ρ z ⇒ x ρ z.

Ekvivalencija ρ je ekvivalencija ako je refleksivna, simetriqna i tranzitivna.

Poredak ρ je poredak ako je refleksivna, antisimetriqna i tranzitivna.

33. Ako je ρ simetriqna i antisimetriqna, tada je ρ ⊆ ∆A. Ako je ρ refleksivna, simet-
riqna i antisimetriqna, tada je ρ = ∆A.

Rexe�e. Zbog simetriqnosti i antisimetriqnosti je ρ = ρ ∩ ρ−1 ⊆ ∆A. A zbog reflek-
sivnosti je ∆A ⊆ ρ. a

2.4 Ekvivalencija

Ekvivalencija Relacija ρ na skupu A je ekvivalencija ako je refleksivna, simetriqna i
tranzitivna.

Klasa ekvivalencije Neka je ρ ekvivalencija skupa A. Klasa ekvivalencije elementa a ∈ A
je skup a/ρ = {x | x ρ a}. Primetimo da zbog refleksivnosti imamo da uvek a ∈ a/ρ, specijalno
a/ρ 6= ∅. Zbog simetriqnosti imamo da je a/ρ = {x | a ρ x}.

34. Dokazati:

(1) a ρ b akko a/ρ = b/ρ;

(2) ¬ a ρ b akko a/ρ ∩ b/ρ = ∅.

Rexe�e. (1) ⇒: Pretpostavimo da va�i a ρ b. Ako x ∈ a/ρ, tada x ρ a, pa kako je a ρ b po
tranzitivnosti imamo x ρ b, tj. x ∈ b/ρ. Sliqno, ako x ∈ b/ρ, dobijamo da x ∈ a/ρ. Dakle,
a/ρ = b/ρ.
⇐: Pretpostavimo da a/ρ = b/ρ. Kako a ∈ a/ρ, dobijamo a ∈ b/ρ, pa a ρ b.
(2) ⇒: Pretpostavimo da ¬ a ρ b. Ako pretpostavimo suprotno da x ∈ a/ρ ∩ b/ρ, tada a ρ x

i x ρ b po tranzitivnosti povlaqe a ρ b. Kontradikcija.
⇐: Pretpostavimo da a/ρ ∩ b/ρ = ∅. Kako je a/ρ, b/ρ 6= ∅, zak	uqujemo da je a/ρ 6= b/ρ, pa

prema (1) ¬ a ρ b. a

Koliqniqki skup Ako je ρ ekvivalencija skupa A, tada je koliqniqki skup, A/ρ, skupa A
po ρ skup svih klasa ekvivalencije ρ: A/ρ = {a/ρ | a ∈ A}.

Particija Neka je P ⊆ P(A) familija nepraznih podskupova od A. Ka�emo da je P parti-
cija skupa A ako je:

(1)
⋃
P = A;

(2) ako X, Y ∈ P i X 6= Y , tada X ∩ Y = ∅.

Ovo zapravo znaqi da svaki element skupa A pripada taqno jednom skupu iz familije P .

35. (1) Neka je ρ ekvivalencija na A. Tada je A/ρ particija skupa A.

(2) Ako je P particija skupa A, tada postoji ekvivalencija ρ na A takva da je P = A/ρ.
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Rexe�e. (1) Svi skupovi iz A/ρ (a to su klase) su neprazni, kako smo videli. Svaki element
a ∈ A pripada a/ρ, pa je zaista

⋃
A/ρ = A. Tako�e smo u prethodnom zadatksu videli da

razliqiti elementi familije P imaju prazan presek.

(2) Pretpostavimo da je P particija skupa A. Tada za svaki element a ∈ A postoji jedin-
stven element Xa ∈ P takav da a ∈ Xa. Definiqemo relaciju ρ sa: a ρ b akko Xa = Xb. Lako
se vidi da je ρ ekvivalencija na A.

Primetimo da x ∈ a/ρ akko x ρ a akko Xx = Xa. Tako�e primetimo da Xx = Xa akko x ∈ Xa:
ako je Xx = Xa, poxto x ∈ Xx, dobijamo x ∈ Xa; sa druge strane ako x ∈ Xa, kako x ∈ Xx,
tada Xa ∩Xx 6= ∅, pa Xx = Xa. Dakle, x ∈ a/ρ akko x ∈ Xa, odakle je a/ρ = Xa. Prema tome
A/ρ ⊆ P . Ali tako�e, za X ∈ P imamo da je X = Xa, za bilo koji a ∈ X (koji postoji, jer je
X neprazan), pa je X = Xa = a/ρ ∈ A/ρ. Dakle, A/ρ = P . a

36. Neka je ρ ekvivalencija na A. Tada je i ρ−1 ekvivalencija na A.

Rexe�e. Zbog simetriqnosti je ρ−1 = ρ, pa je ekvivalencija. a

37. Neka su ρ, θ ekvivalencije na A. SSSE:

(1) ρ ◦ θ je ekvivalencija;

(2) ρ ◦ θ = θ ◦ ρ;

(3) ρ ◦ θ ⊆ θ ◦ ρ.

Rexe�e. Primetimo ako je ρ ◦ θ ⊆ θ ◦ ρ, tada je (ρ ◦ θ)−1 ⊆ (θ ◦ ρ)−1, tj. θ−1 ◦ ρ−1 ⊆ ρ−1 ◦ θ−1,
pa kako su ρ, θ simetriqne dobijamo θ ◦ ρ ⊆
rho ◦ θ. Dakle, va�i (2)⇔(3).

(1)⇒(2): Pretpostavimo da je ρ ◦ θ ekvivalencija. Tada je

ρ ◦ θ = (ρ ◦ θ)−1 zbog simetriqnosti ρ ◦ θ
= θ−1 ◦ ρ−1

= θ ◦ ρ zbog simetriqnosti ρ, θ

(2)⇒(1): Pretpostavimo da je ρ ◦ θ = θ ◦ ρ. Refleksivnost ρ ◦ θ sledi po definiciji, jer
va�i a ρ a i a θ a, za sve a, zbog refleksivnosti ρ i θ. Za simetricnost imamo: (ρ ◦ θ)−1 =
θ−1 ◦ ρ−1 = θ ◦ ρ = ρ ◦ θ, gde koristimo pretpostavku i simetriqnost ρ, θ. Za tranzitivnost
primetimo (ρ ◦ θ) ◦ (ρ ◦ θ) = ρ ◦ (θ ◦ ρ) ◦ θ = ρ ◦ (ρ ◦ θ) ◦ θ = (ρ ◦ ρ) ◦ (θ ◦ θ) ⊆ ρ ◦ θ, gde ρ ◦ ρ ⊆ ρ i
θ ◦ θ ⊆ θ zbog tranzitivnosti ρ, θ. a

38. Neka je m ≥ 0. Na skupu Z definixemo relaciju ≡m sa: a ≡m b akko a − b = mk, za
neko k ∈ Z. (Drugim reqima, a ≡m b akko m | a− b u Z.) Dokazati da je ≡m ekvivalencija na
Z i opisati klase. Koliko elemenata ima koliqniqki skup Z/ ≡m.

Rexe�e. Refleksivnost sledi jer je a − a = 0 = m · 0. Ako a ≡m b, tada za neko k ∈ Z
imamo da je a − b = mk. Me�utim tada je b − a = m(−k) i −k ∈ Z, pa b ≡m a, xto dokazuje
simetriqnost. Ako je a ≡m b ≡m c, tada je a− b = mk1 i b− c = mk2, za neke k1, k2 ∈ Z. Tada je
a− c = (a− b) + (b− c) = m(k1 + k2) i k1 + k2 ∈ Z, pa a ≡m c. Dakle, ≡m je ekvivalencija.

Za klase imamo:
a/ ≡m = {x | x ≡m a}

= {x | (∃k ∈ Z) x− a = mk}
= {x | (∃k ∈ Z) x = a+mk}
= {a+mk | k ∈ Z}
= a+mZ.
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U sluqaju da je m = 0, imamo da je a/ ≡0= {a} (dakle, ≡0 je zapravo = na Z), pa koliqniqki
skup ima beskonaqno mnogo elemenata (za svaki ceo broj po jednu klasu). U sluqaju da je m = 1,
imamo da je a/ ≡1 = {a+ k | k ∈ Z} = Z, za svaki a, pa Z/ ≡1 ima samo jedan element: Z.

Za m ≥ 2 tvrdimo da Z/ ≡m ima m elemenata. Preciznije, tvrdimo da

Z/ ≡m= {0/ ≡m, 1/ ≡m, . . . ,m− 1/ ≡m}.

Neka je a ∈ Z i r ostatak pri de	e�u a sa m, tj. a = mq+ r, gde 0 ≤ r < m. Tada je a− r = mq,
pa a ≡m r, odakle a/ ≡m= r/ ≡m. Sa druge strane, ako 0 ≤ r1 < r2 < m, tada 0 < r2 − r1 < m,
pa r2 − r1 nije de	iv sa m, tj. ¬ r1 ≡m r2, odakle r1/ ≡m 6= r2/ ≡m. a

39. Na Z je data relacija ∼ sa: a ∼ b akko:

1) 4 | a+ 3b;

2) 4 | 2a+ 2b.

Dokazati da je ∼ ekvivalencija na Z i odrediti klase.

Rexe�e. 1) Primetimo da a ∼ b akko 4 | a + 3b akko 4 | a + 3b − 4b akko 4 | a − b. Dakle,
∼=≡4, pa rexe�e sledi prema prethodnom zadatku.

2) Primetimo da a ∼ b akko 4 | 2a + 2b akko 4 | 2a + 2b − 4b akko 4 | 2a − 2b akko 2 | a − b.
Dakle, ∼=≡2, pa rexe�e sledi prema prethodnom zadatku. a

40. Na R je definisana relacija ∼ sa: a ∼ b akko:

1) a2 + b = b2 + a; 2) a(b2 + 1) = b(a2 + 1); 3) sin a = sin b.

Dokazati da je ∼ ekvivalencija na R i odrediti klase.

Rexe�e. a

41. Na R× R je definisana relacija ∼ sa: (a, b) ∼ (u, v) akko:

1) a = u; 2) ab = uv; 3) a2 + 2v = u2 + 2b.

Dokazati da je ∼ ekvivalencija na R × R i odrediti klase. Dati geometrijsku inter-
pretaciju klasa u ravni.

Rexe�e. a

42. A i B su skupovi. Na A je definisana relacija ∼ sa: a1 ∼ a2 akko a1 − a2 ∈ B, gde je:

1) A = R, B = N;

2) A = R, B = Z;

3) A = R, B = Q;

4) A = C, B = Z+ iZ;

5) A = C, B = R.

Ispitati da li je ∼ ekvivalencija na A i ako jeste odrediti klase.

Rexe�e. a
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2.5 Poredak

Poredak Relacija � na A je poredak ako je refleksivna, antisimetriqna i tranzitivna.
Ako je x � y, onda ka�emo da je x ma�i ili jednak y, odnosno da je y veci ili jednak od x.

Osnovni primeri poretka su npr. relacija ≤ na skupu R. Tako�e, relacija ⊆ je poredak
na skupu P(A), za bilo koji skup A. Izme�u ove dve relacije postoji bitna razlika: naime za
svaka dva realna broja x, y va�i i: x ≤ y ili y ≤ x, dok za svaka dva podskupa X, Y ∈ P(A) ne
mora da va�i: X ⊆ Y ili Y ⊆ X. Dakle, ako imamo poredak � na skupu A, tada ne mora da
va�i x � y ili y � x, za svaki x, y.

Linearni poredak Za poredak � na skupu A ka�emo da je linearan ako za sve x, y ∈ A va�i:
x � y ili y � x.

Dakle, ≤ na R jeste linearan poredak, dok u opxtem sluqaju (sem kad je |A| ≤ 1) ⊆ nije
linearan poredak na P(A). S tim u vezi imamo i slede�i pojam.

Neuporedivi elementi Ako je � poredak na A, za elemente x, y ∈ A ka�emo da su neupore-
divi ako x � y i y � x. Da su x, y neuporedivi ponekad oznaqavamo sa x ⊥ y.

Minimalni i maksimalni elementi Za element a ∈ A ka�emo da je minimalan (maksi-
malan) u odnosu na poredak � ako je za svako x ∈ A taqna implikacija:

x � a⇒ x = a (a � x⇒ a = x).

Ovo zapravo ka�e da u poretku � nijedan element nije strogo ma�i od minimalnog, tj. strogo
veci od maksimalnog elementa.

Najma�i i najveci element Za element a ∈ A ka�emo da je najma�i (najve�i) element u
odnosu na poredak � ako za svako x ∈ A va�i:

a � x (x � a).

Ovo ka�e da je najma�i element ma�i od svih elemenata skupa A, a da je najve�i element ve�i
od svih elemenata skupa A.

Napomena Kazo xto �emo videti u zadacima, minimalni, maksimalni, najma�i, najve�i
elementi ne moraju da postoje.

43. Neka je � poredak na A.

1) Ako je a najma�i (najve�i) element, onda je on jedini najma�i (najve�i) element.

2) Ako je a najma�i (najve�i) element, onda je on jedini minimalni (maksimalni) element.

Dakle, ako ne postoji minimalni (maksimalni) element, ili postoje bar dva minimalna (mak-
simalna) elementa, tada ne postoji najma�i (najve�i). Sa dru strane, mo�e se desiti da
postoji jedinstveni minimalni (maksimalni) element, ali da on ne bude najma�i (najve�i).

Rexe�e. 1) Ako su a, b najma�i elementi, tada imamo a � b, jer je a najma�i, i b � a, jer je b
najma�i. Prema antisimetriqnosti je a = b, xto pokazuje da ne mo�emo imati vixe od jednog
najma�eg elementa.

2) Ako je a najma�i, on je i minimalan. Zaista, ako je x � a, kako imamo i a � x (jer je a
najma�i), po antisimetriqnosti dobijamo a = x.

Ako je a najma�i i b minimalan, tada imamo a � b, jer je a najama�i. Kako je b minimalan,
to iz a � b zak	uqujemo da je a = b. Dakle, pored a nemamo drugih minimalnih elemenata. a
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44. Neka je � linearni poredak na A. Tada je a ∈ A minimalni (maksimalni) element
akko je najma�i (najve�i) element.

Rexe�e. ... a

45. Neka je � poredak na A. Tada je i �−1 poredak na A i ako je a ∈ A najma�i (najve�i,
minimalni, maksimalni) element u odnosu na �, tada je a najve�i (najma�i, maksimalni,
minimalni) element u odnosu na �−1.

46. Na skupu D ⊆ R je definisana relacija � sa: a � b akko:

1) a2 + b ≤ b2 + a, gde je:

1.1) D = (−∞, 1
2
]; 1.2) D = [1

2
,∞); 1.3) D = (0, 1

2
] ∪ [1,∞);

2) a(b2 + 1) ≤ b(a2 + 1), gde je:

2.1) D = (−∞,−1]∪ [1,∞); 2.2) D = [−1, 1]; 2.3) D = [−1, 0] ∪ [1,∞);

3) sin a ≤ sin b, gde je :

3.1) D = (0, π
2
] ∪ (π, 3π

2
]; 3.2) D = (0, π

2
] ∪ [3π

2
, 2π); 3.3) D = [π

2
, 3π

2
].

Dokazati da je � na D linearan poredak i ako postoje odrediti najma�i i najve�i element.

Rexe�e. ... a

2.6 Funkcije

2.7 Karakteristiqne funkcije

Pretpostavimo da je U dovo	no veliki skup (zva�emo ga univerzum) takav da su svi skupovi
koje posmatramo �egovi podskupovi. Npr. ako nas �nimaju skupovi A, B i C, za U mo�emo da
uzmemo �egovu uniju.

Sabira�e i mno�e�e na 2 Na skupu 2 = {0, 1} mo�emo da posmatramo operacije + i · date
tablicama:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Ovako dato sabira�e i mno�e�e na 2 imaju uobiqajene osobine: to su asocijativne i ko-
mutativne operacije, mno�e�e je distributivno prema sabira�u, 0 je neutralni element za
sabira�e, 1 je neutralni element za mno�e�e, i pored toga zadovo	avaju da je a + a = 0 i
a2 = a · a = a, za a ∈ 2.

47. Dokazati da va�i:

1) ab = 1 akko a = 1 i b = 1;

2) a+ b+ ab = 0 akko a = 0 i b = 0;

3) a+ ab = 1 akko a = 1 i b = 0;

4) a+ b = 0 akko a = b.

Rexe�e. Sve se lako vidi. a

25



Funkcije iz U u 2 Nada	e posmatramo funkcije U −→ 2. Ako su f, g : U −→ 2, definixemo
�ihov zbir i proizvod f + g, fg : U −→ 2 po pravilu:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) i (fg)(x) = f(x)g(x)

gde x ∈ U . Lako je proveriti da ovako sabira�e i mno�e�e funkcija ima oqekivane osobine:
one su asocijativne i komutativne operacije, mno�e�e je distributivno prema sabira�u, 0
je neutral za sabira�e, 1 je neutral za mno�e�e, f + f = 0 i f 2 = f · f = 1, gde su sa 0 i 1
oznaqene funkcije 0, 1 : U −→ 2 date sa 0(x) = 0 i 1(x) = 1, za sve x ∈ U .

Karakteristiqna funkcija skupa Neka je A ⊆ U . Karakteristiqna funkcija skupa A je
funkcija χA : U −→ 2 data sa:

χA(x) =

{
0 ako x /∈ A
1 ako x ∈ A

za sve x ∈ U . Dakle, x ∈ A akko χA(x) = 1.

48. Neka A,B ⊆ U . Dokazati: A = B akko χA = χB.

Rexe�e. ⇒: Trivijalno. ⇐: x ∈ A akko χA(x) = 1 akko χB(x) = 1 (jer χA = χB) akko x ∈ B.
Prema tome A = B. a

49. Dokazati slede�e formule:

1) χ∅ = 0 i χU = 1;

2) χA∩B = χAχB;

3) χA∪B = χA + χB + χAχB;

4) χArB = χA + χAχB;

5) χA∆B = χA + χB;

6) χAc = 1 + χA.

Rexe�e. 2) χA∩B(x) = 1 akko x ∈ A ∩ B akko x ∈ A i x ∈ B akko χA(x) = 1 i χB(x) = 1 akko
χA(x)χB(x) = 1 akko (χAχB)(x) = 1. Dakle, χA∩B = χAχB. Ovde smo koristili da u 2 va�i
ab = 1 akko a = 1 i b = 1.

Sliqno mo�emo dokazati i ostale jednakosti. a

50. Dokazati skupovni identitet: (A ∩B)r C = A ∩ (B r C).

Rexe�e. Ako za U uzmemo A ∪B ∪ C, dovo	no je dokazati da je χ(A∩B)rC = χA∩(BrC). Imamo
da je:

χ(A∩B)rC = χA∩B + χA∩BχC

= χAχB + χAχBχC

i

χA∩(BrC) = χAχBrC

= χA(χB + χBχC)

= χAχB + χAχBχC ,

pa sledi jednakost karakteristiqnih funkcija. a

51. Dokazati: (ArB)rC ⊆ Ar (BrC). Odrediti neki jednostavan potreban i dovo	an
uslov da va�i jednakost.
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Rexe�e. Primetimo da za skupove X i Y va�i X ⊆ Y akko X ∩ Y = X. Raqunamo karak-
teristiqne funkcije:

χ(ArB)rC = χArB + χArBχC

= χA + χAχB + (χA + χAχB)χC

= χA + χAχB + χAχC + χAχBχC

i

χAr(BrC) = χA + χAχBrC

= χA + χA(χB + χBχC)

= χA + χAχB + χAχBχC .

Tada je:

χ((ArB)rC)∩(Ar(BrC)) = χ(ArB)rC χAr(BrC)

= (χA + χAχB + χAχC + χAχBχC)(χA + χAχB + χAχBχC)

= χ2
A + χ2

AχB + χ2
AχBχC + χ2

AχB + χ2
Aχ

2
B + χ2

Aχ
2
BχC

+ χ2
AχC + χ2

AχBχC + χ2
AχBχ

2
C + χ2

AχBχC + χ2
Aχ

2
BχC + χ2

Aχ
2
Bχ

2
C

= χA + χAχB + χAχBχC + χAχB + χAχB + χAχBχC

+ χAχC + χAχBχC + χAχBχC + χAχBχC + χAχBχC + χAχBχC

= χA + χAχB + χAχC + χAχBχC .

Ovde smo koristili f 2 = f i f + f = 0. Dakle, χ(ArB)rC = χ((ArB)rC)∩(Ar(BrC)), pa je (ArB)r
C = ((ArB)r C) ∩ (Ar (B r C)), tj. (ArB)r C ⊆ Ar (B r C).

Imamo da je (Ar B)r C = Ar (B r C) akko su im karakteristiqne funkcije jednake, tj.
kako vidimo gore akko χAχC = 0. Ovo je ekvivalentno sa χA∩C = 0 = χ∅, xto je ekvivalentno
sa A ∩ C = ∅, xto je tra�eni potreban i dovo	an uslov. a

2.8 Direktna i inverzna slika skupa

Neka je f : X −→ Y , A ⊆ X i B ⊆ Y .

Direktna slika Direktna slika skupa A je skup

f [A] = {f(x) | x ∈ A} ⊆ Y.

Dakle, primetimo da y ∈ f(x) akko je y = f(x), za neko x ∈ A. Naglasimo da x ∈ A po
definiciji povlaqi f(x) ∈ f [A], dok obratno ne va�i, tj. f(x) ∈ f [A] ne povlaqi obavezno da
x ∈ A.

Inverzna slika Inverzna slika skupa B je skup

f−1[B] = {x ∈ X | f(x) ∈ B} ⊆ X.

Dakle, x ∈ f−1[B] akko f(x) ∈ B. Primetimo da oznaka f−1[B] nikako ne implicira da
inverzna funkcija postoji.

Primetimo nekoliko oqiglednih stvari. NAjpre, f [A] = ∅ akko A = ∅. Tako�e, ako je
A1 ⊆ A2, tada je f [A1] ⊆ f [A2]. Sliqno, ako je B1 ⊆ B2, tada je f

−1[B1] ⊆ f−1[B2].

52. Dokazati:
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1) f−1[f [A]] ⊇ A;

2) f [f−1[B]] ⊆ B;

3) f [f−1[f [A]]] = f [A];

4) f−1[f [f−1[B]]] = f−1[B].

Rexe�e. 1) Ako x ∈ A, tada f(x) ∈ f [A], xto je po definiciji inverzne slike ekvivalentno
sa x ∈ f−1[f [A]].

2) Ako y ∈ f [f−1[B]], tada y = f(x), za neko x ∈ f−1[B]. Me�utim, x ∈ f−1[B] povlaqi
f(x) ∈ B, tj. y ∈ B.

3) Prema 2), stav	aju�i B = f [A], imamo f [f−1[f [A]]] ⊆ A. Sa druge strane, prema 1) je
f−1[f [A]] ⊇ A, pa je i f [f−1[f [A]]] ⊇ f [A].

4) Sliqno kao 3). a

53. Dokazati da su slede�e stvari ekvivalentne:

(1) f je 1-1;

(2) za sve A ⊆ X va�i f−1[f [A]] = A;

(3) za sve jednoqlane A ⊆ X va�i f−1[f [A]] = A.

Rexe�e. (1)⇒(2): Neka je f 1-1. Primetimo da smo ve� dokazali da je f−1[f [A]] ⊇ A. Neka
je x ∈ f−1[f [A]]. Tada f(x) ∈ f [A], pa je f(x) = f(x′), za neko x′ ∈ A. Kako je f 1-1, f(x) = f(x′)
povlaqi x = x′, odakle x ∈ A.

(2)⇒(3): Ovo je oqigledno.

(3)⇒(1): Pretpostavimo da je f(x1) = f(x2). Uoqimo jednoqlan podskup A = {x1}. Tada je
f [A] = {f(x1)}, tj. f(x1) ∈ f [A], pa kako je f(x1) = f(x2), dobijamo da f(x2) ∈ f [A]. Odavde
zak	uqujemo da x2 ∈ f−1[f [A]]. Kako je, prema (3), f−1[f [A]] = A, dobijamo x2 ∈ A = {x1}, tj.
x1 = x2. Dakle, f je 1-1. a

54. Dokazati da su slede�e stvari ekvivalentne:

(1) f je na;

(2) za sve B ⊆ Y va�i f [f−1[B]] = B;

(3) za sve jednoqlane B ⊆ Y va�i f [f−1[B]] = B.

55. Dokazati:

1) f [A1 ∪ A2] = f [A1] ∪ f [A2];

2) f [A1 ∩ A2] ⊆ f [A1] ∩ f [A2];

3) f [A1 r A2] ⊇ f [A1]r f [A2];

4) f [A14A2] ⊇ f [A1]4f [A2].

Rexe�e. 1) Ako y ∈ f [A1 ∪A2], tada je y = f(x) za neko x ∈ A1 ∪A2. Tada x ∈ A1 ili x ∈ A2,
pa f(x) ∈ f [A1] ili f(x) ∈ f [A2]. Odatle y = f(x) ∈ f [A1] ∪ f [A2], xto dokazuje inkluziju ⊆.

Ako y ∈ f [A1] ∪ f [A2], tada y ∈ f [A1] ili y ∈ f [A2]. Ako y ∈ f [A1], tada je y = f(x) za neko
x ∈ A1. Odatle x ∈ A1 ∪ A2, pa y = f(x) ∈ f [A1 ∪ A2]. Sliqno, ako y ∈ f [A2], dobijamo da
y ∈ f [A1 ∪ A2], xto zavrxava dokaz inkluzije ⊇.

2) Neka y ∈ f [A1 ∩ A2]. Tada y = f(x) za neko x ∈ A1 ∩ A2. Odatle x ∈ A1 i x ∈ A2, pa
f(x) ∈ f [A1] i f(x) ∈ f [A2]. Dakle, y = f(x) ∈ f [A1] ∩ f [A2].

3) Neka y ∈ f [A1]r f [A2]. Tada y ∈ f [A1] i y /∈ f [A2]. Iz y ∈ f [A1] imamo da je y = f(x) za
neko x ∈ A1. Primetimo da x /∈ A2, jer u suprotnom y = f(x) ∈ f [A2]. Dakle, x ∈ A1 r A2, pa
y = f(x) ∈ f [A1 r A2].
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4) Koristimo delove 1), 2) i 3). Imamo:

f [A1∆A2] = f [(A1 ∪ A2)r (A1 ∩ A2)]
⊇ f [A1 ∪ A2]r f [A1 ∩ A2] prema 3)
= (f [A1] ∪ f [A2])r f [A1 ∩ A2] prema 1)
⊇ (f [A1] ∪ f [A2])r (f [A1] ∩ f [A2]) prema 2)
= f [A1]∆f [A2].

a

56. Dokazati:

1) f−1[B1 ∪B2] = f−1[B1] ∪ f−1[B2];

2) f−1[B1 ∩B2] = f−1[B1] ∩ f−1[B2];

3) f−1[B1 rB2] = f−1[B1]r f−1[B2];

4) f−1[B14B2] = f−1[B1]4f−1[B2].

Rexe�e. 1) Primetimo da:

x ∈ f−1[B1 ∪B2] akko f(x) ∈ B1 ∪B2 po definiciji inverzne slike
akko f(x) ∈ B1 ili f(x) ∈ B2 po definiciji unije
akko x ∈ f−1[B1] ili x ∈ f−1[B2] po definiciji inverzne slike
akko x ∈ f−1[B1] ∪ f−1[B2] po definiciji unije

Na sliqan naqin mo�emo dokazati 2), 3) i 4). a

57. Dokazati da su slede�e stvari ekvivalentne:

(1) f je 1-1;

(2) za sve A1, A2 ⊆ X va�i f [A1 ∩ A2] = f [A1] ∩ f [A2];

(3) za sve jednoqlane A1, A2 ⊆ X va�i f [A1 ∩ A2] = f [A1] ∩ f [A2].

Rexe�e. 1)⇒2): Ve� znamo da je f [A1∩A2] ⊆ f [A1]∩f [A2]. Pretpostavimo da y ∈ f [A1]∩f [A2],
tj. da y ∈ f [A1] i y ∈ f [A2]. Po definiciji direktne slike imamo da je y = f(x), za neko x ∈ A1,
i y = f(x′), za neko x′ ∈ f [A2]. Me�utim, tada f(x) = f(x′), pa kako je f 1-1, dobijamo x = x′.
Odatle x ∈ A1 ∩ A2, pa y = f(x) ∈ f [A1 ∩ A2].

2)⇒3): Trivijalno. (Ako data jednakost va�i za sve podskupove od X, onda va�i i za sve
jednoqlane podskupove od X.)

3)⇒1): Pretpostavimo da je f(x1) = f(x2), i �elimo da doka�emo da je x1 = x2. Uoqimo
jednoqlane skupove A1 = {x1} i A2 = {x2}. Prema 3) va�i: f [A1 ∩ A2] = f [A1] ∩ f [A2]. Kako je
f [A1] = {f(x1)}, f [A2] = {f(x2)} i f(x1) = f(x2), vidimo da je f [A1] ∩ f [A2] 6= ∅. Odatle, prema
gor�oj jednakosti, i f [A1 ∩ A2] 6= ∅, pa A1 ∩ A2 6= ∅, xto je jedino mogu�e ako je x1 = x2. a

58. Uradite prethodni zadatak, pri qemu zamenite ∩ sa r ili 4.

59. Dokazati:

1) f [A ∩ f−1[B]] = f [A] ∩B; 2) f [Ar f−1[B]] = f [A]rB.

Rexe�e. 1) Znamo da je f [A ∩ f−1[B]] ⊆ f [A] ∩ f [f−1[B]] ⊆ f [A] ∩B, gde prva inkluzija va�i
zbog ponaxa�a direktne slike prema preseku, a druga jer je f [f−1[B]] ⊇ B.

Pretpostavimo sada da y ∈ f [A]∩B, tj. da y ∈ f [A] i y ∈ B. Tada je y = f(x), za neko x ∈ A.
Kako f(X) = y ∈ B, to x ∈ f−1[B]. Dakle, imamo da x ∈ A∩f−1[B], pa y = f(x) ∈ f [A∩f−1[B]].

2) Sliqno kao 1). a
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60. Neka f, g : X −→ Y . Dokazati da su slede�e stvari ekvivalentne:

(1) f = g;

(2) za sve A ⊆ X,B ⊆ Y va�i f [A ∩ g−1[B]] = f [A] ∩B;

(3) za sve jednoqlane A ⊆ X,B ⊆ Y va�i f [A ∩ g−1[B]] = f [A] ∩B.

Rexe�e. 1)⇒2): Sledi prema prethodnom zadatku.

2)⇒3): Trivijalno.

3)⇒1): Treba da doka�emo da za svako x ∈ X va�i f(x) = g(x). Izaberimo proizvo	no
x ∈ X i oznaqimo f(x) = y1 i g(x) = y2 (�elimo y1 = y2). Uoqimo jednoqlane skupove
A = {x} i B = {y1}. Tada f [A] = {f(x)} = {y1}, pa je f [A] ∩ B = {y1}. Prema 3) imamo da je
f [A ∩ g−1[B]] = {y1}, odakle specijalno A ∩ g−1[B] 6= ∅. Kako je A = {x}, to je mogu�e jedino
ako x ∈ g−1[B], tj. ako g(x) ∈ B. Dakle, y2 ∈ B = {y1}, pa je y1 = y2. a

Prirodna projekcija Ako je ρ ekvivalencija skupa X, tada imamo funkciju π : X −→ X/ρ
datu sa: π(x) = x/ρ, koju zovemo prirodna projekcija. Primetimo da je prirodna projekcija
oqigledno na.

Jezgro funkcije Ako je f : X −→ Y funkcija, tada je jezgro funkcije f relacija skupa X:

ker(f) = {(x1, x2) | f(x1) = f(x2)}.

Dakle, x1 ker(f) x2 akko f(x1) = f(x2).

61. ker(f) je ekvivalencija domena X.

Rexe�e. x ker(f) x jer f(x) = f(x), xto dokazuje refleksivnost. Ako je x1 ker(f) x2, tada je
f(x1) = f(x2), pa je x2 ker(f)x1, tj. ker(f) je simetriqna. Konaqno, ako je x1 ker(f) x2 ker(f) x3,
tada je f(x1) = f(x2) = f(x3), pa je i x1 ker(f) x3, tj. ker(f) je tranzitivna. a

62. (Univerzalno svojstvo koliqniqkog skupa) Neka je f : X −→ Y funkcija i ρ

ekvivalencija na X. Ako je ρ ⊆ ker(f), tada postoji jedinstvena funkcija f̂ : X/ρ −→ Y takva

da je f = f̂ ◦ π, tj. takva da slede�i dijagram komutira:

X
f //

π
��

Y

X/ρ
f̂

==

Rexe�e. Posmatrajmo f̂ : X/ρ −→ Y dato sa f̂(x) = f(x). Treba da doka�emo da smo dobro
definisali funkciju. Pretpostavimo da je x/ρ = x′/ρ, tj. x ρ x′. Kako je ρ ⊆ ker(f), to je

x ker(f) x′, tj. f(x) = f(x′). Dakle, f̂ je zaista dobro definisana funkcija.

Kako je f(x) = f̂(x/ρ) = f̂(π(x)) = f̂ ◦ π(x), to je f = f̂ ◦ π.
Ako je f̄ : X/ρ −→ Y takva da f = f̄ ◦π, tada je f̄(x/ρ) = f̄(π(x)) = f̄ ◦π(x) = f(x) = f̂(x/ρ),

pa je f̄ = f̂ , xto dokazuje jedinstvenost. a

Slika funkcije Ako je f : X −→ Y , tada podskup kodomena Y :

im(f) := f [X] = {f(x) | x ∈ X}

zovemo slika funkcije f .
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63. (Razlaga�e funkcije) Neka je f : X −→ Y . Tada je f = i ◦ f̄ ◦ π, gde je:

• π : X −→ X/ ker(f) kanonska projekcija (koja je na);

• f̄ : X/ ker(f) −→ im(f) bijekcija data sa f̄(x/ ker(f)) = f(x);

• i : im(f) −→ Y inkluzija data sa i(y) = y (koja je 1-1).

Na dijagramu:

X
f //

π na

��

Y

X/ ker(f)
f̄

bij // im(f)

i1-1

OO

Specijalno, imamo i da je |X/ ker(f)| = |im(f)|.

Rexe�e. Prema univerzalnom svojstvu koliqniqkog skupa ekvivalencije ker(f) imamo funkciju

f̂ : X/ ker(f) −→ Y datu sa f̂(x/ ker(f)) = f(x). Oqigledno je da je im(f̂) = im(f), pa imamo
funkciju f̄ : X/ ker(f) −→ im(f) datu sa f̄(x/ ker(f)) = f(x). Ona je oqigledno na, ali
tako�e, ako je f̄(x/ ker(f)) = f̄(x′/ ker(f)), tj. ako je f(x) = f(x′), tada je x ker(f) x′, pa je
x/ ker(f) = x′/ ker(f), xto dokazuje da je ona i 1-1.

Kanonska projekcija π : X −→ X/ ker(f) je oqigledno na, a inkluzija i : im(f) −→ Y data
sa i(y) = y je oqigledno 1-1. Tako�e je f(x) = i(f(x)) = i(f̄(x/ ker(f))) = i(f̄(π(x))) = i◦ f̄ ◦π(x),
pa je f = i ◦ f̄ ◦ π razlaga�e funkcije f u kompoziciju jedna 1-1 funckije, jedne bijekcije i
jedne na funkcije.

Kako je f̄ bijekcija, zak	uqujemo da je |X/ ker(f)| = |im(f)|. a

2.9 Kardinali ℵ0 i c

Prebrojiv skup Ka�emo da je skup A prebrojiv, tj. kardinalnosti ℵ0 (pixemo |A| = ℵ0),
ako postoji bijekcija izme�u A i N.

Skup mo�i kontinuuma Ka�emo da je skup A mo�i kontinuuma, tj. kardinalnosti c (pixemo
|A| = c), ako postoji bijekcija izme�u A i R.

Napomena Kako je kompozicija bijekcija bijekcija, ako postoji bijekcija A −→ B i ako je
|A| = ℵ0 ili |A| = c, tada je i |B| = ℵ0 ili |B| = c.

64. Ako je A1 ⊆ B ⊆ A i f : A −→ A1 bijekcija, tada postoji bijekcija g : A −→ B.

Rexe�e. Definixemo niz skupova An, Bn, n ≥ 0 sa: A0 = A, B0 = B, An+1 = f [An], Bn+1 =
f [Bn]. Kako je A1 ⊆ B0 ⊆ A0, indukcijom dobijamo da je An+1 ⊆ Bn ⊆ An, za sve n ≥ 0.
Definiximo niz Cn, n ≥ 0, sa Cn = An r Bn. Kako je f 1-1 imamo da je f [Cn] = f [An r Bn] =
f [An]r f [Bn] = An+1 rBn+1 = Cn+1.

Stavimo da je C =
⋃
n≥0

Cn iD = ArC. Tada je f [C] = f [
⋃
c≥0

Cn] =
⋃
c≥0

f [Cn] =
⋃
c≥0

Cn+1 =
⋃
c≥1

Cn.

Na slede�oj slici je prikazana situacija. An su kvadrati, Bn su krugovi. Skup C qine
ixrafirani delovi, skup D je bele boje.
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A0

A1

A2

B2

B1

B0

Lako se vidi da je A = C ∪D, C ∩D = ∅, B = f [C] ∪D, f [C] ∩D = ∅.
Definiximo preslikava�e g : A −→ B sa:

g(x) =

{
f(x) ako x ∈ C
x ako x ∈ D.

Kako je C ∩D = ∅ i C ∪D = A, ovo je dobro definisano preslikava�e na f [C] ∪D = B.
Doka�imo da je g bijekcija. Ako y ∈ B, tada va�i ili y ∈ f [C] ili y ∈ D. U prvom sluqaju

y = f(x) za neko x ∈ C, i tada je y = g(x), a u drugom je y = g(y). Prema tome g je na. Ako su
x1 6= x2 elementi iz A, tada imamo qetiri mogu�nosti: x1, x2 ∈ C, x1, x2 ∈ D, x1 ∈ C, x2 ∈ D i
x1 ∈ D, x2 ∈ C. Ako x1, x2 ∈ C, tada g(x1) = f(x1) 6= f(x2) = g(x2), jer je f 1-1. Ako x1, x2 ∈ D,
opet g(x1) = x1 6= x2 = g(x2). Ako x1 ∈ C, x2 ∈ D, tada g(x1) = f(x1) ∈ f [C], a g(x2) = x2 ∈ D,
pa kako f [C] ∩D = ∅ imamo g(x1) 6= g(x2). Sliqno, ako x1 ∈ D, x2 ∈ C dobijamo g(x1) 6= g(x2).
Dakle, g je 1-1. a

Kantor{Bernxtajnova teorema Ako postoje 1-1 funkcije A −→ B i B −→ A, tada postoji
bijekcija A −→ B.

Dokaz. Neka su f : A −→ B i g : B −→ A 1-1 funkcije. Tada je g ◦ f [A] ⊆ g[B] ⊆ A i
g ◦ f : A −→ g ◦ f [A] je bijekcija. Prema prethodnom zadatku postoji bijekcija A −→ g[B].
Tako�e je g : B −→ g[B] bijekcija, pa zak	uqujemo da postoji bijekcija A −→ B. a

65. Dokazati da su sled�ci skupovi prebrojivi:

1) N+; 2) 2N; 3) Z; 4) {0, 1, 2} × N.

Rexe�e. 1) Lako se vidi da je n 7→ n + 1 bijekcija N −→ N+. 2) Tako�e se lako vidi da je
n 7→ 2n bijekcija N −→ 2N.

3) Ideja konstrukcije bijekcije f : N −→ Z je slede�a: mo�emo da slikamo parne brojeve u
pozitivne cele brojeve, a neparne u negativne. Odgovaraju�a formula je:

f(n) =

{
n
2

ako je n parno
−n+1

2
ako je n neparno.

Lako je dokazati da je f bijekcija N −→ Z.
4) a
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66.

1) Dokazati |N× N| = ℵ0.

2) Ako |A| = |B| = ℵ0, dokazati da je |A×B| = ℵ0.

Rexe�e. a

67. Ako je A ⊆ N beskonaqan podskup, dokazati da je |A| = ℵ0.

Rexe�e. Poznato je da svaki podskup od N ima minimum. Definiximo niz podskupova od A,
An, i niz elemenata an ∈ A, za n ≥ 0, na slede�i naqin: A0 = A, a0 = minA0, An+1 = Anr {an}
i an+1 = minAn+1, za n ≥ 0. Primetimo da je oqigledno A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . .. Kako
je A beskonaqan, vidimo da su svi skupovi An neprazni. Tvrdimo da je f : N −→ A dato sa:
f(n) = an, bijekcija.

Ako je m 6= n, npr. m < n, tada am /∈ Am+1, pa kako je Am+1 ⊇ An, to am /∈ An. Tako�e,
an ∈ An, pa zak	uqujemo da am 6= an. Dakle, f je 1-1.

Ako a ∈ A, tada je {0, 1, 2, . . . , a}∩A konaqan skup koji ima k elemenata. Sada je lako videti
da je a = ak−1, xto dokazuje da je f na. a

68. (Kantorova teorema) Ne postoji na preslikava�e S −→ P(S).

Rexe�e. Pretpostavimo suprotno, da je f : S −→ P(S) na preslikava�e. Uoqimo skup
A = {x ∈ S | x /∈ f(x)}. Tada je A ∈ P(S), pa kako je f na imamo da je A = f(a) za neko a ∈ S.

Ako a ∈ A, tada a zadovo	ava formulu x /∈ f(x), tj. va�i a /∈ f(a), pa kako je f(a) = A

dobijamo a /∈ A. E
Ako a /∈ A, kako je A = f(a) imamo da a /∈ f(a), tj. a zadovo	ava formulu x /∈ f(x), pa po

definiciji skupa A zak	uqujemo da a ∈ A.E a

69. Ako postoji bijekcija X −→ Y , tada postoji bijekcija P(X) −→ P(Y ).

Rexe�e. Neka je f : X −→ Y . Definixemo preslikava�e f̄ : P(X) −→ P(Y ) sa: f̄(A) = f [A].
Ako je f̄(A1) = f̄(A2), tj. ako je f [A1] = f [A2], tada je f−1[f [A1]] = f−1[f [A2]]. Kako je f 1-1,

imamo da je f−1[f [Ai]] = Ai, pa se prethodna jednakost svodi na A1 = A2. Dakle, f̄ je 1-1.
Ako B ∈ P(Y ), kako je f na imamo da je B = f [f−1[B]] = f̄(f−1[B]), xto dokazuje da je f̄ na.

a

70. Dokazati da postoji bijekcija P(X) −→ 2X .

Rexe�e. Uoqimo preslikava�e χ : P(X) −→ 2X dato sa: χ(A) = χA (slika od A je karakter-
istiqna funkcija skupa A u univerzumu X). Znamo da je A1 = A2 akko χA1 = χA2 , xto dokazuje
da je χ 1-1.

Ako je f ∈ 2X , tada je f = χf−1[{1}]. Zaista: f(x) = 1 akko f(x) ∈ {1} akko x ∈ f−1[{1}] (po
definiciji inverzne slike) akko χf−1[{1}](x) = 1 (po definiciji karakteristiqe funkcije). a

Osnovna teorema aritmetike Svaki prirodan broj n > 1 se na jedinstven naqin mo�e pred-
staviti kao:

n = pα1
1 p

α2
2 . . . pαk

k ,

gde su p1 < p2 < . . . < pk prosti brojevi i α1, α2, . . . , αk ≥ 1.
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Euklidova teorema Postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva.
Iz Euklidove teoreme je skup prostih brojeva prebrojiv (kao beskonaqan podskup od N), pa

uoqimo rastu�i niz prostih brojeva p0, p1, p2, p3, p4, . . . (tada je p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5, p3 = 7, p4 =
11, . . .).

Koriste�i Kantor-Bernxtajnovu teoremu i Osnovnu teoremu aritmetike, mo�emo indirek-
tno dokazati da je |N×N| = ℵ0. Naime, oqigledno postoji 1-1 preslikava�e N −→ N×N, npr.
dato sa n 7→ (n, 0). Tako�e, imamo preslikava�e N × N −→ N dato sa (m,n) 7→ 2m · 3n, koje je
po Osnovnoj teoremi aritmetike 1-1. Prema Kantor-Bernxtajnovoj teoremi, postoji bijekcija
N −→ N× N, odakle je |N× N| = ℵ0.

71. Dokazati da je |Pfin(N)| = ℵ0, gde je Pfin(N) skup konaqnih podskupova od N.

Rexe�e. Koristimo Kantor-Bernxtajnovu teoremu. Preslikava�e n 7→ {n} je oqigledno
1-1 preslikava�e N −→ Pfin(N). Definixemo preslikava�e f : Pfin(N) −→ N sa: f(∅) = 1,

f(A) =
∏
i∈A

pi, gde je A neprazan konaqan podskup od N, a pi niz prostih brojeva. Prema Osnovnoj

teoremi aritmetike, f je 1-1. Prema Kantor-Bernxtajnovoj teoremi postoji bijekcija N −→
Pfin(N), odakle je |Pfin(N)| = ℵ0. a

3 Bulove algebre

Bulova algebra Bulova algebra je struktura

B = (B,∧,∨,′ , 0, 1)

gde su ∧ i ∨ binarne operacije na skupu B (koje zovemo infimum i supremum), ′ je unarna
operacija na B (koju zovemo komplement), 0 i 1 su dva elementa skupa B, i va�e slede�e
aksiome (za sve x, y, z ∈ B):

(1) x ∧ y = y ∧ x; x ∨ y = y ∨ x;

(2) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z); x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z);

(3) x ∨ 0 = x; x ∧ 1 = x;

(4) x ∨ x′ = 1; x ∧ x′ = 0;

(5) 0 6= 1.

Komutativnost i ostale aksiome Primetimo da zbog komutativnosti ∧ i ∨ va�i i:

0 ∨ x = x; 1 ∧ x = x;

x′ ∨ x = 1; x′ ∧ x = 0;

(x ∨ y) ∧ z = (x ∧ z) ∨ (y ∧ z); (x ∧ y) ∨ z = (x ∨ z) ∧ (y ∨ z).

Tako da nada	e ne�emo naglaxavati primenu komutativnosti (implicitno �emo je primen-
jivati).

Princip dualnosti ...

Prvi primer ...
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Drugi primer ...

72. Dokazati 0′ = 1 i 1′ = 0.

Rexe�e. Doka�imo samo 0′ = 1:

0′
3.
= 0′ ∨ 0

1.
= 0 ∨ 0′

4.
= 1.

a

73. Dokazati (x′)′ = x.

Rexe�e.

(x′)′ = (x′)′ ∨ 0

= (x′)′ ∨ (x ∧ x′)
= ((x′)′ ∨ x) ∧ ((x′)′ ∨ x′)
= ((x′)′ ∨ x) ∧ 1

= ((x′)′ ∨ x) ∧ (x′ ∨ x)

= ((x′)′ ∧ x′) ∨ x
= 0 ∨ x
= x.

a

74. Dokazati zakone idempotencije x ∧ x = x i x ∨ x = x.

Rexe�e. Doka�imo samo x ∧ x = x.

x ∧ x = (x ∧ x) ∨ 0

= (x ∧ x) ∨ (x ∧ x′)
= x ∧ (x ∨ x′)
= x ∧ 1

= x.

a

75. Dokazati x ∧ 0 = 0 i x ∨ 1 = 1.

Rexe�e. Doka�imo samo x ∧ 0 = 0.

x ∧ 0 = (x ∧ 0) ∨ 0

= (x ∧ 0) ∨ (x ∧ x′)
= x ∧ (0 ∨ x′)
= x ∧ x′

= 0.

a

76. Dokazati zakone apsorbcije x ∧ (x ∨ y) = x i x ∨ (x ∧ y) = x.
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Rexe�e. Doka�imo samo x ∧ (x ∨ y) = x.

x ∧ (x ∨ y) = (x ∨ 0) ∧ (x ∨ y)

= x ∨ (0 ∧ y)

= x ∨ 0

= x.

a

77. Dokazati x ∧ z = y ∧ z i x ∨ z = y ∨ z ako i samo ako x = y.

Rexe�e. (⇐) Ovaj smer je trivijalan.
(⇒) Pretpostavimo x ∧ z = y ∧ z i x ∨ z = y ∨ z.

x = x ∧ (x ∨ z)

= x ∧ (y ∨ z), po pretpostavci x ∨ z = y ∨ z
= (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

= (x ∧ y) ∨ (y ∧ z), po pretpostavci x ∧ z = y ∧ z
= (x ∨ z) ∧ y
= (y ∨ z) ∧ y, po pretpostavci x ∨ z = y ∨ z
= y.

a

78. Dokazati:

1) x ∨ z = y ∨ z i x ∨ z′ = y ∨ z′ ako i samo ako x = y;

2) x ∧ z = y ∧ z i x ∧ z′ = y ∧ z′ ako i samo ako x = y.

Rexe�e. Doka�imo samo prvo tvr�e�e. Drugo se dokazuje sliqno.
(⇐) Ovaj smer je trivijalan.
(⇒) Pretpostavimo x ∨ z = y ∨ z i x ∨ z′ = y ∨ z′.

x = x ∨ 0

= x ∨ (z ∧ z′)
= (x ∨ z) ∧ (x ∨ z′)
= (y ∨ z) ∧ (y ∨ z′), po pretpostavkama x ∨ z = y ∨ z, x ∨ z′ = y ∨ z′

= y ∨ (z ∧ z′)
= y ∨ 0

= y.

a

79. Dokazati asocijativne zakone x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z i x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z.

Rexe�e. Oznaqimo a = x ∧ (y ∧ z), b = (x ∧ y) ∧ z i c = x.
a ∨ c = (x ∧ (y ∧ z)) ∨ x = x, b ∨ c = ((x ∧ y) ∧ z) ∨ x = ((x ∧ y) ∨ x) ∧ (z ∨ x) = x ∧ (z ∨ x) = x.

Dakle, a ∨ c = b ∨ c.
a ∨ c′ = (x ∧ (y ∧ z)) ∨ x′ = (x ∨ x′) ∧ ((y ∧ z) ∨ x′) = 1 ∧ ((y ∧ z) ∨ x′) = (y ∧ z) ∨ x′,

b∨c′ = ((x∧y)∧z)∨x′ = ((x∧y)∨x′)∧(z∨x′) = ((x∨x′)∧(y∨x′))∧(z∨x′) = (1∧(y∨x′))∧(z∨x′) =
(y ∨ x′) ∧ (z ∨ x′) = (y ∧ z) ∨ x′. Dakle, a ∨ c′ = b ∨ c′.

Prema prethodnom zadatku a = b, tj. x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z. Sliqno se dokazuje i drugi
zakon. a
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80. Dokazati x ∧ y = 0 i x ∨ y = 1 ako i samo ako y = x′.

Rexe�e. (⇐) Ovaj smer sledi direktno iz aksiome 4.
(⇒) Pretpostavimo x ∧ y = 0 i x ∨ y = 1.

y = y ∨ 0

= y ∨ (x ∧ x′)
= (y ∨ x) ∧ (y ∨ x′)
= 1 ∧ (y ∨ x′), po pretpostavci x ∨ y = 1

= (x ∨ x′) ∧ (y ∨ x′)
= (x ∧ y) ∨ x′

= 0 ∨ x′, po pretpostavci x ∧ y = 0

= x′.

a

81. Dokazati De Morganove zakone (x ∧ y)′ = x′ ∨ y′ i (x ∨ y)′ = x′ ∧ y′.

Rexe�e. Oznaqimo a = x∧ y i b = x′ ∨ y′. a∧ b = (x∧ y)∧ (x′ ∨ y′) = (x∧ y ∧x′)∨ (x∧ y ∧ y′) =
(0∧y)∨(x∧0) = 0∨0 = 0, a∨b = (x∧y)∨(x′∨y′) = (x∨x′∨y′)∧(y∨x′∨y′) = (1∨y′)∧(1∨x′) = 1∧1 = 1.
Prema prethodnom zadatku je b = a′, tj. x′ ∨ y′ = (x ∧ y)′.

Sliqno dokazujemo i drugi zakon. a

82. Dokazati da su slede�e stvari ekvivalentne:

(1) x ∧ y = x; (2) x ∨ y = y; (3) x′ ∨ y = 1; (4) x ∧ y′ = 0.

Rexe�e. (1)⇒ (2): Pretpostavimo x ∧ y = x. Tada je x ∨ y = (x ∧ y) ∨ y = y.

(2)⇒ (3): Pretpostavimo x ∨ y = y. Tada je x′ ∨ y = x′ ∨ x ∨ y = 1 ∨ y = 1.

(3)⇒ (4): Pretpostavimo x′ ∨ y = 1. Tada je x ∧ y′ = x′′ ∧ y′ = (x′ ∨ y)′ = 1′ = 0.

(4) ⇒ (1): Pretpostavimo x ∧ y′ = 0. Tada je x ∧ y = (x ∧ y) ∨ 0 = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y′) =
x ∧ (y ∨ y′) = x ∧ 1 = x. a

Poredak Definixemo na B relaciju ≤ sa: x ≤ y ako i samo ako x∧y = x (prema prethodnom
zadatku ako i samo ako x ∨ y = y, x′ ∨ y = 1 ili x ∧ y′ = 0).

83. Dokazati da je ≤ poredak na B, tj. ≤ je refleksiva, antisimetriqna i tranzitivna
relacija.

Rexe�e. Kako je x ∧ x = x, to je x ≤ x, tj. ≤ je refleksivna.
Ako je x ≤ y i y ≤ x, tada je x ∧ y = x i x ∧ y = y. Odatle x = y, tj. ≤ je antisimetriqna.
Ako je x ≤ y i y ≤ z, tada je x ∧ y = x i y ∧ z = y. x ∧ z = x ∧ y ∧ y = x ∧ y = x, odakle je

x ≤ z, tj. ≤ je tranzitivna. a

84. Dokazati:

1) 0 ≤ x i x ≤ 1;

2) ako x ≤ y i u ≤ v, tada x ∧ u ≤ y ∧ v i x ∨ u ≤ y ∨ v;

3) x ≤ y ako i samo ako y′ ≤ x′.
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Rexe�e. 1) 0 ≤ x jer 0 ∧ x = 0, i x ≤ 1 jer x ∧ 1 = x.

2) Neka je x ≤ y i u ≤ v, tj. x ∧ y = x i u ∧ v = u, ali tako�e x ∨ y = y i u ∨ v = v. Tada
(x∧u)∧(y∧v) = (x∧y)∧(u∧v) = x∧u, tj. x∧u ≤ y∧v. Tako�e, (x∨u)∨(y∨v) = (x∨y)∨(u∨v) = y∨v,
tj. x ∨ u ≤ y ∨ v.

3) x ≤ y ako i samo ako x ∧ y = x ako i samo ako (x ∧ y)′ = x′ ako i samo ako x′ ∨ y′ = x′ ako
i samo ako y′ ≤ x′. a

85. Dokazati:

1) x ∧ y ≤ x, y i x, y ≤ x ∨ y;

2) ako z ≤ x, y, tada z ≤ x ∧ y.

3) ako x, y ≤ z, tada x ∨ y ≤ z.

Rexe�e. 1)(x ∧ y) ∧ x = (x ∧ x) ∧ y = x ∧ y, pa je x ∧ y ≤ x. Sliqno, x ∧ y ≤ y. Tako�e,
x ∧ (x ∨ y) = x, pa je x ≤ x ∨ y. Sliqno, y ≤ x ∨ y.

2) Neka z ≤ x, y. Tada z = z ∧ z ≤ x ∧ y.
3) Neka x, y ≤ z. Tada x ∨ y ≤ z ∨ z = z. a

Lindenbaumova algebra ...

TEKST NADA�E SU VE�BE IZ XKOLSKE 2013/14.

Iskazna algebra

Oznaqimo sa 2 skup {0, 1}. Na skupu 2 definixemo jednu unarnu operaciju: negacija (¬), i
slede�e binarne operacije: konjukcija (∧), disjunkcija (∨), implikacija (⇒), ekvivalencija
(⇔), ekskluzivna disjunkcija (Y), Xeferova operacija (↑) i Lukaxieviqeva operacija (↓),
koje su date slede�im tablicama:

a ¬a
0 1
1 0

a b a ∧ b a ∨ b a⇒ b a⇔ b a Y b a ↑ b a ↓ b
0 0 0 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0

Neke osobine ovih operacija

• ∧,∨,⇔,Y, ↑, ↓ su komutativne, xto se lako vidi iz tablice;

• ⇒ nije komutativna, jer 0⇒ 1 = 1, a 1⇒ 0 = 0;

• ∧,∨,⇔,Y su asocijativne (Proverite!);

• ⇒ nije asocijativna, jer 0⇒ (1⇒ 0) = 0⇒ 0 = 1, a (0⇒ 1)⇒ 0 = 1⇒ 0 = 0;

• ↑, ↓ nisu asocijativne, jer npr. 0 ↑ (1 ↑ 1) = 0 ↑ 0 = 1, a (0 ↑ 1) ↑ 1 = 1 ↑ 1 = 0 i sliqno
0 ↓ (1 ↓ 1) = 0 ↓ 0 = 1, a (0 ↓ 1) ↓ 1 = 0 ↓ 1 = 0;

• ¬(¬a) = a, a ⇒ b = (¬a) ∨ b = ¬(a ∧ (¬b)), ¬(a ∧ b) = (¬a) ∨ (¬b), ¬(a ∨ b) = (¬a) ∧ (¬b),
xto se lako da izraqunati;

• a Y b = ¬(a⇔ b), a ↑ b = ¬(a ∧ b), a ↓ b = ¬(a ∨ b), xto se vidi iz tablice.
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Dogovor o prioritetima i brisa�u zagrada Uvodimo dogovor da je ¬ "najvixeg" prior-
iteta, ∧,∨, ↑, ↓ su "sred�eg prioriteta", a ⇒,⇔,Y su "najni�eg" prioriteta. Ovo znaqi da
kada napixemo ¬a ⇒ b, to znaqi (¬a) ⇒ b, a ne ¬(a ⇒ b). Sliqno a ∧ b ⇒ c ∨ d znaqi
(a ∧ b) ⇒ (c ∨ d), a ne neki drugi raspored zagrada. Ovo tako�e znaqi da zapisi a ∧ b ∨ c,
a⇒ b⇒ c i a⇒ b⇔ c nemaju smisla, i da moramo postaviti zagrade. Zapisi a∧ b∧ c, a∨ b∨ c,
a ⇔ b ⇔ c imaju smisla jer smo uoqili da za ove operacije va�i asocijativnost, dok zapis
a⇒ b⇒ c nikada ne�e imati smisla bez postav	enih zagrada.

Iskazna logika

Iskazni jezik qine slede�i simboli:

1. veznici: ¬,∧,∨,⇒,⇔,Y, ↑, ↓;

2. skup iskaznih slova P (ako se ne ka�e drugaqije, pretpostav	amo da je P prebrojiv;
iskazna slova obiqno oznaqavamo sa p, q, r, s, . . . , p0, p1, p2, . . . , pn, . . .);

3. pomo�ni simboli: ( ).

Iskazna formula se gradi na slede�i naqin:

1. iskazno slovo je iskazna formula;

2. ako su F i G iskazne formule, tada su (¬F ), (F ∧G), (F ∨G), (F ⇒ G), (F ⇔ G), (F YG),
(F ↑ G), (F ↓ G) iskazne formule;

3. svaka iskazna formula se dobija konaqnom primenom koraka 1. i 2.

Skup izkaznih formula oznaqavamo sa For.

Napomene

• Prema definiciji svaka formula u sebi sadr�i samo konaqan broj simbola; dakle, ne
postoji formula koja u sebi ima beskonaqan niz simbola.

• Strogo formalno gledano ¬p, ¬¬p, p ∧ ¬q, ¬p ⇒ q nisu formule. Xta jesu formule?
(¬p), (¬(¬p)), (p ∧ (¬q)), ((¬p)⇒ q) i (¬(p⇒ q)) jesu.

• Dogovorimo se da obrixemo zagrade ako je nedvosmisleno kako je formula izgra�ena. To
znaqi da �emo ¬p, ¬¬p i p ∧ ¬q, jer je zaista nedvosmisleno kako su one izgra�ene. Ali
nije nedvosmisleno kako je ¬p⇒ q izgra�ena!

• Dogovorimo se o prioritetu veznika: ¬ je "najvixeg" prioriteta, ∨,∧, ↑, ↓ su "sred�eg
prioriteta", a ⇒,⇔,Y su najni�eg prioriteta. Tada je jasno da je ¬p ⇒ q zapravo
formula ((¬p)⇒ q), i da je p ∧ q ⇒ r ∨ s formula ((p ∧ q)⇒ (r ∨ s)).

• Kod p∧ q∧ r, p∧ q∨ r, p⇒ q ⇒ r, p⇔ q ⇔ r i da	e nije jasno kako smo ih izgradili, tako
da one i da	e nisu formule. Zbog nekih osobina koje �emo uvesti, za prvu i posled�u od
�ih �e biti svejedno kojim redosledom su izgra�ene, pa �emo ih zbog toga tako zapisivati,
dok za drugu i tre�u nikada ne�e biti jasno kako smo ih izgradili, tj. �ih nikada ne�emo
smatrati formulama.

Valuacija je bilo koje preslikava�e v : P −→ 2. Dakle, to je preslikava�e koje svakom
iskaznom slovu dode	uje vrednost 0 (tada ka�emo da je to slovo u valuaciji v netaqno) ili 1
(tada ka�emo da je to slovo u valuaciji v taqno). Ako je p ∈ P , a ∈ 2 i v(p) = a, tada �emo
kra�e zapisivati p =v a. Budite pa�	ivi, ovde definixemo oznaku =v i oqekujemo da je sa
�ene leve strane element iz P , a sa �ene desne strane element iz 2.
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Interpretacija pri valuaciji v Ako je data valuacija v, interpretacija pri valuaciji v
je preslikava�e v̂ : For −→ 2 definisano sa:

• v̂(p) = v(p), za p ∈ P ;

• v̂(¬F ) = ¬v̂(F ), za F ∈ For;

• v̂(F ? G) = v̂(F ) ? v̂(G), za F,G ∈ For i ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔,Y, ↑, ↓}.
Primetite da su oznake ¬,∧,∨,⇒,⇔,Y, ↑, ↓ na levoj strani jednakosti oznake za logiqke
veznike, dok su na desnoj strani to oznake za operacije iskazne algebre. Dakle, interpretacija
pri valuaciji v svakoj formuli dode	uje vrednost 0 (tada ka�emo da je ta formula netaqna u
valuaciji v) ili 1 (tada ka�emo da je ta formula taqna u valuaciji v). Ako je F ∈ For, a ∈ 2
i v̂(F ) = a, tada �emo kra�e zapisivati F =v a. Ovim smo proxirili definiciju oznake =v,
i tada je sa �ene leve strane iskazna formula, a sa �ene desne strane element iz 2.

Tautologija i kontradikcija Za formulu F ka�emo da je tautologija, ako za svaku valuaciju
v : P −→ 2 va�i F =v 1, tj. ako je F taqna u svakoj valuaciji. Formula F je kontradikcija,
ako za svaku valuaciju v : P −→ 2 va�i F =v 0, tj. ako je F netaqna u svakoj valuaciji.

Komentar Ve� smo primetili da svaka formula u sebi sadr�i samo konaqno mnogo simbola,
pa prema tome sadr�i i samo konaqno mnogo iskaznih slova iz P . Za formulu F , sa P (F )
oznaqavamo (konaqan) skup iskaznih slova koji se u �oj pojav	uju. Tako�e mo�emo da prime-
timo (to �emo kasnije i strogo dokazati) da vrednost formule F u valuaciji v zavisi samo
od vrednosti valuacije v na skupu slova formule F , P (F ). Prema tome, da li je formula
tautologija/kontradikcija mo�emo da ka�emo ve� ako izraqunamo �ee vrednosti u svim val-
uacijama v : P (F ) −→ 2, kojih vixe nema beskonaqno, ve� ih ima 2n, gde je n broj slova koji se
pojav	uje u formuli F .

Tautologije

Va�ne tautologije

1. p ∨ ¬p;

2. (p⇒ q)⇔ ¬p ∨ q;

3. (p⇔ q)⇔ (p⇒ q) ∧ (q ⇒ p);

4. ¬¬p⇔ p;

5. p ∧ p⇔ p, p ∨ p⇔ p;

6. p ∧ (q ∧ r)⇔ (p ∧ q) ∧ r, p ∨ (q ∨ r)⇔ (p ∨ q) ∨ r;

7. p ∧ q ⇔ q ∧ p, p ∨ q ⇔ q ∨ p;

8. p ∧ (p ∨ q)⇔ p, p ∨ (p ∧ q)⇔ p;

9. p ∧ (q ∨ r)⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r), p ∨ (q ∧ r)⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r);

10. ¬(p ∧ q)⇔ ¬p ∨ ¬q, ¬(p ∨ q)⇔ ¬p ∧ ¬q.

86. Svo�e�em na protivreqnost dokazati da je formula tautologija:

1. p ∧ (p⇒ q)⇒ q;

2. (p⇒ (q ⇒ r))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r));

3. (p ∨ q ⇒ r)⇔ (p⇒ r) ∧ (q ⇒ r).
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Rexe�e.

1. Pretpostavimo suprotno da formula p ∧ (p ⇒ q) ⇒ q nije tautologija. Po definiciji
to znaqi da postoji valuacija v takva da p ∧ (p ⇒ q) ⇒ q =v 0. Tada je p ∧ (p ⇒ q) =v 1
i q =v 0. Iz prve jednakosti je tada p =v 1 i p ⇒ q =v 1 (?). No tada iz p =v 1 i q =v 0
sledi p⇒ q =v 0, xto je u kontradikciji sa (?).

2. Pretpostavimo suprotno da formula (p ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((p ⇒ q) ⇒ (p ⇒ r)) nije tau-
tologija. Tada postoji valuacija v takva da (p ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((p ⇒ q) ⇒ (p ⇒ r)) =v 0.
Tada je p ⇒ (q ⇒ r) =v 1 (?) i (p ⇒ q) ⇒ (p ⇒ r) =v 0. Iz druge jednakosti je da	e
p⇒ q =v 1 i p⇒ r =v 0, iz koje je da	e p =v 1 i r =v 0. Kako je p⇒ q =v 1 i p =v 1, to je i
q =v 1. Konaqno, tada je p⇒ (q ⇒ r) =v 1⇒ (1⇒ 0) = 1⇒ 0 = 0, xto je u kontradikciji
sa (?).

3. Pretpostavimo suprotno da formula (p ∨ q ⇒ r) ⇔ (p ⇒ r) ∧ (q ⇒ r) nije tautologija.
Tada postoji valuacija v takva da (p ∨ q ⇒ r) ⇔ (p ⇒ r) ∧ (q ⇒ r) =v 0. Imamo dva
sluqaja.

(1) p ∨ q ⇒ r =v 1 (?) i (p ⇒ r) ∧ (q ⇒ r) =v 0. Iz druge jednakosti zak	uqujemo da je
p⇒ r =v 0 ili q ⇒ r =v 0, pa imamo dva podsluqaja.

i. p⇒ r =v 0. Odavde je p =v 1 i r =v 0. Tada je p∨q ⇒ r =v 1∨v(q)⇒ 0 = 1⇒ 0 = 0,
xto je u kontradikciji sa (?).

ii. q ⇒ r =v 0. Odavde je q =v 1 i r =v 0. Tada je p∨q ⇒ r =v v(p)∨1⇒ 0 = 1⇒ 0 = 0,
xto je u kontradikciji sa (?).

Kako oba podsluqaja nisu mogu�a, to ni prvi sluqaj nije mogu�.

(2) p∨q ⇒ r =v 0 i (p⇒ r)∧(q ⇒ r) =v 1. Iz prve jednakosti zak	uqujemo da je p∨q =v 1
(]) i r =v 0, a iz druge da je p ⇒ r =v 1 i q ⇒ r =v 1. Kako je p ⇒ r =v 1 i r =v 0,
zak	uqujemo i da je p =v 0, i sliqno iz q ⇒ r =v 1 i r =v 0 sledi da je q =v 0. No,
tada je p ∨ q =v 0 ∨ 0 = 0, xto je u kontradikciji sa (]).

Kako oba sluqaja nisu mogu�a, to ni polazna pretpostavka ne va�i.

a

87. Neka su A, B, C, D proizvo	ne iskazne formule.

1. Ako su A⇒ B ∨ C, B ⇒ C i C YD tautologije, dokazati da je i D ⇒ ¬A tautologija.

2. Ako je A ∨ B tautologija i C ∧ D kontradikcija, dokazati da je (B ⇒ D) ⇒ (C ⇒ A)
tautologija.

Rexe�e.

1. Pretpostavimo suprotno, da D ⇒ ¬A nije tautologija. Tada postoji valuacija v takva da
D ⇒ ¬A =v 0. Tada je D =v 1 i ¬A =v 0, tj. A =v 1. Iz D =v 1 i C YD =v 1 (jer je C YD
tautologija) sledi da je C =v 0. Iz C =v 0 i B ⇒ C =v 1 (jer je B ⇒ C tautologija)
sledi B =v 0. Tada je A ⇒ B ∨ C =v 1 ⇒ 0 ∨ 0 = 1 ⇒ 0 = 0, xto je kontardikcija sa
pretpostavkom da je A⇒ B ∨ C tautologija.

2. Pretpostavimo suprotno, da (B ⇒ D) ⇒ (C ⇒ A) tautologija. Tada postoji valuacija v
takva da je (B ⇒ D) ⇒ (C ⇒ A) =v 0, tj. B ⇒ D =v 1 (?) i C ⇒ A =v 0, odakle je i
C =v 1 i A =v 0. Iz A =v 0 i A∨B =v 1 (jer je A∨B tautologija) sledi B =v 1. Iz C =v 1
i C ∧ D =v 0 (jer je C ∧ D kontradikcija) sledi D =v 0. Tada je B ⇒ D =v 1 ⇒ 0 = 0,
xto je u kontradikciji sa (?).

a

41



88. Tabliqnom metodom dokazati da je formula tautologija:

1. (p⇒ q)⇔ (¬q ⇒ ¬p);

2. (p⇒ q) ∧ (p⇒ r)⇔ (p⇒ q ∧ r).

Rexe�e.

1. Doka�imo da je formula taqna u svim valuacijama:

p q ¬p ¬q p⇒ q ¬q ⇒ ¬p formula
1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1

2. Doka�imo da je formula taqna u svim valuacijama:

p q r A = p⇒ q B = p⇒ r C = q ∧ r A ∧B p⇒ C formula
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 1 1

a

89. Nizovi formula An i Bn su definisani sa:

A0 = p, B0 = q, An+1 = An ∧Bn, Bn+1 = Bn ⇒ An, n ≥ 0.

Dokazati da nijedna formula An i nijedna formula Bn nije ni tautologija ni kontradikcija.

Rexe�e. Napiximo tablice prvih nekoliko qlanova datih nizova.

p = A0 q = B0 A1 B1 A2 B2 A3 B3

0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Inspirisani tablicom �emo dokazati nekoliko tvr�e�a, iz kojih direktno sledi rexe�e za-
datka.

Tvr�e�e 1. Neka je u proizvo	na valuacija takva da je u(p) = 0. Tada je An =u 0, n ≥ 0.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Za n = 0, A0 = p =u 0, po izboru valuacije u.
Doka�imo korak n → n + 1. Pretpostavimo da An =u 0. Tada je An+1 = An ∧ Bn =u

0 ∧ û(Bn) = 0. �

Tvr�e�e 2. Neka je u proizvo	na valuacija takva da je u(p) = 0 i u(q) = 0. Tada je B2n =u 0,
B2n+1 =u 1, n ≥ 0.
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Dokaz. Kako valuacija u zadovo	ava uslove Tvr�e�a 1, to je An =u 0. Dokaz Tvr�e�a 2.
izvodimo indukcijom po n. Za n = 0, B0 = q =u 0, i B1 = q ⇒ p =u 0 ⇒ 0 = 1, po izboru
valuacije u.

Doka�imo korak n → n + 1. Pretpostavimo da B2n =u 0 i B2n+1 =u 1. Tada je B2n+2 =
B2n+1 ⇒ A2n+1 =u 1⇒ 0 = 0, i B2n+3 = B2n+2 ⇒ A2n+2 =u 0⇒ 0 = 1. �

Tvr�e�e 3. Neka je u proizvo	na valuacija takva da je u(p) = 0 i u(q) = 1. Tada je B2n =u 1,
B2n+1 =u 0, n ≥ 0.

Dokaz. Kako valuacija u zadovo	ava uslove Tvr�e�a 1, to je An =u 0. Dokaz Tvr�e�a 3.
izvodimo indukcijom po n. Za n = 0, B0 = q =u 1, i B1 = q ⇒ p =u 1 ⇒ 0 = 0, po izboru
valuacije u.

Doka�imo korak n → n + 1. Pretpostavimo da B2n =u 1 i B2n+1 =u 0. Tada je B2n+2 =
B2n+1 ⇒ A2n+1 =u 0⇒ 0 = 1, i B2n+3 = B2n+2 ⇒ A2n+2 =u 1⇒ 0 = 0. �

Tvr�e�e 4. Neka je u proizvo	na valuacija takva da je u(p) = 1 i u(q) = 1. Tada je An =u 1,
Bn =u 1, n ≥ 0.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Za n = 0, A0 = p =u 1, i B0 = q =u 1, po izboru
valuacije u.

Doka�imo korak n→ n+1. Pretpostavimo da An =u 1 i Bn =u 1. Tada je An+1 = An∧Bn =u

1 ∧ 1 = 1, i Bn+1 = Bn ⇒ An =u 1⇒ 1 = 1. �

Prema Tvr�e�u 1. nijedna formule An nije tautologija, a prema Tvr�e�u 4. nijedna for-
mula An nije kontradikcija. Prema Tvr�e�u 4. nijedna formulaBn tako�e nije kontradikcija.
Prema Tvr�e�u 2. nijedna parno indeksirana formula Bn nije tautologija, a prema Tvr�e�u
3. nijedna neparno indeksirana formula Bn nije tautologija. a

90. Nizovi formula An i Bn su definisani sa:

A0 = p, B0 = q, An+1 = (An ⇒ Bn)⇒ An, Bn+1 = An ⇒ Bn, n ≥ 0.

Dokazati da nijedna formula An i nijedna formula Bn nije ni tautologija ni kontradikcija.

Rexe�e. Napiximo tablice prvih nekoliko qlanova datih nizova.

p = A0 q = B0 A1 B1 A2 B2

0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1

Inspirisani tablicom �emo dokazati nekoliko tvr�e�a, iz kojih direktno sledi rexe�e za-
datka.

Tvr�e�e 1. Neka je u proizvo	na valuacija takva da je u(p) = 0 i u(q) = 1. Tada je An =u 0
i Bn =u 1, n ≥ 0.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Za n = 0, A0 = p =u 0 i B0 = q =u 1, po izboru
valuacije u.

Doka�imo korak n → n + 1. Pretpostavimo da An =u 0 i Bn =u 1. Tada je An+1 = (An ⇒
Bn)⇒ An =u (0⇒ 1)⇒ 0 = 1⇒ 0 = 0, i Bn+1 = An ⇒ Bn =u 0⇒ 1 = 1. �
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Tvr�e�e 2. Neka je u proizvo	na valuacija takva da je u(p) = 1 i u(q) = 0. Tada je An =u 1
i Bn =u 0, n ≥ 0.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Za n = 0, A0 = p =u 1 i B0 = q =u 0, po izboru
valuacije u.

Doka�imo korak n → n + 1. Pretpostavimo da An =u 1 i Bn =u 0. Tada je An+1 = (An ⇒
Bn)⇒ An =u (1⇒ 0)⇒ 1 = 0⇒ 1 = 1, i Bn+1 = An ⇒ Bn =u 1⇒ 0 = 0. �

Prema Tvr�e�u 1. nijedna formula An nije tautologija i nijedna formula Bn nije kon-
tradikcija. Prema Tvr�e�u 2. nijedna formula An nije kontradikcija i nijedna formula Bn

nije tautologija. a

91. Niz formula An je definisan sa:

A0 = p, A1 = (q ⇒ (p⇒ q))⇒ ¬p, An+2 = An+1 ⇔ An, n ≥ 0.

Ispitati koji qlanovi niza An su tautologija, a koji kontradikcije.

Rexe�e. Napiximo tablice prvih nekoliko qlanova datog niza.

p q A0 A1 A2 A3 A4 A5

0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0

Inspirisani tablicom �emo dokazati dva tvr�e�a, iz kojih direktno sledi rexe�e zadatka.

Tvr�e�e 1. Neka je v valuacija takva da v(p) = 0. Tada: A3n =v 0, A3n+1 =v 1, A3n+2 =v 0, za
n ≥ 0.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Za n = 0 tvr�e�e sledi prema prva dva reda tablice
za A0, A1 i A2.

Pretpostavimo da va�i: A3n =v 0, A3n+1 =v 1, A3n+2 =v 0, i doka�imo: A3n+3 =v 0, A3n+4 =v

1, A3n+5 =v 0.

A3n+3 = A3n+2 ⇔ A3n+1
ih
= v 0 ⇔ 1 = 0; A3n+4 = A3n+3 ⇔ A3n+2 =v 0 ⇔ 0 = 1; A3n+5 =

A3n+4 ⇔ A3n+3 =v 1⇔ 0 = 0. �

Tvr�e�e 2. Neka je v valuacija takva da v(p) = 1. Tada: A3n =v 1, A3n+1 =v 0, A3n+2 =v 0, za
n ≥ 0.

Dokaz. Dokaz se izvodi indukcijom po n, sliqno prethodnom. Dokaz ostav	amo za ve�bu. �

Posledica. Direktno prema tvr�e�ima sledi: A3n i A3n+1 nisu niti kontradikcije niti
tautologije, za sve n ≥ 0. A3n+2 su kontradikcije, za n ≥ 0. a

92. Nizovi formula An, Bn, Cn su definisani sa:

A0 = p, B0 = ¬p, C0 = p⇒ p, An+1 = Bn ⇒ Cn, Bn+1 = Cn ⇒ An, Cn+1 = An ⇒ Bn, n ≥ 0.

Ispitati koji qlanovi ovih nizova su tautologije, a koji kontradikcije.
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Rexe�e. Napiximo tablice prvih nekoliko qlanova datih nizova.

p A0 B0 C0 A1 B1 C1 A2 B2 C2 A3 B3 C3

0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1

Inspirisani tablicom �emo dokazati dva tvr�e�a, iz kojih direktno sledi rexe�e zadatka.

Tvr�e�e 1. Neka je v valuacija takva da v(p) = 0. Tada za n ≥ 0:

A3n =v 0; B3n =v 1; C3n =v 1;
A3n+1 =v 1; B3n+1 =v 0; C3n+1 =v 1;
A3n+2 =v 1; B3n+2 =v 1; C3n+2 =v 0.

Dokaz. Tvr�e�e dokazujemo indukcijom po n. Za n = 0 tvr�ene va�i, xto se lako vidi iz
tablice. Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za n i doka�imo ga za n+ 1.

A3n+3 = B3n+2 ⇒ C3n+2
ih
= v 1⇒ 0 = 0.

B3n+3 = C3n+2 ⇒ A3n+2
ih
= v 0⇒ 1 = 1.

C3n+3 = A3n+2 ⇒ B3n+2
ih
= v 1⇒ 1 = 1.

A3n+4 = B3n+3 ⇒ C3n+3 =v 1⇒ 1 = 1.
B3n+4 = C3n+3 ⇒ A3n+3 =v 1⇒ 0 = 0.
C3n+4 = A3n+3 ⇒ B3n+3 =v 0⇒ 1 = 1.
A3n+5 = B3n+4 ⇒ C3n+4 =v 0⇒ 1 = 1.
B3n+5 = C3n+4 ⇒ A3n+4 =v 1⇒ 1 = 1.
C3n+5 = A3n+4 ⇒ B3n+4 =v 1⇒ 0 = 0. �

Tvr�e�e 2. Neka je v valuacija takva da v(p) = 0. Tada za n ≥ 0:

A3n =v 1; B3n =v 0; C3n =v 1;
A3n+1 =v 1; B3n+1 =v 1; C3n+1 =v 0;
A3n+2 =v 0; B3n+2 =v 1; C3n+2 =v 1.

Dokaz. Sliqno kao dokaz prethodnog tvr�e�a. �

Posledica. Prema tvr�e�ima formle C3n, A3n+1 i B3n+2 su tautologije, za n ≥ 0, dok ostale
formule nisu ni tautologije ni kontradikcije. a

Elementarna ekvivalencija, slo�enost

Elementarna ekvivalencija Ka�emo da su formule A i B elementarno ekvivalentne, u
oznaci A ≡ B, ako je A ⇔ B tautologija. Drugim reqima, ako za svaku valuaciju v va�i
v̂(A) = v̂(B).

93. Dokazati da je ≡ relacija ekvivalencije na skupu For.

Rexe�e. Neka je v proizvo	na valuacija. Kako je v̂(A) = v̂(A), va�i A ≡ A, tj. ≡ je
refleksivna.

Ako je A ≡ B, tada je v̂(A) = v̂(B), pa je i v̂(B) = v̂(A), tj. B ≡ A. Dakle, ≡ je simetriqna.
Ako je A ≡ B i B ≡ C, tada je v̂(A) = v̂(B) i v̂(B) = v̂(C), pa je i v̂(A) = v̂(c), tj. A ≡ C.

Dakle, ≡ je i tranzitivna. a
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94. Neka je A ≡ B i C ≡ D. Dokazati da je tada ¬A ≡ ¬B i A ? C ≡ B ? D, za sve
? ∈ {∧,∨,⇒,⇔,Y, ↑, ↓}.

Rexe�e. Neka je v proizvo	na valuacija. Iz A ≡ B sledi v̂(A) = v̂(B), odakle je i ¬v̂(A) =
¬v̂(B), pa je po definiciji interpretacije i v̂(¬A) = v̂(¬B), tj. ¬A ≡ ¬B.

Neka je v proizvo	na valuacija. Iz A ≡ B sledi v̂(A) = v̂(B), i iz C ≡ D sledi v̂(C) =
v̂(D). Tada je za svaki veznik ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔,Y, ↑, ↓} va�i v̂(A?C) = v̂(A)?v̂(C) = v̂(B)?v̂(D) =
v̂(B?D). Dakle, A?C ≡ B?D, gde prva i tre�a jednakost va�i po definiciji interpretacije,
a druga va�i iz prethodnih jednakosti. a

Slo�enost formule Slo�enost formule A je broj veznika u formuli A, koji oznaqavamo
sa sl(A). Induktivno sl(A) mo�emo da definixemo na slede�i naqin: sl(p) = 0, za p ∈ P ;
sl(¬A) = 1 + sl(A), sl(A ∧B) = 1 + sl(A) + sl(B) i sliqno za ostale veznike.

95. Neka je F formula i u i v dve valuacije takve da u(p) = v(p), za sve p ∈ P (F ) (dakle,
u i v se poklapaju na slovima formule F ). Dokazati da je û(F ) = v̂(F ). Drugim reqima,
dokazati da vrednost formule F u nekoj valuaciji zavisi samo od vrednosti te valuacije na
slovima formule F .

Rexe�e. Dokaz izvodimo indukcijom po slo�enosti formule F .
Ako je sl(F ) = 0, tada je F = p, za neko p ∈ P . Primetite da je tada P (F ) = {p}, pa prema

pretpostavci u(p) = v(p), odakle je û(p) = v̂(p), tj. û(F ) = v̂(F ).
Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za formule slo�enosti ma�e od n. I neka je F formula

slo�enosti n. Tada je F = ¬G ili F = G ? H, gde ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔,Y, ↑, ↓}.
Neka je najpre F = ¬G. Primetite tada da je P (F ) = P (G), ali tada je i sl(G) = sl(F )−1 =

n−1 < n, pa za G va�i induktivna hipoteza. Kako se u i v poklapaju na P (G), po induktivnoj
hipotezi je û(G) = v̂(G). Konaqno je û(F ) = û(¬G) = ¬û(G) = ¬v̂(G) = v̂(¬G) = v̂(F ).

Neka je sada F = G?H. Primetite da je P (G), P (H) ⊆ P (F ), pa se u i v poklapaju na slovima
formule G, kao i na slovima formule H. Tako�e, sl(G), sl(H) < n, pa prema induktivnoj
hipotezi va�i û(G) = v̂(G) i û(H) = v̂(H). Konaqno, û(F ) = û(G ? H) = û(G) ? û(H) =
v̂(G) ? v̂(H) = v̂(G ? h) = v̂(F ). a

96. Neka su A i B iskazne formule takve da: A nije kontradikcija, B nije tautologija i
A⇒ B jeste tautologija. Dokazati da P (A) ∩ P (B) 6= ∅.

Rexe�e. Kako A nije kontradikcija, izaberimo valuaciju u takvu da je A =u 1. Kako B nije
tautologija, izaberimo valuaciju v takvu da je B =v 0.

Ako je P (A) ∩ P (B) = ∅, tada je dobro definisana valuacija w sa:

w(p) =

 u(p) , p ∈ P (A)
v(p) , p ∈ P (B)

0 , p /∈ P (A) ∪ P (B)

Kako je u |P (A)= w |P (A), tada je ŵ(A) = û(A) = 1, a kako je v |P (B)= w |P (B), tada je ŵ(B) =
v̂(B) = 0. Tada je A⇒ B =w 1⇒ 0 = 0, xto je kontradikcija sa � A⇒ B. a

97. Neka je F (p1, p2, . . . , pk) formula u kojoj se po	av	uju samo slova (mo�da ne sva)
p1, p2, . . . , pk. Neka su A1, A2, . . . , Ak proizvo	ne formule. Ako je F (p1, p2, . . . , pk) tautologija,
dokazati da je i F (A1, A2, . . . , Ak) tautologija. (F (A1, A2, . . . , Ak) je formula dobijena posle
zamene svakog pojav	iva�a slova pi formulom Ai.)
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Rexe�e. Ako je v valuacija, uoqimo neku (bilo koju) valuaciju v′ takvu da v′(pi) = v̂(Ai), za
1 ≤ i ≤ k. Doka�imo da je v̂′(F (p1, . . . , pk)) = v̂(F (A1, . . . , Ak)).

Dokaz izvodimo indukcijom po slo�enosti formule F . Za bazu indukcije, pretpostavimo
da je sl(F ) = 0. Tada je F (p1, . . . , pk) = pi, za neko 1 ≤ i ≤ k. Primetimo da je tada
F (A1, . . . , Ak) = Ai. Raqunamo v̂′(F (p1, . . . , pk)) = v̂′(pi) = v′(pi) = v̂(Ai) = v̂(F (A1, . . . , Ak)),
xto dokazuje bazu indukcije.

Pretpostavimo da tv�e�e va�i za formule slo�enosti ma�e od n, i neka je sl(F ) = n. Tada
je F = ¬G ili F = G ? H, za neko ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔,Y, ↑, ↓}.

U prvom sluqaju F = ¬G imamo da je sl(G) = sl(F ) − 1 = n − 1 < n, pa za G va�i in-
duktivna hipoteza, tj. v̂′(G(p1, . . . , pk)) = v̂(G(A1, . . . , Ak)). Sada raqunamo: v̂

′(F (p1, . . . , pk)) =
v̂′(¬G(p1, . . . pk)) = ¬v̂′(G(p1, . . . , pk)) = ¬v̂(G(A1, . . . Ak)) = v̂(¬G(A1, . . . Ak)) = v̂(F (A1, . . . Ak)).

U drugom sluqaju F = G ? H imamo da je sl(G), sl(H) < n, pa za G i H va�i induktivna
hipoteza, tj. v̂′(G(p1, . . . , pk)) = v̂(G(A1, . . . , Ak)) i v̂

′(H(P1, . . . , pk)) = v̂(H(A1, . . . , Ak)). Sada
raqunamo: v̂′(F (p1, . . . , pk)) = v̂′(G(p1, . . . pk)?H(p1, . . . , pk)) = v̂′(G(p1, . . . , pk))?v̂

′(H(p1, . . . , pk)) =
v̂(G(A1, . . . Ak)) ? v̂(H(A1, . . . , Ak)) = v̂(G(A1, . . . Ak) ? H(A1, . . . , Ak)) = v̂(F (A1, . . . Ak)).

Sada mo�emo da doka�emo tvr�e�e zadatka. Neka je v proizvo	na valuacija, i neka je v′ �oj
pridru�ena valuacija kako je ve� objax�eno. Kako smo dokazali, tada je v̂(F (A1, . . . , Ak)) =
v̂′(F (p1, . . . , pk)) = 1, jer je F (p1, . . . , pk) tautologija, pa je specijalno taqna u valuaciji v′.
Dakle, F (A1, . . . , Ak) je taqna u proizvo	noj valuaciji v, odakle sledi da je i ona tautologija.
a

98. Neka je F (p1, p2, . . . , pk) formula, i A1, A2, . . . , Ak, B1, B2, . . . , Bk formule takve da Ai ≡
Bi. Dokazati da je F (A1, A2, . . . , Ak) ≡ F (B1, B2, . . . , Bk).

Rexe�e. Dokaz izvodimo indukcijom po slo�enosti formule F .
Ako je sl(F ) = 0, tada je F (p1, p2, . . . , pk) = pi, za neko i. Tada je F (A1, A2, . . . , Ak) = Ai,

F (B1, B2, . . . , Bk) = Bi, pa iz pretpostavke Ai ≡ Bi sledi F (A1, A2, . . . , Ak) ≡ F (B1, B2, . . . , Bk).
Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za formule slo�enosti ma�e od n. I neka je F formula

slo�enosti n. Tada je F = ¬G ili F = G ? H, gde ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔,Y, ↑, ↓}.
Ako je F = ¬G, tada je sl(G) = sl(F ) − 1 = n − 1 < n, pa za G va�i induktivna hipoteza,

tj. G(A1, A2, . . . , Ak) ≡ G(B1, B2, . . . , Bk), pa je i ¬G(A1, A2, . . . , Ak) ≡ ¬G(B1, B2, . . . , Bk), tj.
F (A1, A2, . . . , Ak) ≡ F (B1, B2, . . . , Bk).

Ako je F = G ? H, za bilo koje ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔,Y, ↑, ↓}, tada je sl(G), sl(H) < n, pa za G i H
va�i induktivna hipoteza. To znaqiG(A1, A2, . . . , Ak) ≡ G(B1, B2, . . . , Bk) iH(A1, A2, . . . , Ak) ≡
H(B1, B2, . . . , Bk). Tada jeG(A1, A2, . . . , Ak)?H(A1, A2, . . . , Ak) ≡ G(B1, B2, . . . , Bk)?H(B1, B2, . . . , Bk),
tj. F (A1, A2, . . . , Ak) ≡ F (B1, B2, . . . , Bk). a

KNF, DNF, KKNF, KDNF

KNF Ka�emo da je formula A u KNF (konjunktivnoj normalnoj formi) ako je A = A1∧A2∧
. . . ∧ Ak, gde je svaka formula Ai disjunkcija slova ili negacije slova.

DNF Ka�emo da je formula A u DNF (disjunktivnoj normalnoj formi) ako je A = A1∨A2∨
. . . ∨ Ak, gde je svaka formula Ai konjunkcija slova ili negacije slova.

> i ⊥ Oznaqimo sa > formulu p∨¬p, a sa ⊥ formulu p∧¬p. Primetite da je > elementarno
ekvivalentna svakoj tautologiji, a da je ⊥ elementarno ekvivalenta svakoj kontradikciji.
Oznake > i ⊥ uvodimo zbog kra�eg zapisa nekih stvari.
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KNF-DNF algoritam Pretpostavimo da formula A od veznika ima veznike ¬,∧,∨,⇒,⇔.
Poxtuju�i slede�e korake formulu A mo�emo elementarno ekvivalentno transformisati u
formulu koja je u KNF ili DNF.

1. Eliminixemo ⇔ koriste�i: p⇔ q ≡ (p⇒ q) ∧ (q ⇒ p).

2. Eliminixemo ⇒ koriste�i: p⇒ q ≡ ¬p ∨ q.

3. Ubacujemo ¬ u zagrade koriste�i: ¬(p ∧ q) ≡ ¬p ∨ ¬q i ¬(p ∨ q) ≡ ¬p ∧ ¬q.

4. Elminixemo duple negacije koriste�i: ¬¬p ≡ p.

5. Podexavamo tako da dobijemo KNF ili DNF koriste�i: p ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r),
p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) i �ihova uopxte�a.

6. Kozmetiqka podexava�a: p ∧ p ≡ p, p ∨ p ≡ p, q ∧ > ≡ q, q ∨ > ≡ >, q ∧ ⊥ ≡ ⊥, q ∨ ⊥ ≡ q.

99. Dokazati da za konjunkciju i disjunkciju va�i raqun "svaki sa svakim", tj. va�i:

1. (p1 ∨ p2 ∨ . . . ∨ pk) ∧ (q1 ∨ q2 ∨ . . . ∨ ql) ≡ (p1 ∧ q1) ∨ (p1 ∧ q2) ∨ . . . ∨ (p1 ∧ ql) ∨ (p2 ∧ q1) ∨ (p2 ∧
q2) ∨ . . . ∨ (p2 ∧ ql) ∨ . . . ∨ (pk ∧ q1) ∨ (pk ∧ q2) ∨ . . . ∨ (pk ∧ ql);

2. (p1 ∧ p2 ∧ . . . ∧ pk) ∨ (q1 ∧ q2 ∧ . . . ∧ ql) ≡ (p1 ∨ q1) ∧ (p1 ∨ q2) ∧ . . . ∧ (p1 ∨ ql) ∧ (p2 ∨ q1) ∧ (p2 ∨
q2) ∧ . . . ∧ (p2 ∨ ql) ∧ . . . ∧ (pk ∨ q1) ∧ (pk ∨ q2) ∧ . . . ∧ (pk ∨ ql).

Rexe�e. (p1 ∨ p2 ∨ . . . ∨ pk) ∧ (q1 ∨ q2 ∨ . . . ∨ ql) ≡ [p1 ∧ (q1 ∨ q2 ∨ . . . ∨ ql)] ∨ [p2 ∧ (q1 ∨ q2 ∨ . . . ∨
ql)]∨ . . .∨ [pk ∧ (q1 ∨ q2 ∨ . . .∨ ql)] ≡ (p1 ∧ q1)∨ (p1 ∧ q2)∨ . . .∨ (p1 ∧ ql)∨ (p2 ∧ q1)∨ (p2 ∧ q2)∨ . . .∨
(p2 ∧ ql) ∨ . . . ∨ (pk ∧ q1) ∨ (pk ∧ q2) ∨ . . . ∨ (pk ∧ ql), i sliqno kada ∧ i ∨ zamene mesta. a

100. Koriste�i elementarne transformacije dokazati da je (p ⇒ (q ⇒ r)) ⇒ ((p ⇒ q) ⇒
(p⇒ r)) tautologija.

Rexe�e.
(p⇒ (q ⇒ r))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r))

≡ ¬(p⇒ (q ⇒ r)) ∨ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r))
≡ ¬(¬p ∨ (q ⇒ r)) ∨ (¬(p⇒ q) ∨ (p⇒ r))
≡ ¬(¬p ∨ (¬q ∨ r)) ∨ (¬(¬p ∨ q) ∨ (¬p ∨ r))
≡ (¬¬p ∧ ¬(¬q ∨ r)) ∨ ((¬¬p ∧ ¬q) ∨ (¬p ∨ r))
≡ (¬¬p ∧ (¬¬q ∧ ¬r)) ∨ ((¬¬p ∧ ¬q) ∨ (¬p ∨ r))
≡ (p ∧ (q ∧ ¬r)) ∨ ((p ∧ ¬q) ∨ (¬p ∨ r))
≡ (p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q) ∨ ¬p ∨ r (ovo je DNF)
≡ [p ∧ ((q ∧ ¬r) ∨ ¬q)] ∨ ¬p ∨ r
≡ [p ∧ ((q ∨ ¬q) ∧ (¬r ∨ ¬q))] ∨ ¬p ∨ r
≡ [p ∧ (> ∧ (¬r ∨ ¬q))] ∨ ¬p ∨ r
≡ [p ∧ (¬r ∨ ¬q)] ∨ ¬p ∨ r
≡ [(p ∨ ¬p) ∧ (¬r ∨ ¬q ∨ ¬p)] ∨ r
≡ [> ∧ (¬r ∨ ¬q ∨ ¬p)] ∨ r
≡ ¬r ∨ ¬q ∨ ¬p ∨ r
≡ > ∨ ¬q ∨ ¬p
≡ >

a

101. Odrediti jedan KNF i DNF formule p⇔ (q ⇔ r).
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Rexe�e.
p⇔ (q ⇔ r)

≡ [p⇒ (q ⇔ r)] ∧ [(q ⇔ r)⇒ p]
≡ [p⇒ ((q ⇒ r) ∧ (r ⇒ q))] ∧ [((q ⇒ r) ∧ (r ⇒ q))⇒ p]
≡ [¬p ∨ ((¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q))] ∧ [¬((¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q)) ∨ p]
≡ [¬p ∨ ((¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q))] ∧ [(¬(¬q ∨ r) ∨ ¬(¬r ∨ q)) ∨ p]
≡ [¬p ∨ ((¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q))] ∧ [((¬¬q ∧ ¬r) ∨ (¬¬r ∧ ¬q)) ∨ p]
≡ [¬p ∨ ((¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q))] ∧ [((q ∧ ¬r) ∨ (r ∧ ¬q)) ∨ p] (?)
≡ (¬p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬r ∨ q) ∧ [((q ∨ r) ∧ (q ∨ ¬q) ∧ (¬r ∨ r) ∧ (¬r ∨ ¬q)) ∨ p]
≡ (¬p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬r ∨ q) ∧ [((q ∨ r) ∧ > ∧ > ∧ (¬r ∨ ¬q)) ∨ p]
≡ (¬p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬r ∨ q) ∧ [((q ∨ r) ∧ (¬r ∨ ¬q)) ∨ p]
≡ (¬p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬r ∨ q) ∧ (q ∨ r ∨ p) ∧ (¬r ∨ ¬q ∨ p), xto je KNF.
Kada se vratimo u (?), imamo:

p⇔ (q ⇔ r)
≡ [¬p ∨ ((¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q))] ∧ [((q ∧ ¬r) ∨ (r ∧ ¬q)) ∨ p] (?)
≡ [¬p ∨ ((¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q))] ∧ [(q ∧ ¬r) ∨ (r ∧ ¬q) ∨ p]
≡ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r ∧ ¬q) ∨ (¬p ∧ p)∨

[(¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q) ∧ q ∧ ¬r] ∨ [(¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q) ∧ r ∧ ¬q] ∨ [(¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q) ∧ p]
≡ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r ∧ ¬q) ∨ ⊥ ∨ [((¬q ∧ q ∧ ¬r) ∨ (r ∧ q ∧ ¬r)) ∧ (¬r ∨ q)]∨

[(¬q ∨ r) ∧ ((¬r ∧ r ∧ ¬q) ∨ (q ∧ r ∧ ¬q))] ∨ [(¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q) ∧ p]
≡ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r ∧ ¬q) ∨ [(⊥ ∨⊥) ∧ (¬r ∨ q)]∨

[(¬q ∨ r) ∧ (⊥ ∨⊥)] ∨ [(¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q) ∧ p]
≡ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r ∧ ¬q) ∨ [⊥ ∧ (¬r ∨ q)] ∨ [(¬q ∨ r) ∧ ⊥] ∨ [(¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q) ∧ p]
≡ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r ∧ ¬q) ∨ ⊥ ∨ ⊥ ∨ [(¬q ∨ r) ∧ (¬r ∨ q) ∧ p]
≡ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r ∧ ¬q) ∨ [((¬q ∧ ¬r) ∨ (¬q ∧ q) ∨ (r ∧ ¬r) ∨ (r ∧ q)) ∧ p]
≡ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r ∧ ¬q) ∨ [((¬q ∧ ¬r) ∨ ⊥ ∨ ⊥ ∨ (r ∧ q)) ∧ p]
≡ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r ∧ ¬q) ∨ [((¬q ∧ ¬r) ∨ (r ∧ q)) ∧ p]
≡ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ r ∧ ¬q) ∨ (¬q ∧ ¬r ∧ p) ∨ (r ∧ q ∧ p), xto je DNF.

a

102. Nizovi formula An i Bn su definisani sa:

A0 = p⇒ q, A1 = p, An+2 = An+1 ⇒ An,
B0 = p, Bn+1 = Bn ⇔ A2n+1.

Ispitati koji qlanovi ovih nizova su tautologije.

Rexe�e. Napiximo tablice prvih nekoliko qlanova niza An.

p q A0 A1 A2 A3 A4 A5

0 0 1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Iz tablice vidimo da parno indeksirane formule imaju iste tablice, tj. elementarno su
ekvivalentne, i da su neparno indeksirane formule tako�e elementarno ekvivalentne. Ovo
dokazujemo u slede�em tvr�e�u:

Tvr�e�e 1. An+2 ≡ An, n ≥ 0.

Dokaz. Imamo An+2 = An+1 ⇒ An = (An ⇒ An−1)⇒ An ≡ ¬(¬An∨An−1)∨An ≡ (An∧¬An−1)∨
An ≡ An, gde u posled�em koraku koristimo zakon apsorbcije: p ∨ (p ∧ q) ≡ p (Doka�ite ga!).
Prethodni dokaz prolazi za n ≥ 1. Za n = 0 imamo A2 = A1 ⇒ A0 = p⇒ (p⇒ q) ≡ ¬p∨¬p∨q ≡
¬p ∨ q ≡ p⇒ q = A0. �
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Posledica. A2n ≡ A0 = p⇒ q, A2n+1 ≡ A1 = p, za n ≥ 0. Odavde sledi da nijedan qlan niza
An nije tautologija.

Napiximo tablice prvih nekoliko qlanova niza Bn.

p q B0 B1 B2 B3

0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 1
1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

Iz tablice vidimo, sliqno kao u prethodnom delu, da su parno indeksirane formule elemen-
tarno ekvivalentne, i da su neparno indeksirane formule tako�e elementarno ekvivalentne.
Ovo dokazujemo u slede�em tvr�e�u:

Tvr�e�e 2. Bn+2 ≡ Bn, n ≥ 0.

Dokaz. Imamo Bn+2 = Bn+1 ⇔ A2n+3 = (Bn ⇔ A2n+1) ⇔ A2n+3 ≡ (Bn ⇔ p) ⇔ p ≡ Bn ⇔ (p ⇔
p) ≡ Bn ⇔ > ≡ Bn, gde smo koristili prvo tvr�e�e i zakon asocijativnosti za ⇔. �

Posledica. B2n ≡ B0 = p, B2n+1 ≡ B1 = B0 ⇔ A1 = p ⇔ p ≡ >, za n ≥ 0. Odavde sledi da
parno indeksirani qlanovi niza Bn nisu tautologije, a neparno indeksirani qlanovi jesu. a

103. Niz formula An je definisan sa:

A0 = p, A1 = (q ⇒ (p⇒ q))⇒ ¬p, An+2 = An+1 ⇔ An, n ≥ 0.

Ispitati koji qlanovi niza An su tautologija, a koji kontradikcije.

Rexe�e. Napiximo tablice prvih nekoliko qlanova datog niza.

p q A0 A1 A2 A3 A4 A5

0 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0

Inspirisani tablicom doka�imo slede�e tvr�e�e, iz kojeg direktno sledi rexe�e zadatka.

Tvr�e�e. A3n+3 ≡ A3n, za n ≥ 0.

Dokaz. A3n+3 = A3n+2 ⇔ A3n+1 = (A3n+1 ⇔ A3n) ⇔ A3n+1 ≡ (A3n+1 ⇔ A3n+1) ⇔ A3n ≡ > ⇔
A3n ⇔ A3n. U dokazu smo implicitno koristili zakone komutativnosti i asocijativnosti
ekvivalencije. �

Posledica. A3n ≡ A0, A3n+1 ≡ A1, A3n+2 ≡ A2, za n ≥ 0. �

Lako se vidi da A0 i A1 nisu ni kontradikcije ni tautologije, i da je A2 kontradikcija.
Odatle sledi daA3n iA3n+1 nisu ni kontradikcije ni tautologije, i da suA3n+2 kontradikcija,
za n ≥ 0. a

U slede�im zadacima je p0 drugi zapisa za ¬p, a p1 je skra�enica za p.

104. Dokazati da za svake dve valuacije u, v va�i pu(p) =v 1 ako i samo ako u(p) = v(p).

Specijalno, pv(p) =v 1. I sliqno, p¬u(p) =v 0 ako i samo ako u(p) = v(p). Specijalno, p¬v(p) =v 0.
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Rexe�e. (⇒) Pretpostavimo da je pu(p) =v 1. Posmatrajmo dva sluqaja: u(p) = 0 i u(p) = 1.
Ako je u(p) = 0, tada je pu(p) = p0 = ¬p, pa pretpostavka postaje ¬p =v 0, odakle je p =v 0, tj.
u(p) = v(p) = 0. Ako je u(p) = 1, tada je pu(p) = p1 = p, pa pretpostavka postaje p =v 1, tj.
u(p) = v(p) = 1. Dakle, u svakom sluqaju u(p) = v(p).

(⇐) Pretpostavimo da je u(p) = v(p). I ovde mo�emo da podelimo stvar u dva sluqaja:
u(p) = v(p) = 0 i u(p) = v(p) = 1. Ako je u(p) = v(p) = 0, tada je pu(p) = p0 = ¬p =v ¬0 = 1. Ako
je u(p) = v(p) = 1, tada je pu(p) = p1 = p =v 1. U svakom sluqaju je dakle pu(p) =v 1.

Ostatak zadatka sada trivijalno sledi iz dokazanog. a

105. Neka je A formula qija su slova P (A) = {p1, p2, . . . , pk}. Dokazati:

1. A ≡
∨

u:A=u1

(
p
u(p1)
1 ∧ pu(p2)

2 ∧ . . . ∧ pu(pk)
k

)
. Formula na desnoj strani se naziva KDNF (kanon-

ski DNF) formule A.

2. A ≡
∧

u:A=u0

(
p
¬u(p1)
1 ∨ p¬u(p2)

2 ∨ . . . ∨ p¬u(pk)
k

)
. Formula na desnoj strani se naziva KKNF

(kanonski KNF) formule A.

Rexe�e. Doka�imo samo prvi deo. Drugi deo se dokazuje na analogan naqin. Treba da

doka�emo da za svaku valuaciju v va�i: v̂(A) = v̂

( ∨
u:A=u1

(
p
u(p1)
1 ∧ pu(p2)

2 ∧ . . . ∧ pu(pk)
k

))
, tj. da

je A =v 1 ako i samo ako
∨
u:A=u1

(
p
u(p1)
1 ∧ pu(p2)

2 ∧ . . . ∧ pu(pk)
k

)
=v 1.

Neka je v proizvo	na valuacija.

(⇒) Pretpostavimo A =v 1. Prema prethodnom zadatku je p
v(pi)
i =v 1, pa je i p

v(p1)
1 ∧

p
v(p2)
2 ∧ . . . ∧ pv(pk)

k =v 1 ∧ 1 ∧ . . . ∧ 1 = 1. U tom sluqaju v je jedna od valuacija po ko-

joj pravimo veliku disjunkciju na desnoj strani, pa je
∨

u:A=u1

(
p
u(p1)
1 ∧ pu(p2)

2 ∧ . . . ∧ pu(pk)
k

)
=∨

u:A=u1,u6=v

(
p
u(p1)
1 ∧ pu(p2)

2 ∧ . . . ∧ pu(pk)
k

)
∨ (p

v(p1)
1 ∧ pv(p2)

2 ∧ . . . ∧ pv(pk)
k ) =v nexto ∨ 1 = 1.

(⇐) Pretpostavimo
∨

u:A=u1

(
p
u(p1)
1 ∧ pu(p2)

2 ∧ . . . ∧ pu(pk)
k

)
=v 1. Kako je u pita�u disjunkcija

koja je taqna u v, to je taqan bar jedan �en qlan u v, tj. postoji valuacija w takva da je A =w 1

i p
w(p1)
1 ∧ pw(p2)

2 ∧ . . . ∧ pw(pk)
k =v 1. Tada je za sve i: p

w(pi)
i =v 1, pa prema prethodnom zadatku je

w(pi) = v(pi). Kako je w(pi) = v(pi), za sva slova formule A, to je w = v, pa kako je A =w 1, to
je i A =v 1. a

106. Formula A ima tablicu:

p q r A
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

Odrediti dve formule ekvivalentne sa A.
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Rexe�e. Za tra�ene dve formule mo�emo da uzmemo KDNF i KKNF.
Da bismo napisali KDNF posmatrajmo valuacije (redove tablice) u kojima je formula A

taqna. Prema prethodnom zadatkuA ≡ (p0 ∧ q0 ∧ r1)∨(p0 ∧ q1 ∧ r0)∨(p1 ∧ q0 ∧ r0)∨(p1 ∧ q0 ∧ r1) =
(¬p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ r).

Da bismo napisali KKNF posmatrajmo valuacije u kojima je formula A netaqna. Prema
prethodnom zadatku jeA ≡ (p¬0 ∨ q¬0 ∨ r¬0)∧(p¬0 ∨ q¬1 ∨ r¬1)∧(p¬1 ∨ q¬1 ∨ r¬0)∧(p¬1 ∨ q¬1 ∨ r¬1) =
(p1 ∨ q1 ∨ r1)∧(p1 ∨ q0 ∨ r0)∧(p0 ∨ q0 ∨ r1)∧(p0 ∨ q0 ∨ r0) = (p ∨ q ∨ r)∧(p ∨ ¬q ∨ ¬r)∧(¬p ∨ ¬q ∨ r)∧
(¬p ∨ ¬q ∨ ¬r). a

107. Odrediti dve formule sa slovima p, q, r koje su taqne samo u valuacija u kojima je
jedno slovo netaqno.

Rexe�e. Napiximo tablicu takvih formula.

p q r formula
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

Dve tra�ene formule mogu biti KDNF i KKNF formula datih prethodnom tablicom.
KDNF je: (¬p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ ¬r).
KKNF je: (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q ∨ ¬r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ ¬r). a

108. Odrediti sve me�usobno neekvivalentne formule A(p, q, r) takve da je formula F =
(p ∧ q ⇔ A)⇒ q ∧ r tautologija.

Rexe�e. Napiximo tablicu formule F :

p q r A B = p ∧ q C = B ⇔ A D = q ∧ r F = C ⇒ D
0 0 0 a1 0 ¬a1 0 a1

0 0 1 a2 0 ¬a2 0 a2

0 1 0 a3 0 ¬a3 0 a3

0 1 1 a4 0 ¬a4 1 1
1 0 0 a5 0 ¬a5 0 a5

1 0 1 a6 0 ¬a6 0 a6

1 1 0 a7 1 a7 0 ¬a7

1 1 1 a8 1 a8 1 1

U raqunu tablice smo koristili da u iskaznoj algebri va�e jednakost: 0⇔ a = ¬a, 1⇔ a = a,
a⇒ 0 = ¬a. Proverite ih!

Iz tablice vidimo da je formula F tautologija ako i samo ako a1 = a2 = a3 = a5 = a6 = 1
i a7 = 0. Primetite da a4 i a8 mogu biti i 0 i 1. Dakle, imamo qetiri mogu�nosti za tablicu
formule A, tj. imamo qetiri neekvivalentne formule koje zadovo	avaju uslov zadatka date
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tablicama:
p q r A1 A2 A3 A4

0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1

Ostaje jox da na�emo po jednog predstavnika za formule qije su ovo tablice. Koristimo
KKNF (mo�e i KDNF, ali kako ove tablice imaju ma�e 0 nego 1, KKNF �e biti kra�i od
KDNF): A1 = (p ∨ ¬q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ ¬r), A2 = (p ∨ ¬q ∨ ¬r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r),
A3 = (¬p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ ¬r), A4 = ¬p ∨ ¬q ∨ r. a

109. Odrediti sve me�usobno neekvivalentne formule A(p, q, r) takve da je formula F =
((p⇔ q)⇔ A) ∧ (r ⇒ A) kontradikcija.

Rexe�e. Napiximo tablicu formule F :

p q r A B = p⇔ q C = B ⇔ A D = r ⇒ A F = C ∧D
0 0 0 a1 1 a1 1 a1

0 0 1 a2 1 a2 a2 a2

0 1 0 a3 0 ¬a3 1 ¬a3

0 1 1 a4 0 ¬a4 a4 0
1 0 0 a5 0 ¬a5 1 ¬a5

1 0 1 a6 0 ¬a6 a6 0
1 1 0 a7 1 a7 1 a7

1 1 1 a8 1 a8 a8 a8

Iz tablice vidimo da je F kontradikcija ako i samo ako je a1 = a2 = a7 = a8 = 0 i
a3 = a5 = 1. a4 i a6 mogu biti i 0 i 1, pa imamo qetiri me�usobno neekvivalentne formule
qije su tablice:

p q r A1 A2 A3 A4

0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0

Koriste�i KDNF imamo da za formule A1, A2, A3, A4 mo�emo da uzmemo: A1 = (¬p∧ q∧¬r)∨
(p∧¬q∧¬r), A2 = (¬p∧q∧¬r)∨(p∧¬q∧¬r)∨(p∧¬q∧r), A3 = (¬p∧q∧¬r)∨(¬p∧q∧r)∨(p∧¬q∧¬r),
A4 = (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ r). a

110. Koliko ima me�usobno neekvivalentnih parova formula (A(p, q), B(p, q)) takvih da
je formula F = (A ⇒ p) Y (B ∧ q) tautologija. Ako je B kontradikcija, odrediti sve neekvi-
valentne formule A takve da je F tautologija.
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Rexe�e. Napiximo tablicu formule F :

p q A B C = A⇒ p D = B ∧ q F = C YD
0 0 a1 b1 ¬a1 0 ¬a1

0 1 a2 b2 ¬a2 b2 ¬a2 Y b2

1 0 a3 b3 1 0 1
1 1 a4 b4 1 b4 ¬b4

Iz tablice vidimo da je F tautologija ako i samo ako je: a1 = 0, ¬a2 Y b2 = 1, xto va�i
ako i samo ako ¬a2 6= b2, tj. ako i samo ako a2 = b2, i b4 = 0. Dakle, b1 ∈ {0, 1}, a2 = b2 ∈ {0, 1},
a3 ∈ {0, 1}, b3 ∈ {0, 1} i a4 ∈ {0, 1}, pa imamo 32 para neekvivalentnih formula (A,B) takvih
da je F tautologija.

Ako je B kontradikcija, tada je b1 = b2 = b3 = b4 = 0, pa se nax sistem uslova svodi na:
a1 = 0, a2 = b2 = 0, a3 =∈ {0, 1} i a4 =∈ {0, 1}, pa imamo qetiri me�usobno neekvivalentne
formule qije su tablice:

p q A1 A2 A3 A4

0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1

Mo�emo uzeti: A1 = p ∧ ¬p, A2 = p ∧ q, A3 = ¬(p⇒ q) i A4 = p. a

Potpun skup veznika

Potpun skup veznika Neka je S skup nekih veznika. Za S ka�emo da je potpun, ako je svaka
iskazna formula A ekvivalentna nekoj formuli B koja od veznika koristi samo one iz skupa
S. Drugim reqima, ako je S dovo	an da se opixu sve neekvivalente formule. Iz KDNF-a i
KKNF-a vidimo da skup {¬,∧,∨} jeste potpun skup veznika.

111. Dokazati da su slede�i skupovi veznika potpuni:

1. {¬,∧};

2. {¬,∨};

3. {¬,⇒}.

Rexe�e.

1. Dovo	no je primetiti da je p ∨ q ≡ ¬(¬p ∧ ¬q), pa kako je {¬,∧,∨} potpun, to se u svakoj
formuli ekvivalentno mo�e zameniti ∨ sa ¬ i ∧, odakle sledi da je {¬,∧} potpun.

2. Sliqno kao i malopre, primetimo da je p ∧ q ≡ ¬(¬p ∨ ¬q), odakle sledi da je {¬,∨}
potpun.

3. Dovo	no je primetiti da je p ∨ q ≡ ¬p ⇒ q, pa kako je {¬,∨} potpun, to je i {¬,⇒}
potpun.

a

112. {¬} nije potpun skup veznika.

Rexe�e. Kako je ¬ unaran veznik, formula koja koristi samo ¬ od veznika je oblika ¬¬ . . .¬p,
gde p ∈ P . Dakle, jedine neekvivalentne formule koje se mogu zapisati pomo�u ¬ su p i ¬p,
p ∈ P . Kako nijedna od ovih formula nije npr. kontradikcija, to se kontradikcije ne mogu
zapisati koriste�i samo veznik ¬. Dakle, {¬} nije potpun. a
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113. Dokazati da su slede�i skupovi veznika potpuni:

1. {↑};

2. {↓}.

Rexe�e.

1. Kako u iskaznoj algebri va�i 0 ↑ 0 = 1 i 1 ↑ 1 = 0, to je ¬p ≡ p ↑ p. Tako�e, primetimo
da je p ∧ q ≡ ¬(p ↑ q) ≡ (p ↑ q) ↑ (p ↑ q), pa kako {¬,∧} jeste potpun, to je i {↑} potpun.

2. Sliqno kao i malopre, ¬p ≡ p ↓ p, i p ∨ q ≡ ¬(p ↓ q) ≡ (p ↓ q) ↓ (p ↓ q), pa kako je {¬,∨}
potpun, to je i {↓} potpun.

a

114. Neka je ? proizvo	na binarna operacija iskazne algebre, i uvedimo novi veznik ? u
iskazni jezik koji se interpretira operacijom ?. Ako je {?} potpun skup veznika, dokazati da
je ? =↑ ili ? =↓. Dakle, {↑} i {↓} su jedini jednoqlani potpuni skupovi binarnih veznika.

Rexe�e. Doka�imo najpre da 0 ? 0 = 1 u iskaznoj algebri.
Pretpostavimo suprotno da je 0 ? 0 = 0. Ako je tako, doka�imo da je svaka formula F ,

koja koristi samo veznik ?, netaqna u valuaciji v datoj sa v(p) = 0, za svako p ∈ P . Dokaz
izvedimo indukcijom po sl(F ). Ako je sl(F ) = 0, tada je F = q, pa kako je q =v 0, to je i F =v 0.
Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za formule sa ma�e od n veznika i doka�imo tvr�e�e ako je
sl(F ) = n. Tada je F = A ? B, i sl(A), sl(B) < n. Prema induktivnoj pretpostavci A =v 0 i
B =v 0, pa je F = A ? B =v 0 ? 0 = 0.

Kako je po pretpostavci {?} potpun, to postoji formula F , zapisana samo koriste�i veznik
?, takva da je ¬p ≡ F . Ponovo uoqimo valuaciju v, datu sa v(p) = 0, za svako p ∈ P . Tada je
v̂(¬p) = v̂(F ), tj. 1 = 0, prema dokazanom, xto je kontradikcija.

Dakle, 0 ? 0 = 1. Potpuno analogno mo�emo da doka�emo da je 1 ? 1 = 0.
Doka�emo jox da 0 ? 1 = 1 ? 0. Pretpostavimo suprotno, da je 0 ? 1 6= 1 ? 0. Imamo dve

mogu�nosti:
p q p ? q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 0

p q p ? q
0 0 1
0 1 0
1 0 1
1 1 0

Primetite da u prvom sluqaju va�i ¬p ≡ p ? q, a u drugom ¬q ≡ p ? q. Kako je {?} potpun, to
znaqi da je i {¬} potpun. Kontradikcija.

Dakle, 0 ? 1 = 1 ? 0, pa imamo da je tablica za ? jedna od slede�e dve:

p q p ? q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

p q p ? q
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

U prvom sluqaju ? =↓, a u drugom ? =↑. a

115. Dokazati da {∧,∨,⇒,⇔} nije potpun skup veznika. Dakle, nijedan �egov podskup
nije potpun skup veznika.
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Rexe�e. Uoqimo valuaciju v datu sa v(p) = 1, za svako p ∈ P . Neka je F proizvo	na formula
zapisana sa veznicima {∧,∨,⇒,⇔}. Doka�imo najpre F =v 1.

Dokaz izvodimo indukcijom po sl(F ). Ako je sl(F ) = 0, tada je F = q, za neko q ∈ P , pa
je F =v 1. Pretpostavimo da je tvr�e�e taqno ako formula sadr�i ma�e od n veznika, i
doka�imo ga ako je sl(F ) = n. Tada je ili F = A ∧ B ili F = A ∨ B ili F = A ⇒ B ili
A⇔ B. U svakom sluqaju, sl(A), sl(B) < n, pa prema induktivnoj hipotezi je A =v 1 i B =v 1.
Tada je A∧B =v 1∧ 1 = 1, A∨B =v 1∨ 1 = 1, A⇒ B =v 1⇒ 1 = 1, A⇔ B =v 1⇔ 1 = 1, dakle
u svakom sluqaju je F =v 1.

Ako pretpostavimo da je {∧,∨,⇒,⇔} potpun skup veznika, tada postoji formula F koja
koristi samo ove veznike, takva da je ¬q ≡ F . Uoqimo valuaciju v datu sa v(p) = 1, za svako
p ∈ P . Tada je v̂(¬q) = v̂(F ), tj. 0 = 1, prema prethodnom. Kontradikcija. a

116. Dokazati da {¬,⇔} nije potpun sistem veznika.

Rexe�e. Doka�imo najpre slede�e tvr�e�e:

Tvr�e�e. Neka je F (p1, . . . , pn) formula zapisana koriste�i samo veznike ¬ i ⇔. Tada za
svako i, 1 ≤ i ≤ n, va�i:
ili F (p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ F (p1, . . . , pi, . . . , pn), ili F (p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ ¬F (p1, . . . , pi, . . . , pn).

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po sl(F ). Ako je sl(F ) = 0, tada je F = pj, za neko
1 ≤ j ≤ n. Ako je i = j, tada je oqigledno F (p1, . . . ,¬pj, . . . , pn) = ¬pj = ¬F (p1, . . . , pj, . . . , pn).
Ako je i 6= j, tada je oqigledno F (p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) = pj = F (p1, . . . , pi, . . . , pn).

Pretpostavimo da smo tvr�e�e dokazali za formule slo�enosti ma�e od n, i pretpostavimo
sl(F ) = n. Imamo dva sluqaja: F = ¬G i F = G⇔ H.

Ako je F = ¬G, tada je sl(G) = n − 1 < n, pa po induktivnoj hipotezi za svako i: ili
G(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ G(p1, . . . , pi, . . . , pn), ili G(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ ¬G(p1, . . . , pi, . . . , pn).
U prvom sluqaju je F (p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) = ¬G(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ ¬G(p1, . . . , pi, . . . , pn) =
F (p1, . . . , pi, . . . , pn), a u drugom sluqaju je je F (p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) = ¬G(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡
¬¬G(p1, . . . , pi, . . . , pn) = ¬F (p1, . . . , pi, . . . , pn).

Ako je F = G ⇔ H, tada je sl(G), sl(H) < n, pa po induktivnoj hipotezi za svako i va�i
jedno od slede�a qetiri:

1) G(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ G(p1, . . . , pi, . . . , pn) i H(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ H(p1, . . . , pi, . . . , pn).
Tada je F (p1 . . . ,¬pi, . . . , pn) = G(p1 . . . ,¬pi, . . . , pn)⇔ H(p1 . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ G(p1 . . . , pi, . . . , pn)⇔
H(p1 . . . , pi, . . . , pn) = F (p1, . . . pi, . . . , pn).

2) G(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ G(p1, . . . , pi, . . . , pn) i H(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ ¬H(p1, . . . , pi, . . . , pn).
Tada je F (p1 . . . ,¬pi, . . . , pn) = G(p1 . . . ,¬pi, . . . , pn)⇔ H(p1 . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ G(p1 . . . , pi, . . . , pn)⇔
¬H(p1 . . . , pi, . . . , pn) ≡ ¬(G(p1 . . . , pi, . . . , pn)⇔ H(p1 . . . , pi, . . . , pn)) = ¬F (p1, . . . pi, . . . , pn).

3) G(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ ¬G(p1, . . . , pi, . . . , pn) i H(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ H(p1, . . . , pi, . . . , pn).
Tada je F (p1 . . . ,¬pi, . . . , pn) = G(p1 . . . ,¬pi, . . . , pn)⇔ H(p1 . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ ¬G(p1 . . . , pi, . . . , pn)⇔
H(p1 . . . , pi, . . . , pn) ≡ ¬(G(p1 . . . , pi, . . . , pn)⇔ H(p1 . . . , pi, . . . , pn)) = ¬F (p1, . . . pi, . . . , pn).

4) G(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ ¬G(p1, . . . , pi, . . . , pn) i H(p1, . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ ¬H(p1, . . . , pi, . . . , pn).
Tada je F (p1 . . . ,¬pi, . . . , pn) = G(p1 . . . ,¬pi, . . . , pn)⇔ H(p1 . . . ,¬pi, . . . , pn) ≡ ¬G(p1 . . . , pi, . . . , pn)⇔
¬H(p1 . . . , pi, . . . , pn) ≡ ¬¬(G(p1 . . . , pi, . . . , pn)⇔ H(p1 . . . , pi, . . . , pn)) ≡ F (p1, . . . pi, . . . , pn).

U prethodnom smo koristili zakone p ⇔ ¬q ≡ ¬(p ⇔ q) i ¬p ⇔ q ≡ ¬(p ⇔ q), koji se lako
pokazuju. Time je tvr�e�e dokazano. �

Pretpostavimo suprotno da je {¬,⇔} potpun skup veznika. Tada postoji formula F (p, q, r1, . . . , rk)
takva da je p∧q ≡ F (p, q, r1, . . . , rk). Kako ¬p∧q 6≡ ¬(p∧q), to F (¬p, q, r1, . . . , rk) 6≡ ¬F (p, q, r1, . . . , rk),
a kako ¬p∧q 6≡ p∧q, to F (¬p, q, r1, . . . , rk) 6≡ F (p, q, r1, . . . , rk). Prema tvr�e�u sledi kontradik-
cija. a
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Lukaxieviqev raqun

Lukaxieviqev raqun Formule Lukaxieviqevog raquna su iskazne formule koje od veznika
koriste ¬ i ⇒.

Aksiome Lukaxieviqevog raquna Neka su A, B, C proizvo	ne formule Lukaxieviqevog
raquna. Aksiome Lukaxieviqevog raquna su:

A1 A⇒ (B ⇒ A);

A2 (A⇒ (B ⇒ C))⇒ ((A⇒ B)⇒ (A⇒ C));

A3 (¬B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ B).

Pravila izvo�e�a Lukaxieviqevog raquna Jedino pravilo izvo�e�a je modus ponens:

MP
A, A⇒ B

B
.

Dokaz u Lukaxieviqevom raqunu Dokaz je konaqan niz formula A1, A2, . . . , An u kome
za svako i, 1 ≤ i ≤ n, va�i:

• Ai je aksioma ili

• Ai je posledica modus ponensa iz Aj i Ak, gde j, k < i.

Teorema Lukaxieviqevog raquna Formula A je teorema, ` A, ako je A posled�a formula
u nekom dokazu.

Napomena Svaki poqetni deo dokaza je tako�e dokaz. Dakle, svaka formula u nekom dokazu
je teorema Lukaxieviqevog raquna.

117. ` A⇒ A.

Rexe�e.
1. A1 A⇒ ((A⇒ A)⇒ A)
2. A2 [A⇒ ((A⇒ A)⇒ A)]⇒ [(A⇒ (A⇒ A))⇒ (A⇒ A)]
3. MP(1,2) (A⇒ (A⇒ A))⇒ (A⇒ A)
4. A1 A⇒ (A⇒ A)
5. MP(4,3) A⇒ A

a

Dokaz iz hipoteza H Neka je H neki skup formula. Dokaz iz hipoteza H je konaqan niz
formula A1, A2, . . . , An u kome za svako i, 1 ≤ i ≤ n, va�i:

• Ai je aksioma ili

• Ai ∈ H (Ai je hipoteza) ili

• Ai je posledica modus ponensa iz Aj i Ak, gde j, k < i.

Posledica hipoteza H Formula A je posledica hipoteza H, H ` A, ako je A posled�a
formula u nekom dokazu iz hipoteza H.

Napomena Ako je H ` A, tada je H1 ` A, za svaki H1 ⊇ H. Tako�e, ` A ako i samo ako
∅ ` A.
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118. A⇒ B,B ⇒ C ` A⇒ C (tranzitivnost imlikacije).

Rexe�e.
1. hip. A⇒ B
2. hip. B ⇒ C
3. A1 (B ⇒ C)⇒ (A⇒ (B ⇒ C))
4. MP(2,3) A⇒ (B ⇒ C)
5. A2 (A⇒ (B ⇒ C))⇒ ((A⇒ B)⇒ (A⇒ C))
6. MP(4,5) (A⇒ B)⇒ (A⇒ C)
7. MP(1,6) A⇒ C

a

119. (Stav dedukcije) H, A ` B ako i samo ako H ` A⇒ B.

Rexe�e. (⇐) Pretpostavimo H ` A ⇒ B. Tada je i H, A ` A ⇒ B, ali tada, kako H, A ` A
i H, A ` A⇒ B, po modus ponensu sledi i H, A ` B.

(⇒) Pretpostavimo H, A ` B. Dokaza�emo H ` A ⇒ B indukcijom po du�ini dokaza
posledice B iz hipoteza H, A. Oznaqimo du�inu tog dokaza sa d(B).

Ako je d(B) = 1, tada taj dokaz ima samo jedan qlan i to je B, pa mora biti ili B je aksioma
ili B = A ili B ∈ H. Ako je B aksioma tada imamo:

1. aks. B
2. A1 B ⇒ (A⇒ B)
3. MP(1,2) A⇒ B

xto dokazuje ` A⇒ B, pa je i H ` A⇒ B. Ako je B = A, tada je ` A⇒ B, jer ` A⇒ A, pa i
H ` A⇒ B. Konaqno, ako je B ∈ H tada:

1. hip. B
2. A1 B ⇒ (A⇒ B)
3. MP(1,2) A⇒ B

xto dokazuje H ` A⇒ B.
Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za formule qiji je dokaz kra�i od n, i pretpostavimo da

je d(B) = n. Tada ili je B aksioma ili je B = A ili je B ∈ H ili je B posledica modus
ponensa iz C i D, pri qemu d(C), d(D) < n, i pri qemu je D = C ⇒ B. U prva tri sluqaja
razmatramo potpuno isto kao i u bazi indukcije. Pretpostavimo zato da je B posledica modus
ponensa iz C i C ⇒ B. Kako C i C ⇒ B imaju kra�i dokaz, za �ih va�i induktivna hipoteza
pa H ` A⇒ C i H ` A⇒ (C ⇒ B). Tada:

1. hipoteze H
2. posledica iz 1. A⇒ C
3. posledica iz 1. A⇒ (C ⇒ B)
4. A2 (A⇒ (C ⇒ B))⇒ ((A⇒ C)⇒ (A⇒ B))
5. MP(3,4) (A⇒ C)⇒ (A⇒ B)
6. MP(2,5) A⇒ B

xto dokazuje H ` A⇒ B. a

120. ` A⇒ ((A⇒ B)⇒ B).

Rexe�e. Po stavu dedukcije dovo	no je dokazati A ` (A ⇒ B) ⇒ B, pa kada jox jednom
primenimo stav dedukcije, dovo	no je dokazati A,A⇒ B ` B. No ovo je jasno modus ponens.a

121. A⇒ B,B ⇒ C ` A⇒ C.
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Rexe�e. Prema stavu dedukcije dovo	no je dokazati A⇒ B,B ⇒ C,A ` C.
1. hip. A⇒ B
2. hip. B ⇒ C
3. hip. A
4. MP(3,1) B
5. MP(4,2) C

a

122. A,¬A ` B.

Rexe�e.
1. hip. A
2. hip. ¬A
3. A1 ¬A⇒ (¬B ⇒ ¬A)
4. MP(2,3) ¬B ⇒ ¬A
5. A3 (¬B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ B)
6. MP(4,5) A⇒ B
7. MP(1,6) B

a

Ako na A,¬A ` B primenimo na dva naqina, po dva puta stav dedukcije, dobijamo ` A ⇒
(¬A⇒ B) i ` ¬A⇒ (A⇒ B).

123.

1. ` ¬¬A⇒ A, tj. ¬¬A ` A;

2. ` A⇒ ¬¬A, tj. A ` ¬¬A;

3. ` (A⇒ B)⇒ (¬B ⇒ ¬A), tj. A⇒ B ` ¬B ⇒ ¬A;.

Rexe�e.

1. Doka�imo ¬¬A ` A.
1. hip. ¬¬A
2. ` ¬F ⇒ (F ⇒ G) ¬¬A⇒ (¬A⇒ ¬¬¬A)
3. MP(1,2) ¬A⇒ ¬¬¬A
4. A3 (¬A⇒ ¬¬¬A)⇒ (¬¬A⇒ A)
5. MP(3,4) ¬¬A⇒ A
6. MP(1,5) A

2. Doka�imo ` A⇒ ¬¬A.
1. ` ¬¬F ⇒ F ¬¬¬A⇒ ¬A
2. A3 (¬¬¬A⇒ ¬A)⇒ (A⇒ ¬¬A)
3. MP(1,2) A⇒ ¬¬A

3. Doka�imo A⇒ B ` ¬B ⇒ ¬A.
1. hip. A⇒ B
2. ` ¬¬F ⇒ F ¬¬A⇒ A
3. ` F ⇒ ¬¬F B ⇒ ¬¬B
4. F ⇒ G,G⇒ H ` F ⇒ H (2,1) ¬¬A⇒ B
5. F ⇒ G,G⇒ H ` F ⇒ H (4,3) ¬¬A⇒ ¬¬B
6. A3 (¬¬A⇒ ¬¬B)⇒ (¬B ⇒ ¬A)
7. MP(5,6) ¬B ⇒ ¬A

a
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124. ¬A⇒ A ` A.

Rexe�e.
1. hip. ¬A⇒ A
2. ` ¬F ⇒ (F ⇒ G) ¬A⇒ (A⇒ ¬(B ⇒ B))
3. A2 [¬A⇒ (A⇒ ¬(B ⇒ B))]⇒ [(¬A⇒ A)⇒ (¬A⇒ ¬(B ⇒ B))]
4. MP (2,3) (¬A⇒ A)⇒ (¬A⇒ ¬(B ⇒ B))
5. MP (1,4) ¬A⇒ ¬(B ⇒ B)
6. A3 (¬A⇒ ¬(B ⇒ B))⇒ ((B ⇒ B)⇒ A)
7. MP(5,6) (B ⇒ B)⇒ A
8. ` F ⇒ F B ⇒ B
9. MP(8,7) A

a

125. A⇒ B,¬A⇒ B ` B.

Rexe�e.
1. hip. A⇒ B
2. hip. ¬A⇒ B
3. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (1) ¬B ⇒ ¬A
4. F ⇒ G,G⇒ H ` F ⇒ H (3,2) ¬B ⇒ B
5. ¬F ⇒ F ` F (4) B

a

Disjunkcija, konjunkcija i ekvivalencija Definixemo A∨B := ¬A⇒ B, A∧B := ¬(A⇒
¬B) i A⇔ B := (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A).

126. Dokazati:

1. A ` A ∨B;

2. B ` A ∨B;

3. A ∨B ` B ∨ A;

4. A ∨ (B ∨ C) ` (A ∨B) ∨ C;

5. (A ∨B) ∨ C ` A ∨ (B ∨ C).

Rexe�e.

1. Treba dokazati A ` ¬A ⇒ B, xto je po stavu dedukcije ekvivalentno A,¬A ` B, a ovo
smo ve� dokazali.

2. Treba dokazati B ` ¬A ⇒ B, xto je po stavu dedukcije ekvivalentno B,¬A ` B, xto je
trivijalno.

3. Treba dokazati: ¬A⇒ B ` ¬B ⇒ A.

1. hip. ¬A⇒ B
2. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (1) ¬B ⇒ ¬¬A
3. ` ¬¬F ⇒ F ¬¬A⇒ A
4. F ⇒ G,G⇒ H ` F ⇒ H (2,3) ¬B ⇒ A

4. Treba dokazati: ¬A ⇒ (¬B ⇒ C) ` ¬(¬A ⇒ B) ⇒ C, xto je po stavu dedukcije ekviva-
lentno sa ¬A⇒ (¬B ⇒ C),¬(¬A⇒ B) ` C.
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1. hip. ¬A⇒ (¬B ⇒ C)
2. hip. ¬(¬A⇒ B)
3. ` F ⇒ (¬F ⇒ G) A⇒ (¬A⇒ B)
4. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (3) ¬(¬A⇒ B)⇒ ¬A
5. MP(2,4) ¬A
6. A1 B ⇒ (¬A⇒ B)
7. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (6) ¬(¬A⇒ B)⇒ ¬B
8. MP(2,7) ¬B
9. MP(5,1) ¬B ⇒ C
10. MP(8,9) C

a

127. Dokazati:

1. A ∧B ` A;

2. A ∧B ` B;

3. A,B ` A ∧B;

4. A ∧B ` B ∧ A;

5. A ∧ (B ∧ C) ` (A ∧B) ∧ C;

6. (A ∧B) ∧ C ` A ∧ (B ∧ C).

Rexe�e.

1. Treba dokazati ¬(A⇒ ¬B) ` A.
1. hip. ¬(A⇒ ¬B)
2. ` ¬F ⇒ (F ⇒ G) ¬A⇒ (A⇒ ¬B)
3. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (2) ¬(A⇒ ¬B)⇒ ¬¬A
4. MP(1,3) ¬¬A
5. ¬¬F ` F (4) A

2. Treba dokazati ¬(A⇒ ¬B) ` B.
1. hip. ¬(A⇒ ¬B)
2. A1 ¬B ⇒ (A⇒ ¬B)
3. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (2) ¬(A⇒ ¬B)⇒ ¬¬B
4. MP(1,3) ¬¬B
5. ¬¬F ` F (4) B

3. Treba dokazati A,B ` ¬(A⇒ ¬B).

1. hip. A
2. hip. B
3. ` F ⇒ ((F ⇒ G)⇒ G) A⇒ ((A⇒ ¬B)⇒ ¬B)
4. MP(1,3) (A⇒ ¬B)⇒ ¬B
5. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (4) ¬¬B ⇒ ¬(A⇒ ¬B)
6. F ` ¬¬F (2) ¬¬B
7. MP(6,5) ¬(A⇒ ¬B)

4. Treba dokazati ¬(A⇒ ¬B) ` ¬(B ⇒ ¬A). Doka�imo najpre lemu: B ⇒ ¬A ` A⇒ ¬B.
1. hip. B ⇒ ¬A
2. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (1) ¬¬A⇒ ¬B
3. ` F ⇒ ¬¬F A⇒ ¬¬A
4. F ⇒ G,G⇒ H ` F ⇒ H (3,2) A⇒ ¬B
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Iz leme, prema stavu dedukcije, imamo ` (B ⇒ ¬A) ⇒ (A ⇒ ¬B). Doka�imo sada
tvr�e�e zadatka.

1. hip. ¬(A⇒ ¬B)
2. lema (B ⇒ ¬A)⇒ (A⇒ ¬B)
3. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (2) ¬(A⇒ ¬B)⇒ ¬(B ⇒ ¬A)
4. MP(1,3) ¬(B ⇒ ¬A)

5. Dokazujemo A ∧ (B ∧ C) ` (A ∧B) ∧ C.
1. hip. A ∧ (B ∧ C)
2. F ∧G ` F (1) A
3. F ∧G ` G (1) B ∧ C
4. F ∧G ` F (3) B
5. F ∧G ` G (3) C
6. F,G ` F ∧G (1,4) A ∧B
7. F,G ` F ∧G (6,5) (A ∧B) ∧ C

a

128. Dokazati:

1. A⇔ B ` A⇒ B;

2. A⇔ B ` B ⇒ A;

3. A⇒ B,B ⇒ A ` A⇔ B;

4. ` A⇔ B ako i samo ako ` A⇒ B i ` B ⇒ A.

Rexe�e. Prve tri stvari se dobijaju direktno iz definicije ekvivalencije i prethodnog
zadatka. A posled�a stvar je direktna posledica prve tri. a

129. Dokazati:

1. ` ¬(A ∨B)⇔ ¬A ∧ ¬B;

2. ` ¬(A ∧B)⇔ ¬A ∨ ¬B.

Rexe�e.

1. Doka�imo najpre ` ¬(A ∨ B) ⇒ ¬A ∧ ¬B, tj. ` ¬(¬A ⇒ B) ⇒ ¬(¬A ⇒ ¬¬B), xto je
prema stavu dedukcije ekvivalentno sa ¬(¬A⇒ B) ` ¬(¬A⇒ ¬¬B).

Doka�imo najpre lemu: ¬A ⇒ ¬¬B ` ¬A ⇒ B, xto je po stavu dedukcije ekvivalentno
sa ¬A⇒ ¬¬B,¬A ` B.
1. hip. ¬A⇒ ¬¬B
2. hip. ¬A
3. MP(2,1) ¬¬B
4. ¬¬F ` F (3) B

Iz leme, prema stavu dedukcije, dobijamo ` (¬A ⇒ ¬¬B) ⇒ (¬A ⇒ B). Doka�imo sada
tvr�e�e.

1. hip. ¬(¬A⇒ B)
2. lema (¬A⇒ ¬¬B)⇒ (¬A⇒ B)
3. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (2) ¬(¬A⇒ B)⇒ ¬(¬A⇒ ¬¬B)
4. MP(1,3) ¬(¬A⇒ ¬¬B)
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Doka�imo sada ` ¬A ∧ ¬B ⇒ ¬(A ∨B), tj. ` ¬(¬A⇒ ¬¬B)⇒ ¬(¬A⇒ B), xto je prema
stavu dedukcije ekvivalentno sa ¬(¬A⇒ ¬¬B) ` ¬(¬A⇒ B).

Doka�imo najpre lemu: ¬A ⇒ B ` ¬A ⇒ ¬¬B, xto je po stavu dedukcije ekvivalentno
sa ¬A⇒ B,¬A ` ¬¬B.
1. hip. ¬A⇒ B
2. hip. ¬A
3. MP(2,1) B
4. F ` ¬¬F (3) ¬¬B
Iz leme, prema stavu dedukcije, dobijamo ` (¬A ⇒ B) ⇒ (¬A ⇒ ¬¬B). Doka�imo sada
tvr�e�e.

1. hip. ¬(¬A⇒ ¬¬B)
2. lema (¬A⇒ B)⇒ (¬A⇒ ¬¬B)
3. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (2) ¬(¬A⇒ ¬¬B)⇒ ¬(¬A⇒ B)
4. MP(1,3) ¬(¬A⇒ B)

a

Tablo u iskaznoj logici

Oznaqena formula Neka je A formula koja od veznika koristi samo ¬, ∨, ∧ i ⇒. Oznaqene
formule su F A i T A.

α pravila
T ¬A
F a

,
F ¬A
T A

,
T A ∧B
T A
T B

,
F A ∨B
F A
F B

i
F A⇒ B

T A
F B

.

β pravila
F A ∧B
F A | F B

,
T A ∨B
T A | T B

i
T A⇒ B

F A | T B
.

Tablo Tablo formule A je binarno drvo koje zadovo	ava:

1. koren tabloa je oznaqena formula F A;

2. tablo se da	e grana po α i β pravilima.

Grana Grana tabloa je niz formula koji sadr�i koren i ne sadr�i grana�e u sebi.

Zatvorena grana Grana je zatvorena ako sadr�i oznaqene formule F B i T B, za neku (bar
jednu) formulu B.

Zatvoren tablo Tablo je zatvoren ako su mu sve grane zatvorene.

Teorema potpunosti za tablo A je tautologija ako i samo ako je tablo za A zatvoren.

130. Metodom tabloa dokazati da je (p⇒ (q ⇒ r))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r)) tautologija.
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Rexe�e. 0. F (p⇒ (q ⇒ r))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r))

1(0) T p⇒ (q ⇒ r)

2(0) F (p⇒ q)⇒ (p⇒ r)

3(1) F p

5(2) T p⇒ q

6(2) F p⇒ r

7(5) F p

9(6) T p

10(6) F r

×(7, 9)

8(5) T q

11(6) T p

12(6) F r

×(3, 11)

4(1) T q ⇒ r

13(2) T p⇒ q

14(2) F p⇒ r

15(4) F q

17(13) F p

19(14) T p

20(14) F r

×(17, 19)

18(13) T q

21(14) T p

22(14) F r

×(15, 18)

16(4) T r

23(13) F p

25(14) T p

26(14) F r

×(23, 25)

24(13) T q

27(14) T p

28(14) F r

×(16, 28)
Ili:

0. F (p⇒ (q ⇒ r))⇒ ((p⇒ q)⇒ (p⇒ r))

1(0) T p⇒ (q ⇒ r)

2(0) F (p⇒ q)⇒ (p⇒ r)

3(2) T p⇒ q

4(2) F p⇒ r

5(4) T p

6(4) F r

7(1) F p

×(5, 7)

8(1) T q ⇒ r

9(3) F p

×(5, 9)

10(3) T q

11(8) F q

×(10, 11)

12(8) T r

×(6, 12)
a

131. Metodom tabloa dokazati da je (p ∨ q ⇒ r)⇒ (p⇒ r) ∧ (q ⇒ r) tautologija.
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Rexe�e. 0. F (p ∨ q ⇒ r)⇒ (p⇒ r) ∧ (q ⇒ r)

1(0) T p ∨ q ⇒ r

2(0) F (p⇒ r) ∧ (q ⇒ r)

3(1) F p ∨ q

5(3) F p

6(3) F q

7(2) F p⇒ r

9(7) T p

10(7) F r

×(5, 9)

8(2) F q ⇒ r

11(8) T q

12(8) F r

×(6, 11)

4(1) T r

13(2) F p⇒ r

15(13) T p

16(13) F r

×(4, 16)

14(2) F q ⇒ r

17(14) T p

18(14) F r

×(4, 18)

a
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132. Metodom tabloa dokazati da je (r ⇒ p)⇒ ((p ∧ q) ∨ r ⇒ p ∧ (q ∨ r)) tautologija.

Rexe�e. 0. F (r ⇒ p)⇒ ((p ∧ q) ∨ r ⇒ p ∧ (q ∨ r))

1(0) T r ⇒ p

2(0) F (p ∧ q) ∨ r ⇒ p ∧ (q ∨ r)

3(2) T (p ∧ q) ∨ r

4(2) F p ∧ (q ∨ r)

5(1) F r

7(3) T p ∧ q

9(7) T p

10(7) T q

11(4) F p

×(9, 11)

12(4) F q ∨ r

13(12) F q

14(12) F r

×(10, 13)

8(3) T r

×(5, 8)

6(1) T p

15(4) F p

×(6, 15)

16(4) F q ∨ r

17(16) F q

18(16) F r

19(3) T p ∧ q

21(19) T p

22(19) T q

×(17, 22)

20(3) T r

×(18, 20)

a
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133. Metodom tabloa dokazati da je (r ⇒ ¬p)⇒ (p∧¬(q∧¬r)⇒ (p∧¬q)∧¬r) tautologija.

Rexe�e. 0. F (r ⇒ ¬p)⇒ (p ∧ ¬(q ∧ ¬r)⇒ (p ∧ ¬q) ∧ ¬r)

1(0) T r ⇒ ¬p

2(0) F p ∧ ¬(q ∧ ¬r)⇒ (p ∧ ¬q) ∧ ¬r

3(2) T p ∧ ¬(q ∧ ¬r)

4(2) F (p ∧ ¬q) ∧ ¬r

5(3) T p

6(3) T ¬(q ∧ ¬r)

7(6) F q ∧ ¬r

8(1) F r

11(7) F q

14(4) F p ∧ ¬q

17(14) F p

×(5, 17)

18(14) F ¬q

19(18) T q

×(11, 19)

15(4) F ¬r

16(15) T r

×(8, 16)

12(7) F ¬r

13(12) T r

×(8, 13)

9(1) T ¬p

10(9) F p

×(5, 10)

a
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Rezolucija u iskaznoj logici

Literal Literal je iskazno slovo ili negacija iskaznog slova.

Klauza Klauza je disjunkcija literala. Klauze �emo zapisivati kao skupove: tj. klauzu
L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Ln, gde su Li literari, pixemo kao {L1, L2, . . . , Ln}.

KNF KNF je konjunkcija klauza.

Pravilo rezolucije Ako su C1 i C2 klauze, L1 ∈ C1, L2 ∈ C2 literali takvi da L1 ≡ ¬L2

(tj. jedan od L1, L2 je iskazno slovo, a drugi je �egova negacija), tada je rezolventa od C1 i
C2, u odnosu na L1 i L2, slede�a klauza: Res(C1, C2;L1, L2) = (C1−{L1})∪ (C2−{L2}). U ovom

sluqaju pravilo rezolucije glasi: Res
C1, C2

Res(C1, C2;L1, L2)
.

Dokaz za klauzu C iz skupa klauza {C1, C2, . . . , Cn} Dokaz za klauzu C iz skupa klauza
{C1, C2, . . . , Cn} je konaqan niz klauza A1, A2, . . . , Am koji zadovo	ava: za svaku klauzu Ai,
1 ≤ i ≤ m va�i

1. Ai ∈ {C1, C2, . . . , Cn} ili

2. Ai = Res(Aj, Ak;Lj, Lk), gde j, k < i. I

3. Am = C.

Teorema potpunosti za rezoluciju Skup klauza {C1, C2, . . . , Cn} je kontradiktoran ako i
samo ako postoji dokaz za ∅ iz skupa klauza {C1, C2, . . . , Cn}.

Komentar Formula F data u KNF je kontradikcija ako i samo ako postoji dokaz za ∅ iz
klauza formule F . Koriste�i da je formula F tautologija ako i samo ako je ¬F kontradikcija,
metod rezolucije mo�emo da koristimo i za dokaz da je F tautologija.

135. Metodom rezolucije dokazati da je F = (p⇒ q)⇒ ((q ⇒ r)⇒ (p⇒ r)) tautologija.

Rexe�e. Zapiximo najpre ¬F u KNF.

¬F ≡ (p⇒ q) ∧ ¬((q ⇒ r)⇒ (p⇒ r))

≡ (¬p ∨ q) ∧ (q ⇒ r) ∧ ¬(p⇒ r)

≡ (¬p ∨ q) ∧ (¬q ∨ r) ∧ p ∧ ¬r.

Imamo dakle 4 klauza. Zapiximo dokaz za ∅.
C1 = {¬p, q}
C2 = {¬q, r}
C3 = {p}
C4 = {¬r}
C5 = {q} Res(C1, C3;¬p, p)
C6 = {r} Res(C2, C5;¬q, q)
C7 = ∅ Res(C4, C6;¬r, r)
Kako smo dokazali ∅, to je ¬F kontradikcija, pa je F tautologija. a

136. Metodom rezolucije dokazati da je F = (r ⇒ p)⇒ ((p∧q)∨r ⇒ p∧(q∨r)) tautologija.
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Rexe�e. Zapiximo najpre ¬F u KNF.

¬F ≡ (r ⇒ p) ∧ ¬((p ∧ q) ∨ r ⇒ p ∧ (q ∨ r))
≡ (¬r ∨ p) ∧ ((p ∧ q) ∨ r) ∧ ¬(p ∧ (q ∨ r))
≡ (¬r ∨ p) ∧ (p ∨ r) ∧ (q ∨ r) ∧ (¬p ∨ (¬q ∧ ¬r))
≡ (¬r ∨ p) ∧ (p ∨ r) ∧ (q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q) ∧ (¬p ∨ ¬r).

Imamo 5 klauza. Zapiximo dokaz za ∅.
C1 = {¬r, p}
C2 = {p, r}
C3 = {q, r}
C4 = {¬p,¬q}
C5 = {¬p,¬r}
C6 = {p} Res(C1, C2;¬r, r)
C7 = {¬q} Res(C4, C6;¬p, p)
C8 = {r} Res(C3, C7; q,¬q)
C9 = {¬p} Res(C5, C8;¬r, r)
C10 = ∅ Res(C6, C9; p,¬p)
Kako smo dokazali ∅, to je ¬F kontradikcija, pa je F tautologija. a

137. Metodom rezolucije dokazati da je F = (r ⇒ ¬p) ⇒ (p ∧ ¬(q ∧ ¬r) ⇒ p ∧ ¬q ∧ ¬r)
tautologija.

Rexe�e. Zapiximo najpre ¬F u KNF.

¬F ≡ (r ⇒ ¬p) ∧ ¬(p ∧ ¬(q ∧ ¬r)⇒ p ∧ ¬q ∧ ¬r)
≡ (¬r ∨ ¬p) ∧ p ∧ ¬(q ∧ ¬r) ∧ ¬(p ∧ ¬q ∧ ¬r)
≡ (¬r ∨ ¬p) ∧ p ∧ (¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r).

Imamo 4 klauze. Zapiximo dokaz za ∅.
C1 = {¬r,¬p}
C2 = {p}
C3 = {¬q, r}
C4 = {¬p, q, r}
C5 = {¬r} Res(C1, C2;¬p, p)
C6 = {¬q} Res(C3, C5; r,¬r)
C7 = {q, r} Res(C2, C4; p,¬p)
C8 = {r} Res(C6, C7;¬q, q)
C9 = ∅ Res(C5, C8;¬r, r)
Kako smo dokazali ∅, to je ¬F kontradikcija, pa je F tautologija. a

138. Metodom rezolucije dokazati da je F = (p∨q)∧(q∨r)∧(r∨p)⇒ (p∧q)∨(q∧r)∨(r∧p)
tautologija.

Rexe�e. Zapiximo najpre ¬F u KNF.

¬F ≡ (p ∨ q) ∧ (q ∨ r) ∧ (r ∨ p) ∧ (¬p ∨ ¬q) ∧ (¬q ∨ ¬r) ∧ (¬r ∨ ¬p).

Imamo 6 klauza. Zapiximo dokaz za ∅.
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C1 = {p, q}
C2 = {q, r}
C3 = {r, p}
C4 = {¬p,¬q}
C5 = {¬q,¬r}
C6 = {¬r,¬p}
C7 = {p,¬r} Res(C1, C5; q,¬q)
C8 = {p} Res(C3, C7; r,¬r)
C9 = {¬p, r} Res(C2, C4; q,¬q)
C10 = {¬p} Res(C6, C9;¬r, r)
C11 = ∅ Res(C8, C10; p,¬p)
Kako smo dokazali ∅, to je ¬F kontradikcija, pa je F tautologija. a

Bulove algebre

Bulova algebra Struktura B = (B,∧,∨,′ , 0, 1), gde je B neki skup, ∧ i ∨ binarne operacije
na skupu B, ′ unarna operacija na skupu B, i 0, 1 ∈ B su dva istaknuta elementa, se zove Bulova
algebra ako zadovo	ava slede�e aksiome:

1. x ∧ y = y ∧ x x ∨ y = y ∨ x;
2. x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z);
3. x ∧ 1 = x x ∨ 0 = x;
4. x ∧ x′ = 0 x ∨ x′ = 1;
5. 0 6= 1.
Operaciju ∧ nazivamo infimum, ∨ supremum, a ′ komplement.

139. Dokazati 0′ = 1 i 1′ = 0.

Rexe�e. Doka�imo samo 0′ = 1:

0′
3.
= 0′ ∨ 0

1.
= 0 ∨ 0′

4.
= 1.

a

Komentar Nada	e ne�emo posebno da naglaxavamo koju aksiomu koristimo, i komutativnost,
kao i sve posledice komutativnosti u kombinacijama sa ostalim aksiomama, ne�emo posebno
zapisivati.

140. Dokazati (x′)′ = x.

Rexe�e.

(x′)′ = (x′)′ ∨ 0

= (x′)′ ∨ (x ∧ x′)
= ((x′)′ ∨ x) ∧ ((x′)′ ∨ x′)
= ((x′)′ ∨ x) ∧ 1

= ((x′)′ ∨ x) ∧ (x′ ∨ x)

= ((x′)′ ∧ x′) ∨ x
= 0 ∨ x
= x.

a

71



141. Dokazati zakone idempotencije x ∧ x = x i x ∨ x = x.

Rexe�e. Doka�imo samo x ∧ x = x.

x ∧ x = (x ∧ x) ∨ 0

= (x ∧ x) ∨ (x ∧ x′)
= x ∧ (x ∨ x′)
= x ∧ 1

= x.

a

142. Dokazati x ∧ 0 = 0 i x ∨ 1 = 1.

Rexe�e. Doka�imo samo x ∧ 0 = 0.

x ∧ 0 = (x ∧ 0) ∨ 0

= (x ∧ 0) ∨ (x ∧ x′)
= x ∧ (0 ∨ x′)
= x ∧ x′

= 0.

a

143. Dokazati zakone apsorbcije x ∧ (x ∨ y) = x i x ∨ (x ∧ y) = x.

Rexe�e. Doka�imo samo x ∧ (x ∨ y) = x.

x ∧ (x ∨ y) = (x ∨ 0) ∧ (x ∨ y)

= x ∨ (0 ∧ y)

= x ∨ 0

= x.

a

144. Dokazati x ∧ z = y ∧ z i x ∨ z = y ∨ z ako i samo ako x = y.

Rexe�e. (⇐) Ovaj smer je trivijalan.
(⇒) Pretpostavimo x ∧ z = y ∧ z i x ∨ z = y ∨ z.

x = x ∧ (x ∨ z)

= x ∧ (y ∨ z), po pretpostavci x ∨ z = y ∨ z
= (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

= (x ∧ y) ∨ (y ∧ z), po pretpostavci x ∧ z = y ∧ z
= (x ∨ z) ∧ y
= (y ∨ z) ∧ y, po pretpostavci x ∨ z = y ∨ z
= y.

a

72



145. Dokazati:

1. x ∨ z = y ∨ z i x ∨ z′ = y ∨ z′ ako i samo ako x = y;

2. x ∧ z = y ∧ z i x ∧ z′ = y ∧ z′ ako i samo ako x = y.

Rexe�e. Doka�imo samo prvo tvr�e�e. Drugo se dokazuje sliqno.
(⇐) Ovaj smer je trivijalan.
(⇒) Pretpostavimo x ∨ z = y ∨ z i x ∨ z′ = y ∨ z′.

x = x ∨ 0

= x ∨ (z ∧ z′)
= (x ∨ z) ∧ (x ∨ z′)
= (y ∨ z) ∧ (y ∨ z′), po pretpostavkama x ∨ z = y ∨ z, x ∨ z′ = y ∨ z′

= y ∨ (z ∧ z′)
= y ∨ 0

= y.

a

146. Dokazati asocijativne zakone x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z i x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z.

Rexe�e. Oznaqimo a = x ∧ (y ∧ z), b = (x ∧ y) ∧ z i c = x.
a ∨ c = (x ∧ (y ∧ z)) ∨ x = x, b ∨ c = ((x ∧ y) ∧ z) ∨ x = ((x ∧ y) ∨ x) ∧ (z ∨ x) = x ∧ (z ∨ x) = x.

Dakle, a ∨ c = b ∨ c.
a ∨ c′ = (x ∧ (y ∧ z)) ∨ x′ = (x ∨ x′) ∧ ((y ∧ z) ∨ x′) = 1 ∧ ((y ∧ z) ∨ x′) = (y ∧ z) ∨ x′,

b∨c′ = ((x∧y)∧z)∨x′ = ((x∧y)∨x′)∧(z∨x′) = ((x∨x′)∧(y∨x′))∧(z∨x′) = (1∧(y∨x′))∧(z∨x′) =
(y ∨ x′) ∧ (z ∨ x′) = (y ∧ z) ∨ x′. Dakle, a ∨ c′ = b ∨ c′.

Prema prethodnom zadatku a = b, tj. x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z. Sliqno se dokazuje i drugi
zakon. a

147. Dokazati x ∧ y = 0 i x ∨ y = 1 ako i samo ako y = x′.

Rexe�e. (⇐) Ovaj smer sledi direktno iz aksiome 4.
(⇒) Pretpostavimo x ∧ y = 0 i x ∨ y = 1.

y = y ∨ 0

= y ∨ (x ∧ x′)
= (y ∨ x) ∧ (y ∨ x′)
= 1 ∧ (y ∨ x′), po pretpostavci x ∨ y = 1

= (x ∨ x′) ∧ (y ∨ x′)
= (x ∧ y) ∨ x′

= 0 ∨ x′, po pretpostavci x ∧ y = 0

= x′.

a

148. Dokazati De Morganove zakone (x ∧ y)′ = x′ ∨ y′ i (x ∨ y)′ = x′ ∧ y′.
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Rexe�e. Oznaqimo a = x∧ y i b = x′ ∨ y′. a∧ b = (x∧ y)∧ (x′ ∨ y′) = (x∧ y∧x′)∨ (x∧ y∧ y′) =
(0∧y)∨(x∧0) = 0∨0 = 0, a∨b = (x∧y)∨(x′∨y′) = (x∨x′∨y′)∧(y∨x′∨y′) = (1∨y′)∧(1∨x′) = 1∧1 = 1.
Prema prethodnom zadatku je b = a′, tj. x′ ∨ y′ = (x ∧ y)′.

Sliqno dokazujemo i drugi zakon. a

149. Dokazati da su slede�a tvr�e�a ekvivalentna:

1. x ∧ y = x;

2. x ∨ y = y;

3. x′ ∨ y = 1;

4. x ∧ y′ = 0.

Rexe�e. (1.⇒ 2.) Pretpostavimo x ∧ y = x. Tada je x ∨ y = (x ∧ y) ∨ y = y.
(2.⇒ 3.) Pretpostavimo x ∨ y = y. Tada je x′ ∨ y = x′ ∨ x ∨ y = 1 ∨ y = 1.
(3.⇒ 4.) Pretpostavimo x′ ∨ y = 1. Tada je x ∧ y′ = x′′ ∧ y′ = (x′ ∨ y)′ = 1′ = 0.
(4.⇒ 1.) Pretpostavimo x∧y′ = 0. Tada je x∧y = (x∧y)∨0 = (x∧y)∨(x∧y′) = x∧(y∨y′) =

x ∧ 1 = x. a

Ure�e�e Ka�emo da je x ≤ y ako i samo ako x∧ y = x (prema prethodnom zadatku ako i samo
ako x ∨ y = y, x′ ∨ y = 1 ili x ∧ y′ = 0).

150. Dokazati da je ≤ parcijalno ure�e�e na B, tj. ≤ je refleksiva, antisimetriqna i
tranzitivna relacija.

Rexe�e. Kako je x ∧ x = x, to je x ≤ x, tj. ≤ je refleksivna.
Ako je x ≤ y i y ≤ x, tada je x ∧ y = x i x ∧ y = y. Odatle x = y, tj. ≤ je antisimetriqna.
Ako je x ≤ y i y ≤ z, tada je x ∧ y = x i y ∧ z = y. x ∧ z = x ∧ y ∧ y = x ∧ y = x, odakle je

x ≤ z, tj. ≤ je tranzitivna. a

151. Dokazati:

1. 0 ≤ x i x ≤ 1;

2. ako x ≤ y i u ≤ v, tada x ∧ u ≤ y ∧ v i x ∨ u ≤ y ∨ v;

3. x ≤ y ako i samo ako y′ ≤ x′.

Rexe�e.

1. 0 ≤ x jer 0 ∧ x = 0, i x ≤ 1 jer x ∧ 1 = x.

2. Neka je x ≤ y i u ≤ v, tj. x ∧ y = x i u ∧ v = u, ali tako�e x ∨ y = y i u ∨ v = v. Tada
(x ∧ u) ∧ (y ∧ v) = (x ∧ y) ∧ (u ∧ v) = x ∧ u, tj. x ∧ u ≤ y ∧ v. Tako�e, (x ∨ u) ∨ (y ∨ v) =
(x ∨ y) ∨ (u ∨ v) = y ∨ v, tj. x ∨ u ≤ y ∨ v.

3. x ≤ y ako i samo ako x∧ y = x ako i samo ako (x∧ y)′ = x′ ako i samo ako x′ ∨ y′ = x′ ako i
samo ako y′ ≤ x′.

a

74



152. Dokazati:

1. x ∧ y ≤ x i x ≤ x ∨ y;

2. ako z ≤ x, y, tada z ≤ x ∧ y.

3. ako x, y ≤ z, tada x ∨ y ≤ z.

Rexe�e.

1. (x ∧ y) ∧ x = (x ∧ x) ∧ y = x ∧ y, pa je x ∧ y ≤ x. Tako�e, x ∧ (x ∨ y) = x, pa je x ≤ x ∨ y.

2. Neka z ≤ x, y. Tada z = z ∧ z ≤ x ∧ y.

3. Neka x, y ≤ z. Tada x ∨ y ≤ z ∨ z = z.

a

Interval Ako je a ≤ b, interval [a, b] = {x | a ≤ x ≤ b}.

153. Neka je a < b. Za x ∈ [a, b] definixemo x? = (x′∨a)∧b. Dokazati da je ([a, b],∧,∨,? , a, b)
Bulova algebra.

Rexe�e. Doka�imo najpre da su ∧,∨,? operacije na [a, b]. Neka x, y ∈ [a, b], tj. a ≤ x ≤ b i
a ≤ y ≤ b. Tada a = a∧a ≤ x∧y ≤ b∧b = b i a = a∨a ≤ x∨y ≤ b∨b = b, odakle x∧y, x∨y ∈ [a, b].
Ako x ∈ [a, b], tada a ≤ x′ ∨ a, pa kako je i a ≤ b, to je a = a ∧ a ≤ (x′ ∨ a) ∧ b = x?. Tako�e,
x? = (x′ ∨ a) ∧ b ≤ b, odakle x? ∈ [a, b].

Kako su ∧,∨ komutativne operacije i distributivne jedna prema drugoj na B, one su takve
i na [a, b].

Ako x ∈ [a, b], tj. a ≤ x ≤ b, to je i x ∨ a = x i x ∧ b = x, pa je ispu�ena i tre�a aksioma.
Tako�e, x ∧ x? = x ∧ (x′ ∨ a) ∧ b = (x ∧ b) ∧ (x′ ∨ a) = x ∧ (x′ ∨ a) = (x ∧ x′) ∨ (x ∧ a) = 0 ∨ a = a
i x ∨ x? = x ∨ ((x′ ∨ a) ∧ b) = (x ∨ x′ ∨ a) ∧ (x ∨ b) = (1 ∨ a) ∧ b = 1 ∧ b = b , pa je ispu�ena i
qetvrta aksioma.

Kako je a < b, to je a 6= b, xto daje petu aksiomu. Dakle, ([a, b],∧,∨,? , a, b) je Bulova algebra.
a

Ideal I ( B je ideal ako:

1. 0 ∈ I;

2. ako x ∈ I i y ≤ x, tada y ∈ I;

3. ako x, y ∈ I, tada x ∨ y ∈ I.

Filter F ( B je filter ako:

1. 1 ∈ F ;

2. ako x ∈ F i x ≤ y, tada y ∈ F ;

3. ako x, y ∈ F , tada x ∧ y ∈ F .

154. Neka je a 6= 0, 1. Dokazati da je interval [0, a] = {x | x ≤ a} ideal, a interval
[a, 1] = {x | a ≤ x} filter algebre B.
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Rexe�e. Doka�imo samo da je [a, 1] filter, ako je a 6= 0.
Doka�imo najpre da je [a, 1] ( B. Ako pretpostavimo suprotno da je [a, 1] = B, tada je

0 ∈ [a, 1], pa je a ≤ 0. Kako je uvek 0 ≤ a, to je a = 0, xto je kontradikcija.
Primetimo da 1 ∈ [a, 1], odakle je prva osobina ispu�ena.
Neka x ∈ [a, 1] i x ≤ y. Tada a ≤ x ≤ y, pa i a ≤ y, odakle y ∈ [a, 1].
Neka x, y ∈ [a, 1]. Tada a ≤ x i a ≤ y, pa je a = a ∧ a ≤ x ∧ y, odakle x ∧ y ∈ [a, 1]. a

155. Neka je S ⊆ B. Definixemo S? = {x′ | x ∈ S}. Primetite S?? = S.

1. Ako je I ideal, dokazati da je I? filter.

2. Ako je F filter. dokazati da je F ? ideal.

Rexe�e. Doka�imo samo prvi deo. Koristimo oqiglednu karakterizaciju: x ∈ I? ako i samo
ako x′ ∈ I.

I? ( B, jer iz 1 /∈ I, sledi 0 /∈ I?. Tako�e, kako 0 ∈ I, to 1 ∈ I?.
Neka x ∈ I? i x ≤ y. Tada x′ ∈ I i y′ ≤ x′, pa y′ ∈ I, odakle y ∈ I?. Neka x, y ∈ I?. Tada

x′, y′ ∈ I, pa x′ ∨ y′ ∈ I. Tada x ∧ y = (x′ ∨ y′)′ ∈ I?. a

156. Neka je F konaqan filter neke Bulove algebre. Tada je F glavni filter. Specijalno,
svi filteri u konaqnoj Bulovoj algebri su glavni.

Rexe�e. . Neka je F = {a1, a2, . . . , ak}. Neka je a = a1∧a2∧ . . .∧ak. Doka�imo da je F = [a, 1].
Neka x ∈ F . Tada je x = ai, za neko 1 ≤ i ≤ k, i a = a1 ∧ a2 ∧ . . . ∧ ak ≤ ai = x, pa x ∈ [a, 1].

Dakle, F ⊆ [a, 1].
Primetimo da a ∈ F , jer je a konaqan infimum elemenata iz F (po tre�oj aksiomi za

filter). Odatle, zbog druge aksiome za filter, [a, 1] ⊆ F . a

157.

1) {1} je filter.

2) Ako su F i G filtri, tada je i F ∩G filter.

3) Ako su F i G filtri, tada je FG = {x ∧ y | x ∈ F, y ∈ G} ili filter ili je jednak B.

4) Ako su F , G i FG filtri, tada F,G ⊆ FG i ako je H filter takav da F,G ⊆ H, tada je
FG ⊆ H. (Drugim reqima, ako je FG filter, tada je on najma�i filter koji sadr�i i F
i G.)

Rexe�e.

1) Ovo je oqigledno.

2) Ako su F i G filtri, tada je F ∩G ⊆ F ( B, pa je F ∩G strogo sadr�an u B. Tako�e, kako
1 ∈ F,G, to 1 ∈ F ∩G, pa je prva osobina iz definicije filtra ispu�ena.
Pretpostavimo da x, y ∈ F ∩ G. Tada x, y ∈ F,G, pa kako su F i G filtri to x ∧ y ∈ F,G,
pa i x ∧ y ∈ F ∩G, odakle sledi da je ispu�ena i druga osobina definicije filtra.

Pretpostavimo da x ∈ F ∩G i x ≤ y. Tada x ∈ F,G, pa kako su F i G filtri, to y ∈ F,G,
pa i y ∈ F ∩G, odakle je ispu�ena i tre�a osobina definicije filtra.
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3) Pretpostavimo da FG 6= B. Tada je FG ( B. Dokazujemo da FG zadovo	ava osobine
filtra. Kako 1 ∈ F,G, to 1 = 1 ∧ 1 ∈ FG.
Pretpostavimo da x, y ∈ FG. Tada je x = x1 ∧x2 i y = y1 ∧ y2, za neke x1, y1 ∈ F i x2, y2 ∈ G.
Tada je x ∧ y = X1 ∧ x2 ∧ y1 ∧ y2 = (x1 ∧ y1) ∧ (x2 ∧ y2) ∈ FG, jer x1 ∧ y1 ∈ F , a x2 ∧ y2 ∈ G.
Konaqno pretpostavimo da x ∈ FG i x ≤ y. Tada je x = x1∧x2 za neke x1 ∈ F i x2 ∈ G. Kako
je x1 ≤ x1 ∨ y i x2 ≤ x2 ∨ y, to x1 ∨ y ∈ F , a x2 ∨ y ∈ G. Primetimo da je (x1 ∨ y)∧ (x2 ∨ y) =
(x1 ∧ x2) ∨ y = x ∨ y = y, jer x ≤ y, pa zbog toga y ∈ FG.

4) Ako x ∈ F , kako 1 ∈ G, tada x = x ∧ 1 ∈ FG, xto dokazuje F ⊆ FG. Sliqno se dokazuje
G ⊆ FG.

Pretpostavimo da F,G ⊆ H. Ako x ∈ FG, tada je x = x1 ∧ x2, za neke x1 ∈ F i x2 ∈ G. Kako
F,G ⊆ H, to x1, x2 ∈ H, pa i x = x1 ∧ x2 ∈ H. To dokazuje FG ⊆ H.

a

Po	e skupova Neka je S 6= ∅. Familija B ⊆ P(S) je po	e skupova nad S ako:

1. ∅, S ∈ B;

2. ako A,B ∈ B, tada i A ∩B,A ∪B,AC ∈ B.

158. Neka je S 6= ∅ i B po	e skupova nad S. Dokazati da je (B,∩,∪,C , ∅, S) Bulova algebra.
Dokazati da je �eno ure�e�e ⊆.

Rexe�e. Iz definicije po	a skupova sledi da su ∩,∪,C operacije na B i da ∅, S ∈ B. Prove-
rimo aksiome Bulovih algebri.

Oqigledno je da je komutativnost ispu�ena, tj. da je A ∩B = B ∩A i da je A ∪B = B ∪A.
Doka�imo distributivan zakon A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

x ∈ A ∩ (B ∪ C) ⇔ x ∈ A ∧ x ∈ B ∪ C
⇔ x ∈ A ∧ (x ∈ B ∨ x ∈ C)

⇔ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ x ∈ C)

⇔ x ∈ A ∩B ∨ x ∈ A ∩ C
⇔ x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Sliqno se dokazuje i drugi distributivni zakon.
Tre�a aksioma na datom jeziku glasi: A∪ ∅ = A i A∩ S = A. Prva jednakost je trivijalno

ispu�ena, dok druga sledi iz qi�enice da je A ⊆ S, jer je A ∈ B, a B je po	e skupova nad S.
Qetvrta aksioma glasi: A ∩ AC = ∅ i A ∪ AC = S, i ona je trivijalno ispu�ena. Peta

aksioma, ∅ 6= S, je ispu�ena po pretpostavci o skupu S.
Dakle, (B,∩,∪,C , ∅, S) jeste Bulova algebra. U �oj je ure�e�e definisano sa: A ≤ B ako i

samo ako A = A ∩B, xto je ekvivalentno sa A ⊆ B. a

Napomena Za S 6= ∅, P(S) jeste po	e skupova, pa je na P(S) definisana struktura Bulove
algebre. B = {∅, {a}, {b, c}, {a, b, c}} je konaqno po	e skupova nad {a, b, c}. Na slici su nacrtane
Bulove algebre: P({a, b}), P({a, b, c}) i B.
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{a, b}

{a} {b}

∅

{a, b, c}

{a, b} {a, c} {b, c}

{a} {b} {c}

∅

{a, b, c}

{a} {b, c}

∅

159. Dokazati da je B = {X ⊆ N | X je konaqan ili X je kokonaqan} po	e skupova nad N.

Rexe�e. ∅ ∈ B, jer je ∅ konaqan, a N ∈ B, jer je N kokonaqan.
Ako A ∈ B, tada je A konaqan ili je A kokonaqan. Ako je A konaqan, tada je AC kokonaqan,

a ako je A kokonaqan, tada je AC konaqan. U svakom sluqaju AC ∈ B.
Neka su A,B ∈ B. Doka�imo da A ∩ B,A ∪ B ∈ B. Ako je bar jedan od A,B konaqan,

tada je A ∩ B konaqan. Ako su i A i B kokonaqni, tada je po De Morganovim zakonima
A ∩B = (AC ∪BC)C , pa je jasno da je A ∩B kokonaqan. Dakle, u svakom sluqaju A ∩B ∈ B.

Ako je bar jedan od A,B kokonaqan, tada je A∪B kokonaqan. Ako su i A i B konaqni, tada
je A ∪B konaqan. Opet u svakom sluqaju A ∪B ∈ B. a

160. Neka je F{X ⊆ N | X je kokonaqan}. F ( P(N) i F ( B, gde je B Bulova algebra iz
prethodnog zadatka. Dokazati da je F filter obe Bulove algebre, i da F nije glavni. (Ovaj
filter se zove Frexeov filter.)

Rexe�e. Primetite da je prva aksioma za filter ispu�ena. N ∈ F , jer N jeste kokonaqan.
Tako�e, ako je A ∈ F i A ⊆ B, tj. ako je A kokonaqan i A ⊆ B, tada je i B kokonaqan, tj.
B ∈ F . Prema tome, ispu�ena je i druga aksioma za filter. U prethodnom zadatku smo videli
da presek dva kokonaqna skupa jeste kokonaqan, pa je zbog toga ispu�ena i tre�a aksioma za
filter.

Pretpostavimo suprotno da je F glavni. Tada je F = [S,N], za neki kokonaqan skup S.
Izaberimo proizvo	no x ∈ S, i uoqimo S ′ = S−{x}. Kako je S kokonaqan, to je i S ′ kokonaqan,
pa S ′ ∈ F = [S,N]. Odatle je S ⊆ S ′, xto je kontradikcija, jer x ∈ S, ali x /∈ S ′. a

Atom i koatom Element a ∈ B se zove atom ako:

1. 0 < a;

2. ako 0 ≤ x ≤ a, tada 0 = x ili x = a.

Element a ∈ B se zove koatom ako:

1. a < 1;

2. ako a ≤ x ≤ 1, tada a = x ili x = 1.

Atomi i koatomi ne moraju da postoje. Jasno je da, ako je a atom, tada je a′ koatom, i obratno.
Dakle, Bulova algebra ima atome ako i samo ako ima koatome.

161. a ∈ B je atom ako i samo ako je a′ koatom.
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Rexe�e. ⇒) Pretpostavimo da je a atom. Kako je 0 < a, tada je a′ < 1, pa je prvi uslov iz
definicije koatoma ispu�en.

Pretpostavimo da je a′ ≤ x ≤ 1. Tada je 0 ≤ x′ ≤ a, pa kako je a atom, to je x′ = 0 ili x′ = a.
Tada je x = 1 ili x = a′, odakle sledi da je i drugi uslov iz definicije koatoma ispu�en.
⇐) se dokazuje sliqno. a

162. Konaqna Bulova algebra B ima atome.

Rexe�e. Pretpostavimo suprotno da B nema atome. Neka je a0 = 1. Tada je a0 > 0 i a0 nije
atom, jer B nema atome, pa postoji element a1 u B takav da 0 < a1 < a0. Kako a1 > 0 i a1 nije
atom, to postoji a2 takav da 0 < a2 < a1 < a0. Nastav	aju�i postupak nalazimo beskonaqan
niz razliqitih elemenata u B, koja je konaqna. Kontradikcija. a

Lindenbaumova algebra Neka je P prebrojiv skup iskaznih slova, i neka je ≡ relacija
elementarne ekvivalencije na skupu formula For. Setite se da je ≡ relacija ekvivalencije na
skupu For. Klasa formule A je skup:

[A] = {B | A ≡ B}.

Primetite da A ∈ [A], kao i da:

[A] = [B] ako i samo ako A ≡ B.

Tako�e, [A] ∩ [B] = ∅ ako i samo ako A 6≡ B.
Uoqimo skup B = {[A] | A ∈ For}. Na skupu B definixemo operacije ∧, ∨ i ′ sa:

[A] ∧ [B] := [A ∧B],

[A] ∨ [B] := [A ∨B],

[A]′ := [¬A].

Tako�e, oznaqimo 0 := [p ∧ ¬p] i 1 := [p ∨ ¬p].

163. (B,∧,∨,′ , 0, 1) je Bulova algebra, koju zovemo Lindenbaumova algebra.

Rexe�e. Najpre, treba da doka�emo da su definisane operacije dobro definisane. Tj.
da rezultat operacije ne zavisi od izbora predstavnika koji smo napravili u definiciji.
Uzmimo zato da je [A] = [A′] i [B] = [B′]. Proverimo da je [A] ∧ [B] = [A′] ∧ [B′], tj. da je
[A∧B] = [A′∧B′]. Kako je [A] = [A′] i [B] = [B′], to je A ≡ A′ i B ≡ B′. Tada je A∧B ≡ A′∧B′,
pa je odatle [A ∧ B] = [A′ ∧ B′]. Sliqno se dokazuje da su ∨ i ′ dobro definisane. Tako�e
se lako vidi da definicije 0 i 1 ne zavise od izbora slova p. Primetite da je 0 klasa svih
kontradikcija, a da je 1 klasa svih tautologija.

Proverimo sada aksiome Bulovih algebri. Najpre proferimo [A] ∧ [B] = [B] ∧ [A]. To je
ekvivalentno sa [A∧B] = [B ∧A], tj. sa A∧B ≡ B ∧A, xto znamo da va�i. Sliqno se dokaze
da je i ∨ komutativna operacija.

[A]∧([B]∨[C]) = ([A]∧[B])∨([A]∧[C]) ako i samo ako [A]∧[B∨C] = [A∧B]∨[A∧C], xto va�i
ako i samo ako [A∧(B∨C)] = [(A∧B)∨(A∧C)], tj. ako i samo ako A∧(B∨C) ≡ (A∧B)∨(A∧C),
za xta znamo da va�i. Sliqno mo�emo dokazati drugi distributivan zakon.

[A] ∨ 0 = [A] ako i samo ako [A] ∨ [p ∧ ¬p] = [A], tj. ako i samo ako [A ∨ (p ∧ ¬p)] = [A], tj.
ako i samo ako A ∨ (p ∧ ¬p) ≡ A. No, kako je p ∧ ¬p kontradikcija, ovo je taqno. Sliqno va�i
i [A] ∧ 1 = [A].

[A] ∧ [A]′ = 0 ako i samo ako [A] ∧ [¬A] = [p ∧ ¬p], tj. ako i samo ako [A ∧ ¬A] = [p ∧ ¬p], tj.
ako i samo ako A∧¬A ≡ p∧¬p. a ovo je taqno, jer su obe kontradikcije. Sliqno se vidi da je
[A] ∨ [A]′ = 1.

Konaqno, 0 6= 1 jer p ∧ ¬p 6≡ p ∨ ¬p, jer kontradikcija i tautologija nisu ekvivalentne. a

79



164. Dokazati da u Lindenbaumovoj algebri va�i [A] ≤ [B] ako i samo ako ` A⇒ B.

Rexe�e. Imamo:

[A] ≤ [B] akko [A] ∧ [B] = [A]

akko [A ∧B] = [A]

akko A ∧B ≡ A

akko ` A ∧B ⇔ A

akko ` (A ∧B ⇒ A) ∧ (A⇒ A ∧B)

akko ` A⇒ A ∧B
akko ` A⇒ B.

Obrazlo�ite svaki korak u prethodnom dokazu. a

165. Dokazati da Lindenbaumova algebra B nema atome.

Rexe�e. Neka je 0 < [A]. Dokaza�emo da [A] nije atom. Najpre primetimo da A nije kon-
tradikcija, jer je [A] > 0, pa postoji valuacija v takva da je A =v 1.

Formula A sadr�i samo konaqno mnogo slova, pa izaberimo slovo p koje se ne jav	a u A.
Kako vrednost formule A u valuaciji v zavisi samo od vrednosti valuacije v na slovima koja
se jav	aju u A, mo�emo da uoqimo dve valuacije: v1 takvu da je p =v1 1 i A =v1 1, i v2 takvu da
je p =v2 0 i A =v2 1. Zapravo v1 i v2 su jednake sa v na slovima formule A, a na slovu p, koje
nije me�u slovima formule A, su dodefinisane.

Primetite da je tada p∧A =v1 1, pa formula p∧A nije kontradikcija, odakle je 0 < [p∧A].
Tako�e je p∧A =v2 0 i A =v2 1, pa p∧A 6≡ A, tj. [p∧A] 6= [A]. Kako je jox [p∧A] = [p]∧ [A] ≤ [A],
to je [p ∧ A] < [A].

Dakle, imamo 0 < [p ∧ A] < [A], odakle sledi da [A] nije atom. Kako je [A] bio proizvo	an
nenula element Lindenbaumove algebre, to ona nema atome. a

Predikatska logika prvog reda

Logiqki deo jezika predikacke logike prvog reda qine slede�i skupovi simbola:

1. veznici: ¬,∧,∨,⇒,⇔, . . .;

2. kvantifikatori: ∃, ∀ ;

3. jednakost: =;

4. promen	ive (Var): x, y, z, z1, x2, . . . , xn, . . .;

5. pomo�ni simboli: ( ) ,.

Jezik prvog reda L qine tri skupa me�usobno disjunktnih simbola:

1. ConstL{ skup simbola konstanti;

2. FunL{ skup simbola operacija;

3. RelL{ skup simpola relacija (predikata).

Pri tome, za svaki simbol s ∈ FunL ∪ RelL je unarpred odre�en prirodan broj koji oznaqavamo
sa ar(s) i zovemo arnost (du�ina) simbola s.
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Termi jezika L (TermL) se grade na slede�i naqin:

1. elementi skupova Var i ConstL su termi;

2. ako je f ∈ FunL, ar(f) = n, i t1, t2, . . . , tn termi, tada je f(t1, t2, . . . , tn) term;

3. termi se grade konaqnom primenom 1. i 2.

Promen	ive u termu Za term t, sa V(t) oznaqavamo skup promen	ivih koje se pojav	uju u
termu t. V(t) je konaqan skup.

Slo�enost terma Slo�enost terma t je broj funkcijskih simbola koji se pojav	uju u termu
t. Slo�enost terma t oznaqavamo sa sl(t). Slo�enost terma mo�emo induktivno definisati
sa:

1. sl(x) = 0, za x ∈ Var,
sl(c) = 0, za c ∈ ConstL;

2. sl(f(t1, t2, . . . , tn)) = sl(t1)+sl(t2)+. . .+sl(tn)+1, za f ∈ FunL, ar(f) = n, t1, t2, . . . , tn ∈ TermL.

Atomiqne formule jezika L (AtL) se grade na dva naqina:

1. ako je p ∈ RelL, ar(p) = n, i t1, t2, . . . , tn termi, tada je p(t1, t2, . . . , tn) atomiqna formula;

2. ako su t1, t2 termi, tada je t1 = t2 atomiqna formula.

Formule jezika L (ForL) se grade na slede�i naqin:

1. atomiqne formule su formule;

2. ako su A i B formule, tada su ¬A, A ∧B, A ∨B, A⇒ B,. . . formule;

3. ako je A formula i x ∈ Var, tada su ∀xA i ∃xA;

4. formule se grade konaqnom primenom 1, 2. i 3.

Promen	ive u formuli Za formulu A, sa V(A) oznaqavamo skup promen	ivih koje se po-
jav	uju u formuli A. V(A) je konaqan skup.

Slobodno i vezano pojav	iva�e promen	ive u formuli Induktivno definixemo kada je
pojav	iva�e neke promen	ive u formuli slobodno/vezano:

1. Svako pojav	iva�e bilo koje promen	ive u atomiqnoj formuli je slobodno.

2. Ako je pojav	iva�e proizvo	ne promen	ive bilo slobodno/vezano u formulama A i B,
tada je ono slobodno/vezano i u formulama ¬A i A ? B za ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔, . . .}.

3. Pojav	iva�e promen	ive x posle kvantifikatora, tj. u ∀x ili ∃x , je vezano.

4. Ako je pojav	iva�e promen	ive x bilo slobodno/vezano u A, tada je ono slobodno/vezano
u formulama ∀y A i ∃y A.

5. Ako je pojav	iva�e promen	ive x bilo vezano u A, tada je ono vezano u formulama ∀xA
i ∃xA, i vezano je nekim ranijim kvantifikatorom.

6. Ako je pojav	iva�e promen	ive x bilo slobodno u A, tada je ono vezano u formulama
∀xA i ∃xA, i vezano je tim kvantifikatorom.
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Slobodne promen	ive u formuli Za formulu A, sa V∗(A) oznaqavamo skup promen	ivih
koje se pojav	uju slobodno u formuli A. V∗(A) je konaqan skup i V∗(A) ⊆ V(A).

Komentar Prema definiciji imamo:

1. V∗(t1 = t2) = V(t1 = t2) i V∗(p(t1, t2, . . . , tn)) = V(p(t1, t2, . . . , tn)).

2. V∗(¬A) = V∗(A) i V∗(A ? B) = V∗(A) ∪ V∗(B), za ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔, . . .}.

3. V∗(∀xA),V∗(∃xA) = V∗(A)r {x}.

Komentar Ako je A formula i x slobodna promen	iva koja se pojav	uje u A, sa A(x) za-
pisujemo formulu A, pri qemu naglaxavamo sva slobodna pojav	iva�a promen	ive x. U toj
situaciji, za proizvo	an term t, A(t) je oznaka za formulu koju dobijemo kada svako slobodno
pojav	iva�e promen	ive x zamenimo sa termom t.

Reqenica Formula A koja nema slobodne promen	ive, tj. V∗(A) = ∅, se naziva reqenica.

Slo�enost formule Slo�enost formule A je broj brok veznika i kvantifikatora koji se
pojav	uju u formuli A. Slo�enost terma A oznaqavamo sa sl(A). Slo�enost formule mo�emo
induktivno definisati sa:

1. sl(t1 = t2) = 0, za t1, t2 ∈ TermL,
sl(p(t1, t2, . . . , tn)) = 0, za p ∈ RelL, ar(p) = n, t1, t2, . . . , tn ∈ TermL;

2. sl(¬A) = sl(A) + 1, za A ∈ ForL,
sl(A ? B) = sl(A) + sl(B) + 1, za A,B ∈ ForL, ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔, . . .};

3. sl(∀xA) = sl(A) + 1, za A ∈ ForL,
sl(∃xA) = sl(A) + 1, za A ∈ ForL.

Model jezika L je struktura M = (D, sM)s∈L, gde je D neki skup, koji zovemo domen modela,
a sM zovemo interpretacija simbola s gde je:

1. sM ∈ D, ako s ∈ ConstL;

2. sM : Dn −→ D, ako s ∈ FunL;

3. sM : Dn −→ 2, ako s ∈ RelL.

Ekspanzija modela konstantama Neka je M = (D, sM)s∈L model jezika L. Uoqimo slede�e
proxire�e jezika L: L′ = L ∪ {d | d ∈ D}, gde su d novi simboli konstante, koji zovemo ime

elementa d.
Ekspanzija modela M je model M′ = (D, sM

′
, dM

′
)s∈L,d∈D jezika L′, definisan sa:

1. sM
′
:= sM;

2. dM
′
:= d.

Nada	e pretpostavimo da je fiksiran jezik L i model M = (D, . . .) jezika L, i pret-
postavimo da L ve� sadr�i imena elemenata iz D koje M interpretira.

Valuacija je preslikava�e v : Var −→ D.
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Interpretacija terma Neka je v valuacija. v se xiri do preslikava�a v : TermL −→ D,
definisanog sa:

1. v(x) := v(x), za x ∈ Var;

2. v(c) := cM, za c ∈ ConstL;

3. v(f(t1, t2, . . . , tn)) := fM(v(t1), v(t2), . . . , v(tn)), za f ∈ FunL, ar(f) = n.

Interpretacija formule Neka je v valuacija i v �eno proxire�e na TermL. Interpretacija
formula pri valuaciji v je preslikava�e v̂ : ForL −→ 2, definisano sa:

1. v̂(p(t1, t2, . . . , tn)) := pM(v(t1), v(t2), . . . , v(tn));

2. v̂(t1 = t2) := 1 ako i samo ako v(t1) = v(t2);

3. v̂(¬A) := ¬v̂(A), v̂(A ∧B) := v̂(A) ∧ v̂(B), v̂(A ∨B) := v̂(A) ∨ v̂(B), . . .

4. v̂(∃xA(x)) := 1 ako i samo ako postoji element d ∈ D tako da v̂(A(d)) = 1;

5. v̂(∃xA(x)) := 0 ako i samo ako za sve elemente d ∈ D va�i v̂(A(d)) = 0;

6. v̂(∀xA(x)) := 0 ako i samo ako postoji element d ∈ D tako da v̂(A(d)) = 0;

7. v̂(∀xA(x)) := 1 ako i samo ako za sve elemente d ∈ D va�i v̂(A(d)) = 1;

166. Neka su u i v dve valuacije i t term. Ako je u |V(t)= v |V(t), tada je ū(t) = v̄(t).

Rexe�e. Dokaz izvodimo indukcijom po slo�enosti terma t. Ako je sl(t) = 0, tada imamo
slede�e sluqajeve:

1. t = x ∈ Var. Tada je V(t) = {x}, pa je prema pretpostavci u(x) = v(x), odakle je ū(t) =
ū(x) = u(x) = v(x) = v̄(x) = v̄(t).

2. t = x ∈ ConstL. Tada je ū(t) = ū(c) = cM = v̄(c) = v̄(t).

Doka�imo induktivni korak: sl < n −→ sl = n. Neka je sl(t) = n i neka je u |V(t)= v |V(t).
Tada je t = f(t1, t2, . . . , tm), za neki f ∈ FunL, ar(f) = m, i t1, t2, . . . , tm ∈ TermL. Va�i:
sl(ti) < sl(t), za sve 1 ≤ i ≤ m, i V(ti) ⊆ V(t), za sve 1 ≤ i ≤ m. Zbog toga je i u |V(ti)= v |V(ti),
za sve 1 ≤ i ≤ m, pa po induktivnoj hipotezi zak	uqujemo ū(ti) = v̄(ti), za sve 1 ≤ i ≤
m. Sada je ū(t) = ū(f(t1, t2, . . . , tm)) = fM(ū(t1), ū(t2), . . . , ū(tm)) = fM(v̄(t1), v̄(t2), . . . , v̄(tm)) =
v̄(f(t1, t2, . . . , tm)) = v̄(t). a

167. Neka su u i v dve valuacije i A formula. Ako je u |V∗(A)= v |V∗(A), tada je û(A) = v̂(A).

Rexe�e. Dokaz izvodimo indukcijom po slo�enosti formule A. Ako je sl(A) = 0, tada imamo
slede�e sluqajeve:

1. A = (t1 = t2)za neke t1, t2 ∈ TermL. Tada je V∗(A) = V(A), pa je prema pretpostavci
u |V(A)= v |V(A). Kako je V(t1),V(t2) ⊆ V(A), to je i u |V(t1)= v |V(t1) i u |V(t2)= v |V(t2),
pa prema prethodnom zadatku imamo: ū(t1) = v̄(t1) i ū(t2) = v̄(t2). Sada je û(A) = 1 akko
ū(t1) = ū(t2) akko v̄(t1) = v̄(t2) akko v̂(A) = 1. Dakle, û(A) = v̂(A).

2. A = p(t1, t2, . . . , tm), za neke p ∈ RelL, ar(p) = m, i t1, t2, . . . , tm ∈ TermL. Ponovo je V∗(A) =
V(A), pa je prema pretpostavci u |V(A)= v |V(A). Kako je V(ti) ⊆ V(A), za sve 1 ≤ i ≤ m,
to je i u |V(ti)= v |V(ti), za sve 1 ≤ i ≤ m, pa prema prethodnom zadatku imamo: ū(ti) =
v̄(ti), za sve 1 ≤ i ≤ m. Sada je û(A) = û(p(t1, t2, . . . , tm)) = pM(ū(t1), ū(t2), . . . , ū(tm)) =
pM(v̄(t1), v̄(t2), . . . , v̄(tm)) = v̂(p(t1, t2, . . . , tm)) = v̂(A).

83



Doka�imo induktivni korak: sl < n −→ sl = n. Neka je sl(A) = n i neka je u |V∗(A)= v |V∗(A).
Imamo slede�e sluqajeve:

1. A = ¬B, za neko B ∈ ForL. Tada je V∗(B) = V∗(A), pa je u |V∗(B)= v |V∗(B). Tako�e,
sl(B) < n, pa prema induktivnoj hipotezi û(B) = v̂(B). Sada je û(A) = û(¬B) = ¬û(B) =
¬v̂(B) = v̂(¬B) = v̂(A).

2. A = B ?C, za neke B,C ∈ ForL i ? ∈ {∧,∨,⇒,⇔, . . .}. Tada je V∗(B),V∗(C) ⊆ V∗(A), pa je
u |V∗(B)= v |V∗(B) i u |V∗(C)= v |V∗(C). Tako�e, sl(B) < n i sl(C) < n, pa prema induktivnoj
hipotezi û(B) = v̂(B) i û(C) = v̂(C). Sada je û(A) = û(B?C) = û(B)?û(C) = v̂(B)?v̂(C) =
v̂(B ? C) = v̂(A).

3. A = ∃xB(x), za neko x ∈ Var i B ∈ ForL. Primetimo da je tada, za svaki element d ∈ D,
formula B(d) slo�enosti ma�a od n i V∗(B(d)) = V∗(A), pa je u |V∗(B(d)= v |V∗(B(d). Prema
induktivnoj hipotezi, tada je û(B(d)) = v̂(B(d)). Sada imamo: û(A) = 1 akko postoji
element a ∈ D takav da û(B(a)) = 1 akko postoji element a ∈ D takav da v̂(B(a)) = 1 akko
v̂(A) = 1. Dakle, û(A) = v̂(A).

4. A = ∀xB(x), za neko x ∈ Var i B ∈ ForL. Primetimo da je tada, za svaki element d ∈ D,
formula B(d) slo�enosti ma�a od n i V∗(B(d)) = V∗(A), pa je u |V∗(B(d)= v |V∗(B(d).
Prema induktivnoj hipotezi, tada je û(B(d)) = v̂(B(d)). Sada imamo: û(A) = 1 akko za
sve elemente a ∈ D va�i û(B(a)) = 1 akko za sve elemente a ∈ D va�i v̂(B(a)) = 1 akko
v̂(A) = 1. Dakle, û(A) = v̂(A).

a

Posledica Ako je A reqenica, tada je A taqna/netaqna u pri jednoj valuaciji ako i samo ako
je taqna/netaqna u svim valuacijama.

Zapis Umesto v(x) = . . ., v(t) = . . ., v̂(A) = . . . pixemo x =v . . ., t =v . . ., A =v . . ..

Model formule A Model jezika L M = (D, . . .) je model formule A na jeziku L ako za sve
valuacije v : Var −→ D va�i A =v 1. Pixemo M � A.

Kontramodel formule A Model jezika L M = (D, . . .) je kontramodel formule A na jeziku
L ako postoji valuacija v : Var −→ D za koju va�i A =v 0. Pixemo M 2 A.

Va	ana formula A Formula A na jeziku L je va	ana ako za svaki model M jezika L va�i
M � A. Pixemo � A.

Modeli i va	ane formule

168. Na�i model i kontramodel za formulu F = ∃x ∀y p(x, y).

Rexe�e. Jezik date formule je L = {p}, gde je p binaran simbol relacije.

1. Uoqimo najpre model M = (N, pM), gde je N skup prirodnih brojeva, a pM je relacija ≤.
Doka�imo da je M � F .
Pretpostavimo suprotno da je M 2 F i neka je v : Var −→ N valuacija takva da je F =v 0,
tj. ∃x ∀y p(x, y) =v 0. Tada za sve elemente n ∈ N va�i ∀y p(a, y) =v 0. Kako ovo va�i za
sve n ∈ N, specijalno va�i i za n = 0, tj. ∀y p(0, y) =0. Odavde sledi da postoji element
a ∈ N tako da p(0, a) =v 0. Odavde je pM(0, a) = 0, tj. 0 � a, xto je kontradikcija.

Dakle, M � F .
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2. Uoqimo model K = (N, pK), gde je pK relacija ≥. Doka�imo da je K 2 F .
Pretpostavimo suprotno da je K � F i neka je v : Var −→ N proizvo	na valuacija.
Tada je ∃x∀y p(x, y) =v 1. Odavde zak	uqujemo da postoji element a ∈ N takav da je
∀y p(a, y) =v 1. Da	e zak	uqujemo da za sve n ∈ N va�i p(a, n) =v 1. Kako ovo va�i
za sve n ∈ N, specijalno va�i i za n = a + 1 (primetite da a + 1 ∈ N, jer a ∈ N), tj.
p(a, a+ 1) =v 1. Odavde pK(a, a+ 1) = 1, tj. a ≥ a+ 1, xto je kontradikcija.

Dakle, K 2 F .

3. Uoqimo model K1 = (Z, pK1), gde je Z skup celih brojeva, a pK1 relacija ≤. Doka�imo da
je K1 2 F .
Pretpostavimo suprotno da je K1 � F i neka je v : Var −→ Z proizvo	na valuacija.
Tada je ∃x∀y p(x, y) =v 1. Odavde zak	uqujemo da postoji element a ∈ Z takav da je
∀y p(a, y) =v 1. Da	e zak	uqujemo da za sve n ∈ Z va�i p(a, n) =v 1. Kako ovo va�i
za sve n ∈ Z, specijalno va�i i za n = a − 1 (primetite da a − 1 ∈ Z, jer a ∈ Z), tj.
p(a, a− 1) =v 1. Odavde pK1(a, a− 1) = 1, tj. a ≤ a− 1, xto je kontradikcija.

Dakle, K1 2 F .

a

169. Dokazati da je formula p(x)⇒ ∃x p(x) va	ana.

Rexe�e. Jezik date formule je L = {p}, gde je p unaran simbol relacije.
Pretpostavimo suprotno 2 p(x) ⇒ ∃x p(x). Neka je K = (D, pK) 2 p(x) ⇒ ∃x p(x), i neka je

v : Var −→ D valuacija takva da je p(x) ⇒ ∃x p(x) =v 0. Tada je p(x) =v 1 i ∃x p(x) =v 0. Iz
p(x) =v 1, zak	uqujemo da je pK(v(x)) = 1 (?). Iz ∃x p(x) =v 0 zak	uqujemo da za sve elemente
d ∈ D va�i p(d) =v 0, tj. pK(d) = 0. Kako ovo va�i za sve d ∈ D, specijalno va�i i za d = v(x),
tj. pK(v(x)) = 0, xto je kontradikcija sa (?).

Dakle, � p(x)⇒ ∃x p(x). a

170. Na�i model i kontramodel formule ∃x p(x)⇒ p(x).

Rexe�e. Posmatrajmo model K = ({α, β}, pK), gde je pK predikat definisan tablicom:

pK α β
1 0

.

Doka�imo da je K 2 ∃x p(x)⇒ p(x).
Neka je v : Var −→ {α, β} valuacija za koju je v(x) = β. Primetimo da iz pK(β) = 0, sledi

pK(v(x)) = 0, tj. p(x) =v 0. Tako�e, primetimo da iz pK(α) = 1 sledi p(α) =v 1, xto nam da	e
govori da je ∃x p(x) =v 1. Dakle, ∃x p(x)⇒ p(x) =v 1⇒ 0 = 0, tj. zaista K 2 ∃x p(x)⇒ p(x).

Posmatrajmo da	e modeleM1 = ({α, β}, pM1) iM2 = ({α, β}, pM2), gde su pM1 i pM2 predikati
definisani tablicama:

pM1 α β
0 0

pM2 α β
1 1

.

Doka�imo da su M1 � ∃x p(x)⇒ p(x) i M2 � ∃x p(x)⇒ p(x).
Neka je v : Var −→ {α, β} proizvo	na valuacija u modelu M1. Doka�imo da je ∃x p(x) =v 0.

Pretpostavimo suprotno da je ∃x p(x) =v 1. Tada postoji element a ∈ {α, β} takav da je
p(a) =v 1, tj. pM1(a) = 1. Kako je a = α ili a = β, ovo nam ka�e da je pM1(α) = 1 ili pM1(β) = 1,
xto je u svakom sluqaju kontradikcija. Dakle, ∃x p(x) =v 0, pa je ∃x p(x) =v 0 ⇒ nexto = 1.
Kako je v bila proizvo	na valuacija, to znaqi da je M1 � ∃x p(x)⇒ p(x).

Neka je v : Var −→ {α, β} proizvo	na valuacija u modelu M2. Doka�imo da je p(x) =v 1.
Kako je v(x) = α ili v(x) = β, imamo dva sluqaja. Ako je v(x) = α, tada iz pM2(α) = 1, sledi
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pM2(v(x)) = 1, tj. p(x) =v 1. Ako je v(x) = β, tada iz pM2(β) = 1, sledi pM2(v(x)) = 1, tj.
p(x) =v 1. Dakle, zaista p(x) =v 1, i odatle ∃x p(x) ⇒ p(x) =v nexto ⇒ 1 = 1. Kako je v bila
proizvo	na valuacija, to znaqi da je M2 � ∃x p(x)⇒ p(x). a

171. Dokazati da su slede�e formule va	ane:

1. ∃x ∃y p(x, y)⇒ ∃y ∃x p(x, y);

2. ∀x ∀y p(x, y)⇒ ∀y ∀x p(x, y);

3. ∃x ∀y p(x, y)⇒ ∀y ∃x p(x, y).

Rexe�e.

1. Pretpostavimo suprotno da 2 ∃x∃y p(x, y)⇒ ∃y ∃x p(x, y). Neka jeK = (D, pK) 2 ∃x∃y p(x, y)⇒
∃y ∃x p(x, y) i neka je v : Var −→ D valuacija takva da je ∃x ∃y p(x, y)⇒ ∃y ∃x p(x, y) =v 0.
Tada je:

(1) ∃x∃y p(x, y) =v 1 i (2) ∃y ∃x p(x, y) =v 0.

Iz (1) sledi da postoji element a ∈ D takav da: (3)∃y p(a, y) =v 1. Iz (3) sledi da postoji
element b ∈ D takav da: (?) p(a, b) =v 1.

Iz (2) sledi da za sve elemente d ∈ D va�i: ∃x p(x, d) =v 0. Kako ovo va�i za sve d ∈ D,
specijalno za d = b imamo: (4)∃x p(x, b) =v 0. Iz (4) sledi da za sve elemente e ∈ D va�i:
p(e, b) =v 0. Kako ovo va�i za sve e ∈ D, specijalno za e = a imamo p(a, b) =v 0, xto je u
kontradikciji sa (?).

2. Pretpostavimo suprotno da 2 ∀x∀y p(x, y)⇒ ∀y ∀x p(x, y). Neka jeK = (D, pK) 2 ∀x∀y p(x, y)⇒
∀y ∀x p(x, y) i neka je v : Var −→ D valuacija takva da je ∀x ∀y p(x, y)⇒ ∀y ∀x p(x, y) =v 0.
Tada je:

(1) ∀x∀y p(x, y) =v 1 i (2) ∀y ∀x p(x, y) =v 0.

Iz (2) sledi da postoji element a ∈ D takav da: (3)∀x p(x, a) =v 0. Iz (3) sledi da postoji
element b ∈ D takav da: (?) p(b, a) =v 0.

Iz (1) sledi da za sve elemente d ∈ D va�i: ∀y p(d, y) =v 1. Kako ovo va�i za sve d ∈ D,
specijalno za d = b imamo: (4)∀y p(b, y) =v 1. Iz (4) sledi da za sve elemente e ∈ D va�i:
p(b, e) =v 1. Kako ovo va�i za sve e ∈ D, specijalno za e = a imamo p(b, a) =v 1, xto je u
kontradikciji sa (?).

3. Pretpostavimo suprotno da 2 ∃x∀y p(x, y)⇒ ∀y ∃x p(x, y). Neka jeK = (D, pK) 2 ∃x∀y p(x, y)⇒
∀y ∃x p(x, y) i neka je v : Var −→ D valuacija takva da je ∃x ∀y p(x, y)⇒ ∀y ∃x p(x, y) =v 0.
Tada je

(1) ∃x∀y p(x, y) =v 1 i (2) ∀y ∃x p(x, y) =v 0.

Iz (1) sledi da postoji element a ∈ D takav da: (3) ∀y p(a, y) =v 1.

Iz (2) sledi da postoji element b ∈ D takav da: (4) ∃x p(x, b) =v 0.

Iz (3) sledi da za sve elemente d ∈ D va�i da: p(a, d) =v 1. Kako ovo va�i za sve elemente
d ∈ D, specijalno za d = b imamo: (?) p(a, b) =v 1.

Iz (4) sledi da za sve elemente e ∈ D va�i da: p(e, b) =v 0. Kako ovo va�i za sve elemente
e ∈ D, specijalno za e = a imamo: p(a, b) =v 0, xto je u kontradikciji sa (?).

a

172. Na�i model i kontramodel za formulu ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x ∀y p(x, y).
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Rexe�e. Da�emo nekoliko modela i kontramodela za ovu formulu.

1. Uoqimo model K = (N, pK), gde je N skup prirodnih brojeva, a pK je relacija ≥. Doka�imo
da je K 2 ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x∀y p(x, y). Neka je v : Var −→ N proizvo	na valuacija.

Najpre tvrdimo ∀y ∃x p(x, y) =v 1. Pretpostavimo suprotno da je ∀y ∃x p(x, y) =v 0. Tada
postoji element a ∈ N takav da je ∃x p(x, a) =v 0. Odavde sledi da za sve n ∈ N va�i:
p(n, a) =v 0, tj. za sve n ∈ N va�i: pK(n, a) = 0, ili za sve n ∈ N va�i: n � a. Kako
ovo va�i za sve n ∈ N, specijalno za n = a + 1 imamo: a + 1 � a, xto je kontradikcija.
Dakle, ∀y ∃x p(x, y) =v 1.

Da	e tvrdimo ∃x ∀y p(x, y) =v 0. Pretpostavimo suprotno da je ∃x∀y p(x, y) =v 1. Tada
postoji element a ∈ N takav da je ∀y p(a, y) =v 1. Odavde sledi da za sve n ∈ N va�i:
p(a, n) =v 1, tj. za sve n ∈ N va�i: pK(a, n) = 1, ili za sve n ∈ N va�i: a ≥ n. Kako
ovo va�i za sve n ∈ N, specijalno za n = a + 1 imamo: a ≥ a + 1, xto je kontradikcija.
Dakle, ∃x∀y p(x, y) =v 0.

Konaqno, ∀y ∃x p(x, y) ⇒ ∃x ∀y p(x, y) =v 1 ⇒ 0 = 0, odakle je K 2 ∀y ∃x p(x, y) ⇒
∃x ∀y p(x, y).

2. Uoqimo modelM = (N, pM), gde je N skup prirodnih brojeva, a pM je relacija ≤. Doka�imo
da je M � ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x ∀y p(x, y). Neka je v : Var −→ N proizvo	na valuacija.

Tvrdimo ∃x ∀y p(x, y) =v 1. Pretpostavimo suprotno da je ∃x ∀y p(x, y) =v 0. Tada za sve
elemente n ∈ N va�i da je ∀y p(n, y) =v 0. Kako ovo va�i za sve n ∈ N, specijalno za
n = 0 imamo: ∀y p(0, y) =v 0. Odavde sledi da postoji a ∈ N takav da va�i: p(0, a) =v 0,
tj. pM(0, a) = 0, ili 0 � a, xto je kontradikcija. Dakle, ∃x∀y p(x, y) =v 1.

Konaqno, ∀y ∃x p(x, y) ⇒ ∃x ∀y p(x, y) =v nexto ⇒ 1 = 1, pa kako je v bila proizvo	na
valuacija, to je M � ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x ∀y p(x, y).

Razmislimo sada neformalno o formulama ∀y ∃x p(x, y) i ∃x∀y p(x, y). Zamislimo p kao
tablicu nula i jedinica, na nekom skupu D, gde prvi argument oznaqava vrstu, a drugi kolonu.
Tada je ∀y ∃x p(x, y) taqna ako i samo ako u svakoj koloni postoji bar jedna jedinica. Dakle,
∀y ∃x p(x, y) je netaqna ako i samo ako postoji kolona u kojoj su sve nule. Tako�e, ∃x∀y p(x, y)
je taqna ako i samo ako postoji vrsta u kojoj su zapisane sve jedinice. Dakle, ∃x ∀y p(x, y) je
netaqna ako i samo ako u svakoj vrsi postoji bar jedna nula.

Dakle, ako �elimo da napravimo kontramodel za datu formulu, treba da vodimo raquna da
je ∀y ∃x p(x, y) taqna i ∃x∀y p(x, y) netaqna. Dakle, u svakoj koloni moramo imati bar jednu
jedinicu i u svakoj vrsti moramo da imamo bar jednu nulu.

Tako�e ako �elimo da napravimo model za datu formulu, dovo	no je da se postaramo da
je "leva" formula ∀y ∃x p(x, y) netaqna, ili da je "desna" formula ∃x ∀y p(x, y) taqna. Dakle,
dovo	no je da imamo kolonu u kojoj su sve nule, ili da imamo vrstu u kojoj su sve jedinice.

Ovo je sve bila neformalna priqa, uoqimo sada nekoliko modela na {α, β} i doka�imo za
�ih da su onu kontramodel/model date formule.

3. Uoqimo model K1 = ({α, β}, pK1), gde je pK1 definisan tablicom:

pK1 α β
α 1 0
β 0 1

.

Doka�imo da je K1 2 ∀y ∃x p(x, y) ⇒ ∃x∀y p(x, y). Neka je v : Var −→ {α, β} proizvo	na
valuacija.

Prvo doka�imo ∀y ∃x p(x, y) =v 1. Pretpostavimo suprotno da je ∀y ∃x p(x, y) =v 0. Tada
postoji element a ∈ {α, β} takav da va�i: ∃x p(x, a) =v 0. Odavde sledi da za sve d ∈ {α, β}
va�i: p(d, a) =v 0, tj. za sve d ∈ {α, β} va�i pK1(d, a) = 0. Kako a ∈ {α, β}, imamo dva
sluqaja. Ako je a = α, onda za sve d ∈ {α, β} va�i pK1(d, α) = 0. Kako ovo va�i za sve
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d ∈ {α, β}, specijalno za d = α imamo pK1(α, α) = 0, xto je kontradikcija. Ako je a = β,
onda za sve d ∈ {α, β} va�i pK1(d, β) = 0. Kako ovo va�i za sve d ∈ {α, β}, specijalno za
d = β imamo pK1(β, β) = 0, xto je kontradikcija. Dakle, ∀y ∃x p(x, y) =v 1.

Da	e doka�imo ∃x ∀y p(x, y) =v 0. Pretpostavimo suprotno da je ∃x∀y p(x, y) =v 1. Tada
postoji element a ∈ {α, β} takav da va�i: ∀y p(a, y) =v 1. Odavde sledi da za sve d ∈ {α, β}
va�i: p(a, d) =v 1, tj. za sve d ∈ {α, β} va�i pK1(a, d) = 1. Kako a ∈ {α, β}, imamo dva
sluqaja. Ako je a = α, onda za sve d ∈ {α, β} va�i pK1(α, d) = 1. Kako ovo va�i za sve
d ∈ {α, β}, specijalno za d = β imamo pK1(α, β) = 1, xto je kontradikcija. Ako je a = β,
onda za sve d ∈ {α, β} va�i pK1(β, d) = 1. Kako ovo va�i za sve d ∈ {α, β}, specijalno za
d = α imamo pK1(β, α) = 1, xto je kontradikcija. Dakle, ∃x ∀y p(x, y) =v 0.

Dakle, ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x∀y p(x, y) =v 1⇒ 0 = 0, odakle jeK1 2 ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x∀y p(x, y).

4. Uoqimo model M1 = ({α, β}, pM1), gde je pM1 definisan tablicom:

pM1 α β
α 0 ?
β 0 ?

.

(Zbog definisanosti modela, trebalo bi da umesto ? u tablici stavimo 0 ili 1. Ovde
ostav	amo ovako da bismo naglasili da ti unosi u tablici ne utiqu na konkretan raqun.)
Doka�imo da je M1 � ∀y ∃x p(x, y) ⇒ ∃x ∀y p(x, y). Neka je v : Var −→ {α, β} proizvo	na
valuacija.

Doka�imo ∀y ∃x p(x, y) =v 0. Pretpostavimo suprotno da je ∀y ∃x p(x, y) =v 1. Tada za
sve elemente d ∈ {α, β} va�i: ∃x p(x, d) =v 1. Kako ovo va�i za sve elemente d ∈ {α, β},
specijalno za d = α imamo ∃x p(x, α) =v 1. Odavde sledi da postoji a ∈ {α, β} takav da
va�i: p(a, α) =v 1, tj. pM1(a, α) = 1. Kako a ∈ {α, β}, imamo dva sluqaja. Ako je a = α,
onda imamo pM1(α, α) = 1, xto je kontradikcija. Ako je a = β, onda imamo pM1(β, α) = 1,
xto je kontradikcija. Dakle, ∀y ∃x p(x, y) =v 0.

Dakle, ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x ∀y p(x, y) =v 0⇒ nexto = 1, pa kako je v bila proizvo	na, to je
M1 � ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x∀y p(x, y).

5. Uoqimo model M2 = ({α, β}, pM2), gde je pM2 definisan tablicom:

pM2 α β
α 1 1
β ? ?

.

Doka�imo da je M2 � ∀y ∃x p(x, y) ⇒ ∃x ∀y p(x, y). Neka je v : Var −→ {α, β} proizvo	na
valuacija.

Doka�imo ∃x ∀y p(x, y) =v 1. Pretpostavimo suprotno da je ∃x∀y p(x, y) =v 0. Tada za
sve elemente d ∈ {α, β} va�i: ∀y p(d, y) =v 0. Kako ovo va�i za sve elemente d ∈ {α, β},
specijalno za d = α imamo ∀y p(α, y) =v 0. Odavde sledi da postoji a ∈ {α, β} takav da
va�i: p(α, a) =v 0, tj. pM2(α, a) = 0. Kako a ∈ {α, β}, imamo dva sluqaja. Ako je a = α,
onda imamo pM2(α, α) = 0, xto je kontradikcija. Ako je a = β, onda imamo pM2(α, β) = 0,
xto je kontradikcija. Dakle, ∃x ∀y p(x, y) =v 1.

Dakle, ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x ∀y p(x, y) =v nexto⇒ 1 = 1, pa kako je v bila proizvo	na, to je
M2 � ∀y ∃x p(x, y)⇒ ∃x∀y p(x, y).

a

173.

1. Dokazati da je formula F1 = ∀x p(x) ∧ ∀x q(x)⇔ ∀x (p(x) ∧ q(x)) va	ana.

2. Na�i model i kontramodel za formulu F2 = ∀x p(x) ∨ ∀x q(x)⇔ ∀x (p(x) ∨ q(x)).

3. Dokazati da je formula F3 = ∀x p(x) ∨ ∀x q(x)⇔ ∀x∀y (p(x) ∨ q(y)) va	ana.
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Rexe�e.

1. Pretpostavimo suprotno da 2 F1, i neka je K = (D, pK, qK) 2 F1. Neka je v : Var −→ D
takva da je F1 =v 0. Imamo dva sluqaja

(1) Neka je ∀x p(x) ∧ ∀x q(x) =v 1 i ∀x (p(x) ∧ q(x)) =v 0 (?). Iz prve jednakosti imamo da
je ∀x p(x) =v 1 i ∀x q(x) =v 1. Tada za sve d ∈ D va�i p(d) =v 1 i q(d) =v 1, pa za sve
s ∈ D va�i i p(d) ∧ q(d) =v 1, odakle je ∀x (p(x) ∧ q(x)) =v 1, xto je u kontradikciji
sa (?).

(2) Neka je ∀x p(x)∧∀x q(x) =v 0(]) i ∀x (p(x)∧q(x)) =v 1. Iz druge jednakosti sledi da za
sve d ∈ D va�i p(d)∧q(d) =v 1, tj. za sve d ∈ D va�i i p(d) =v 1 i q(d) =v 1. Ali tada
je ∀x p(x) =v 1 i ∀x q(x) =v 1, pa je i ∀x p(x)∧∀x q(x) =v 1, xto je u kontradikciji sa
(]).

2. Nezavisno od zadatka, dokaza�emo da je � ∀x p(x) ∨ ∀x q(x) ⇒ ∀x (p(x) ∨ q(x)). Pret-
postavimo suprotno da to nije sluqaj. Neka je K = (D, pK, qK) 2 ∀x p(x) ∨ ∀x q(x) ⇒
∀x (p(x) ∨ q(x)) i neka je v : Var −→ D valuacija u kojoj je ta formula netaqna. Tada je
∀x p(x) ∨ ∀x q(x) =v 1 (?) i ∀x (p(x) ∨ q(x)) =v 0. iz druge jednakosti sledi da postoji ele-
ment a ∈ D takav da je p(a)∨ q(a) =v 0, tj. p(a) =v 0 i q(a) =v 0. Me�utim, tada a svedoqi
da ∀x p(x) =v 0 i ∀x q(x) =v 0, odakle je ∀x p(x) ∨ ∀x q(x) =v 0, xto je u kontradikciji sa
(?).

Konstruiximo sada kontramodel za formulu F2. Kontramodel konstruixemo tako da
je leva strana ekvivalencije netaqna, a desna strana taqna. (Prema prethodnom pasusu
kontramodel u kome je leva strana taqna, a desna netaqna, ne postoji.) Uoqimo model
K = ({α, β}, pK, qK), gde su pK i qK definisani tablicama:

pK α β
1 0

qK α β
0 1

.

Doka�imo da je K 2 F2. Dokaza�emo ovo u tri koraka. Neka je v proizvo	na valuacija.

(1) Prvo dokazujemo ∀x p(x) =v 0. Pretpostavimo da je ∀x p(x) =v 1. Tada za sve elemente
d ∈ {α, β} va�i p(d) =v 1, pa specijalno za d = β imamo p(β) =v 1, tj. pK(β) = 1, xto
je kontradikcija.

(2) Da	e dokazujemo ∀x q(x) =v 0. Primetimo da je qK(α) = 0. Odatle je i q(α) =v 0, pa
α svedoqi da je ∀x q(x) =v 0.

(3) Konaqno, dokazujemo ∀x (p(x)∨q(x)) =v 1. Pretpostavimo suprotno ∀x (p(x)∨q(x)) =v

0. Tada postoji a ∈ {α, β} takav da p(a) ∨ q(a) =v 0. Odatle je p(a) =v 0 i q(a) =v 0,
tj. pK(a) = 0 i qK(a) = 0. Iz pK(a) = 0 i a ∈ {α, β} zak	uqujemo da je a = β, pa iz
qK(a) = 0 sledi qK(β) = 0, xto je kontradikcija.

Dakle, F2 = ∀x p(x)∨ ∀x q(x)⇔ ∀x (p(x)∨ q(x)) =v 0∨ 0⇔ 1 = 0⇔ 1 = 0, xto dokazuje da
je K 2 F2.

KOMENTAR. Mo�emo da posmatramo i modele K1 = (N, pK1 , qK1) i K2 = (N, pK2 , qK2), gde
su predikati definisani sa:

pK1(n) = 1 akko n je paran

qK1(n) = 1 akko n je neparan

pK2(n) = 1 akko n > 100

qK2(n) = 1 akko n ≤ 100

Ostav	amo da se doka�e da su K1 2 F2 i K2 2 F2.
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Na�imo sada model za formulu F2. Uoqimo model M = ({α, β}, pM, qM), gde su pM i qM

definisani tablicama:
pM α β

1 1
qM α β

? ?
.

Doka�imo da je M � F2. Neka je v proizvo	na valuacija.

Dokaza�emo samo da je ∀x p(x) =v 1. Pretpostavimo suprotno da je ∀x p(x) =v 0. Tada
posotoji element a ∈ {α, β} takav da je p(a) =v 0, tj. pM(a) = 0. Kako a ∈ {α, β} i
pM(a) = 0, to imamo kontradikciju.

Tada je ∀x p(x)∨ ∀x q(x) =v 1∨ nexto = 1, pa kako je � ∀x p(x)∨ ∀x q(x)⇒ ∀x (p(x)∨ q(x)),
to je ∀x (p(x) ∨ q(x)) =v 1. Konaqno, F2 = ∀x p(x) ∨ ∀x q(x)⇔ ∀x (p(x) ∨ q(x)) = 1⇔ 1 = 1.
Kako je v bila proizvo	na valuacija, to je M � F2.

KOMENTAR. Mo�emo da posmatramo i modelM1 = (N, pM1 , qM1), gde su predikati defin-
isani sa:

pM1(n) = 1 akko n > 100

qM1(n) = 1 akko n < 100

Doka�imo da je M1 � F2. Neka je v proizvo	na valuacija.

(1) Prvo dokazujemo ∀x p(x) =v 0. Primetimo da 99 ≯ 100, tj. pM1(99) = 0, odakle je
p(99) =v 0, pa 99 svedoqi da je ∀x p(x) =v 0.

(2) Da	e dokazujemo ∀x q(x) =v 0. Primetimo da 101 ≮ 100, tj. qM1(101) = 0, odakle je
q(101) =v 0, pa 101 svedoqi da je ∀x q(x) =v 0.

(3) Konaqno, dokazujemo ∀x (p(x) ∨ q(x)) =v 0. Primetimo da 100 ≯ 100 i 100 ≮ 100, tj.
pM1(100) = 0 i qM1(100) = 0, odakle je p(100) =v 0 i q(100) =v 0. Tada je p(100) ∨
q(100) =v 0, pa 100 svedoqi da je ∀x (p(x) ∨ q(x)) =v 0.

Dakle, F2 = ∀x p(x) ∨ ∀x q(x)⇔ ∀x (p(x) ∨ q(x)) =v 0 ∨ 0⇔ 0 = 0⇔ 0 = 1. Kako je v bila
proizvo	na valuacija, to je M1 � F2.

3. Pretpostavimo suprotno da 2 F3, i neka je K = (D, pK, qK) 2 F3. Neka je v : Var −→ D
takva da je F3 =v 0. Imamo dva sluqaja

(1) Neka je ∀x p(x)∨∀x q(x) =v 1 (?) i ∀x ∀y (p(x)∨ q(y)) =v 0. Iz druge jednakosti imamo
da postoji element a ∈ D takav da je ∀y (p(a)∨ q(y)) =v 0, a odavde da postoji element
b ∈ D takav da je p(a) ∨ q(b) =v 0. Tada je p(a) =v 0 i q(b) =v 0. Iz p(a) =v 0 sledi da
je a svedok da ∀x p(x) =v 0, a iz q(b) =v 0 sledi da je b svedok da ∀x q(x) =v 0. Odatle
je ∀x p(a) ∨ ∀x q(x) =v 0 ∨ 0 = 0, xto je u kontradikciji sa (?).

(2) Neka je ∀x p(x) ∨ ∀x q(x) =v 0 i ∀x ∀y (p(x) ∨ q(y)) =v 1 (]). Iz prve jednakosti je
∀x p(x) =v 0 i ∀x q(x) =v 0. Iz ∀x p(x) =v 0 sledi da postoji element a ∈ D takav da
je p(a) =v 0, a iz ∀x q(x) =v 0 sledi da postoji element b ∈ D takav da je q(b) =v 0.
Tada je p(a)∨q(b) =v 0. Ovo nam ka�e da b svedoqi da je ∀y (p(a)∨q(y)) =v 0. A odavde
sledi da je a svedok da ∀x ∀y (p(x) ∨ q(y)) =v 0, xto je u kontradikciji sa (]).

a

174.

1. Dokazati da je formula F1 = ∀x (p(x) ⇒ q(x)) ∧ ∃x (q(x) ⇒ r(x)) ⇒ ∃x (p(x) ⇒ r(x))
va	ana.

2. Na�i kontramodel za formulu F2 = ∀x (p(x)⇒ q(x))∧∃x (q(x)⇒ r(x))⇒ ∀x (p(x)⇒ r(x)).
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Rexe�e.

1. Pretpostavimo suprotno da 2 F1. Neka je K = (D, pK, qK, rK) 2 F1, i neka je v : Var −→ D
valuacija takva da je F1 =v 0. Tada je:

∀x (p(x)⇒ q(x)) =v 1 (1)

∃x (q(x)⇒ r(x)) =v 1 (2)

∃x (p(x)⇒ r(x)) =v 0 (3)

Iz (2) sledi da postoji element a ∈ D takav da q(a)⇒ r(a) =v 1(4). Iz (1) sledi da za sve
elemente d ∈ D va�i p(d)⇒ q(d) =v 1, pa specijalno za d = a imamo p(a)⇒ q(a) =v 1 (5).
Iz (3) sledi da za sve elemente d ∈ D va�i p(d) ⇒ r(d) =v 0, pa specijalno za d = a
imamo p(a)⇒ r(a) =v 0 (6).

Iz (6) sledi da je p(a) =v 1 i r(a) =v 0. Iz (4) i r(a) =v 0 sledi da je q(a) =0. Konaqno je
p(a)⇒ q(a) =v 1⇒ 0 = 0, xto je u kontradikciji sa (5).

2. Posmatrajmo model K = ({α, β}, pK, qK, rK) , gde su predikati pK, qK, rK definisani tabli-
cama:

pK α β
1 0

qK α β
1 0

rK α β
0 ?

.

Doka�imo da je K 2 F2. neka je v : Var −→ {α, β} proizvo	na valuacija.

(1) Doka�imo prvo ∀x (p(x) ⇒ q(x)) =v 1. Pretpostavimo suprotno da je ∀x (p(x) ⇒
q(x)) =v 0. Tada postoji a ∈ {α, β} takav da p(a) ⇒ q(a) =v 0, tj. p(a) =v 1 i
q(a) =v 0, odakle pK(a) = 1 i qK(a) = 0. Kako a ∈ {α, β} i pK(a) = 1, to je a = α, ali
tada iz qK(a) = 0 sledi qK(α) = 0, xto je kontradikcija.

(2) Da	e dokazujemo da je ∃x (q(x) ⇒ r(x)) =v 1. Primetimo da je qK(β) = 0, odakle je
q(β) =v 0. Tada je q(β) ⇒ r(β) =v 0 ⇒ nexto = 1, pa je β svedok da ∃x (q(x) ⇒
r(x)) =v 1.

(3) Konaqno doka�imo da je ∀x (p(x)⇒ r(x)) =v 0. Primetimo da je pK(α) = 1 i rK(α) = 0,
odakle je p(α) =v 1 i r(α) =v 0. Tada je p(α) ⇒ r(α) =v 1 ⇒ 0 = 0, pa je α svedok da
∀x (p(x)⇒ r(x)) =v 0.

Konaqno, F2 = ∀x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∃x (q(x)⇒ r(x))⇒ ∀x (p(x)⇒ r(x)) =v 1 ∧ 1⇒ 0 = 1⇒
0 = 0, odakle je K 2 F2.

KOMENTAR. Mo�emo da posmatramo i model K1 = (N, pK1 , qK1 , rK1), gde su predikati
definisani sa:

pK1(n) = 1 akko n > 5

qK1(n) = 1 akko n > 3

rK1(n) = 1 akko n > 7

Ostav	amo da se doka�e da je K1 2 F2.

a

175. Na skupu {α, β} na�i kontramodel za formulu F = ∀x ∃y (p(x, y)⇒ ∃z q(z, a)).

Rexe�e. Posmatrajmo model K = ({α, β}, pK, qK, aK), gde je aK = α i gde su predikati pK, qK

definisani tablicama:
pK α β
α 1 1
β ? ?

qK α β
α 0 ?
β 0 ?

.
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Doka�imo da je K 2 F . neka je v : Var −→ {α, β} proizvo	na valuacija.
Doka�imo najpre da je ∃z q(z, a) =v 0. Primetite da za sve d ∈ {α, β} va�i qK(d, α) = 0,

odakle za sve d ∈ {α, β} va�i q(d, a) =v 0, pa je ∃x q(z, a) =v 0.
Da	e, primetite da za sve d ∈ {α, β} va�i pK(α, d) = 1, odakle za sve d ∈ {α, β} va�i

p(α, d) =v 1. Tada za sve d ∈ {α, β} va�i p(α, d)⇒ ∃z (z, a) =v 1⇒ 0 = 0, odakle je ∃y (p(α, y)⇒
∃z q(z, a)) =v 0. Me�utim, to znaqi da je α svedok za ∀x ∃y (p(x, y) ⇒ ∃z q(z, a)) =v 0. Dakle,
K 2 F . a

Tablo u predikatskoj logici prvog reda

γ pravila
F ∃xA(x)

F A(a)
,
T ∀xA(x)

T A(a)
, gde je a bilo koji simbol konstante. Jedno isto γ pravilo

mo�emo koristiti i vixe puta u tablou.

δ pravila
T ∃xA(x)

T A(a)
,
F ∀xA(x)

F A(a)
, gde je a novi simbol konstante.

Teorema Ako je tablo formule A zatvoren, tada je A va	ana formula.
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176. Metodom tabloa dokazati da je ∀x (p(x)⇒ q(X))∧∃x (q(x)⇒ r(x))⇒ ∃x (p(x)⇒ r(x))
va	ana.

Rexe�e. 0. F ∀x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∃x (q(x)⇒ r(x))⇒ ∃x (p(x)⇒ r(x))

1(0) T ∀x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∃x (q(x)⇒ r(x))

2(0) F ∃x (p(x)⇒ r(x))

3(1) T ∀x (p(x)⇒ q(x))

4(1) T ∃x (q(x)⇒ r(x))

5(4) T q(a)⇒ r(a)

6(2) F p(a)⇒ r(a)

7(3) T p(a)⇒ q(a)

8(6) T p(a)

9(6) F r(a)

10(5) F q(a)

12(7) F p(a)

×(8, 12)

13(7) T q(a)

×(10, 13)

11(5) T r(a)

×(9, 11)

a
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177. Metodom tabloa dokazati da je ∀x (p(x) ⇒ ∀y q(x, y)) ∧ ∀x ∃y (q(x, y) ⇒ ¬r(x)) ⇒
(∃x r(x)⇒ ∃x (r(x) ∧ ¬p(x))) va	ana.

Rexe�e. 0. F ∀x (p(x)⇒ ∀y q(x, y)) ∧ ∀x ∃y (q(x, y)⇒ ¬r(x))⇒ (∃x r(x)⇒ ∃x (r(x) ∧ ¬p(x)))

1(0) T ∀x (p(x)⇒ ∀y q(x, y)) ∧ ∀x ∃y (q(x, y)⇒ ¬r(x))

2(0) F ∃x r(x)⇒ ∃x (r(x) ∧ ¬p(x))

3(1) T ∀x (p(x)⇒ ∀y q(x, y))

4(1) T ∀x∃y (q(x, y)⇒ ¬r(x))

5(2) T ∃x r(x)

6(2) F ∃x (r(x) ∧ ¬p(x))

7(5) T r(a)

8(4) T ∃y (q(a, y)⇒ ¬r(a))

9(8) T q(a, b)⇒ ¬r(a)

10(3) T p(a)⇒ ∀y q(a, y)

11(6) F r(a) ∧ ¬p(a)

12(11) F r(a)

×(7, 12)

13(11) F ¬p(a)

14(13) T p(a)

15(10) F p(a)

×(14, 15)

16(10) T ∀y q(a, y)

17(16) T q(a, b)

18(9) F q(a, b)

×(17, 18)

19(9) T ¬r(a)

20(19) F r(a)

×(7, 20)
a
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178. Metodom tabloa dokazati da je ∀z (p(a)∧∀x∃y (q(y, z)⇒ r(x, y)))⇒ ∀z ∀u∃y (¬q(y, z)∨
r(u, y)) va	ana.

Rexe�e. 0. F ∀z (p(a) ∧ ∀x ∃y (q(y, z)⇒ r(x, y)))⇒ ∀z ∀u∃y (¬q(y, z) ∨ r(u, y))

1(0) T ∀z (p(a) ∧ ∀x∃y (q(y, z)⇒ r(x, y)))

2(0) F ∀z ∀u∃y (¬q(y, z) ∨ r(u, y))

3(2) F ∀u∃y (¬q(y, b) ∨ r(u, y))

4(3) F ∃y (¬q(y, b) ∨ r(c, y))

5(1) T p(a) ∧ ∀x ∃y (q(y, b)⇒ r(x, y))

6(5) T p(a)

7(5) T ∀x∃y (q(y, b)⇒ r(x, y))

8(7) T ∃y (q(y, b)⇒ r(c, y))

9(8) T q(d, b)⇒ r(c, d)

10(4) F ¬q(d, b) ∨ r(c, d)

11(10) F ¬q(d, b)

12(10) F r(c, d)

13(11) T q(d, b)

14(9) F q(d, b)

×(13, 14)

15(9) T r(c, d)

×(12, 15)
a
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179. Metodom tabloa dokazati da je (∃y p(a, y)∨∀x q(x, x))∧∀x∃y ¬q(x, y)⇒ ∃x∃y p(x, y)∨
∀x (q(x, x) ∧ ¬∀y q(x, y)) va	ana.

Rexe�e. 0. F (∃y p(a, y) ∨ ∀x q(x, x)) ∧ ∀x ∃y ¬q(x, y)⇒ ∃x ∃y p(x, y) ∨ ∀x (q(x, x) ∧ ¬∀y q(x, y))

1(0) T (∃y p(a, y) ∨ ∀x q(x, x)) ∧ ∀x ∃y ¬q(x, y)

2(0) F ∃x ∃y p(x, y) ∨ ∀x (q(x, x) ∧ ¬∀y q(x, y))

3(1) T ∃y p(a, y) ∨ ∀x q(x, x)

4(1) T ∀x ∃y ¬q(x, y)

5(2) F ∃x ∃y p(x, y)

6(2) F ∀x (q(x, x) ∧ ¬∀y q(x, y))

7(6) F q(b, b) ∧ ¬∀y q(b, y)

8(4) T ∃y ¬q(b, y)

9(8) T ¬q(b, c)

10(9) F q(b, c)

11(5) F ∃y p(a, y)

12(3) T ∃y p(a, y)

14(12) T p(a, d)

15(11) F p(a, d)

×(14, 15)

13(3) T ∀x q(x, x)

16(13) T q(b, b)

17(7) F q(b, b)

×(16, 17)

18(7) F ¬∀y q(b, y)

19(18) T ∀y q(b, y)

20(19) T q(b, c)

×(10, 20)
a
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180. Metodom tabloa dokazati da je ∀x [∃y ¬p(x, y)∨(∃y q(a, y)⇒ ∃y p(y, f(x)))]⇒ ∃x (p(a, x)⇒
p(x, f(a))) ∨ ∀y ¬q(a, y) va	ana.

Rexe�e. 0. F ∀x [∃y ¬p(x, y) ∨ (∃y q(a, y)⇒ ∃y p(y, f(x)))]⇒ ∃x (p(a, x)⇒ p(x, f(a))) ∨ ∀y ¬q(a, y)

1(0) T ∀x [∃y ¬p(x, y) ∨ (∃y q(a, y)⇒ ∃y p(y, f(x)))]

2(0) F ∃x (p(a, x)⇒ p(x, f(a))) ∨ ∀y ¬q(a, y)

3(1) T ∃y ¬p(a, y) ∨ (∃y q(a, y)⇒ ∃y p(y, f(a)))

4(2) F ∃x (p(a, x)⇒ p(x, f(a)))

5(2) F ∀y ¬q(a, y)

6(5) F ¬q(a, b)

7(6) T q(a, b)

8(3) T ∃y ¬p(a, y)

10(8) T ¬p(a, c)

11(10) F p(a, c)

12(4) F p(a, c)⇒ p(c, f(a))

13(12) T p(a, c)

14(12) F p(c, f(a))

×(11, 13)

9(3) T ∃y q(a, y)⇒ ∃y p(y, f(a))

15(9) F ∃y q(a, y)

17(15) F q(a, b)

×(7, 17)

16(9) T ∃y p(y, f(a))

18(16) T p(d, f(a))

19(4) F p(a, d)⇒ p(d, f(a))

20(19) T p(a, d)

21(19) F p(d, f(a))

×(18, 21)
a
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181. Metodom tabloa dokazati da je ∀x (∃y q(x, y)⇒ p(x))⇒ ∀x∃y [∀y ¬q(x, y)∨∃x (q(x, y)∧
p(x))] va	ana.

Rexe�e. 0. F ∀x (∃y q(x, y)⇒ p(x))⇒ ∀x ∃y [∀y ¬q(x, y) ∨ ∃x (q(x, y) ∧ p(x))]

1(0) T ∀x (∃y q(x, y)⇒ p(x))

2(0) F ∀x ∃y [∀y ¬q(x, y) ∨ ∃x (q(x, y) ∧ p(x))]

3(2) F ∃y [∀y ¬q(a, y) ∨ ∃x (q(x, y) ∧ p(x))]

4(1) T ∃y q(a, y)⇒ p(a)

5(3) F ∀y ¬q(a, y) ∨ ∃x (q(x, a) ∧ p(x))

6(5) F ∀y ¬q(a, y)

7(5) F ∃x (q(x, a) ∧ p(x))

8(6) F ¬q(a, b)

9(8) T q(a, b)

10(4) F ∃y q(a, y)

12(10) F q(a, b)

×(9, 12)

11(4) T p(a)

13(3) F ∀y ¬q(a, y) ∨ ∃x (q(x, b) ∧ p(x))

14(13) F ∀y ¬q(a, y)

15(13) F ∃x (q(x, b) ∧ p(x))

16(15) F q(a, b) ∧ p(a)

17(16) F q(a, b)

×(9, 17)

18(16) F p(a)

×(11, 18)
a
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182. Metodom tabloa dokazati da je ∃x∀y ∃z (p(x, y)⇒ p(y, z)) va	ana.

Rexe�e. 0. F ∃x ∀y ∃z (p(x, y)⇒ p(y, z))

1(0) F ∀y ∃z (p(a, y)⇒ p(y, z))

2(1) F ∃z (p(a, b)⇒ p(b, z))

3(0) F ∀y ∃z (p(b, y)⇒ p(y, z))

4(3) F ∃z (p(b, c)⇒ p(c, z))

5(4) F p(b, c)⇒ p(c, a)

6(5) T p(b, c)

7(5) F p(c, a)

8(2) F p(a, b)⇒ p(b, c)

9(8) T p(a, b)

10(8) F p(b, c)

×(6, 10)
a

Primeri kolokvijuma

Prvi primer

1. Dokazati da je formula F = ((p Y q) ∧ r) Y ((p ∧ r)⇔ (q ∧ r)) tautologija.

2. Neka su A i B iskazne formule takve da su formule A⇒ B i AYB tautologije. Dokazati
da je A kontradikcija i da je B tautologija.

3. Napisati KKNF formule A, koja sadr�i samo slova p, q, r, i koja je zadata tablicom:

p q r A

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

4. Metodom rezolucije dokazati da je formula F = ((p ∧ r) ⇒ q) ⇒ ((p ∧ ¬q) ⇒ (p ∧ ¬r))
tautologija.

5. U Bulovoj algebri za elemente x i y va�i jednakost (x ∧ y′) ∨ (x′ ∧ y) = 0. Dokazati da je
x = y.
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Rexe�a

1. Napiximo tablicu date formule:

p q r A = p Y q B = A ∧ r C = p ∧ r D = q ∧ r E = C ⇔ D F = B Y E
0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 0 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 0 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1
1 0 1 1 1 1 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1 1 1 1

Iz tablice vidimo da je F tautologija.

2. Pretpostavimo suprotno da A nije kontradikcija. Tada postoji valuacija v takva da je
A =v 1. Kako je A ⇒ B =v 1, jer je A ⇒ B tautologija, to je tada B =v 1. Ali tada
A Y B =v 1 Y 1 = 0, xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je A Y B tautologija.
Dakle, A jeste kontradikcija.

Doka�imo sada da je B tautologija. Neka je v proizvo	na valuacija. Kako imamo A =v 0,
jer smo dokazali da je A kontradikcija, i AYB =v 1, jer je AYB tautologija, to je B =v 1.
Kako je v bila proizvo	na valuacija, to je B tautologija.

3. Tra�eni KKNF je: A ≡ (p∨ q∨ r)∧ (p∨¬q∨ r)∧ (p∨¬q∨¬r)∧ (¬p∨ q∨ r)∧ (¬p∨¬q∨¬r).

4. Zapiximo najpre ¬F u KNF.

¬F ≡ ((p ∧ r)⇒ q) ∧ ¬((p ∧ ¬q)⇒ (p ∧ ¬r))
≡ (¬(p ∧ r) ∨ q) ∧ p ∧ ¬q ∧ ¬(p ∧ ¬r)
≡ (¬p ∨ ¬r ∨ q) ∧ p ∧ ¬q ∧ (¬p ∨ r)

Imamo dakle 4 klauze. Zapiximo dokaz za ∅.
C1 = {¬p, q,¬r}
C2 = {p}
C3 = {¬q}
C4 = {¬p, r}
C5 = {¬p, q} Res(C1, C4;¬r, r)
C6 = {¬p} Res(C3, C5;¬q, q)
C7 = ∅ Res(C2, C6; p,¬p)
Kako smo dokazali ∅, to je ¬F kontradikcija, pa je F tautologija.

5. Doka�imo da je x = y.

x = x ∨ 0
pp
= x ∨ (x ∧ y′) ∨ (x′ ∧ y)

= x ∨ (x′ ∧ y)

= (x ∨ x′) ∧ (x ∨ y)

= 1 ∧ (x ∨ y)

= (y ∨ y′) ∧ (x ∨ y)

= (x ∧ y′) ∨ y
= (x ∧ y′) ∨ (x′ ∧ y) ∨ y
pp
= 0 ∨ y
= y
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Drugi primer

1. Neka je v valuacija data sa: v(p) = 0, za sve p ∈ P . Dokazati: ako je formula F zapisana
koriste�i samo veznik ⇔, tada je F =v 0, ako je sl(F ) paran broj, a F =v 1, ako je sl(F )
neparan broj.

2. Odrediti KNF formule (p ∧ q)⇔ (r ∨ s).

3. Odrediti sve neekvivalentne formule A, koje koriste slova p, q, r, takve da je formula
F = ((p Y A)⇔ r) ∧ (r ⇒ q ∨ A) kontradikcija.

4. Dokazati da u Lukaxieviqevom raqunu va�i: ¬(A⇒ (B ⇒ C)) ` A.

5. Metodom tabloa dokazati da je formula ((p∧ r)⇒ q)⇒ ((p∧¬q)⇒ (p∧¬r)) tautologija.

Rexe�a

1. Izvedimo dokaz infukcijom po slo�enosti formule.

Baza Ako je sl(F ) = 0, tada je F = p, za neko slovo p, i oqigledno je F =v 0. Kako je
sl(F ) = 0 paran broj, to smo bazu dokazali.

Korak Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za formule koje koriste od veznika samo⇔ i koje
su slo�enosti ma�e od n.

Neka je sl(F ) = n. Kako F sadr�i samo znak ⇔, to je F = G ⇔ H, i n = sl(F ) =
1 + sl(G) + sl(H). sl(G), sl(H) < n, pa za G i H va�i induktivna hipoteza. Imamo
nekoliko sluqajeva.

(1) Neka je n paran broj. Tada je sl(G) + sl(H) neparan broj, pa su sl(G) i sl(H) razliqite
parnosti. Imamo dva podsluqaja.

i. Ako je sl(G) paran i sl(H) neparan, tada je prema induktivnoj hipotezi G =v 0 i
H =v 1, pa je F = G⇔ H =v 0⇔ 1 = 0.

ii. Ako je sl(G) neparan i sl(H) paran, tada je prema induktivnoj hipotezi G =v 1 i
H =v 0, pa je F = G⇔ H =v 1⇔ 0 = 0.

U svakom sluqaju je F =v 0, xto dokazuje tvr�e�e ako je n paran broj.

(2) Neka je n neparan broj. Tada je sl(G) + sl(H) paran broj, pa su sl(G) i sl(H) jednake
parnosti. Imamo dva podsluqaja.

i. Ako su sl(G) i sl(H) parni, tada je prema induktivnoj hipotezi G =v 0 i H =v 0,
pa je F = G⇔ H =v 0⇔ 0 = 1.

ii. Ako su sl(G) i sl(H) neparni, tada je prema induktivnoj hipotezi G =v 1 i H =v 1,
pa je F = G⇔ H =v 1⇔ 1 = 1.

U svakom sluqaju je F =v 1, xto dokazuje tvr�e�e ako je n neparan broj.

2. Svo�e�e na KNF je:

(p ∧ q)⇔ (r ∨ s)
≡ [(p ∧ q)⇒ (r ∨ s)] ∧ [(r ∨ s)⇒ (p ∧ q)]
≡ [¬(p ∧ q) ∨ r ∨ s] ∧ [¬(r ∨ s) ∨ (p ∧ q)]
≡ (¬p ∨ ¬q ∨ r ∨ s) ∧ [(¬r ∧ ¬s) ∨ (p ∧ q)]
≡ (¬p ∨ ¬q ∨ r ∨ s) ∧ (¬r ∨ p) ∧ (¬r ∨ q) ∧ (¬s ∨ p) ∧ (¬s ∨ q))
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3. Napiximo tablicu formule F .

p q r A B = p Y A C = B ⇔ r D = q ∨ A E = r ⇒ D F = C ∧ E
0 0 0 a1 a1 ¬a1 a1 1 ¬a1

0 0 1 a2 a2 a2 a2 a2 a2

0 1 0 a3 a3 ¬a3 1 1 ¬a3

0 1 1 a4 a4 a4 1 1 a4

1 0 0 a5 ¬a5 a5 a5 1 a5

1 0 1 a6 ¬a6 ¬a6 a6 a6 0
1 1 0 a7 ¬a7 a7 1 1 a7

1 1 1 a8 ¬a8 ¬a8 1 1 ¬a8

Iz tablice vidimo, da bi formula F bila kontradikcija, moramo imati a1 = a3 = a8 = 1
i a2 = a4 = a5 = a7 = 0, dok je a6 proizvo	no. Prema tome postoje dve neekvivalente
formule koje zadovo	avaju dati uslov. �ihove tablice su:

p q r A1 A2

0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 0
1 1 1 1 1

Formule mo�emo na�i u DNFu: A1 = (¬p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ q ∧ r) i
A1 = (¬p ∧ ¬q ∧ ¬r) ∨ (¬p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ r).

4. Dokaz tvr�e�a je:

1. hip. ¬(A⇒ (B ⇒ C))
2. ` ¬F ⇒ (F ⇒ G) ¬A⇒ (A⇒ (B ⇒ C))
3. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (2) ¬(A⇒ (B ⇒ C))⇒ ¬¬A
4. MP(1,3) (3) ¬¬A
5. ¬¬F ` F (4) A

5. Doka�imo da su sve grane tabloa date formule zatvorene:
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0. F ((p ∧ r)⇒ q)⇒ ((p ∧ ¬q)⇒ (p ∧ ¬r))

1(0) T (p ∧ r)⇒ q

2(0) F (p ∧ ¬q)⇒ (p ∧ ¬r)

3(2) T p ∧ ¬q

4(2) F p ∧ ¬r

5(3) T p

6(3) T ¬q

7(6) F q

8(1) F p ∧ r

10(4) F p

×(5, 10)

11(4) F ¬r

12(11) T r

13(8) F p

×(5, 13)

14(8) F r

×(12, 14)

9(1) T q

×(7, 9)

Primeri ispita

Prvi primer

1. Na�i sve logiqki neekvivalentne iskazne formule A u kojima uqestvuju isk	uqivo slova
p i q tako da formula F = (A⇒ (p⇒ q))⇒ (A ∧ p) bude kontradikcija.

2. Dokazati da u Lukaxieviqevom raqunu va�i: ` (¬A⇒ A) ∨ ¬A.

3. Dokazati da u Bulovoj algebri va�i: x ∨ y′ ≤ x ∧ y ako i samo ako je y = 1.

4. Po definiciji dokazati da je formula ∀x p(x) ∨ ∃x¬p(x) va	ana.

5. Na�i kontramodel za formulu ∀x ∃y ∀z [p(x, y)⇒ p(z, y)].

6. Metodom tabloa dokazati da je slede�a formula va	ana:

∃x (p(x)⇒ q(x))⇒ [∀x∀y (q(x)⇒ r(y))⇒ (∀x p(x)⇒ r(a))].

Studenti koji pola�u ceo ispit rade zadatke: 1, 2, 3, 4. i 5.

Studenti koji pola�u drugi deo rade zadatke: 3, 4, 5. i 6.
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Rexe�a

1. Napiximo tablicu formule F .

p q A B = p⇒ q C = A⇒ B D = A ∧ p F = C ⇒ D
0 0 a1 1 1 0 0
0 1 a2 1 1 0 0
1 0 a3 0 ¬a3 a3 a3

1 1 a4 1 1 a4 a4

Iz tablice vidimo, da bi formula F bila kontradikcija, moramo imati a3 = a4 =
0, dok su a1 i a2 proizvo	ni. Prema tome postoje qetiri neekvivalente formule koje
zadovo	avaju dati uslov. �ihove tablice su:

p q A1 A2 A3 A4

0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0

Formule su: A1 = p ∧ ¬p, A2 = ¬p ∧ q, A3 = ¬p ∧ ¬q, A4 = ¬p.

2. Po definiciji je ` (¬A ⇒ A) ∨ ¬A ako i samo ako ` ¬(¬A ⇒ A) ⇒ ¬A, xto je po stavu
dedukcije ekvivalentno sa ¬(¬A⇒ A) ` ¬A.
Dokaz:

1. hip. ¬(¬A⇒ A)
2. aks. 1 A⇒ (¬A⇒ A)
3. F ⇒ G ` ¬G⇒ ¬F (2) ¬(¬A⇒ A)⇒ ¬A
4. MP(1,3) ¬A

3. (⇐) Pretpostavimo da je y = 1. Tada je x ∨ y′ = x ∨ 1′ = x ∨ 0 = x, a x ∧ y = x ∧ 1 = x.
Kako jeste x ≤ x, to je i x ∨ y′ ≤ x ∧ y.
(⇒) Pretpostavimo sada da je x ∨ y′ ≤ x ∧ y. Tada je y = y ∨ (x ∧ y) ≥ y ∨ (x ∨ y′) =
x ∨ (y ∨ y′) = x ∨ 1 = 1. Dakle, y ≥ 1, a kako je uvek 1 ≥ y, to je y = 1.

4. Pretpostavimo suprotno da 2 ∀x p(x) ∨ ∃x¬p(x); neka je K = (D, pK) 2 ∀x p(x) ∨ ∃x¬p(x)
i neka je v : Var −→ D takva da je ∀x p(x) ∨ ∃x¬p(x) =v 0.

Tada je ∀x p(x) =v 0 (1) i ∃x¬p(x) =v 0 (2). Iz (1) sledi da postoji element a ∈ D takav
da je p(a) =v 0 (?). Iz (2) sledi da za sve elemente d ∈ D va�i ¬p(d) =v 0, tj. p(d) =v 1.
Kako ovo va�i za sve d ∈ D, specijalno za d = a imamo p(a) =v 1, xto je u kontradikciji
sa (?).

5. Uoqimo model K = ({α, β}, pK), gde je pK definisan tablicom:

pK α β
α 1 1
β 0 0

.

Doka�imo da je K 2 ∀x ∃y ∀z [p(x, y) ⇒ p(z, y)]. Neka je v : Var −→ {α, β} proizvo	na
valuacija.

Dovo	no je da doka�emo da je ∀x ∃y ∀z [p(x, y) ⇒ p(z, y)] =v 0. Pretpostavimo suprotno,
da je ∀x ∃y ∀z [p(x, y)⇒ p(z, y)] =v 1.

Tada za sve elemente d ∈ {α, β} va�i ∃y ∀z [p(d, y) ⇒ p(z, y)] =v 1. Specijalno za d = α
imamo ∃y ∀z [p(α, y) ⇒ p(z, y)] =v 1. Odavde sledi da postoji element a ∈ {α, β} takav da
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∀z [p(α, a)⇒ p(z, a)] =v 1, a odavde da za sve elemente e ∈ {α, β} va�i p(α, a)⇒ p(e, a) =v 1.
Specijalno, za e = β imamo p(α, a)⇒ p(β, a) =v 1.

Sada imamo dva sluqaja: p(α, a) =v 0 ili p(β, a) =v 1.

U prvom sluqaju, p(α, a) =v 0, dobijamo da je pK(α, a) = 0, xto je kontradikcija, xta god
da je a ∈ {α, β}.
U drugom sluqaju, p(β, a) =v 1, dobijamo da je pK(β, a) = 1, xto je tako�e kontradikcija,
xta god da je a ∈ {α, β}.

6. 0. F ∃x (p(x)⇒ q(x))⇒ [∀x∀y (q(x)⇒ r(y))⇒ (∀x p(x)⇒ r(a))]

1(0) T ∃x (p(x)⇒ q(x))

2(0) F ∀x ∀y (q(x)⇒ r(y))⇒ (∀x p(x)⇒ r(a))

3(1) T p(b)⇒ q(b)

4?(2) T ∀x∀y (q(x)⇒ r(y))

5(2) F ∀x p(x)⇒ r(a)

6?(5) T ∀x p(x)

7(5) F r(a)

8?(4) T ∀y (q(b)⇒ r(y))

9(8) T q(b)⇒ r(a)

10(6) T p(b)

11(3) F p(b)

×(10, 11)

12(3) T q(b)

13(9) F q(b)

×(12, 13)

14(9) T r(a)

×(7, 14)

Drugi primer

1. Dokazati da je {Y,⇔,∨} potpun skup veznika.

2. Metodom rezolucije dokazati da je formula F = (p⇒ q)∨ [(q ⇒ r)∧ (r ⇒ p)] tautologija.

3. Neka je F filter Bulove algebre B. Dokazati da su slede�i iskazi ekvivalentni:

(a) za sve x, y ∈ B va�i: ako x ∨ y ∈ F , tada x ∈ F ili y ∈ F ;
(b) za sve x ∈ B va�i: x ∈ F ili x′ ∈ F .

4. Metodom tabloa dokazati da je slede�a formula va	ana:

∀x ∀y (q(x, y)⇒ p(x))⇒ [∃x q(a, x)⇒ ∃x (∃y q(x, y) ∧ p(x))].

5. Na�i model za formulu ∃x ∀y p(x, y) ∧ ∀x∃y q(x, y) ∧ ∃x r(x) ∧ ∃x¬r(x).

6. Neka je A(x) proizvo	na formula na jeziku L, i neka je c konstantan simbol takav da
x /∈ L. Ako formula A(c) jezika L∪{c} ima model, dokazati i da formula ∃xA(x) jezika
L ima model.
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Studenti koji pola�u ceo ispit rade zadatke: 1, 2, 3, 4. i 5.

Studenti koji pola�u drugi deo rade zadatke: 3, 4, 5. i 6.

Rexe�a

1. Kako je {¬,∨} potpun skup, i kako je ¬p ≡ (p Y p)⇔ p, to je i {Y,⇔,∨} potpun.

2. Zapiximo formulu ¬F u KNF. ¬F ≡ ¬(p ⇒ q) ∧ ¬[(q ⇒ r) ∧ (r ⇒ p)] ≡ p ∧ ¬q ∧ [¬(q ⇒
r)∨¬(r ⇒ p)] ≡ p∧¬q∧ [(q∧¬r)∨ (r∧¬p)] ≡ p∧¬q∧ (q∨r)∧ (q∨¬p)∧ (r∨¬r)∧ (¬r∨¬p) ≡
p ∧ ¬q ∧ (q ∨ r) ∧ (q ∨ ¬p) ∧ (¬r ∨ ¬p). Imamo dakle 5 klauza. Zapiximo dokaz za ∅.
C1 = {p}
C2 = {¬q}
C3 = {q, r}
C4 = {q,¬p}
C5 = {¬r,¬p}
C6 = {q} Res(C1, C4; p,¬p)
C7 = ∅ Res(C2, C6;¬q, q)
Odatle je ¬F kontradikcija, pa je F tautologija.

3. (a)⇒(b): Pretpostavimo da va�i (a). Neka je x proizvo	an element algebre B. Prime-
timo da x ∨ x′ = 1 ∈ F , jer je F filter, pa sadr�i 1. No, kako x ∨ x′ ∈ F , to prema (a)
direktno sledi da x ∈ F ili x′ ∈ F .
(b)⇒(a): Pretpostavimo sada da va�i (b). Neka su x, y proizvo	ni elementi algebre B,
takvi da x ∨ y ∈ F . Pretpostavimo suprotno da x /∈ F i y /∈ F . Tada prema (b) imamo
x′ ∈ F i y′ ∈ F . Kako je F filter, to x′∧y′ ∈ F , tj. (x∨y)′ ∈ F . Dakle, x∨y, (x∨y)′ ∈ F ,
pa i 0 = (x ∨ y) ∧ (x ∨ y)′ ∈ F . Kontradikcija.

4. 0. F ∀x ∀y (q(x, y)⇒ p(x))⇒ [∃x q(a, x)⇒ ∃x (∃y q(x, y) ∧ p(x))]

1?(0) T ∀x ∀y (q(x, y)⇒ p(x))

2(0) F ∃x q(a, x)⇒ ∃x (∃y q(x, y) ∧ p(x))

3(2) T ∃x q(a, x)

4?(2) F ∃x (∃y q(x, y) ∧ p(x))

5(3) T q(a, b)

6?(1) T ∀y (q(a, y)⇒ p(a))

7(4) F ∃y q(a, y) ∧ p(a)

8(6) T q(a, b)⇒ p(a)

9(8) F q(a, b)

×(5, 9)

10(8) T p(a)

11?(7) F ∃y q(a, y)

13(11) F q(a, b)

×(5, 13)

12(7) F p(a)

×(10, 12)

106



5. Uoqimo model M = ({α, β}, pM, qM, rM), gde su pM, qM, rM definisani tablicama:

pM α β
α 1 1
β ? ?

qM α β
α 1 ?
β 1 ?

rM α β
1 0

.

Doka�imo da jeM � ∃x∀y p(x, y)∧∀x∃y q(x, y)∧∃x r(x)∧∃x¬r(x). Neka je v : Var −→ {α, β}
proizvo	na valuacija.

(1) Doka�imo najpre da je ∃x∀y p(x, y) =v 1. Pretpostavimo suprotno da je ∃x∀y p(x, y) =v

0. Tada za sve d ∈ {α, β} va�i ∀y p(d, y) =v 0. Specijalno za d = α imamo ∀y p(α, y) =v

0. Odavde sledi da posotji element a ∈ {α, β} takav da je p(α, a) =v 0, tj. pM(α, a) = 0.
Ali xta god da je a ∈ {α, β}, vidimo da dobijamo kontradikciju.

(2) Drugo dokazujemo da je ∀x∃y q(x, y) =v 1. Pretpostavimo suprotno da je ∀x∃y q(x, y) =v

0. Tada postoji a ∈ {α, β} takav da va�i ∃y q(a, y) =v 0. Odavde sledi da za sve
d ∈ {α, β} va�i q(a, d) =v 0; specijalno za d = α imamo q(a, α) =v 0, tj. qM(a, α) = 0.
Ali xta god da je a ∈ {α, β}, vidimo da dobijamo kontradikciju.

(3) Da	e dokazujemo ∃x r(x) =v 1. Uoqimo da je rM(α) = 1, odakle je r(α) =v 1. Odatle je
∃x r(x) =v 1.

(4) Konaqno dokazujemo ∃x¬r(x) =v 1. Uoqimo da je rM(β) = 0, odakle je r(β) =v 0. Tada
je ¬r(β) =v 1, odakle sledi da je ∃x¬r(x) =v 1.

Dakle, dokazali smo da je ∃x∀y p(x, y)∧∀x∃y q(x, y)∧∃x r(x)∧∃x¬r(x) =v 1∧1∧1∧1 = 1.
Kako je v bila proizvo	na, to je M � ∃x∀y p(x, y) ∧ ∀x ∃y q(x, y) ∧ ∃x r(x) ∧ ∃x¬r(x).

6. Neka je M = (D, sM, cM)s∈L � A(c). (Primetite da je M model jezika L ∪ {c}.) Doka�imo
da za modelM0 = (D, sM0)s∈L jezika L, koji je definisan sa sM0 := sM, va�iM0 � ∃xA(x).

Pretpostavimo suprotno da jeM0 2 ∃xA(x). Neka je v : Var −→ D takva da je ∃xA(x) =v 0.
Tada za sve d ∈ D va�i A(d) =v 0, pa specijalno za d = cM imamo A(cM) =v 0. No, kako su
svi simboli jezika L isto interpretirani u oba modela, to u modelu M va�i A(c) =v 0.
Kontradikcija.
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