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1 Wcka3suna noruka (1)

1.1 MoruBanuja: Ocrpso Victunoz6opana u Jlaxkosa (1)

Ha nekom ocTpBy craHoBHUIITBO ce jeju y jse rpyne: Verunoszbopue u Jlaxkose. CBaku carHOBHUK

TOT OCTPBA je NMPUMAJAHUK TAYHO jeaHe o Tux rpyma: win je Vcrunoszbopan min Jlaxkos. 3uamo

na Merwro360piim yBek roBope MCTUHY, M0K JlaxkoBu yBek jaxy. CranoBuuiu octpsa MmelycobHo

3Hajy ko je Mcrurozbopaill, a ko Jlaxkos, 10K OHI0 KOM CTpaHILy TO HUje MO3HATO. Takobhe, cTpaHall

He MOKe Ha OCHOBY (PU3MUKOr M3TJIeJla CTAHOBHUKA Ja 3aK/bydn Ko je VcTtmro300pan, a ko Jlaxos.
[IpumeTnmo f1a Ha OBOM OCTPBY BaxKH cjiefieha Teopema.

Teopema. Hujenan craHOBHUK OCTpBa He MoOXKe j1a m3japu: “Ja cam Jlaxkos.”.

Hoxas. Axo je cranoBHuK VMcTuHO300pal, OH rOBOPH HCTHHY, Ma HE MOYKe Ja HW3jaBu 1a je Jlazkos.
Ca mpyre cTpaHe, ako je cTaHOBHUK .JIakoB, OH J1azke, mma Takohe He MOsKe 1a u3jaBu aa je Jlaxkos. —



Crpanal jofa3u Ha ocTpso, cpehie ocobe A u B u nocrasba uMm nurame: “Ko je on Bac
Veruros6opar, a ko Jlaxkos?”. Ocoba A oarosapa: “Ob6oje cmo Jlaxkosu.”. Illta crpanam MoxKe 1a
3aKJ/by4n 0 ocobama A u B.

Pewere. Huje moryhe na je A Uctunoszbopar, jep 6u y Tom caydajy msjasa “Ob6oje cmo Jlaxkosn.”
Oujia HETAYHA, IITO je Y CYHPOTHOCTH Ca YUILEHUIOM j1a A roBopu ucruny.

Jaxmae, A mopa 6utnu Jlaxkos. Onparie 3ak/bydyjeMo Ja je y CBOjOj M3jaBu CJarao, na HHje TauHO
na cy oboje Jlaxkopu. Kako A jecre Jlaxkos, omaBrie 3ak/py4dyjemo ga B Mmopa outu Mcturozboparir.

Jlaxse, moxkeMo 3ak/pyuntu ga je A Jlaxkos, a B Mcrurosbopair. =

Crpanar, goaa3u Ha ocTpBO, cpehe ocobe A m B m mura ux: “Jla au cre ob6oje Jlaxkosu?”.
Ocoba A omrosapa: “Bap jemno ox Hac jecre.” IllTa cTpanar Mozxke ja 3aKk/bydn o ocobama A u B.

Pewerve. Ilpumernmo na nuje moryhe ja je A Jlaxkos, jep 6u y ToM ciay4ajy merosa uzjasa “bap
jemam ox Hac je Jlaxkos.” Omia TauHa, MTO je y CYNPOTHOCTH Ca YUILEHUIIOM jJa A jaxe.

Jaxe, A mopa 6utu McrmHo3bopall, Ta je HeroBa nM3jaBa MCTUHUTH, Tj. Oap jemaH oI mUX je
JlaxkoB. Ho kako, A nuje Jlaxkos, 3akmydyjemo na je B Jlaxkos.

Jlaxite, MmoxkeMo 3ak/bydnTn 1a je A Mcrunosbopar, a B Jlaxos. .

Crpanarr 1071a31 Ha OCTPBO, cpehe ocobe A u B u memro ux nura. Ocoba A oxrosapa: “Axo
cam ja Mcruroszbopar, onga je u B Mcrunostopar”. Illra crpanarm moxke fa 3akmbyun o A u B.

Pewere. Axo je A Vlcturosz6oparll, Taga je OH peKao HCTUHY, Tj. n3jaBa “Axo cam ja lcruroz60parr,
ouga je m B HMcrurosbopar.” je Ttauyna, ma momro je oH VcertwHosbopal 3ak/pydyjeMo u ga je B
Hcrurosboparir.

[Ipumerumo ma cMo THMe moKasasd ga je m3jaBa “Ako je A VMcrmnrosbopar, ouga je u B Hcrn-
Ho36opai.” Ttadna. Meljyrum, Kako je A uzjaBuo Oamn To, 3ak/bydyjeMo ma je o Mcrmroszbopal, na
mpeMa IpBOM Iacycy u ja je B cturozbopair.

Jaxie, A u B cy Uctunosz6opim. =

Y Be3u ca MpeTXOAHUM 3aJaTKOM HMaMo cjejiehy Teopemy.

Teopema. (3HaunMO ca p 6GuI0 KOju Ucka3 (HOp. p Moxe 6utu “ocoba B je crunosbopar”, win
“Ha ocTpBY mocToju pyaHuK 31ata’). Heka ocoba A kaxke: “Axo cam ja Mcrurosbopail, oHaa je p
tauno.” Tama A jecre Mermro360pam u p jecte TavHO.

Hoxas. Axo je A crunosbopall, 0OH rOBOpU UCTHHY, 11a U3 herose usjape “Ako cam ja Mcrunoso-
opall, OHJIa je p TadHO.” 3aKJbydyjeMo Ja je p Ta4dHo, jep oH jecte VMcrunozboparir.

[Ipumernmo ma cMo TUMe goKazaau aa je mckas “Ako je A Mcrmroszbopar, oHma je p TadHo.”
ucruanT. MebhyTnm, kako je A Garr oBo m3jaBHO, 3aK/by4yjeMO 113 je TOBOPHO WCTHUHY, Tj. 14 je
Hctunosbopall, na je mpemMa MpBOM ITAaCyCy U P Ta4HO. -

Crpanalr j1071a31 Ha ocTpBo, cpelie ocobe A u B u nemro ux mura. Ocoba A onrosapa: “Ja
u B cMo ‘mcror tuna’, Tj. miam cMo oboje Verurozbopru niau Mo oboje Jlaxkosu”. Illta je cTpanarr
MOTa0 73 3aK/by4n 0 ocobama A u B.

Pewere. Axo je A Vlctuno30opall, OH je peKao HCTHHY, I1a 3aK/bydyjemMo aa je u B Vcrunosbopair.
Ako je A Jlaxos, oH je cjarao, ma omner 3ak/bydyjeMo jga je B Mcrurosbopair.

Hakje, MoxKeMoO J1a 3aKk/byduMo jsia je B Wcrunoszbopail, ajaum npuMeruTe Ja HE MOXKEMO Jia 3a-
K/byunMo 1a Ju je A Merunosbopan nan Jlazxkos. .

Y Be3u ca OBHM 3aJIATKOM HMaMO cJeliehly Teopemy.



Teopema. O3HauuMo ca p 6mI0 Koju mcka3. Heka ocoba A xaxke: “Ja cam VcrmHozboparr ako u
caMo ako je p Tauno.” (oBo 3Ha4M Ja cy uckasu “Ja cam Verunos6opar” u “I1 je raano” umajy ucty
HUCTUHUTOCHY BpeaHocT). Tajia p jecTe TauHo, a HE MOYKEMO JIa 3aK/ByInMO Ja i je A VicTunoz6opary
nin JIaxKoB.

Hoxas. Axo je A Vcrmrosbopall, OH je peKao HCTHUHY, 1Ia je p TadHo. Ako je A Jlaxos, oH je
cJIarao, ma omneT 3aKJ/bydyjeMo Ja je p TauHo. Jlakie, y cBaKOM caydajy p jecTe TadHO. -

Crpanar no1a3u Ha ocTpso, cpehe ocobe A, B u C u nuta ux Hemro. A onrosapa “B u C
cy Ucernroszbopuu.”, a B oarosapa “A je Jlaxkos, a C' je Mctunosbopam.”. IllTa je crpanalm Morao
na 3kmyan 0 A, B u C.

Pewere. Axo je A Uctunozbopail, Taja je merosa uzjasa tadna, ma cy u B u C' Vctunosbopiim.
MebhyTum, kako je B Mctunozbopari, ona je u meroba u3jaBa tadna, crnenujaano A je Jlaxos. Kako
oBO HHje Moryhe, 3akpyuayjeMo qa je A Jlaxos.

Jlaxse, A je ciarao, na 3akspydyjemo ga zwucy oboje B u C' Ucrunosbopim, 1j. Mehy muma je d6ap
jenan Jlaxos.

Ako je B Uctunozbopait, Taja je oH pekao uctuhy, na je cmennjagno C' Merunozbopamn. Ho To
nuje Moryhe, jep cmo Beh 3akspyumiu ja mehy muma mopa outu Oap jeman Jlaxkos. [lakie, B je
JlaxoB.

Kaxo je B ciarao, tajia umamo jia “A je Jlaxkos u C' je ctunosbopait” He BaxKu, 1ma Kako A jecre
JlaxkoB, 3akpydyjemo 1a u C' Mopa OUTH.

Haxie, A, B u C cy Jlaxosmn. -

1.2 Uckazua ¢dpopmye
WUckasunu jesuk unHe caegehu cumbostn:
1. Bezuumu: =, A\, V,=, <, V;

2. cKym uckasHUX cjaoBa P (aKo ce He Kayke Jpyradmje, OpeTHocTaB/baMo Ja je P mpebpojus;
HCKA3HA CJIOBA OOMYIHO OZHAYABAMO CA D, ¢, T, S, . -, D0y P13 D25 -« - s Py« - +);

3. momohuun cumbosm: ().

Nckaszua dopmysa ce rpaju Ha cjiejgehn HauWH:
1. mcka3Ho CJI0BO je mckasHa (opmyiia,;

2. ako cy F'u G uckasne dbopmyae, rana cy u ~F, (FAG), (FVG), (F=G), (F< G), (FYG)
nckasue gopmyJie;

3. cBaka MckKazHa (dpopmyJa ce J00uja KOHAYHOM IIPUMEHOM Kopaka 1. u 2.

Ckym mzkazaux dopmysia o3HadaBamo ca For.

1.3 Banayamnuje, TauHOCT UCKa3He (pOopMyJie U TAyTOJIOTHjE
Ca 2 o3nauaBamo ckym {0, 1}.
Baayanumja je Ouj10 Koje mpecaukaBambe v @ P — 2. Jlakjie, TO je npecjimKaBambe KOje CBAKOM

HCKa3HOM CJIOBY JioJiesbyje Bpeanoct 0 (Tajga KazkeMo Ja je TO CJOBO y BaJIyalluju v HETAYHO) Wian 1
(Taza KaskeMo Ja je TO CJIOBO Y BaJIyalldju v TadHo).



IIpommpemwe Bagyamumje Pukcupana BajyalHja v ce IMHPH 0 IpecjHKaBama v : For — 2 mo
cienehinM mpaBuanMa:

Uckasno caoso 0(p) = v(p), 3a ce p € P;

Heramuja Axo cmo Beh m3pauyHaaum Bpeanoct popmysne A mpu BaJIyalnuju v, Tajga BPEIHOCT
dopmyne A npu Bagyanujn v padyHamo no ciaenehoj Tadbauim:

Al 4]

0
1

1
0

Hakie, kaxxemo 1a je ¢opmysiaa —A TadHa mpu BajJdyaldju v ako W caMo ako je A HeTadHa IIpH
Basayaruju v. Popmyny —A auramo “He A”.

Komynkmmja Axko cMmo Beh mspauynanum Bpepnoct ¢opvyna A u B npu Bajayanuju v, Tajaa
BpeaHocT hbopmysie A A B nipu Bastyanuju v padynamo 1o ciaejehoj tabaumm:

A[B[ANB]
0[0] 0
01| 0
1[0 0
11 1

Jlakne, kaxkemo 1a je ¢popmyaa A A B TadHa npr BaJayalHju v aKo W CaMo ako cy ode dpopmyne A u
B taune npu Baayanuju v. @opmyny A A B auramo “A u B”.

Hucjynakmuja Axko cmo Beh m3spauynanm speanoct dopmynra A mw B npu Bajdyanumjun v, Tajga
BpeaHocT hopmysie AV B upu Bastyanuju v padynamo 1o ciaegaehoj taburu:

A[B[AVB]
00 0
01 1
o] 1
T(1] 1

Jlakje, kaxemo ma je dopmyna AV B Tadna mpu BaJyalujH v aKO W CAMO aKO je Oap jemHa o
dopmysra A u B rauna npu Baayanuju v. Qopmyny AV B auramo “A wu B”.

Nvmnamkanmja Ako cmo Beh m3padyHaaum BpeanocT ¢gpopmyna A m B npu Bagyamumju v, Taia
BpenHocT popmyse A = B mpu Bagyanujun v padyHaMo 1o caeaehoj tabanrm:

A[B[A=B
0]0] 1
01| 1
(0] 0
(1] 1

Jlakne, kaxkemo 1a je popmysa A = B HeradHa npu Bajdyaluju v ako n camo ako je A tauna u B
Herauyna npu Baayanuju v. Popmyny A = B unramo “A nopnaum B” wiu “ako A, onga B” uian “ns
A, cnequ B”.



ExBuBasiennmja Ako cmo Beh m3pauynaau speguoct dopmyna A u B npu Bastyanuju v, Tajaa
BpeaHocT hbopmysie A < B npu Basyaluju v padynamo 1o ciaeiehoj tabiauiu:

A[B[Ae B
0[0] 1
01 0
(0] 0
1] 1

Hakne, kaxemo j1a je bopmysa A < B TauHa npu BaJyalyju v ako u camo ako cy A u B jennake

TAYHOCTH TIpH BaJsyaruju v. Popmysy A < B yuramo “A eksuBajnentno B” uanm “A ako U caMo ako
B”.

ExckaysusHa aucjyuknuja Ako cmo Beh uzpaaynasm Bpeanoct hopmysna A u B nupu Basyanuju
v, Taga Bpeanoct dopmyae A Y B npu Bagyanuju v padyHaMo 1o cjaeaehoj Tabauim:

A[B[AYB]
00 0
01| 1
1[0 1
(1] 0

Jlakne, kaxkemo 1a je ¢popmyna A Y B tauna npu BaJyalyji v ako U caMo ako ¢y A u B pasnaudunre
TAYHOCTH MPU BAIyaldju v, Tj. aKO W CAMO aKO je TadHo jemaHa ox ¢dopmyna A m B Tauna mpwu
Basyanuju v. @opmyny A Y B autamo “A ekckiaysupHo wian B’ nam “uan A wian B”.

OBako JeduHHCAHO IIPOIIUpEbe Bajayanuje v, v : For — 2, ce 30Be mHTepIpeTanuja (opmyia
IpY BaJIyalluju v.

Uspauynaru BpejHoctTu jarux popMmy/ia y CBUM BaJyalyjamMa.
1) (p& (¢ Ap)) = (-p = q);

2) (p=a) & (g = —p);

3) (pA(g= 1)) A(rA-p).

(
(

Pewere. llpBe nBe dopmyse uMmajy JBa cjaoBa, a Tpeha uMa TpH, I1a HAC Y IPBa JIBa CIyYaja 3aH-
UMajy YeTHPH PA3JHIUTe Bajdyaluje, a y TpeheM ocaM pa3anuuTux Bajayaruja. Bpeanoct dpopmyia
y BaJyamujaMa oheTHOM padyHaMo y Tabanumama.

1)

plallarp|A=pe(@Ap) | w|[B=-p=>q[|A=B]
0l0] 0 1 1 0 0

01 0 1 1
10 0 0 0
1)1 1 1 0

[Ny U Ry

1
1
1

Jlakse, dpopmysia je HeTadHa jeJIMHO Yy Bajyallju y Kojoj cy oba cjioBa p W ¢ HeTadHa. & CBHUM
oCTajuM BaJIyallljaMa je TadHa.

2)
plal|A=p=q|~q|p[B=—qg=p|As B]
010 1 1 1 1 1
01 1 0 1 1 1
110 0 1 0 0 1
11 1 0 0 1 1




Jakne, popmysia je TaduHa Y CBUM BaJIyalldjaMa CJIOBA.

3)
pla][r[a=r[A=pAlg=r)[-p[B=rAp[ANB]
01010 1 0 1 0 0
0101 1 0 1 1 0
01110 0 0 1 0 0
011 1 0 1 1 0
11010 1 1 0 0 0
1(0]1 1 1 0 0 0
11110 0 0 0 0 0
1111 1 1 0 0 0
Jlakse, dopmysia je HeTadHa y CBUM BaJjIyalnjama. -

Tayrosioruje u KoHTpamukinuje Kaxkemo na je ¢ropmy/ia TayTojoruja, ako je TayHa IPU CBUM
BaJsryarjama ciaoBa. Kazkemo ja je popMysia KOHTPaAUKIja, aKO je HeTadHa MPU CBUM BaJIyallnjama
CJIOBA.

@opmyia 2) U3 TPETXOJHOr 3aJaTKa je TayTosioruja, Gopmyiaa 3) U3 MPeTXOIHOr 3ajaTaka je
KOHTPaTUKIIH]a.

Jokazatn Ja cy caenehie ¢popMyse TayToJOTHje:

)p=p m pV-p 13) (pA(gAr)) < ((pAg) AT);
2) =p & p; 14) (pVv(gVvr)) < ((pVa)Vr);
3) (pAp)ep u (pVp) e 15) (p A q) < (g Ap);
4) pAp=0q) =g 16) (pVaq) < (¢Vp);
5 (p=a)Nlg=r)=p=r); 17) (pA(pVq)) & p;
6) ((p=q) A—q) = —p; 18) (pV (P Na)) & p;
7 ((p=a)N(p=—q) = —p; 19) (pA(gvr)) < ((pAg)V(pAT)):;
8) (= q) A (=p=—q)) = p; 20) (pV (gAT)) = (VO APVT));
9) ((pVa)A-p)=q 21) =(pAq) < (-pV —g);
10) (V@) A ((p=71)A(g=T1)) =13 22) =(pVq)  (-p A —q);
11) (p=q) < (-pVq); 2) peeer)e(peqer)
12) (p=q) = ((p=a N(@=Dp);
Pewewe. Bexoa. =

Ucrmratn ga am cy caenehe dopmymte Tayrosornje:

L =(p = —w); 5. (p=q) = (-¢ = —p);
2. ~(p = —p); 6. (pq)= (-0 —q);
3. (p=a) = (¢=p); 7. 2(pAg) = (=P A —g);
4 (p=4q) = (-p=q); 8. =(pVaq) = (=V—g);



9. qer)=(p=q9 e P=>r)); 10. (p& (pAg) & (& (PV9)
Pewere. Bexba. -

1.4 Ocrpso NUcrnno36opana u Jlaxkosa (2)

[IperocTaBumo ga cMo Ha ocTpBy Mcermnosbopama u JlaxkoBa. Ako je A cTaHOBHHK OCTpBa, 03-
HAYMMO ca a uckasd: “A je Mcrunosbopaim.” Tume ¢cMO ¢BaKOM CTaHOBHHKY OCTPBa JOIEIUIN jeIHO
HUCKA3HO C¢JI0BO. UHIbeHHUIIA /1A je CBaKH CTAaHOBHUK ocTpBa win Mcerunosboparn win Jlaxkos oapehyje
jelHY BajIyalujy Ha OBHM CjoBHMa: ako je A Vcrmro3bopan, Taja je CJIOBY @ A0JEJUMO BPEAHOCT
TavyHo, a ako je A JlaxkoB, Taja CJI0BY @ JOJEJTUMO BPEIHOCT HETATHO.

Teopema. Heka je A cranoBuuk ocrpsa, a je uckas “A je Ucrunozbopan.” u Heka je p 6mjio Koju
ucka3. [lozuaro je na je A uzjaBuo: “p je rauno.” Tana je uckasz a < p TavaH.

Hoxas. Axo je A Vlctunosbopail, OH TOBOPU HCTHHY, 11a 3aK/by4dyjeMO Ja je ucka3 p radan. [Ipema
TOME UMaMo JIa je ¢ = p = 1, oaxJie je a < p = 1.

Ako je A JlaxkoB, 3HaAMO Ja OH J1axKe, IIa 3aK/byIyjeMo /a je UCKa3 p HeradaH. [Ipema ToMe mMamo
Jaa je a = p = 0, ogakJye je oner a < p = 1.

Y cBakoMm ciay4ajy je a < p = 1. =

Bparumo ce caga Ha 3a1aTKe U3 IPBOT OI€/bKA.

Crpanal j1oJa3u Ha ocTpso, cpehe ocobe A u B u mnocrasba uMm nurame: “Ko je on Bac
Vcerunosbopar, a ko Jlaxos?”. Ocoba A ogrosapa: “Oboje cmo Jlaxkosn.”. Illta crpanam MoxKe 1a
3aK/by4H O ocobama A u B.

Pewerwe. Axo ca a o3naunmo uckas “A je Mermnosbopam.”, a ca b uckaz “B je Mctunosbopar.”,
Taja BUAMMO J1a je A 3aupaBo usjasuo: —aA—b. Ilpema reopemu 3ak/byuyjemo ja je a < (maA—b) =
1.

Bammcumo tabsuiy dbopmyne a < (—a A —b):
la]|b][a & (ma A )]
00 0 1 1 1
01 1 1 0 0
110 0 0 0 1
111 0O 0 0 O

U3 Tabmune Bugumo ma je a < (—a A —b) = 1 akko a = 0 u b = 1, ma 3akmpyayjemo 1a je A Jlaxos,
a B Ucrunoszdopair. -

Crpanall 710/1a31 Ha ocTpBo, cpehie ocobe A u B u nuta ux: “Jla au cte oboje Jlazxkosu?”.
Ocoba A oxrosapa: “Bap jeano ox mac jecre.” Illta crpanair MmoxKe ja 3ak/bydu o ocobama A n B.

Pewerwe. Axo ca a o3Haunmo uckas “A je Mermnosbopamn.”, a ca b uckaz “B je Nctunosbopar.”,
Taja BUAMMO J1a je A 3anpaBo uzjasuo: —aV —b. Ilpema reopemu 3ak/byuyjemo ja je a < (—aV-b) =
1.

Bammcumo Tabuuiy dbopmyne a < (—a V —b):

la]|blla & (ma vV —b)]
0]0 o 1 1 1
01 0 1 1 0
110 1 0 1 1
111 0O 0 0 O




3 tabmune BuauMo Ja je a < (—aV —b) = 1 akko a = 1 u b = 0, ma 3akpydyjemo ga je A
Wctunosbopar, a B Jlaxos. -

Crpanarn josas3u Ha ocTpBoO, cpehe ocobe A m B u memro ux nura. Ocoba A ogrosapa: “Axko
caMm ja Mcrunosboparr, ouzga je u B Mcrturosbopar”’. Illra crpanam Moxke 1a 3akbydan o A u B.

Pewere. Axo ca a o3naunmo uckas “A je crunosbopan.”, a ca b nuckaz “B je Mctunosbopar.”,
Tajia BUAMMO ja je A 3ampaso uzjaBuo: a = b. Ilpema Teopemu 3ak/bydyjemo jia je a < (a = b) = 1.
Banucumo tabsuiy dopmyne a < (a = b):

b |

= O = O o

=
1
1
0
1

13 tabsmne Buaumo 1a je a < (@ = b) = 1 akko a = 1 u b = 1, na 3akmyuyjemo na cy u A u B
Hcrunozbopiy. —|

Crpanal 1071a31 Ha ocTpBo, cpelie ocobe A u B u nemro nx muta. Ocoba A onrosapa: “Ja
u B cmo ‘mcror tuna’, tj. mim cMo oboje Merunoszdopuu uian cmo oboje Jlaxkosu”. Illra je crpanary
MOTrao J1a 3aKkJ/bydn o0 ocobama A u B.

Pewerwe. Axo ca a o3Haunmo uckas “A je Merunosbopamn.”, a ca b uckaz “B je Nctunosbopar.”,
Tajia BUAMMO J1a je A 3anpaso usjasuo: a < b. IIpema reopemu 3ak/bydyjemo jia je a < (a < b) = 1.
Bamucumo tabiuiy dbopmyse a < (a < b):

(a b) ‘

= O = O o

<
0
1
0
1

»—tOOH@

3 rabmune Buaumo Ja je a < (a < b) = lakkoa =0n b =1, wma =1n b = 1. Jlakne ca
cUTypHOIIhY MOXKeMO Jla 3aK/byduymo jJa je B HMcrunosbopar, 10K 6e3 jgogaTHEUX HHMOpMAIja He
MOXKEMO J1a, KaxkeMo 113 i je A Veruros6opan win Jlakos. .

Crpanal jo1a3u Ha ocTpBo, cpehe ocobe A, B u C' u nuta ux zemro. A oxrosapa “B u C
cy Uceruroszbopuu.”, a B oarosapa “A je Jlaxkos, a C' je Mctunosbopam.”. IllTa je crpanarm Morao
na 3kmyan 0 A, B u C.

Pewere. Ako ca a o3Haunmo uckas “A je Mcruroszbopamn.”, ca b uckas “B je Mcrunoszbopar.”, a
ca ¢ ucka3 “C je Ucrunosbopan.”, tajga Buaumo jia je A 3ampaso usjasuo: b A ¢, a B je uzjaBuo:
—a A c. llpema Teopemu 3akpyuyjemo ma je a < (bAc¢) = 1ub < (—maAc) = 1. Onarne je
(a< (bAC)AN(b< (maNnc)) =1.



Banucumo tabsuiy dopmyse (a < (bAc)) A (b < (maAc)):

alblclf(a & (b N ) AN (b < (na N 0)
0[{0]0 1 0 1 1 1 0
0[0|1 1 0 0 0 1 1
0[1]0 1 0 0 0 1 0
0]1/1 0 1 0 1 1 1
11010 0 0 0 1 0 0
1(0(1 0 0 0 1 0 0
1(1(0 0 0 0 0O 0 0
111]1 1 1 0 0 0 O

113 Tabaune Bugumvo ga je (a < (bAC))A(b < (—aNc)) =1 akko a = b = ¢ = 0, ojakje 3aKbydyjemMo
na cy A, B, C Jlaxosu. -

Ocobe A, B,C najy cienehe usjase:
A . Tagno jegno ox Hac je Jlaxos.

B : Tauno jBoje o Hac cy Jlaxkosu.

C : Cso Tpoje cmo JlazxKoBu.

[MITa MozkeMO J1a 3aKJby YUMO.

Pewere. CroBa a,b,c mmajy yooudajeno 3Haueme. [Ipmmernmo na je C' uzjaBuo: —a A —b A —c,
OJTaKJIe 3aKJbYIYjeMO:
ce (maN-bAN-c)=1. (%)

Pedenuna: “Camo A je Jlaxkos” ce 3amucyje kao: —a A b A ¢, u cauano pedenune “Camo B je
JlaxxkoB” m “Camo C' je Jlaxkos” ce 3anucyjy kao: a A =-bAcwu aAbA —c. Ilocmarpajmo dopmymy
(maAbAc)V(aAN=bAc)V (aANbA—c). Ona je Tadna akko je 6ap jegan TUCjyHKT Tadan. MehyTum
HPUMETHUMO JIa BUIIE O] JeJHOI' JIMCJYHKTHA y TO] (popMyJin He MOry OUTH TauHH: HUP. [PBA JIBA HE
Mory 3ajejano 6utu Taunu, jep nupsu nosjgadun a = 0, a apyru a = 1. Ilpema tome, nara dpopmyna
je TadHa aKKO je TAYHO jeJaH IeH JUCjyHKT TadaH, na oua rosopu: ‘Tawwno jemam om A, B,C je
JlaxkoB”. Kaxko je To uzjaBuo A, 3ak/bydyjemo:

as (ranbA)V(aN-bAc)V(aANbA—C)=1. (#)
CImTIHO TTPETXOIHOM TACyCy 3aKJbydyjeMo:

b (raN=-bAC)V (maANbA=Cc)V(aA-bA=c)=1. ()

1. cayuaj: Ako je ¢ = 1, Taga u3 (x) umamo —a A =b A —¢ = 1, na je cuerujanso ¢ = 0, mwro je
KOHTPaTUKIIH]a.

2. ciydaj: Ako je ¢ = 0, u3 (x) umamo —a A —b A —¢ = 0. Kaxko je ¢ = 1, 3akpyuyjemo aa je
—a A —b = 0, omakse je 6ap jemaHo ox —a, —b HerauyHo, Tj. 6ap jegHO O a,b je TadTHO.

IIpavernmo na je (maAbAc)V (aA=bAc)V (aANbA—c) = (maADAOD)V (aA=DAO)V (aAbAT) =
O0VOV (aAb)=aAb, na (#) mocraje:

a<s (anb)=1. (#)

Coamuno, (maA=bAc)V (maAbA=c)V (aAN—bA=c) = (maA=bDAO)V (ma ADAL)V (aA-DAT) =
0V (maAb)V (aA=b)=(-aAb)V (aA-b), na ($) nocraje:

b ((manb)V(an-b). (9)



1. moacayuaj: Axo je a = 1, tama u3 (#) umamo a Ab = 1, ma je b = 1. Ounga je u3 ($)
(ma Ab)V (aA—b) =1, mrro 3amenom a = b = 1 Buaumo ma Huje Moryhe.

2. nomcaydaj: Axo je a = 0, Tama je b = 1 (jep cMo 3ak/byunin jia je 6ap jeaHo of a,b TavyHo).
[Torpebno je jorr nposeputu ma u je a = 0,0 = 1, ¢ = 0 carnacuo ca dopmynama (#), ($). dupext-
HUM PAdyHOM Ce BHUJU JIa jecTe.

Jaxse, goouau cmo na je a = 0,0 = 1,¢ = 0 jequHo permreme npobiema, mro 3uHaun ga cy A n C
JlaxkoBu, 0k je B Mcrurosboparr. .

Cranopuuky A je mocrap/beHo HeKo muTambe. [locToje nBe Bepsuje mra je A oAroBopuo:

1) ITo mpBoj Bep3uju A je nao nse usjase: “Ha ocrpBy mma 3mara.” u “Ako Ha oCTpBY MMa 3JaTa,
OHJIa UMa U cpebpa.”.

2) Tlo apyroj Bep3uju A je uzjasuwo: “Ha ocTpBy mma 371aTa, M aKO HA OCTPBY MMa 37aTa, OHJIA Ha
oCcTpBY UMa u cpebpa.”.

[IIta moxkeMo0 3aK/byunTu y 0ba ciaydaja’?

Pewere. Ca a yobuuajeno oznauaBamo uckas “A je Mcrunoszbopam.”. Ca z hemo o3HAYATH UCKA3:
“Ha ocTpBy mma 371ata.”, a ca s hemo o3HaunTn nckas: “Ha ocTpBy mma cpebpa.”.

1) V upBoj Bepsuju A je nao uzjaBe: z u z = S, 1a 3aKJby9yjeMo:
asz=1 (%)
as(z=s)=1 (#)
1. ciyuaj: Axko je a = 0, u3 (%) mmamo ma je z = 0. Taga je 2z = s =0 = z = 1, mro je y
KOHTpaauKnuju ca a = 0 u (#).

2. cayuaj: Ako je a = 1, uz (x) umamo jga je z = 1, a u3 (#) umamo xga je z = s = 1. Us
z=1,2= s =1 3akmyuyjemo s = 1.

Jlakse, mumamo jeaHo pereme, a = z = s = 1, 1j. A je McTtunoszbopal; u Ha OCTPBY MMa W 3JiaTa
u cpebpa.

2) Y apyroj Bepsuju A je nao uzjaBy: z A (z = §), Ia 3aKJ/byIyjeMo:
ae (2N (z=3)=1. (9)

1. cayuaj: Ako je a = 0, u3 ($) umamo z A (z = s) = 0, ogakie je z = 0 wm z = s = 0. Axo
je z = 0 umamo aBa pemtema: (a,z,s) = (0,0,0) u (a,z,s) = (0,0,1). Ako je z = s = 0 umamo jour
jemHo pereme: (a,z,s) = (0,1,0).

2. cryuaj: Axo je a = 1, u3 ($) umamo z A (z = s) = 1, omakne je z = 1l u z = s = 1, ma je
konaunu u s = 1. [Ipema Tome mmamo pememe: (a, z,s) = (1,1, 1).

Jlakjie, UMaMO YeTUPHU Peliemha U BUAUMO JIa He MOXKEMO HHIITA 3aCUTYPHO J1a 3aK/byduMO.

Ocobe A n B cy csegonnm Ha cyhemy. IIpema pasnnmanTiM Bep3njaMa JaJIH cy ciaegehe n3jase:

1) A: “Axo cmo u B u ja Jlaxkosu, Tajia je onryzKeHnu Kpus.”
B: “A je JlaxoB.”

2) A: “Axko je B Mcrunosbopali, OHIa je ONTy:KeHH HeBHH.”
B: “Axo je A Jlaxkos, oHa je onTy:KeHN HEBHH.”

3) A: “Axko je Hexko o Hac jiBoje VcTuHO360pAIl, OHJIA je ONTYZKeHu KpuB.”
B: “Axo je Heko of Hac aBoje J1axKkoB, OHZA je ONTYKeHU KpuB.”

4) A: “Ako cam ja Ucrunosbopar a B Jlaxos, oHja je onTyzKeHu Kpus.”
B: “A naxe.”

[MITa MoxKeMO /18 3aKJbYIUMO.
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Pewere. Heka cioBa a,b nmajy yoOuzkajeHO 3HAUYeme, a ca k o3HaAYMMO mcka3: “OnryxKeHu je
KpuB.”.

1) YV upBom cayuajy umamo:
a< ((man-b)=k)=1, (%)
be —a=1.  (#)
1. ciyuaj: Ako je b= 1, u3z (#) umamo a = 0. Taga je ~a A —b =0, ua je (~aA—b) = k=1 u
u3 (*) je a = 1. Konrpaaukipmja.

2. caiydaj: Axo je b = 0, uz (#) umamo a = 1. Taga je na A —b = 0, na je (ma A —b) = k = 1,
IITO CArJACHO ca (). [IpuMeTHMO j1a He MOKEMO Jia U3padyHaMo k.
Jlaxkse, MozKeMO 1a 3aKk/byaumMo Aa je A Mcrurozbopan u B JIaxKoB, T0K HE MOXKEMO J1a 3aKJ/bYy IUMO

Jla JIN je ONTY KeHU KPHUB WM He.
2) Y Apyrom ciaydajy mMaMmo:
as (b= k) =1, (%)
be (ma=—k)=1. (#)

1. cayuaj: Axko je a = 0, u3 (x) umamo b = -k = 0, naje b = 1w k = 1. Kako je cana
—a = -k =1= 0= 0, oBo Huje cartacHo ca (#). Konrpajukiuja.

2. cryuaj: Ako je a = 1, u3 (%) mmamo b = -k = 1. Kaxo je ~a = -k =0 = -k =1, u3z (#)
umamo b = 1. I3 b=1u b = -k = 1 3akpuyjemo ga je k = 0. Tlpema tome (a,b, k) = (1,1,0) je
perieme.

Jlaxite, MmoxkeMo f1a 3aK/BpyIuMo 1a ¢y A u B VlcTtuHo300pIu U 1a je ONTYKeHN HEBHH.
3) ¥V tpehem ciayuajy umamo:
ae ((avb)=Fk)=1, (%)
be ((maVv-b)=k)=1. (#)

1. cayuaj: Ako je a =0, u3 (x) umamo (aVb) =k =0. Omaae jeaVb=1uk=0. I3 a=0
uaVb=13akmyuyjemo b = 1. Caga je (-aV -b) = k= (1V0)=0=1=0=0, wro upema (#)
Huje caryiacuo ca b = 1. Konrpaaukiuja.

2. caiydaj: Ako je a = 1, u3 (x) umamo (a Vb) = k = 1. Kako je a Vb = 1, 3akpydyjemo Ja je
k=1. Cana je (maV —b) = k= (-aV —b) = 1=1, na je npema (#) b= 1. Ilpema Tome perrerbe
je (a,b, k) = (1,1,1).

Jlaxte, MmozkemMo j1a 3ak/pyanmMo jaa ¢y A u B Vlctuno300opiu u /1a je ONTyKEeHW KPUB.

4) Y 4eTBPTOM CJIydajy HMaMOo:
as ((an-b)=k)=1, (%)

be-a=1. (#)

(IMpumernmo ja je nckaz “A smaxe.” ekBupajenTan uckasy “A je Jlaxos.”.)

1. cayuaj: Axo je b = 0, npema (#) je a = 1, ma npema (x) umamo (a A =b) = k = 1. Kaxko je
aN—-b=1A1=1,3akmuyxyjemo na je k = 1. Hakue, (a,b, k) = (1,1, 1) je pememe.

2. cayuaj: Ako je b = 1, upema (#) je a = 0, na upema () umamo (a A —b) = k = 0. Kako je
a/N—-b=0A0=0,T0O je KOHTPaAUKIIH]a.

Jlagute, MoxkeMO J1a 3aK/byduMo ga ¢y A u B VlcTtuHo300pIu U 1a je ONTYKEeHN KPHUB. -
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Crpanan cpehie A, Bu C. A u C usjaBmyjy:
A: B je u3jaBuo ja je HeKO oj Hac¢ Tpoje Jlaxkos.
C: B je Uctunosboparr.

[MIta MozkeMO J1a 3aKJby YUMO.

Pewerve. 113 moctaBKe 3aK/bydyjeMo J1a:
ae (be (maV-bV—e)=1, (%)
ceb=1 (#)

1. cmyuaj: Axo je ¢ =1, Tama u3 (#) umamo b = 1. Taga je naV-bV —~c=-aVO0V0=-a, na
jebs (maV bV -c)=b< —a=1<%4 —a = —a. llpema (x) umamo a < —a = 1, miro vuje moryhe.

2. cayuaj: Ako je ¢ = 0, taga u3 (#) umamo b = 0. Taga je naV —-bV —~c=-aV1V1=1,
majeb < (—maV-bV-c)=0<«<1=0 U3 (x) ouma umamo a = 0. Ilpema Tome, pelierme je
(a,b,c) = (0,0,0).

Haxie, A, B, C cy cBu Jlaxosu. -

Crpanan cpelie A, B, C, D u E, n nobuja caenelie usjase:
A: Axo je B Ucrtunoszbopar, ouga je u C' Merunozbopair.
B: E je Jlaxkos.
C: D je nzjaBuo ma je E Jlaxos.
D: Au E cy Ucturozbopim.

[MITa MozkeMO J1a 3aKJby YUMO.

Pewerve. 113 mocTaBKe 3aK/bydyjeMo J1a:
as (b=c), (%)

bs e  (#),
¢ (ds —e), (%)
de (aNe). (€
1. cayuaj: Ako je b =0, tama u3 (#) nmamo e = 1. Tama je b = c=0= ¢ =1, na u3 (*) umamo
a=1. KakojeaANe=1A1=1, u3 (€) zakmyuyjemo d = 1. Konauno d & —e=1< 0=0, na je
u3 ($) ¢=0. IIpema Tome pememe je (a,b, c,d,e) = (1,0,0,1,1).
2. cayuaj: Axko je b = 1, Tama u3 (#) umamo ¢ = 0. Taga je aANe = a A0 = 0, ma u3 (€)

sakspydyjemo d = 0. Cana je d & —e = 0 < 1 = 0, ogakie je npema ($) ¢ = 0. Konauno je
b=c=1=0=0,najewus (x) a=0. [IPema Tome, pememe je (a,b,c,d,e) = (0,1,0,0,0).

Jlakse, mmamo aBa perierme. OHO MTO CHTYPHO MOXKeMO Ja 3ak/bydanmo je na je C Jlaxkos. .
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1.5 Ilnamera Mapc

Ha mranern Mapc kuBe aBe pace Mapcopalia: 3ejieHa M ILIaBa, W [IBa I0JIa: MYIIKH U YKEHCKH.
Csaku MapcoBsal je uan 3eJieH N IJIaB, U cBaku MapcoBall je mim MyIIkapall uin kexa. CTpaHair
Ha Mapcy He yMe Jia Ipero3Ha pas/uKy u3Mehy MyHIKapiia u KeHe, Kao HU Pa3jiuKy u3Mehy 3ejieHe
u mwiase pace. [[o3HATO je 1a 3esieHU MYTITKAPIHN U TJIaBe XKEeHEe YBEK TOBOPe NCTUHY, 0K 3e/IeHe JKeHe
7 TJIABH MYIIKAPIU YBEK JIAXKY.

Axko je A Mapcosall, 03HAYUMO ca m ucKas: “A je Mymko.”, a ca z, uckas “A je zemen.”. Tume
€MO cBaKOM MapcCoBILy JOJENIN JIBa UCKAa3Ha CJI0Ba. UHM-eHHIa Ja je cBaku MapcoBall Win MYIITKO
WM KEHCKO, Tj. WJIU 3eJIeH W 11aB, ojapehyje jenny Bajyanujy Ha oBUM cjioBuMa: ako je A zejenu
MYIIKapal, Ta/la je CJIOBY M 4 J0/ie/beHa BPEJAHOCT TAYHO U CJOBY Z4 J0/Ie/beHa BPEIHOCT TAYHO; aKO
je A 3enena keHa, Taza je CJIOBY M4 JIOJE/heHA BPEIHOCT HETAYHO W CJIOBY 24 J0J€/HEHA BPETHOCT
TAYHO; aKO je A MIaBU MYIITKAPAIl, Taa je CJIOBY M 4 JI0/Ie/heHa BPEIHOCT TATHO U CJIOBY 24 JOE/HEHA
BPEIHOCT HETAYHO; aKO je A IaBa KeHa, TaJa je CJIOBY M J0/e/beHa BPEeJIHOCT HETAYHO U CJOBY
ZA JI0JIe/beHa BPEIHOCT HETAYHO.

IIpema Tome Mapc je jemHa BasIyalmja Ha CJIOBHMA M A, 24, TAe je A mpou3po/baH Mapcosail.

Teopema. Axko je Mapcosan A gao uzjaBy “p je rauno.”, rana je (my < z4) < p TavHO.

Hoxas. AKo je my < z4 TadHo, Tajia je A 3ejieHU MyIIKapall WJd IIaBa xKera. ¥ oba ciaydaja A

TOBOPH HCTHHY, na je p Tauno. Jdakie u (my < z4) < p je Ta4HO, jep CY U My < Z4 U P TAUHH.
AKko je ma < z4 HeTAUHO, TaJA je A MJIABH MYIIKapall WK 3eJeHa KeHa. ¥ o0a ciaydaja A gaxke,

na je p Herauno. Ay u caja je (my < z4) < p TAYHO, jep Cy U My <> Z4 U P HETAYHHU. —|

Crpanan, cpelie npa Mapcosna A u B. Tloctoje nse Bep3suje morabhaja.

1) A je nao aBe uzjase: “B je 3eqen.” u “Ja cam keHCKo.”.
2) A je mao jeany usjaBy: “B je 3ejieH, a ja caM ¥KEHCKO.” .

Ja nu y oba caydaja cTpaHall J0JIa3d 10 UCTOT 3aKJbydKa?

Pewewe. 1) 113 nocraBke nmamo ja je:
(ma < 24) & 2z =1, (%)
(mAﬁ)ZA)(:)—'mA:L (#)

1. cayuaj: Ako je mg = 0, Taga je my < z4 = —za, na (k) mocraje —z4 < zp = 1, a u3 (#)
umamo —z4 < 1 =1, 1j. 24 = 0. Cana je u zgp = 1. Jlakie, A je miaBa »keHa, a o B-y 30aMo camo
J1a je 3eJIeH.

2. cayuaj: Ao je my = 1, Tama je ma < 24 = z4, 0a (x) moctaje z4 < zg = 1, a u3 (#) uMamo
z2a<0=11j. 24 =0. Cana je u zg = 0. [lakue, A je maaBu mymkapai, a o B-y 3HamM0 camo J1a
je maaB.

IIpema Tome, jeauuo mTo ca curyprorily moxkemo pehu je ga je A mias.

2) 113 mocraBke nmMaMo J1a je:
(ma < z4) & (2 A ma) =1 (%)

1. cayuaj: Ako je ma = 0, Taga je my < 24 = —z4 M 2 A My = zp, Na OpeMa ToMe u3 (%)
MOZKEMO 3aKJbYUUTH J1a je 7z < zg = 1. Jlakie, ako je A xKeHa, OH/Ia MOYKEMO J1a 3aKJbY IUMO CaMO
na cy A u B pasnmmanTe pace.

2. ciydaj: Akojemy = 1, Tanaje my < z4 = z4 u 2g A—my = 0, na npema Tome u3 (*) MOKEMO
3ak/pyunTH Ja je z4 < 0 =1, 1j. 24 = 0. Hakme, A je miaBu MyIkapail, a 0 B-y He MoxKeMmo pehn
HUIIITA.

[Ipumerure 1a u3 mare usjaBe ocobe A He MOXKEMO HHUIINTA Ca CHTYPHOIINY 3aK/by4HTH. -
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Crpanan, cpelie npa Mapcosna A u B n onn najy cienehe usjase:
1) A: “O6oje cmo maasu.”  B: “To nHuje ucruna.”
2) A: “Bjesenen.”  B: “O6oje cmo 3enenn.”

[IIra je crpanalm MOrao jia 3aK/bydn’!

Peweme. 1) Ilpema mocTaBiyu 3aaTka HMaMo:
(ma < 24) & (mza A—zp) =1, (*)

(mp < zp) < 7(ma < z4) =1, (#)

rie cMo (#) mobunn u3 B-oBe m3jaBe, jep je oHA €KBUBAJEHTHA Ca IHILEHUIIOM ga A Jjaxe, Tj. 1a
HHUje 3eJIeHH MYIIKapall Win II1aBa XKeHa.

1. cayuaj: Ako je z4 = 0, Tana je ma < z4 = “ma, u —z4 A 7zp = —zp, na (%) u (#) mocrajy:
my & -zp=1, (%)

(mB(:)zB)@mAzl. (#1)

13 (%) umamo my < zp = 1, a 360r aconujaTuBHOCTH eKBuUBaJeHNuje u3 (#1) mobujamo mp <
(2 & mya) = 1, onakie je mp = 1. llpumerumo Ja HUIITA BUIIE HE MOYKEMO 3aKJbyIUTH, Tj.
penema y 0OBOM C‘quajy cy (mA7 ZA, MB, ZB) < {(07 07 17 0)7 (1’ 07 17 1)}

2. caydaj: AKO je z4 = 1, Taga je ma < 24 = ma, u zx Az =0, na (x) u (#) nocrajy:

ma < 0=1, (*2)

(mp < z) & —my = 1. (#2)

N3 (k) umamo my = 0, ma u3 (#9) gobujamo mp < zp = 1. Ilpumernmo Ja HUIITA BHIIE He
MOZKEMO 3aKJbYIUTH, Tj. Pellema y 0BOM cary4ajy ¢y (ma, za, mp, zp) € {(0,1,0,0),(0,1,1,1)}.
Jlak/e, IMaMO 9eTHPH Pellerba, Al BUIUMO J1a HHUIITA ca CHTypHOIIhy He MoxkeMo pelim.

2) ITpema mocTaBIy 331aTKa HMAaMO:
(ma < 24) & 2z =1, (%)

(mp & 2p) & (zaNhzp) =1  (#)

1. cayuaj: Axo je zp = 0, Taga je u3 (x) mg < 24 =0, aus (#) mp =1 (jep mp & 2 = —-mgp,
a za A\ zg = 0). Ilpumernmo jJa Ham 0BO Kazke ja je B 1miaBu Myrikapai, 10K 0 A-y MOXKeMO camo
pehu na maxke. Taunuje mmamo aBa peressa: (ma, 24, mp, 25) € {(0,1,1,0),(1,0,1,0)}.

2. ciydaj: Ako je zg = 1, taga je u3 (x) mg < 24 = 1, au3 (#) mp < 24 = 1 (jep mp &
zgp =mp, a za ANz = z4). lIpema TOMe M 4, 24, Mp UMAJy jegHAKE BpeAHOCTH. VIMaMO JIBa periermba:
(ma, za,mp, zg) € {(0,0,0,1),(1,1,1,1)}.

Jlakjie, MaMo YeTHPHU peliema, all BUIANMO J1a HHUIITA ca CUTYPHOINY He Moxkemo pehu. .
Crpanan ncmuryje pu Mapcosna A, B u C. 3Hano ce Ja je Tauno jejaH o mHUX J01oB. A
u B cy jganum 1o JBe usjase:

A: “Jlomos je mymko.” u  “Jlomos je mwias.”
B: “A je xkencko.” wu “A je mwian.”

U3 oBora cTpaHal HHje MOTao JIa 3aKJBy9H KOje JomoB, na je nutao C ma ju je ou Jjono. C My je
OJICOBOPUO W CTpaHAIl je 3aKbyuno Ko je jomnos. lllra je C' onrosopuo? U ko je sonos?
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ewerve. Ha4YrheM A, lp M HCK je JIOIOB. je jgonoB.” u je jomoB.”.
P Oznaunhemo ca l4,lp,lc penom nckaze “A je jgomos.”, “B je sonos.” u “C' je jomoB.”
[Ipema ycsioBY 3a/1aTKa TavHO jeJIaH O HbUX je JIONOB, Tj. BayKH:

(laN=lg A=le)V (Dla NIl A=le) V (RlaA—lp ANle) =1, (%)
13 uzjaBa koje je jao B umamo:
(mp < zp) & —my =1, (#)
(mp< zp) < za=1. (%)
Tpeba ja sanuniemo uckas “Jlonos je mymko.”. Tepaumo j1a je Taj uckas ekpupajeHTan ca ([, =
mA) N (lB = mB) A (ZC = m()) =1.

[TpermocTaBmmo fa je somos mymko. IIpema (x) tauno jemuo ox la,lp, o je Tauno, Hup. l4, na
KaKO je JIOOB MYIIKO, TAYHO je U M4, OJaKJe je TauyHa W UMIuKanuja l4 = my. VMmminkanuje
Ilp = mp u lc = me cy radne jep lp = lc = 0. Ilpema tome, tauna je u KomwyHkuuja (l4 =
mA) N (ZB = mB) A (lc = mc).

[Tpernocrasumo Ja je komyHKuja (I4 = ma) A (Ip = mp) A (lc = m¢) Tauna. Taga cy cse
UMILTAKAINje TadHe, aan npema (%) je m Hekwu, HOp. [4, Tavan. Kako je l4 = mq = 1, 10 je n
ma = 1. Jlaksie, JIOTIOB je MYIIIKO.

Cuomano mozkemo 3amucatu uckas “Jlonos je mias.”, na u3 usjasa Koje je mao A umamo:

(mA<:>zA)<:>[(lA:>mA)/\(lB:>mB)/\(lc:>mc)]:1, (€)
(mA¢>ZA)¢>[(ZA:>ﬂZA)/\(lB=>ﬂZB)/\(ZC:>ﬂZC)] =1. (OE)

U3 (#) u (3) 3akmyuayjemo na je ma < z4 = 1, na (€) u (£) nocrajy:
(lA:>mA)/\(lB:>mB)/\(lC:>mC):1, (’€1)
(ZA:>—|ZA)/\(ZB:>—|ZB)/\(ZC:>—|20) =1. (fl)

Opmarne mmamvo Iy = my = 1, lg = mp =1, lc = meg = 1,1y = —z4 =1, lg = -2z = 1,
lc = -z =1.

N3ly=ma=1,14=-24=1umy < 24 =1 3akmyuyjemo ga je l4 = 0, 1j. A curypro nuje
JIOTIOB.

W3 3amarux madoOpMaIja HAMITA BUIIe He MoxKeMoO 3akbyuntu. Crpanarn je nutao C' ja Jjm je
OH JIOTIOB, U3 U3 EErOBOT OJTOBODA je 3aKJby4uno Ko je jonoB. C' je morao jga oarosopu “/la.” wim
“He.”, ma pazMoTpumo oba ciaydaja.

1. ciyuaj: IlpernmoctaBumo 1a je C' pekao “He.”, Tj.
(mc = Zc) & ale = 1.

Pacmorpuhemo noaciy4aajese: o =0 u lo = 1.

1. nopcayuaj: Axo je o = 0, raga je u3 (x) g = 1, omakje MOXKeMO uzpauyHaru mpg = 1,
zp = 0, namwmy = 1, z4 = 1. Bpahajyhu y nocraBky 3ajarka MOZKEMO YBEPUTH Ja je OBaj
moJIc/Iyvdaj carsiacad, Tj. moryhe je mga je B Jiomnos.

2. nmomeaydaj: Axo je lo = 1, Tana je us (%) (g = 0, omakse MoxkeM0 u3padyHatu me = 1, zo = 0.
Bpahajyhu y nmocraBky 3ajaTka MOXKeMO yBEPUTH Jia je U 0Baj MO/C/AyYaj carjacaH, Tj. Moryhe je ma
je C nomos.

Kaxko 3namo u3 3a1aTKa fa je crpanal u3 C-0BOr 0JroBOPa 3aKJbY 410 KO je JIOOB, TO 3aKJbY 1y jeMO
Jla ce HEje jmecno oBaj cayuaj, Tj. C Huje ogrosopuo “He.”.

2. cayuaj: Jakue, 3aamo ma je C' pekao “Jla.”, Tj.

(mc(:)ZC) S e =1.

[Ipumerumo, ako je lc = 1, Taga je mg < 2¢ = 1, ITO je Yy KOHTPAJUKIUjK ca o = me = 1 n
lc = —z¢ = 1. Jlakie, Mmopa 6utn [ = 0, ma u3 (x) umamo (g = 1. Bpahajyhu ce y nazaz, mobujamo
mp =1, 25 =0, n jasbe my = 1, z4 = 1. Mmc U 2o HE MOXKEMO U3paUYyHATH, aJd 3HAMO JIa MOpa
outn me < zo = 0.

Jaxite, A je 3emenu mymkaparl, B je miasu mymkapat, C' 3HaMO caMo 1a Jaxke, u B je jomos.
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1.6 Heno3naru uckasm

Kojy n3zjaBy Tpeba na nanpasu ocoba A ca Octpsa Mcetunosbopana n Jlaxkosa, ma j1a ca
curypHOITRY MOYKEMO /18 KasKeMo:

1) na je A Ucrunosbopar;
2) na je A Jlaxkos;

3) Jla HA OCTPBY HMa 3J1aTa.
Pewerce. _|
Kojy usjaBy tpeda na nanpasu Mapcosaii A na ja ca curyprouihy MOXKEMO /18 KazKeMo:

1) ma je A mymkaparr;

3) na je A 3esienu MyIIKapar;

)

2) na je A 3esen;
)

4) na A Huje 3ejIeHH MyIIKapail.

Pewerve. -

Koje usjase Tpeba ja nHanpase ocobe A u B ca Octpasa Vcerunosbopana u Jlazkosa, na Ja
ca CUTypHOIIhY MOXKeMO Jla 3aKByIuMo 11a je ocoba C' erunozboparr.

Pewerve. _|

2 CxkymnoBmu

2.1 CKylnoBHEU HUJIEHTUTETHU

Jokazarn ckynosau naenrurer: AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

Pewerve. [lpe mero mro J0KazkKeMO JaTH HIACHTHTET 1O JepHHUIUjH, NPOBepHMO Ta Ha BenoBom
mujarpamy (ckym A je mpejcraBbeH MiaBoM, B 1pseHoM, a C' 3eieHOM 60joM):

oY
veow
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Hoxkasarn ckynosuu uaenturer: (ANB)U(BNC)U(CNA) = (AUB)N(BUC)N(CUA).

Pewerse. Hpe HETO TMITO JOKAaKeMO JaTH HIACHTUTET 10 JePUHUIHjH, NPOBEpUMO Ta Ha BenoBom
mujarpamy (ckym A je mpejcTaBbeH maaBoM, B npseroM, a C' 3eeHOM 60joM):

Yoo 9
XY
L 3\J)

Hokazaru ckynosau uiaenturer: AN (B~ C) = (ANB)~\ C.

Pewerce. Hpe HETO TMITO JOKAaKeMO JAaTH HIACHTUTET 1O JepUHUINjH, TPpOBEpUMO Ta Ha BenoBom
mujarpamy (ckym A je mpejcTaBbeH maaBoM, B npseroM, a C' 3eeHOM 60joM):

LY

2.2 JlupekTaH IIPpOM3BOJ, CKYIIOBA U MAPTUTUBHU CKYII
2.3 Penanmje

Bunapna peaanuja mamehy A m B 3a O6mi1o koju moackyn p € A X B kaxkemo 1a je OMHapHA
penanmja m3Mmely ckyna A u ckyma B.
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Bunapna peaanuja na ckymy A 3a 6m10 Koju nmojgckyn p C A X A KaxkeMo Ja je OMHApHA peJialiuja
Ha cKyimy A.

Komentap Kama kaxkemo penanuja, MECJIUMO OMHApHA pesalldja Ha HEKOM cKyiy A, Koju je Ha-
rJIalleH, Wik je jacaH U3 KOHTeKCTa, WM je MPOM3BOJbaH. AKO IOCMATPaMO BHIIE peJaluja, I0-
JIpa3yMeBaMo Ja Cy OHe JaTe Ha UCTOM CKYIy.

Horamuja AKko je p penanuja, raga ymecro (x,y) € p numemo = p y. (OBO HHje HAIITA YYIHO, 3a
peranujy < Ha ckyny R mumenmo 1 < 2, a we (1,2) €<.)

Ckynosne onepamuje Kako cy pesaluje CKYIIOBH, TO CY Ha yOOHYajeH HAYUH JepHHUCAHE CKYTIOBHE
omepanuje Ha wuMa. [IpuMepa pamm, ako cy p, o 1Be pejalyje, TpeceK W YHUja Cy JaTH ca:

rpNoy <& xpy N x0UY,

rpUocy < zxTpy V x0Y.

Uuseps Axo je p penanuja, e unseps je penanuja p— ' = {(y,z) | (z,y) € p}, Tj. Baxu:
yptr & xpy

Kommnement AKO je p penanuja nHa A, leH KOMILIEMEHT je pealnuja
pf=A(z,y) e Ax Al (z,y) & p} = (Ax A)\p,
Tj. 3a cBe T,y € A Baxu:
vy = Txpy.
Komnozumuja AKO cy p, 0 pealgje, Tala je HbUX0BAa KOMIIO3HUIH]a CKYII
poo = {(z,y) | nocroju 2 raxo xa (2,9) € p, (2,y) € o},

Tj. BayKu:
T pooy < TOCTOjU z TaKOJa X pz N z0Y.

Hujaronana 3a ckyn A, amjaronana Ha A je penammja Ay = {(z,x) | x € A}, 1j. Baxn:

rApry & x=y.

Joxazarm:
D (= ) () = () 5) poloor) = (poo)or;

2) (p°)° = p; 4) (poo)yt=0"lop™l 6) poAs=As0p=p.

Pewemwe. 1) Nmawmo:

z(p )y & ypla nogebunnnujun nnsepsa
S TPy 110 JilePUHUIUj KHBEP3a

IITO JIOKa3yje TpaxKeHy jeJIHaKOCT.
2) Nmawmo:
r(p)y & —xpfy 1o JedUHUNHT KOMILIEMEHTA
& o py 10 jieUHUANMJH KOMILIEMEHTa,
S T py CKUJTaheM JIyTLIe Heranuje
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3) Umamo:
r(p ey & —xply nomepununmjn KoMmieMenTa
&S ypx o JepuHUNIjT UHBEP3a
& Yyt 10 Jie(PUHUIMJU KOMILIEMEHTa
& 1 (p°) 'y mo gedununuju unsepsa

4) Nmamo:
r(poo)ly & ypooux 10 JedUHUINjI HHBEP3a
& MOCTOM 2 TH Yypz N 20X 10 JeUHATIAT KOMITO3UITHje
& nmocroju zth zp ly A xo !z no gedununujn unBepsa
& zotoply o JeUHUTIA]T KOMITO3UITH]e
5) Nmamo:
xpo(coT)y < TOCTOJM UTA T pu N UOTOTY 1o jiecb. KOMIo3uImje
& nocroje u, v T T pu A uocv A vTyY 1o jed. KOMIO3UIMje
& TOCTOJU VU TJL T poov AN UTY o jed. KOMIIO3uIje
& x(poo)oTy 1o ged. KoMmosuimje

6) Tokazahemo po Ay = p. Ako x p y, Kako je y Aq y, 10 je £ po Ay y. Ako x po Ay y, Tana
nocToju 2z Tako ja x p 2 u 2 A y. I3 2 Ay y caenm 2 =y, 1a U3 © p 2 UMaMo T p Y. -

Cremen 3a penanujy p un > 1 ca p o3HagaBamo pejanujy p"* = po po...op, rae je 300T acorm-
~—_——
n

. . . . '3
jaTUBHOCTH KOMIIO3HIIMje CBejeJHO Tle cToje 3arpaje. llpumerure na , 2 o y BHAYH 112 u3mehy z n

Yy Boam 1yT O N p-crpeannar g o Pl P,

JlokazaTu:

1) po(cUT)=(poo)U(porT);

) p
2) po(ont)C(poo)n(por).
3) 1

PEMEpOM MOKa3aTH Jia jeJHAKOCT y 2) He MOpa Jla BayKH.

Pewere. 1) Vmamo:
xpo(cUT)y & mocrojuztn xpz A zoUTy

< nocroju zayu rpz A (zoy V ozTy)

& mocroju z1n (xpz AN zoy) V (xpz A zTy)

= xpooy V xpoTy

& z(poo)U(poT)y

o Jokazyje po (cUT) C (poo)U(porT).

Ako x (poo)U(poT)y, tajax poo yunu & poT y. AKO je £ po o y, Taga MOCTOJH Z TAKO /A
xpzuzoy U3zoycnemm zoUT y, nakako x p z, 1o je x po (0 UT) y. Canvno, ako x poT y
nobujamo x po (o UT) .

2) Nmawmo:

zpo(cNT)y < mocroju zt1n T pz A zoNTy
& mocTojm 2T xpz N zoy N zZTy
= T pooy N xpoTy
& z(poo)N(poT)y
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3) Ummiukanuja y mpeTxoHOM H3BOljery HUje eKBUBAJICHIU]a jep U3 & pO 0 i UMAMO JIa MOCTOjH
21 TAKO la T p 21 U 21 0 Y, a U3 & PO T Y UMAMO J]a TOCTOJU 2 TAKO Jla & P 2o U Z3 O Y, &I 21
U zp HE MOPajy 6uTH jenHaku. MoTHBHCAHE OBUM 3aKJ/by9IHMBam-eM younmo Ha ckymy A = {1,2,3,4}
peramje p = {(1,2),(1,3)}, 0 ={(2,4)} u 7 ={(3,4)}. TamajeonNT =0, majeu po(cnNr)=40.
Ca apyre crpaite je poo = {(1,4)} u po 1 = {(1,4)}, onaxae je (po o) N (por) = {(1,4)}. -

JlokazaTu:

1) Ako pCoramap !t Co L.
2) Ako p C o raga ¢ C p°.
)

3) Ako pCoutCHramaporT Coob.

Pewewe. 1) Nmawmo:
rply & ypu

= Yyox jeppCo

& xoly

2) Nnmamo:
ro‘y & —xoy
= —xpy jeppCo
& rpty

3) NUmamo: Mmamo:

TPOTY & TOCTOJU ZTA T pPpz N 2Ty
= mocroju ztn xoz AN z0y jepploutCh
& xoofy.

JlokazaTu ga cy cjaejgehe cTBapy €KBHBAJCHTHE:
(1) pCph (2) p~' Cp; (3) p=pL

Pewewe. Ilpema nperxomnom 3agatky p C p~! je exkBupaaeHTHO ca p~ - C p IpEMEHOM HHBep3a Ha
obe cTpaHe HejeHAKOCTH. -

JokazaTu Ja cy ciaejelie cTBapu eKBHBaJeHTHe:
() p*Sp (1j. popCp);

(2) p" C p,3acBen > 1.

Pewewe. (2) = (1): Tpusmjanno 3a n = 2.

(1) = (2): Ban =1 je tpuBujamno p C p. 3a n = 2 TBpheme caeau w3 npernocraske (1).
Hacrasumo unpykunujom. Ilpermocrasumo aa je p" 1 C p. Taga je p" = p"Lop C pop C p, rue
IpPBa MHKJIY3Hja BayKi MpeMa WHIYKIMjCKO] XHIIOTe3H, a Apyra u3 npernocraske (1). -
Hedununuja Heka je p Ounapua penanuja Ha cKymy A.

Pedaexkcusnoct p je pediekcuBHa ako Ay C p, Tj. ako 3a cBe T € A BaxXu T p T.

CumerpuyHocT p je cuMeTpudHa ako p C p~ !, Tj. ako Baxkm: T py = Y p .
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AnTHCHMeTpHMYHOCT p je aHTHCHMeTpHu4Ha ako pMp ' C Ay, Tj. ako Baxku:
rTpy N ypr = T=1.

TpaH3uTUBHOCT p je TPAH3UTUBHA aKO pop C p, Tj. aKOBaxKH: T py N ypz = T p2.
ExBuBasieHumja p je eKBUBaJEHIU]a aKo je pedpIeKCUBHA, CAMETPUYIHA M TPAH3UTUBHA.
ITopenak p je nmopejak axko je pedIeKCUBHA, AHTUCUMETPUYHA ¥ TPAH3UTUBHA.

Ako je p cumerpudHa u anTEcuMeTpudHa, Taga je p C Ay, Ako je p pediiekCuBHA, CHMET-
pUYHA U AHTHCUMETPUIHA, Tajga je p = A4.

Pewerve. 300r CHMETPUYHOCTH M aHTHCHMETPHUHOCTH je p = p N p~ L C Ay A 360r peduiek-
cuBnoctu je Ay C p. -

2.4 ExkBusBaJjeHIiiuja

Exsuasenuuja Penanuja p na ckyny A je ekBupaseHiumja ako je pedIeKCUBHA, CHMETPUYHA, W
TPaH3UTURHA.

Kunaca eksuBasiennuje Heka je p ekBuBasienmuja ckymna A. Kiaca ekpuBasiennuje erementa a € A
jeckyna/p ={x | x pa}. llpumernmo ga 3601 pedIeKCHBHOCTH TMaMO JIa YBEK a € a/p, CHeujagHo
a/p # (). 36or cumerpuanocTu uMamo aa je a/p = {x | a p x}.

JlokaszaTm:
(1) a p b akko a/p =b/p;
(2) = apbakkoa/pNb/p=10.

Pewemwe. (1) =: IlpernocraBumo na Baxu a p b. Ako © € a/p, Taga = p a, na Kako je a p b mo
TPAH3UTUBHOCTH uMaMo = p b, 1j. x € b/p. Cawmano, ako = € b/p, nobujamo ma x € a/p. Hakie,

a/p="b/p.
«: Tlpernocrasumo ja a/p = b/p. Kako a € a/p, nobujamo a € b/p, ua a p b.

(2) = IIpernocraBumo aa — a p b. AKo mpeTmocTaBuMo cynpoTHo aa x € a/p Nb/p, Tana a p x
1 2 p b O TpaH3UTUBHOCTH TOBJIavYe a p b. KoHTpaauknuja.

«: Ipernocrasumo ga a/p Nb/p = 0. Kako je a/p,b/p # B, 3axmyuyjemo na je a/p # b/p, na
upema (1) = a p b. -

Kosnuanuku ckyn AKo je p ekBuBaseHnmja ckyna A, Taga je kommauudku ckym, A/p, ckyna A
O p CKyI cBUX KJaca eksuBasennuje p: A/p={a/p|a € A}.

ITaprunmja Heka je P C P(A) damuanja nenpasuux moackymosa ox A. Kaxkemo na je P mapru-
nuja ckyna A ako je:

(1) UP =4

(2) ako X, Y € Pu X #Y, raja X NY = {).

OBo 3ampaBo 3Ha4YN 14 CBaAKHU eJeMeHT cKyna A npumaza tauno jeanoMm ckymy n3 dpamuanje P.

(1) Hexka je p ekBuBasennuja Ha A. Tana je A/p maprunnja ckyma A.
(2) Ako je P naprunuja ckyna A, Taja moctoju eksupasiennuja p na A taksa na je P = A/p.
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Pewere. (1) Cu ckynosu u3 A/p (a To ¢y K1ace) cy HeIpas3Hu, KAKO cMO Bujie . CBaKH €JIeMEeHT
a € A npunajga a/p, na je zaucra (JA/p = A. Takohe ¢MO y TPETXOIHOM 3aJATKCY BHIEJIH Ja
Pa3IUYIUTH ejleMeHTH paMuauje P uMajy mpas3aH Impecek.

(2) TIpernocrasumo na je P maprunuja ckyma A. Taga 3a cBaku enemenT a € A nocroju jeanH-
cTBeH ejleMeHT X, € P takas na a € X,. Hedunuuemo penamnujy p ca: a p b akxko X, = X;. Jlako
ce BUJM JIa je p eKBUBAJIeHIHja Ha A.

[Tpumernmo na x € a/p akko = p a akko X, = X,. Takofe npumernmo na X, = X, akko x € X,:
ako je X, = X,, nmomro x € X,, nodujamo x € X,; ca apyre crpane ako r € X,, Kako r € X,
raga X, N X, # 0, na X, = X,. Jakne, x € a/p akko = € X,, onakne je a/p = X,. IIpema Tome
Alp C P. Anm takobe, 3a X € P umamo ja je X = X, 3a 6mwio koju a € X (kKoju mocroju, jep je
X menpasan), na je X = X, =a/p € A/p. Haxne, A/p = P. .

Heka je p expubasennuja na A. Tana je u p~! expubasiennuja na A.

Pewere. 360r CHMETPUYIHOCTH je p~ ! = p, Ha je eKBUBAICHIN]A. -

Heka cy p, 0 expupanenunje na A. CCCE:
(1) pod je exkBuBasennuja;

(2
(3

) polfi=0op,
) potf CHhop.

Pewere. Ilpumernmo axo je pof C 0o p, Tagaje (pof) P C (Aop) t1j. 07lopt Cploh™
a Kaxo cy p, 6 cumerpuune jobujamo 6 o p C

rhoo§. daxie, Baxu (2)<(3).

(1)=(2): IIpernocrasumo na je p o  exsupanennuja. Tama je

pol = (pof)~! 3bor cumerpuanoctu po
— 971 o pfl
= fop 300T CUMETPUYIHOCTH p, 6

(2)=(1): TIpernocrasumo sa je po f = 6 o p. PeduekcuBnocr p o 6 caeau 110 gedununmjn, jep
Bazku a p a u a 6 a, 3a ce a, 360r pedyekcupHocTH p U 0. 3a cuMmeTpuiHOCT UMamo: (po 0)7l =
0~ lop™t =0op=pob, rie KOPUCTUMO IIPETIIOCTABKY U CUMETPUYHOCT p,H. 3a TPaH3UTUBHOCT
npumerumo (pof)o(pof)=po(fop)of =po(poh)oh = (pop)o(fof)Cpob, tnepoplpu
6 o 6§ C 6 300r TPAH3UTUBHOCTHU p, b. .

Hexka je m > 0. Ha ckyny Z neduHHIIEMO pelallijy =,, Ca: a =,, b akko a — b = mk, 3a
Heko k € Z. (dpyrum peunma, a =, b akko m | a — by Z.) okazaru ja je =,, eKBHBaJEHIHja HA
Z wn onucaru kiaace. Kosmko esemenara uMa KOJMIHUYKA CKYTl Z/ =,.

Pewerwe. Peduekcusnoct cienn jep je a —a = 0 = m - 0. Ako a =, b, Taga 3a HeKo k € Z
umamo ja je a — b = mk. Mehytum tana je b —a = m(—k) u —k € Z, ma b =, a, mro moxasyje
CUMETPUYHOCT. AKO je a =, b =,, ¢, Taga je a —b = mky u b — ¢ = mks, 3a Hexe kq, ko € 7. Tana je
a—c=(a—0b)+(b—c)=m(ks + ko) u k1 + ko € Z, na a =, c. lakie, =, je eKBUBaJEHIIT]a.

3a KJjaace uMaMo:

a/ =, = {z|z=,a}

{z| 3k €Z)x—a=mk}
= {z|(Fk€Z) x=a+mk}
= {a+mk|keZ}
= a-+m.
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VY cayuajy aa je m = 0, umamo 1a je a/ =q= {a} (nakmue, =¢ je 3anpaBo = Ha Z), 1a KOJIAYHUIKE
CKyT UMa GECKOHATHO MHOIO eJleMeHaTa (3a CBakH 1eo 6poj 10 jeany kiacy). Y ciayuajy aaje m = 1,
uMamo ga je a/ = = {a+k |k € Z} =7, 3a caku a, na Z/ =, ©Ma caMo jeJlaH eJIeMeHT: 7.

3a m > 2 tBpaumo ga Z/ =, uma m ejemMenarta. lIpennsnuje, TBPAUMO Ja

7] =,=1{0/=,,1/ =p,...,m—1/ =,,}.
Heka je a € Z n r ocTatak npu aememy a ca m, Tj. a = mq+7r, tae 0 < r <m. Taga je a —r = mgq,

na a =, r, onakie a/ =,=r/ =,. Ca apyre crpane, ako 0 < 1y < ro < m, taga 0 < ro —r; < m,
ma ro — rq HUje JeJbUB CA M, Tj. =1 1 =, T, ONAKIE 71/ =, # To/ = =

Ha Z je nata peramuja ~ ca: a ~ b aKKo:
1) 4] a+30b;
2) 4 2a + 2b.

JlokazaTm 1a je ~ eKBUBaJICHIM]a HA Z W OAPEINTH KJace.

Pewere. 1) Ilpumernmo ga a ~ b akko 4 | a + 3b akko 4 | a + 3b — 4b akko 4 | a — b. [dakue,
~==,, TIa PEIerbe CJAEIH MPEMa IPETXOJHOM 3aIaTKY.

2) Tlpumerumo na a ~ b akko 4 | 2a 4+ 2b akko 4 | 2a + 2b — 4b akko 4 | 2a — 2b akko 2 | a — b.
Jakie, ~==,, 1a pellieibe CJed IPeMa IPETXOJHOM 3aJIaTKY. =

Ha R je nedbunauncana pesnamnuja ~ ca: a ~ b akko:
1) a*+b=0"+aq; 2) a(b*+1) =b(a® + 1); 3) sina = sinb.
JlokazaTu 1a je ~ ekBuBaJjeHnuja vHa R u onpeantu KJace.
Pewerve. _|
Ha R x R je nedunucana perammja ~ ca: (a,b) ~ (u,v) aKko:
1) a=u; 2) ab = wv; 3) a* + 2v = u® + 2b.

Jokazatn nma je ~ ekBuBajeHnuja Ha R X R m ompemutu Kmace. /laTm reoMeTpujcKy HHTep-
IpeTanujy Kjaca y paBHH.

Pewerve. =

A n B cy ckynosu. Ha A je nedunncana penammja ~ ca: a; ~ as aKKo a; — as € B, re je:
1) A=R, B=N; 3) A—R, B = Q; 5 A=C, B=R.
9) A=R, B =17 4) A=C, B=7+iZ

WcnuraTn ga Jad je ~ eKBUBAJEHIMja HA A W aKO jecTe OIPEeIuTH KJace.

Pewerve. =
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2.5 Illopemak

Ilopenak Penanuwja =< #a A je mopegak ako je pedeKCHBHA, aHTHCHMETPHYHA W TPAH3UTHBHA.
AKo je x = y, OHIIa KaXKeMO J1a je T Marbi WIN jeJTHaK ¥, OJHOCHO 1a je Y Bely WIH jeTHAK O X.

OcHOBHE TIpHMEpPH HOpeTKa cy HIp. penanuja < Ha ckyny R. Takobhe, penamuja C je mopemak
Ha ckyny P(A), 3a 6mwro koju ckyn A. U3mehy oBe nBe penanuje mocroju GHTHA pas3jnKa: HamMe 3a
cBaKa JjiBa peajina Opoja x,y Baxu u: r < y uau y < T, JIOK 3a cBaka jBa nojackyna X,Y € P(A) ne
Mopa ga Baxkm: X C Y win Y C X. Jlakie, ako umaMo mopefak =< Ha ckymy A, taga He mMopa 1a
BaxXKu & = Yy WK Yy =X T, 3a CBAKA T, Y.

JImneapHu mopemak 3a IMopenak = Ha CKymy A KaxkeMmo J1a je JuHeapaH ako 3a ¢Be x,y € A Baxu:
zynmy X T.

Jakmre, < wa R jecre nuHeapan mopefax, 10K y ommreM ciaydajy (cem kan je |A| < 1) C uumje
qauneapal nopegak Ha P(A). C tum y Be3u umamo u caenehn nojam.

Heynopenusu enementn AKo je = nopenak Ha A, 3a ejemente z,y € A KaxKeMo Jia Cy HEYIOpe-
JITBH aKO T ﬁ yuy 2z Hacy z,y Heynopeausn moHeKa o3HadaBamo ca r L y.

MuHMMaJIHM M MAKCHUMAaJIHH €JIeMEeHTH 32 eJeMeHT a € A KaxKeMO /13 je MHHEMAJaH (MakKcd-
MaJIaH) ¥ OJHOCY Ha TOPeJakK = aKo je 3a cBako x € A TadHa MMILIHKAIHKja:

ra=>r=a (a Rx=a=ux).
OBo 3ampaBo Kazke 1a y MOPeTKy = HUjelaH eJIeMeHT HEje CTPOTO Marby 0 MUHUMATHOT, Tj. CTPOTO

BeIX 0] MAKCUMAJIHOT €JIEMEHTA.

Hajmamu um HajBenm eseMeHT 3a ejeMeHT a € A KakeMo na je Hajmarbu (Hajsehn) esevent y
OJTHOCY Ha TIOpenaK = akKo 3a CBako r € A Baxm:

a=uz (x < a).

OBo Kazke J1a je HajMAIbU €JIEMEHT MAIbU OJ CBUX ejieMeHaTa ckyna A, a ja je najsehu ejgement Behiu
Ol CBUX ejieMeHaTa cKyma A.

Hanomena Ka3zo mro hemo BuaeTn y 3ajanuma, MUHAMAJIHH, MAaKCHMaJHU, HajMambH, HajBehn
eJIeMeHTH He MOpajy Ja TMoCcToje.

43. | Heka je < mopemak Ha A.
1) Axo je a majmamu (Hajsehn) ejieMenT, OH/IA je OH jejuHu HajMarmu (HajBelin) eremeHt.
2) Ako je a najmamu (Hajselin) esemMeHT, OHJIA je OH jeJMHE MUHMMAJTHU (MAKCHMAJTHU) €JIE€MEHT.

Jakie, ako He MOCTOjU MUHAMAJHH (MAKCHMAJHW) JIeMEHT, HIH MOCToje Oap /Ba MUHHMATHA (MaK-
CHMAaJIHA) eJieMeHTa, Taja He mocToju Hajmaru (Hajeehu). Ca mpy crpaHe, MOXKe ce JECHTH Ja
HOCTOj! jeJIMHCTBEHN MUHUMAJHY (MaKCHMAJHK) eJIeMeHT, ajin Ja OH He Oyze Hajvmamu (Hajsehwu).

Pewemwe. 1) Ako cy a,b HajMambu eeMeHTH, Taga nMaMo a = b, jep je a Hajmawu, u b < a, jep je b
HajMamu. IlpemMa anTHCHMETpHUYHOCTH je a = b, IITO IOKa3yje jia He MOXKEMO UMaTH BHIIE O] jeTHOT
HajMamer eJeMeHTa.

2) Axo je a majMamH, OH je U MUHHMAaJaH. 3ancra, ako je r < a, Kako nMamo n a = z (jep je a
HAjMam), 110 AHTUCHMETPUIHOCTH JTOOUjaMO a = .

AKko je a HajMamu 1 b MUHHMAJIaH, Taga uMaMo a = b, jep je a Hajamamu. Kako je b MUHIMAaJIaH,
TO U3 a = b 3aK/pyuyjeMo 1a je a = b. Jlakie, mopex a HeMaMoO JPYruxX MHHUMAJHHUX e/J1eMeHara. -
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Heka je < smmeapum nopenak vHa A. Tama je a € A MuHMMATHE (MAKCHMAJIHHA) €JIEMEHT
aKKo je HajMawu (Hajsehn) eeMeHt.

Pewerve. ... —

Heka je < nopesak na A. Taja je u <! nopenax na A u axo je a € A najvamwnu (najsehu,
MUHUMAJIHNA, MaKCHMAJTHU) eJeMeHT y OJHOCY Ha =, Taja je a Hajsehum (HajMarsu, MaKCHMAJHH,
MHHEMAJHA) eJeMeHT Y ogHocy Ha <!,

Ha ckymy D C R je nedwnncana penanmja < ca: a < b akko:
1) a*+b< b+ a, rae je:

2) a(V® +1) < b(a® + 1), tue je:

2.1) D= (—o0,—1]U[l,0); 2.2) D=[-1,1]; 2.3) D=[-1,00U][1,00);
3) sina < sinb, vre je :

3.1) D= (0,3] U (m, 2 3.2) D= (0,3]U [, 2m); 3.3) D=2,
HokazaTu na je =< Ha [ JnHeapaH MopejgaK W ako MOCTOje OJpeJUTH HajMarmu 1 Hajpehn egeMenT.

Pewerve. ... -

2.6 Pysakuuje
2.7 KapakrepuctuuyHne (pyHKIHje

[Ipernioctasumo jga je U JOBOJBHO BEJUKU CKyI (3BalieMO ra yHUBEP3YM) TaKap Ja Cy CBH CKYIOBH
KOje MocMaTpaMo Herosu mojickynosu. Hmp. ako nac sunmajy ckymnosu A, B u C, 3a U MoxeMo jia
Y3MEMO FHeTOBY YVHU]Y.

Cabupame u MHOXkeme Ha 2 Ha ckymy 2 = {0, 1} Moxkemo ja mocmaTpamo omepanuje + u - gare
TabaInama;

+10 1 10 1
0]0 1 0(0 O
111 0 110 1

OBako jgaro cabupame W MHOXKEHe Ha 2 HMajy yobmdajeHe OCOOMHE: TO Cy aCOIHjaTHBHE H KO-
MYTaTHBHE Ollepaliuje, MHOXKEIbE je TucCTpudbyTuBHO npema cabupamy, 0 je HeyTpajHu ejeMeHT 3a
cabupame, 1 je HEyTpaJHU eeMeHT 3a MHOXK€Ihe, W MOpPeJl Tora 3aJ0Bo/baBajy Aa je a +a = 0 u
a®=a-a=a,3aac?2.

JloKa3aTH Ja BayKm:

1) ab=1akkoa=1unb=1; 3) a+ab=1akko a=1wub=0;
2) a+b+ab=0akko a=0wub=0; 4) a+b=0akko a =b.
Pewerve. CBe ce JJaKO BHJIU. .
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®Pynknuje n3 U y 2 Hazgape mocmarpamo dyukmuje U — 2. Ako cy f,g: U — 2, nedpuHuiremo
BUXOB 30up u mpousson f + g, fg : U — 2 mo npasuy:

(f+9)(@) = f(x) +g(x) n  (fg)(x) = fx)g(x)

rae x € U. Jlako je mpoBepuTH 1a 0Bako cabupaime U MHOXKeme (pYHKIHja UMa OUeKHBaHe OCOOUHe:
OHE Cy acollujaTuBHE W KOMYTAaTHBHE Ollepallije, MHOXKEHe je JUCTPpuOyTHUBHO Ipema cadupamy, (
je HeyTpas 3a cabupame, 1 je HeyTpas 3a muokeme, f +f =0n f2=f-f=1,rmecyca0ul
oznavene dyukimje 0,1: U — 2 gare ca 0(z) =0wu 1(x) =1, 3a ce z € U.

Kapakrepuctuuna ¢pynkmuja ckyna Heka je A C U. Kapakrepuctuuna dyrkmuja ckyma A je
dyuknuja x4 : U — 2 mara ca:

_J 0 akox ¢ A
XA(x)_{l ako r € A

3a ce x € U. Jlakmre, x € A akko ya(z) = 1.

Heka A, B C U. Hokaszatu: A = B akko x4 = XB-

Pewere. =-: Tpusmjanno. <: z € A akko xa(z) = 1 akko xp(z) =1 (jep x4 = xB) akKo x € B.

[Ipema Tome A = B. -
Jokazaru cienehe dopmye:

) xo=0uxy=1 4) XaB = XAt XAXB;

2) XAnB = XAXB; 5) XaaB = XA + XB;

3) XauB = XA + XB + XAXB; 6) xac =14+ xa.

Pewere. 2) xanp(r)=1akkox € ANBakkoz € Aux € B akko xa(z) =1 u xpg(x) =1 akko

xa(z)xp(x) = 1 akko (xaxs)(x) = 1. Jdakmre, xanp = XaXp. OBIe CMO KODUCTHIH Ja ¥ 2 BazKu
ab=1akrkoa=1unb=1
CaAuvIHO MOZKEMO JOKA3aTH H OCTAaJIe jeTHAKOCTH. =

Jokazarn ckynosun naenturer: (AN B) N C = AN (B~ C).

Pewerwe. Axo 3a U ysmemo AU B U C, 10BO/BHO je T0KA3aTH Ja j& X(AnB)~C = XAn(B~C)- VIMamo
Ja je:

X(AnB)~C = XAnB T XAnBXC
XAXB + XAXBXC

u
XAN(B~C) = XAXB~C
= xalxs +xBXC)
= XAXB T XAXBXC»
ma cJae jeTHAKOCT KapaKTePUCTHIHNX (DYHKIHja. -

Hoxkazaru: (AN B)NC C AN (B~ C). OupenuTu HeKH jeIHOCTaBaH MOTPE6GAH U JTOBOJbAH
VCJIOB Jla BayKH JeTHAKOCT.
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Pewere. Ilpumernmo na 3a ckymoe X u Y Baxku X C Y akko X NY = X. Pauynamo kapak-
TepucTH4He DYHKIIH]je:

X(A~B)~C = XA-B Tt Xa.BXC
= XA+ xaxs + (xa + xaxs)xc
XA+ XAXB + XaXc + XaXBXcC

"
XA(B~C) = XA T XAXB-~C
= xa+xalxs + xsxc)
= XA T XAXB t+ XAXBXC-
Tana je:

X((ANB)NO)N(AN(BNC)) = X(A~B)~C XA~(B~C)

(Xa + xaxs + xaxe + xaxsxe)(xa + xaxs + xaxsxc)

Xa + Xaxs + Xaxsxc + Xaxs + Xaxs + Xaxbxc

Xaxe + xaxasxe + Xaxsxe + Xaxsxe + Xaxsxe + Xaxaxe
XA+ XAXB + XAXBXC T XAXB T XAXB + XAXBXC

XAXc + XAXBXC T XAXBXC T XAXBXC + XAXBXC + XAXBXC
= XA T XAXB T XAXc T XAXBXC-

+

_|_

Osne cmo kopuctun f2 = fu f+ f = 0. Jlakue, X(A~B)~C = X((A~B)~C)N(A~(B~C)), 112 je (AN B) \
C=(ANB)NO)N(AN(BNO)), 7). (ANB)NCCAN(BNO).

Umanmo ga je (AN B) N C = A~ (B~ () akko ¢y UM KapakrepucTuuHe (byHKIMje jeJHAKE, Tj.
KaKO BHIMMO rope akko Y axc = 0. OBo je ekBUBaJIeHTHO ca X anc = 0 = Xp, IITO je eKBUBAJIEHTHO
ca ANC = (), mro je TpazkeHu NOTpedAH U JOBOHAH YCIOB. =

2.8 JIupekTHa U WHBEP3HA CJIWKa CKyMNa

Hekaje f: X — Y, ACXuBCY.

Hdupexktna camka JlupekTHa cianka ckyna A je ckym
fIA]={f(z) |z € A} C Y.

Hakme, npumernnvo ma y € f(z) akko je y = f(z), 3a neko z € A. Harmacumo na x € A no
nedunumuju nosraan f(z) € f[A], nok obparHo He Baxku, Tj. f(z) € f[A] He noBradm obGaBesHO 1A
x € A.

WNusep3na cauka VlHBep3HA camKa cKyna B je cKym
fBl={reX| f(x)e BfCX.

Haxne, * € f~'[B] akko f(z) € B. Ilpumerumo ja osznaxa f~'[B] HUKaKO HE UMILIMIUPA Ja
nHBEp3HA (PYHKIUja TOCTOjU.

[TpumeTuMoO HeKOJMKO oumriaenanx creapu. HAjupe, f[A] = ()
Ay C Ay, magma je f[A1] C f[As]. Cinuno, ako je By C By, tana je f~

Jlokazaru:

akko A = (). Takobe, ako je
1B C f1 By
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2 A 3) fIFAAN = f1A;
2) fI/7[B]] € B; 4) B = B
Pewerwe. 1) Axo z € A, tana f(z) € f[A], mTo je 0 nedbuHUNUjH WHBEP3HE CIHKE eKBUBAIEHTHO
cax € ff[A]]

2) Axko y € f[f7'[B]], tama y = f(x), 3a weko x € f~'[B]. Mehyrum, x € f~![B] nosraun
f(z) € B, 1j. y € B.

3) Mpema 2), CTaBJBaJth/I = f[A], mmamo f[f7'[f[A]]] € A. Ca apyre crpane, npema 1) je
AL 2 A, maje u fIfHfAL] 2 flAL
4) Cnuvno Kao 3). —|

Jokazatnu ga cy ciaenehe cTBapn eKBHBaJEHTHE:
(1) fje 1-1;

(2) 3a cee A C X Baxku f[f[A]] = A;

(3) 3a cee jenmounane A C X saxu f[f[A]] = A.

Peweme. (1)=(2): Heka je f 1-1. Ilpumerumo ga cmo Beh gokaszann jga je f~'[f[A]] 2 A. Heka
je x € f7UfIA]]l. Tana f(z) € flA], ua je f(x) = f(2'), 3a nexo 2/ € A. Kaxo je f 1-1, f(z) = f(2)

nopinaun r = x’, onakie r € A.

(2)=(3): OBo je ounryreamo.

(3)=(1): IIpernocrasumo ga je f(x1) = f(z2). Younmo jegmownan nogckyn A = {z,}. Tazna je

flA] = {f(x1)}, 1j. f(x1) € f]A], na xako je f(x1) = f(xs), mobujamo ma f(x2) € f[A]. OnaBue
sak/pyuyjemo ga xo € fY[f[A]]. Kaxo je, npema (3), f7'[f[A]] = A, nobujamo x5 € A = {21}, Tj.
r1 = x9. Haxie, f je 1-1. -

okaszaTu ja cy ciejelie cTBapu eKBUBaJIeHTHe:

(1) f je na;
(2) 3a cee B CY Baxu f[f[B]] = B;
(3) 3a ce jemmounane B C Y saxu f[f~![B]] = B.

JlokazaTu:
Ay U Ay] = fIA] U fAs); 3) flAL\ Ag] D fAL] N f[As);

) [l
) [IALN Ay] C flA] N f[As]; 4) fl[ALAA] O fIAA fAs].
Pewewe. 1) Akoy € f[A; U Ay, tana je y = f(x) 3a neko © € Ay U Ay. Tana x € Ay mim x € Ay,
na f(x) € fl[A1] wm f(x) € f]As]. Omarne y = f(z) € f[A1] U f[A2], mro nokasyje nukiysujy C.

Ako y € f[A1] U f[As], tana y € f[A1] mmm y € f[As]. Axo y € f[A1], Tana je y = f(z) 3a Heko
x € Ay. Oparne © € A1 U Ay, nay = f(z) € fl[A; U Ay]. Camuno, ako y € f[As], nobujamo na
y € f][A1 U Ay], mrro 3aBprraBa J0Ka3 MHKIY3HjE .

2) Heka y € f[A1 N Ay]. Taga y = f(x) 3a neko © € A; N Ay. Oparie x € Ay u x € Ay, na
F(2) € flA] m f(z) € flA). Taxe, y = f(z) € F[A1] N f[As).

3) Heka y € f[Ai] \ f[A2]. Tanay € fl[Al my ¢ f[As]. Us y € f[Ai] mmamo ga je y = f(z) 3a
Heko x € A;. Ilpumernmo na x ¢ As, jep y cynporhom y = f(x) € f[As]. Hakie, x € A; \ Ay, na
y=flz) € fl[A \ A
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4) Kopucrnmvo mesose 1), 2) u 3). Vmamo:

f[AlAAQ] — f[(Al U Ag) (Al ﬂ AQ)]
2 f[Al U AQ] AN f[Al N AQ] InmpeMa 3)
= (f[A] U fAs]) AL N Ay npenma 1)
2 (fTA] U flA2]) ~ (F[A] N fA2])  mpema 2)
= [A]Af[A].
_|
JlokaszaTu:
1) f7UB1U By = fHBi] U fH[Ba); 3) fTHB N Bo] = [THBi] N fTH[By;
2) fHBIN Bo] = fHB N fHBy; 4) [HBIABy) = [ BiAf Bl
Pewewe. 1) Ilpuvernno na:
r € B UBy akko f(r)€ B;U By 1o JebUHUNNjU THBEP3HE CIHKe
akko f(x) € By uu f(x) € By 110 JepUHUIIUJH YHU]E
akko x € f7UB)| wu z € f~[Bs] no medpunuuuju unpepsne cjauke
akko x € f7UB;| U fBs] 1o aepMHANN]H YHE]jE
Ha cauvan nadue MOKeMo joka3aTh 2), 3) u 4). .

Jokazaru fa cy ciaenehe cTBapu eKBHBaJEHTHE:

(1) fje 1-1;

(2) 3a cBe Ay, As C X Baku f[A; N Ay] = f[A1] N f]As];

(3) 3a ce jemxmounane Ay, Ay C X Baxknu f[A; N As] = f[A1] N f[A].

Pewere. 1)=-2): Beh snamo 1a je f[A1NAs] C f[A1]N f[As]. IIpermocrasnmo nay € f[A1]N f[As],
1j. nay € fl[Ai]uy € f[Ay]. To nedununuju nupekrre cauke umamo jaa je y = f(x), 3a Heko x € Aj,
uy = f(2'), 3a weko 2’ € f[Ay]. Mehyrum, Tana f(x) = f(2'), na kako je f 1-1, nobujamo = = '
Omatne x € Ay N Ag, may = f(x) € f[A1 N Ay).

2)=3): Tpusnjanno. (AKo gaTa jeJJHAKOCT BazKU 3a CBe MOJCKYHOBe 071 X, OHJIA BayKW U 3a CBe
jelHOUIaHe MOICKYyTIoBe o X .)

3)=1): llpermocrasumo aa je f(z1) = f(x2), U XKeauMO 12 JOKAKEMO JIa je T; = To. YOUHNMO
jemmounamne ckymose Ay = {x1} u Ay = {x2}. Ilpema 3) Baxku: f[A; N As] = f[A1] N f]As]. Kako je

fTA] = {f(z1)}, flAo] = {f(22)} m f(z1) = f(2), Bummmo na je f[A1] N f[Ao] # 0. Onarne, npema
rops0j jennakoctu, u f[A; N Ag] # 0, ma Ay N Ay # (), miro je jenuno moryhe ako je z1 = . —|

YpaanTe MpeTXoHN 3a1aTaK, MPU 4eMy 3aMeHnTe M ca . mwin A.

JlokazaTm:
1) fl[ANfYB]] = flA] N B; 2) fIAN f7HB]] = flA]\ B.

Pewerwe. 1) 3mamo na je f[AN f71[B]] C fIA] N f[f'[B]] € f[A] N B, rie npsa WHKIy3uja BaKu
300T MOHAIIAA TUPEKTHE CJIUKE IpeMa MpeceKy, a apyra jep je f[f~'[B]] 2 B.

[Ipernocrasumo caga gay € f[A|NB, 1j. nay € f[Aluy € B. Tana je y = f(x), 3a Heko = € A.
Kako f(X) =y € B, tox € f}B]. Hakne, umamo nax € AN f1[B],nay = f(x) € f[ANf~[B]].

2) Camuno kao 1). -
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Heka f,g: X — Y. Jlokasatu ga cy cieielie cTBapu eKBUBAJICHTHE:
1) f=g;

(2) sace AC X,BCY Baxu f[ANg'[B]] = f[A]N B;

(3) 3a ce jenmounane A C X, B C Y sawu f[ANg ![B]] = f[A]NB.

Pewewe. 1)=2): Creau npeMa mpeTXOIHOM 3aaTKY.

2)=3): Tpusujasuo.

3)=-1): Tpeba na gokaxkemo na 3a cBako x € X Baxu f(r) = g(z). 3abepumo npousBosbHO
x € X u oznaunmo f(z) = y u g(x) = yo (Keammo y; = yp). YOUHMO jeJHOUIAHE CKYIIOBE
A={z} u B={y} Taga fl[A] = {f(x)} = {n}, ma je f[A]N B = {y;}. [Ipema 3) umamo na je
fIAN ¢g7'[B]] = {1}, onaxne cnenmjamno AN g '[B] # 0. Kako je A = {z}, To je moryhe jexuno
ako x € ¢ '[B], 1j. axo g(z) € B. Hakiye, y» € B = {y1}, na je y; = vo. =

IIpuponna npojexknuja Axo je p ekBuBajennuja ckyna X, taga umamo dyuknujy 7 : X — X/p
jgary ca: w(r) = x/p, Kojy 30BeMO UpUpOjiHaA Hpojekiuja. IIpumerumo ja je upupojHa nupojexiuja
OYHIVICJHO Ha.

Jesrpo dbyuknuje Axo je f: X — Y dyuknuja, Taga je jesrpo dyukiuje f peranuja ckyna X:
ker(f) = {(z1,22) | f(z1) = f(z2) }-
Hakne, x1 ker(f) xo akko f(x1) = f(x2).

ker(f) je ekBuBasmenuja gomena X.

Pewere. xker(f) z jep f(x) = f(z), mro gokasyje pedaekcusnoct. Axo je xy ker(f) zo, Tama je
f(x1) = f(x), ma je xo ker(f)xy, 1j. ker(f) je cumerpuuna. Konauno, ako je xy ker(f) zo ker(f) zs,
taga je f(z1) = f(z2) = f(x3), na je u xy ker(f) xs, 1j. ker(f) je rpansurubna. —

(YHuBepzanaHo cBojcTBO KoqmaHmUYKOr ckymna) Heka je f : X — Y dynkuuja u p
exsuBasentuja Ha X. Axko je p C ker(f), taga nocroju jenuucrsena GyHKImja f X/p — Y rtaksa
naje f= fom, 1j. TakBa na caenehn gujarpamM KOMyTHPA:
!
X——=Y

| A

X/p

Peweme. Ilocmarpajmo f : X/p — Y naro ca f'(x) = f(x). Tpeba na gokazkemo Ja cMO 100pO
nedurncann byukiujy. Ipernocrasumvo ga je x/p = a'/p, 1j. = p 2’. Kako je p C ker(f), 1o je
cker(f) o', 1j. f(z) = f(z). Hakxe, f je samcra 106po nedumncana dbyukumja.
Kao jo f(2) = f(r/p) = f(n(x)) = fon(z), 10je f = for _ A
Akoje f: X/p —> Y raxBa na f = fom, mana je f(z/p) = f(n(z)) = fom(z) = f(z) = f(z/p),
na je f = f, mro gokasyje jeJIMHCTBEHOCT. -

Cauka dyuknmje Axo je f: X — Y 1ama moackyn KogomeHa Y :

im(f) := fIX] = {f(z) |z € X}

30BeMO cJIuKa pyHKIuje f.

30



(Pazmarame dynknuje) Heka je f: X — Y. Tama je f =io fom, rae je:
o 7m: X — X/ker(f) kanoncka npojeknuja (koja je Ha);
o f:X/ker(f) — im(f) 6ujexnuja mara ca f(z/ker(f)) = f(z);
e i :im(f) — Y unkiysuja mara ca i(y) =y (koja je 1-1).

Ha nujarpamy:

X Y

™ | HQ 1-11:

X/ ker(f) — ()

Crrenmjastio, nmamo u ja je | X/ ker(f)| = |im(f)].

Pewewe. IIpema yHHBEP3AJIHOM CBOJCTBY KOJIMIHUYKOT CKyTia ekBuBaseniuje ker(f) umamo GyHkuujy
f: X/ker(f) — Y pary ca f(z/ker(f)) = f(z). Ouurnenno je na je im(f) = im(f), na umamo
byrkuujy f @ X/ker(f) — im(f) mary ca f(z/ker(f)) = f(z). Oma je ounrrenmo ma, aam
takobe, ako je f(x/ker(f)) = f(a'/ker(f)), 1j. axo je f(z) = f(2), Tama je x ker(f) 2/, na je
x/ker(f) =2’/ ker(f), mro mokasyje ma je oma u 1-1.

Kanouncka npojekuuja m : X — X/ ker(f) je ounrnenno na, a unkjiysuja i : im(f) — Y gara
ca i(y) = y je ounrmemmo 1-1. Takobe je f(x) = i(f(x)) = i(f(x/ker(f))) = i(f(x(x))) = io fon(x),
ma je f =io form paznarame dyuxuuje f y komnosunujy jeana 1-1 gynixuje, jesne 6ujeximje u
jenne Ha pyHkuje.

Kaxko je f 6ujexmmja, 3akmyayjemo ma je | X/ ker(f)| = [im(f)|. .

2.9 Kapmunaau Xy u ¢

IIpe6pojus ckyn Kaxemo ga je ckyn A npeGpojus, 1j. kapamuamnocru Xg (numemo |A| = Np),
ako mocroju oujexmuja n3mehy A u N.

Ckyn mohm kouTuayymMa Kaxemo ja je ckyn A mohu konTuHyyma, 1j. KapJUHAIHOCTH ¢ (IIUIIEMO
|A| = ¢), ako mocroju 6ujeknmja u3mehy A u R.

Hanomena Kako je kommosunuja Omjeximja Oujeknmja, ako moctoju oujexknuja A — B u ako je
|A| = Vg nim |A| = ¢, Tana je u |B| = Ny win |B| = c.

Akoje Ay CBC Au f: A— A, 6ujeknnja, Taga mocToju bujexmmja g : A — B.

Pewewe. [ebunurniemo nu3 ckynosa A,, B,, n > 0 ca: Ay = A, By = B, A1 = f[A,], Bui1 =
fIBn]. Kako je Ay C By C Ap, unnykiujom jgobujamo jga je A,.1 C B, C A,, 3a cee n > 0.
Hedunumunmo auz C,,, n > 0, ca C,, = A, \ B,. Kaxko je f 1-1 umamo na je f[C,] = f[A, \ By] =
f[An] N f[Bn} = An+1 N Bn+1 = On-i—l-
Crasumo 1a je C' = U ChouD = ANC. Tanaje f[C] = f[U C, = U flCy] = U Chi1 = U C,.
n>0 c>0 c>0 c>0 c>1
Ha cnenehoj caunum je mpukasana curyammja. A, cy xBagparu, B, cy kpyropu. Ckyn C 4unne
nmpadupann jeaoBu, ckym D je Oese 6oje.
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Jlako ce Buau qaje A=CUD,CND=0,B= f[C]UD, f[C]ND ={.
Jedunummumo npeciaukaBame g : A — B ca:

g(x):{ f(z) akoxzeC

T ako z € D.

Kako je CND =0 uCUD = A, oo je 106po nedunucano npecankasame va f[C] U D = B.
Hokazxumo 1a je g 6ujeknmja. Axo y € B, tana Baxu win y € f[C| win y € D. Y npBoMm ciydajy
y = f(z) 3a meko x € C, u tana je y = g(x), a y apyrom je y = g(y). Ilpema Tome ¢ je Ha. Ako cy
1 # To eneMenTr u3 A, Taga umamo detupu moryhuocru: x1,x9 € C, 1,29 € D, 11 € C, 19 € D 1
x1 € D, 29 € C. Ako 11,29 € C, mana g(x1) = f(x1) # f(x2) = g(x2), jep je f 1-1. Axo 1,29 € D,
oner g(x1) = o1 # x2 = g(xa). Ao 1 € C, 29 € D, Tana g(x1) = f(z1) € f[C], a g(xg) = x5 € D,
na kako f[C] N D = () nmamo g(x1) # g(x2). Canuno, ako x; € D, x9 € C' gobujamo g(z1) # g(xs).
Hakune, g je 1-1. -

Kaurop—Bepumrajuosa teopema Axko nocroje 1-1 dyuknuje A — B u B — A, tana nocroju
oujeknuja A — B.

Joxas. Hekacy f: A— Bug: B — A 1-1 dyakuumje. Tana je go f[A] C g[B] C A wu
gof: A— go f[A] je 6ujekrmja. Tlpema mperxogHoM 3amarTky moctoju oujexnuja A — g[B].
Takobe je g : B — g[B] 6ujexmuja, na 3akbydyjemMo jaa nocroju oujeknuja A — B. —|

JlokazaTn Ja cy CJAeI3IH CKYTIOBH TPeOPOjUBH:
1) N*; 2) 2N; 3) Z; 4) {0,1,2} x N,

Pewere. 1) Jlako ce suau ga je n — n + 1 6ujexknuja N — NT. 2) Takobe ce s1ako Buan 1a je
n — 2n oujeknuja N — 2N.

3) Uneja xoucrpykuuje 6ujeknuje f: N — Z je cieneha: moxkemo ja camkamo napue 6pojese y
MO3UTHUBHE Tiesie OpojeBe, a Hemaphe y Heratupae. Oarosapajyha dpopmyna je:

s ={

Jlako je mokazaru nma je f Ooumjeknuja N —
4) -

aKo je n mapHo
aKo je n HemapHO.

Swl3

1

M‘

N
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1) Hokazaru |N x N| = Rq.
2) Axko |A| = |B| = N, nmokaszaru ja je |A x B| = .

Pewerve. _|
Ako je A C N GeckonauaH HOJCKYII, JoKa3aTh jaa je |A| = Ny.

Pewere. Iloznaro je ga caku nojpckyn o N uma munnmvym. ledpunuinnmo Hu3 n0ACKy1moBa 0 A,
A, n Hu3 enemenara a, € A, 3an > 0, na caegehu naqun: Ay = A, ag = min Ay, Ap1 = An ~{an}
n apy = minA,,q, 3a n > 0. Ilpumernmo na je ounrsenno Ag 2 A O Ay O A3 O ... Kaxko
je A bGeckoHauaH, BUANMO Ja Cy cBu cKymoBu A, Hempazuu. Tepaumo ga je f: N — A maro ca:
f(n) = a,, bujexnuja.

Ako je m # n, Hup. m < n, TagA @,y ¢ Apyq, Ta Kako je Ay 2 Ay, 10 a, ¢ A,. Takobe,
a, € A,, ma 3aK/bydyjemMo 1a a,, # a,. Hakmre, f je 1-1.

Akoa € A, tanaje {0,1,2,...,a}NA konauan ckyn koju uma k eaemenara. Cajia je 1ako BUJIETH
Ja je a = ag_1, MTO J0OKa3yje aa je f Ha. -

(Kanroposa Teopema) He nmocroju Ha npeciaukasame S — P(S).

Pewemwe. IlpernocraBumo cynporso, ga je f : S — P(S) Ha mpeciukaBame. YOUHMO CKYII
A={z eS|z ¢ f(x)}. Tamaje A€ P(S), na kako je [ na umamo na je A = f(a) 3a mexo a € S.
Axko a € A, tana a 3agoBosbasa bopmyay v ¢ f(x), 1j. Baxkn a ¢ f(a), na xako je f(a) = A
nobujamo a ¢ A. 7
Ako a ¢ A, xako je A = f(a) umamo na a ¢ f(a), 1j. a 3amoBobaBa dopmyny = ¢ f(x), na mo
nedbuHAIjT cKyna A 3aK/bydyjeMo Ja a € Af =

Axko nocroju 6ujexiuja X — Y, raja nocroju oujexnuja P(X) — P(Y).

Pewere. Hexaje f: X — Y. Jlepunnmemo npeciukasare f:P(X) — P(Y)ca: f(A) = f[A].
Axo je f(A1) = f(A2), 1j. ako je f[Ai] = f[As], Tana je fTH[f[A]] = f7[f[A]]. Kako je f 1-1,
umanmo fa je f1[f[A;]] = A;, na ce nperxoaua jexnakocr csonu va A; = Ay, Taxue, fje 1-1.
Ako B € P(Y), kako je f ma umamo ga je B = f[f~[B]] = f(f~![B]), mro noxazyje na je f na.
_1

Jokaszaru ja nocroju oujexnuja P(X) — 2%,

Pewerve. Younmo npeciukapame X @ P(X) — 2% naro ca: x(A) = x4 (cimka on A je kapakTep-
ncrnana GyHkuja ckyna A y yausepsymy X ). 3uamo ga je Ay = As aKKO x4, = Xa,, IITO JIOKa3yje
na je y 1-1.

Ako je f € 2%, Tana je f = xp-1q1y. Samcra: f(x) =1 akko f(x) € {1} akko z € f~'[{1}] (mo
JnebUHUTM]N THBEP3HE CIIUKE) aKKO Xffl[{l}}(l') = 1 (mo nedununujn Kapakrepucruye dpyHkmmje). -

OcuoBHa Teopema apurmernke (CBakKuW NpUPOJIAaH Opoj n > 1 ce HA jeIMHCTBEH HAYMH MOKE Tpe/I-
CTaBUTH KAo:

N 3 BN e 3, Qag
n=p Py ---Pr>

e cy p1 < py < ... < pg upoctu OpojeBu u aq, o, ..., > 1.
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Eykamaosa teopema llocToju 6eckoHaYHO MHOIO IPOCTUX OpOjeBa.
13 Eykaumose TeopeMe je cKym mpoctux Opojesa npebpojus (kao Geckonavan mojackyt o N), na

younmo pactyhu Hus npoctux 6pojesa po, pi, P2, Ps, Pa, - - - (Tama je po = 2,p1 = 3,pa = 5,p3 = 7, psy =
11,...).

Kopucrehu Kanrop-bBepurmrajaoBy Teopemy u OCHOBHY TeopeMy apuTMeTHKE, MOYKEMO WHINPEK-
tHO nokasaru Ja je |N x N| = Rg. Hanwme, ounursenno nocroju 1-1 npeciukapame N — N x N, Hip.
nato ca n — (n,0). Takohe, nmamo npecaukasatbe N X N — N naro ca (m,n) — 2™ - 3", koje je
no OcHoBHOj Teopemu apurmernke 1-1. IIpema Kantop-Bepumirajuosoj Teopemu, moctoju 6ujeknmja
N — N x N, ogake je |N x N| = Ry.

Joxaszaru na je [Prin(N)| = Ro, tae je Prin(N) ckyn xonaunnx nogckynosa og N.
Pewewe. Kopucrumo Kanrop-BepumrajnoBy teopemy. Ilpecaukasamwe n — {n} je ounrienno

1-1 npecimkaBabe N — Py, (N). dedunnuemo npeciuxasame [ : Ppp(N) — N ca: f(0) = 1,
flA) = Hpi, rie je A HempasaH KoHavaH noiackytr ox N, a p; #u3 npoctux Opojesa. Ilpema OcHOBHO]

icA
teopemu apurMmeruke, f je 1-1. Ilpema Kanrtop-BepumrajuoBoj Teopemu mnocroju oujexnuja N —
Prin(N), omakiie je |Prin(N)| = Ry. ’

3 DBymnoBe anarebpe

Bysiosa asmrebpa BysioBa asirebpa je cTpykTypa
B=(B,AV,,0,1)

rae cy A u V GuHapHe omepanuje Ha ckyny B (koje 30BeMo uHbUMYM U cynpemyMm), ' je yHapHa
onepanuja Ha B (Kojy 30Bemo kommuiement), 0 u 1 cy aBa esemenrta ckyna B, m Baxe ciexaehe
akcuome (3a cBe x,y,z € B):

(1) T ANy =yAux; rVy=yVu;

(2) cAyVz)=(xAy)V(xAz); zV(yAz)=(xVy) AxV2);
(3) xV0=um r A1 =u;

(4) xVa =1, rAx' =0

(5) 0# 1.

KomyTaTuBHOCT 1 ocTase akcmome |IpuMeTHMo ja 300r KOMYTATHBHOCTH A U V BaxKH H:

0Vazx=ux; 1Az =ux
¥ Var=1; ¥ ANx=0;
(xVy)Nz=(xANz)V(yA=2); (xAy)Vz=(zVz2)A(yV=2).

Tako na Hajabe HeheMo HarIAIABATH IPUMEHY KOMYTATHBHOCTH (MMILTHIATHO HeMO je mpuMeH-
juBaTnm).

Ilpusanun gyansocrtu
IIpBu npumep
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Apyru npumep

Jokazatu 0/ =1u 1’ = 0.

Pewemwe. Joxazkumo camo 0 = 1:

Hokazaru (2') = .

Pewerve.

00 vozovo 1.

e N N e e

8 ©

JlokazaTy 3aKOHe HIeMIIOTCHIHje T AT =T H TV T = .

Pewere. Jlokaxkumo camo r A x = .

Hokasatn t A0=0naV1=1

Pewere. [loxaxkmmo camo x A0 = 0.

= (xAx)VO0

= (xAz)V(zAz)
A (x V)

= A1l

Z.

= (zA0)VO
= (zA0)V (z A
= zA(0Va)

/
T NI

Hoxkazatu 3akone ancopbuuje z A (xVy)=zuzV (rxAy)=z.
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Pewere. [okaxkumo camo x A (zVy) = x.

zA(xzVy) = (xVO)A(zVy)
= zV(0AY)
= V0
= .
_|
Hokazatu t Az=yANzuxVz=yVzaKo u camMo ako T = y.
Pewemwe. (<) Oaj cMep je TpuBujasaH.
(=) IlpernocraBumo Az =yAzuzVz=yV z.
r = N (zV2)
= xA(yV z), no npernocrasiy zVz =y V z
= (zAy)V(zAz)
= (xAy)V (yA=z), no npermoctaBiu £ Az =y A z
(xVz)Ay
= (y V z) Ay, IO mpeTnocTapmu x Vz =y V 2
_—
_|
JlokazaTm:
1) xVz=yVzuzxVzZ=yV:z ako u camo ako = = y;
2y cxANz=yANzuxz Az =yAz ako u camo ako x = y.
Pewere. Jloxaxkumo camo nmpBo TBpheme. JIpyro ce moxasyje cJIUTHO.
(<) OsBaj cmep je TpuBHMjasan.
(=) Ipernocrapumo zVz=yVzuzVz =yV 2.
r = xVO0
= zV(zAZ)
(xV2)A(xV?2)
= (yVz)A(yVZ), nonpernocraskama zV z =y V z,z V2 =y V2
yV(zAZ2)
= yVo0
Y.
_|

Hoxkazatu aconujarupne 3akone £ A (yAz)=(xAy)AzuzV(yVz)=(xVy Vz

Pewere. Osnaunmo a =z A (yAz),b=(xAy)ANzuc=zx.

aVe=(xANyANz)Ve=z,bVe=((xANy)ANz)Ve=((zAy)Vz)AN(zVz)=aA(zVzT)=u.
Jakmae, aVe=>bVc.

avVd =@Nynrz)Vae =@Va)AN((yrz)vae)=1A(yAz)V2)=(yAz)V
bV = ((xAy)Az)Va' = ((xAy)Va )N (zVa') = (eVa)A(yVa'))A(zva') = (LA (yVa))A(zVa') =
(yVa'YAN(zVa')=(yANz)Va' Hakre,aVd =bVc.

[Ipema mperxogHoM 3a1aTKy a = b, 7). z A (y A z) = (x Ay) A z. CimdHo ce J0Ka3yje u JApyru
3aKOH. -

/
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Hokazsatm t Ay =0u zVy=1axo u camo ako y = x'.

Pewere. (<) OBaj cMep cIeu TUPEKTHO U3 akcuome 4.
(=) IlpernocraBumo Ay =0m x Vy = 1.

y = yVvo
= yV(zAa)
= (yvaz)A(yVa)
= 1A (yV2a'), no npernocrasuu =V y = 1
= (zVa)A(yVva)
= (zAy)Va
= 0V ', mo mpernocrasmu z Ay = 0

x'.

Hokasaru [le Mopranose 3akone (x Ay) =2'Vy' u (zVy) =2 Ny.

Pewewe. Osnaunnvo a =xAyub=a'Vy. aNb=(zAy)AN@'VY)=(xAyAz)V(zAyAY) =
(0AY)V(zA0) = 0V0 = 0, aVb = (zAy)V(2'VY') = (V' VY )A(yVa'Vy') = (IVY )A(1Ve') = IA1 = 1.
[Ipema mperxommnom 3a1aTKy je b = a', 1j. o' Vy' = (z Ny)'.

Cm9HO 10Ka3yjeMo U JPyTH 3aKOH. .

Jlokazaru j1a cy ciejiehe crBapu eKBHBaJIeHTHE:

(1) 2Ny =ux; (2) zVy=uy; (3) 2’ Vy=1; (4) z Ny =0.

Pewere. (
(2) = (3):
(3) = (4): IlpernocraBumo ' Vy = 1. Tanaje x Ay =2" ANy = (' Vy) =1 =0.

(4) = (1): Ipermocrasmvo z Ay = 0. Tamaje x Ay = (e Ay) V0 = (zAy)V (zAY)
rAyVy)=xzAN1l=ur.

1) = (2): lpermocrasumo x Ay =x. TagajexVy=(x Ay)Vy=uy.
[Ipermocrapumo x Vy =y. Tamaje ' Vy=2'VeVvy=1Vy=1.

L1

Ilopenak [ledununiemo Ha B penanujy < ca: x < y akKo U caMo ako £ Ay = 2 (Ipema mpeTxoIHOM
3aJIaTKy aKo 1 caMo ako zVy =y, 2’ Vy =1 um z Ay = 0).

JokazaTu na je < nopefax Ha B, 1j. < je pediekcnBa, aHTHCHMETPUYHA U TPAH3UTHBHA
peJsranmja.

Pewere. Kaxo jexr ANz =x, 10 je v < x, 1j. < je pediiekCuBHA.
Akojer <ymny <z, tamajex ANy=zxzuxAy=y. Ogarie r =y, 1j. < je aHTHCEMETPHUIHA.
Akojex <ymy <z, mamajex ANy=xuyAz=y. ctANz=xAyAy =2z Ay =, olaKkie je
r < z, Tj. < je TpaH3UTHBHA. .

JlokazaT:

0<zmzx <1

—_

2 akor <ynu<v,rararAu<yAvuzVu<yVu;

3) x <y ako u camo axo y < x’.
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Pewewe. 1) 0<zjepO0ANz=0,ux<ljepzAl=uz.

2) Hekajex <ymu<wv, 1. tAy=xuuAv=u, am takohe tVy =y u uV v =v. Tana
(xAW)A(yAv) = (zAy)A(uAv) = A, Tj. Au < yAv. Taxobe, (xVu)V(yVo) = (zVy)V(uVo) = yVo,
1. xVu<yVo.

3) x <y ako u camMo ako © Ay = x ako u camo ako (x Ay) = 2z’ ako u camo ako =’ V y' = 2’ ako
u camo ako iy’ < x'. =

JlokazaTm:

) ezAy<zyunzy<zVy

2) ako z < z,y, Tana z < T A\ .

)
3) ako x,y < z, Tajma r Vy < z.

Pewewe. 1) (xANy) Nz = (zAx)ANy=xAy, najex Ay <z Cmnuno, Ay < y. Taxole,
zA(zVy)=z,majer <zVy. Comuno,y <zVy.

2) Heka z < x,y. Tama z =2 ANz <z A y.
3) Heka z,y < z. TamazVy < zVz=z. =

JInanenbaymosa anredbpa

TEKCT HAJAJBE CY BE2KBE N3 IIKOJICKE 2013/14.

N cka3na anredbpa

Osnaunmo ca 2 ckyn {0,1}. Ha ckyny 2 nedwunumiemo jenny ynaphy omepanujy: Herammja (—), u
cienehe Gunaphe omeparje: KoHjykiuja (A), mucjyakmmja (V), umminkanmuja (=), eKBUBAJICHIH]ja
(<), exkckiysusna aucjyukiuja (V), Iledepopa onepanuja (1) u Jlykammesudepa omepanuja (),
Koje cy aate ciaejgehum Tabaunama:

a b\a/\b aVb‘aéb‘a@b‘a!b‘aTb\aib
a | a 0 0 0 0 1 1 0 1 1
0] 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
1] 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

Heke ocobune oBux omepamuja
e \,V,& V.1 | cy KoMyTaTUBHE, IITO Ce JIAKO BUIU U3 TAOJIUIIE;
e = HHje KOMyTaTuBHa, ep 0 =1=1,a1=0=0;
e A\,V, &,V ey aconnjarusae (IIposepure!);

e = Huje aconujarupHa, jep 0 = (1 =0)=0=0=1,a(0=1)=0=1= 0= 0;

1,1 mucy aconmjarusne, jep vop. 01 (1 11)=010=1,a(011)1T1=111=0 u cauuso
0J(1J1)=040=1,a(041)41=0]1=0;
—(ma) = a, a = b= (-a) Vb= —(aA(=b)), ~(a Ab) = (ma) V (=b), =(aVb) = (-a) A (D),

MMTO ce JIAKO Jla N3pavdyHaTH;

a¥b=-(a<b),atb=—-(aNb),al b==(aVb), mro ce Buanu u3 tTabiure.
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JoroBop o mpuopuTeTnMa m Gpmcamy 3arpaga Y BOJIUMO JIONOBOP Jia je — “HajBUIIer” IPHOP-
urera, A,V,T,] cy ”cpenmer mpuopurera’, a =, <,V cy "Hajumker’ npuopurera. OBO 3HAYH 13
Ka/J[a HamumeMo —a = b, Tto 3Ha4m (—a) = b, a He —(a = b). Cumuno a Ab = ¢V d 3Ha4K
(a ANb) = (cVd), a me Heku apyru pacmnopes 3arpaga. OBo Takohe 3waunm ma sammcu a A bV c,
a=b= cua= b< cHeMajy cMuc/a, u Jga MOPAMO ITOCTABUTH 3arpaje. 3anucu a AbAc, aVbVec,
a < b < c mmajy cMucaa jep MO YOUMJIH Jla 3a OBe Ollepallije BayKu acolujaTUBHOCT, JOK 3alIlHC
a = b = c nukaia Hehe umaTu cMuc/ia 6€3 MOCTaB/HEHUX 3arPajia.

Nckas3ua jioruka

WUckasunm jesuk uuHe ciaegehu cumbosrn:
1. Be3uuuu: -, A\, V,=, <, V. 1, |,

2. cKyn uckasHEX cjoBa P (ako ce He Kayke Jpyradmje, OPeTIOCTaB/haMoO Ja je P mpebpojus;
HCKa3HA CJIOBA OOMYIHO O3HAYABAMO CA D, ¢, T, S, -, D0, P1yD2s -« - s Py« - +);

Y

3. momohuu cumbosm: ().

Uckasua dopmyna ce rpajau Ha ciaegehn HaIuH:
1. mckasHo cJI0BO je mckasna popmyiia;

2. axo cy F'u G uckazue dbopmyre, tana cy (-F), (FAG), (FVG), (F = G), (F < G), (FYG),
(F1G), (Fl G) uckazue dpopmy.ie;

3. cBaka mckKaszHa (dpopmyJa ce J00uja KOHAYHOM IIPUMEHOM Kopaka 1. u 2.

Ckyn uzkazaux dhopmysia o3HadaBamo ca For.

Hanomene

o [Ipema nmecdununuju caka dopmysia y cebu caJpzxKu camo KoHa4daH Opoj cumbosia; nakje, He
nocToju gopMysia Koja y cebu uMa OeCKOHAYaH HU3 cUMOOJIA.

e Crporo ¢opmano riegano —p, -—p, p A 0q, =p = q aucy dopmyae. Illra jecy dopmyne?
(=p), (=(=p)), (P A (=q)), ((=p) = q) u (=(p = q)) jecy.

e JloroBopumo ce j1a 0OpHIIIEMO 3arpajie aKo je HeJIBOCMHUCICHO Kako je popmysia usrpahena. To
3Ha4YM J1a hieMo —p, 7—p U p A ¢, jep je 3amcTa HeIBOCMHUCIEHO KakKo ¢y oHe m3rpahene. Aum
HUje HeJBOCMHUCIEHO KaKo je —p = ¢ u3rpahenal

e JloroBopnMo ce 0 MPUOPUTETY Be3HWKa: — je ~Hajsuirer’ mupuoputera, V, A, T,| cy "cpeamer
npuopuTeTa’, a =,<, Y ¢y HajHWKer mpuopuTera. laaa je jacHo Ja je —p = ¢ 3ampano
dbopmyna ((—p) = q), u ma je pAqg= 1V s bopmyna ((pAq) = (rVs)).

o Kou pAgAr, pAqVTr,p=q=T1,p< q< riujabe HAje JACHO KAKO CMO UX U3I'PA/IAJIHN, TAKO
J1a OHE U Jlajbe Hucy (opmyse. 300r HEKUX 0COOMHA KOje heMo yBecTH, 3a NpPBY U MOCIEIEY O
X he OUTH CBejeIHO KOjuM peocieiom cy uarpahene, na hemo ux 3601 Tora Tako 3amMcuBaTH,
JIOK 3a apyry u Tpehy Hukaa Hehe OuTH jacHO KAKO CMO WX M3TPAJIUIN, Tj. FHUX HUKa1a Hehemo
cMaTparu opMmyiaMa.

Baayamuja je Ou0 Koje mpeciaukaBame v @ P — 2. Jlakjie, TO je mpecjmKaBambe KOje CBAKOM
MCKa3HOM CJIOBY Jiojiesbyje BpeaHoct O (Taga KazkeMo Ja je TO CJOBO y BAJIyaIuju v HETAYHO) Wian 1
(Tajzia KaxkeMo Jia je TO CJIOBO y Bajyaruju v Tadno). Ako je p € P, a € 2 u v(p) = a, Taga hemo
Kpahe 3anucuBaTu p =, a. Byaure mazk/bUBH, OBJIE JePUHHUIIEMO O3HAKY =, U 0UYEKYjeMO Ja je ca
IbeHe JIeBe CTpaHe eJleMeHT u3 P, a ca meHe JlecHe cTpaHe eJleMeHT u3 2.

39



NuTepnperanmja npu Badyamuju v AKO je JaTa Bajyalyja v, HHTepIpeTalnuja Ipu BaJdyalujd v
je mpecaukasame U : For — 2 nedunucano ca:

e 9(p) =v(p),3ap€ P;
e O(—F)=—0(F), 3a F € For;
e U(FxG)=0(F)x0(G),3a F,G € Foru x € {\,V,=, <,V 1,1}

[Ipumerure ga cy o3Hake —,A,V,=, <,V 1, | Ha JIeBO] CTpaHU jeIHAKOCTH O3HAKe 3a JIOTHYKE
Be3HUKe, JOK Cy Ha JIECHOj CTPAaHW TO O3HAKE 3a olepalnje nckasue aiareope. /lakie, narepnperanuja
[IpU BaJyaluju v cBakoj dhopmyin jgojenyje Bpeanoct 0 (Tajga kazxeMo Ja je Ta bopMysia HeTadHA Y
Basyanuju v) win 1 (Taga kaxkemo ja je Ta dopmysia tauna y Baayanuju v). Ako je F' € For, a € 2
u 0(F) = a, taga hemo kpahe zanucusarn F' =, a. OBEM cMO IpOMUpUIN JAeDUHAIH]Y O3HAKE =,
7 TaJla je ca meHe JieBe cTpaHe Hcka3Ha hopMysia, a ca meHe JecHe CTpaHe eJeMeHT u3 2.

TayTronoruja u koaTpaguknuja 3a popmyay F' KazkeMo 11a je TayToI0rnja, akKo 3a CBaKy BadyaIli]jy
v: P — 2Baxu F =, 1, 1j. ako je F' tauna y cBakoj Basyaruju. Qopmysna F' je KOHTpaIUKIIN]ja,
aKo 3a CBaky Bajyanujy v : P — 2 Baxku F' =, 0, Tj. ako je F' merauna y cBakoj BaJIyalluju.

Komentap Beh cMo npumernn na cBaka (popMmysia y ceOu caJap>Ki caMO KOHATHO MHOTO cuMbo.1a,
ma IpeMa TOMEe CAIPZKU U CaMO KOHAYHO MHOTO MCKa3HuX ciaosa u3 P. 3a dopmyny F, ca P(F)
o3HaYaBaMO (KOHAYAH) CKYI MCKA3HUX CJIOBA KOJU Ce Y 0] T0jaBbyjy. Takohe MOKEMO Ja mpuMe-
tumo (1o hemo kKacHuje U CTPOro JoKasarT) ja BpeaHocT (opmyrie Fy Bajyalujn v 3aBUCH CaMO
OJi BPEJHOCTH Bajyarnuje v Ha CKymy ciaosa ¢dopmyne F, P(F). Tlpema Tome, na au je dopmyna
TayTOJIOTHja,/ KOHTPAJIUKIHja MOKEMO J1a KazkeMo Beh ako m3paduyHamo mhee BPeIHOCTH Y CBUM BaJl-
yarjama v : P(F) — 2, kojux Buie Hema OeckoHauHo, Beh nx nma 2", rje je n 6poj caoBa Koju ce
nojassbyje y dopmyiu F.

TayTosioruje

BaxkHe TayTonoruje

L pV —p;

2. (p=q & pVg

3. (pe g e (=9AN(¢=Dp);

4. m=p = p;

5. pAp < p, pVp e p;

6. pA(gAT) = PAQ AT, pV(gVr) = (PVa) VT
T.pNGESqgAp, PV qEqVp;

8. pA(PVq &p,pV(pAg) & p;

9. pA(gVr) & AV (pAT), pV(gAT) S PV A (PVT);

—
jas)

.lpNg) & pV g, (pVag) & pA—g.

CsohemeM Ha TPOTHBPEYHOCT J0KA3aTH Ja je hOpMYIa TayTOJIOrH]ja:
LpA(p=4q) =g
2. (p=(g=r)=>((p=4q9=(p=r));
3. (pVag=r)& (p=r)A(g=T).
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Pememe.

1. Ipernocrasumo cynporHo ga dbopmyna p A (p = ¢) = ¢ Huje Tayrosoruja. Ilo medununmjn
TO 3HAYH JIa MOCTOjU Basyanuja v TakBa 1a p A (p = q) = ¢ =, 0. Tamaje pA(p = q) =, 1
u q =, 0. 13 upse jeanakoctu je raja p =, lup=q=, 1 (). Horazauzp=,1luqg=,0
crenn p = q =, 0, mTo je y KOHTPAJAUKIHH ca (*).

2. Ilpernocrasumo cynporso na ¢opmyrta (p = (¢ = r)) = ((p = ¢) = (p = r)) nuje Tay-
rosioruja. Tasa mocroju Basyanuja v Takea jga (p = (¢ = r)) = (p=q¢) = (p=71)) =, 0.
Tamajep = (¢=1) =, 1 (x) u(p=¢q) = (p=r) =, 0. I3 npyre jegnakocru je nape
p=q=,lup=1r=,0,u3kojejemramep =, lur=,0. Kakojep=q=,1up=,1,10jen
q =y 1. Konauno, tanaje p = (¢=r)=,1= (1=0)=1=0=0, mro je y KOHTPaAUKIHjH
ca ().

3. TIpermocraBumo cynporao aa dopmyna (pV g = r) < (p = r) A (¢ = r) Huje TayTosoruja.
Tana nmocroju Basyanuja v TakBa na (pVgqg = r) < (p = r) A (g = r) =, 0. Nmamo npa
cJydaja.

(1) pVg=r=,1(x)u(p=r)A(¢g=r)=,0. I3 apyre jerHakocTH 3aK/byuyjeMoO Jia je
p=1r=, 0w q=1r=,0, 1a UMaMO JiBa LOJC/Iy4aja.
i.p=r=,0. OmaBnejep =, lur =, 0. Tagajepvg=r=,1Vu(q) =0=1=0=0,
IITO je Y KOHTPAJIUKIUH ca (*).
ii. g=r=,0. OmaBaejeq=, lur =,0. TarajepVqg=r =, v(p)Vl1=0=1=0=0,
IITO je Y KOHTPAJIUKIUU ca (*).
Kako oba nojicirydaja nucy moryha, To HE NpBU caydaj HEje MOTyh.

(2) pVg=1r=,0u(p=r)A(q=r) =, 1. I3 npBe jennaxoctu 3ak/pydyjemo na je pVq =, 1
)ur=,0,aus apyre tajep=>r=,lug=r=,1. Kakojep=r=,1ur=,0,
3aK/bydyjemMo u ja je p =, 0, u caunano w3 ¢ = r =, 1 u r =, 0 ciean na je ¢ =, 0. Ho,
Taga je pV g =, 0V 0 =0, mro je y kourpaaukiuju ca ().

Kaxko oba caydaja mucy moryha, To HE MOJIa3HA TPETIOCTABKA HE BAXKM.

Hexka cy A, B, C, D upoussosbae nckasue Qopmyie.

1. Akocy A= BV (C, B= Cu CY D rayroJoruje, joka3atu ja je u D = —A tayrosoruja.

2. Ako je AV B rmayronornja u C' A D koHTpamukimja, nokaszaru aa je (B = D) = (C = A)
TayTOJOTH]A.

Pememe.

1. IlpernocraBumo cynpotho, 1a D = —A uuje tayrosoruja. Taga mocroju Bagyanuja v TaKBa jia
D=-A=,0. Tamaje D=,1u-A=,0,1). A=, 1. I3 D=,1uCVYD=,1(jepje CVY D
tayrosnoruja) ciaeqn ga je C =, 0. I3 C =, 0u B = C =, 1 (jep je B = C rtayroJoruja)
ciemu B =, 0. Tagaje A= BVv(C=,1=0VvV0=1= 0=0, mro je KOHTApIUKIAja Ca
npernocraBkoM Jia je A = BV C tayrojoruja.

2. TIpermocraBumo cynporho, na (B = D) = (C = A) rayronornja. Taga mocroju Baayanuja v
TakBa ga je (B = D) = (C = A) =,0,15. B=D=,1(x) uC = A=, 0, onakye je u
C=,1uA=,0.I3A=,0u AVB =, 1 (jep je AV B rayrosnoruja) ciequ B =, 1. I3 C' =, 1
u CAD=,0 (jep je C A D kourpanukuuja) ciequ D =, 0. Taga je B= D =,1=0=0,
IITO je Y KOHTPAJUKIHUU ca (*).
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TabJudIHOM MeTOJ0M J0Ka3aTh J1a je popMyJia TayToJIO0Iuja;
L (p=q) & (~¢= -p)

2. (p=gNp=r)e(P=qAr).

Pememe.

1. Hokaxkumo ga je popmy/aa TauHa y CBUM BasIyardjama:

pla|-p|-q|p=q|-q= —-p|bopuynra
1[1[ol0] 1 1 1
tlolo] 1] o 0 1
olt| 1]0] 1 1 1
olo| 1] 1] 1 1 1

2. Joxkaxkumo 1a je dbopMmy/aa TadHa y CBEM BajyalujamMa:

plg|lr|A=p=q|B=p=r|C=qAr|ANB|p= C | popmyia
1111 1 1 1 1 1 1
11110 1 0 0 0 0 1
1101 0 1 0 0 0 1
11010 0 0 0 0 0 1
O(1/1 1 1 1 1 1 1
0110 1 1 0 1 1 1
0[0]1 1 1 0 1 1 1
0100 1 1 0 1 1 1

Husosu dopmyna A, u B, cy nedunucanu ca:
AO =D, B():q, An+1:An/\Bn, Bn+1:Bn:>An, n > 0.

Jokazartu na aujeana popmyna A, n aujeana dpopmyna B, HUje HE TayTOJOTHja HH KOHTPAIUKITA]A.

Pemewe. Hanumumo tabauie NpPBUX HEKOJIHKO WIAHOBA JATUX HU30BA.

p=Ay q=DBy| A | By |Ay| By | A3 | B3
0 0 O(1]00]0]|1
0 1 Oj]0]0]1T]01]O0
1 0 O] 1]0]07]0]1
1 1 1 1 1 1 1 1

WNuciupucanu TadaunoM heMo goKa3aTu HEKOJUKO TBphemba, n3 KOJUX JUPEKTHO CJIEIU PEIIeHhe 3a-
JaTKa.

Tephewe 1. Hexka je u mpomsBo/bHa Basmyanuja Taksa 1a je u(p) = 0. Tama je A, =, 0, n > 0.

Hoxas. Jlokas nzBoaumo wHAyKIEjom 1m0 n. 3a n = 0, Ay = p =, 0, mo u3bopy Basiyamuje u.
Jlokaxumo kopak n — n + 1. ITlpermocrapumo na A, =, 0. Tana je A,y = A, A B, =,
0Aa(B,) =0. [ |

Tephere 2. Heka je u npousBosbHa Bajdyaruja Taksa ja je u(p) = 0 u u(q) = 0. Tazxa je Bs, =, 0,
Bopi1 =4 1, n > 0.
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oxas. Kaxo paiyamuja u 3amgoBosbaBa yciaoBe Tsphema 1, to je A, =, 0. [loka3z Tephema 2.
U3BOAUMO MHAYKIUjoM o n. 3an =0, By =q=, 0, u By =q¢=p=, 0= 0= 1, no usbopy
BaJIyaIuje u.

Hoxaxknmo kopak n — n + 1. IlpermoctaBumo ma By, =, 0 u Bs,y1 =, 1. Taga je By, =
Bony1 = Azny1 =4 1= 0=0, u Bopi3 = Bopyo = Ao =, 0=0=1. u

Tepherwe 3. Heka je u npoussospbHa Basyarmja TakBa Jga je u(p) = 0 m u(q) = 1. Tana je Ba, =, 1,
B2n+1 =u O, n 2 0.

Hoxas. Kaxo paayamnumja u 3amgo0BosbaBa yciaoBe Tsphema 1, to je A, =, 0. loka3z Tephema 3.
U3BOMMO WHAYKIHjoM o n. 3an =0, By =q =, 1, u By = ¢ = p =, 1 = 0 = 0, no uzdopy
BaJIyaImje u.

Hoxaxumo kopak n — n + 1. Ilpernocrasumo ja By, =, 1 u By =, 0. Tana je Boyio =
Bony1 = Asny1 = 0= 0=1, u Boyi3 = Bopyo = Ay =, 1= 0=0. u

Tepherwe 4. Heka je u mpoussosbHa Basyanuja takea ga je u(p) = 1 uw u(q) = 1. Tana je A, =, 1,
B,=,1,n>0.

Hoxas. Jokas m3poauMo uHAyKIHjoM o n. 3an =0, Ag =p =, 1, u By = ¢ =, 1, no usbopy
BaJIyalmje u.

Joxazxumo kopak n — n+1. Ilpernocrasumo na A, =, 1 u B, =, 1. Tagaje A,.1 = A, AB, =,
INl=1,uB,,1=B,=A,=,1=1=1 [ |

[Ipema Tsphemwy 1. nujeana dpopmysie A, Huje Tayrosoruja, a npema Tsphemy 4. nujeana dop-
mysia A, auje koarpagukiuja. [Ipema Tephemy 4. aujeana dpopmyna B, takohe Huje KOHTPAIUKITH]A.
[Ipema TBphemwy 2. nujeana napuo mnaekcupana dpopmyia B, nuje tayroJoruja, a npema TBphemy
3. HUjeHA HENApHO WHEKcHpaHa gopmysia B, Huje TayToJiornja. .

Husosu dopmyna A, u B, cy nedunucanu ca:
AO =D, BO = {q, An—l—l = (An = Bn) = An; Bn+1 = An = BTL7 n > 0.

Jokazartu na aujeana popmyna A, u aujeana dpopmyna B, HUje HE TayTOJOTHja HH KOHTPAIUKITA]A.

Pememwe. Hanumumo tabiuie NPBUX HEKOJIHKO WIAHOBA JATUX HU30BA.

Ay q = By
0

b 1 2

—| = oo

o
HOP—‘}—‘UJ
HHOOI}
— o~

1
0
1

WNucnupucanu TadaunoM heMo goKa3aTu HEKOJUKO TBphemba, n3 KOJUX JUPEKTHO CJIEIU PEIIeIhe 3a-
JTaTKa.

Tephewe 1. Heka je u mpousBospHa Bagyanuja tTaksa ga je u(p) = 0 u u(q) = 1. Tazxa je A, =, 0
uB,=,1,n2>0.

Hoxas. Jloka3 n3poaumo wHIAyKImjoM mo n. 3an = 0, Ag = p =, 0 m By = ¢ =, 1, mo uzdopy
BaJyalmje u.

Hokazxumo Kopak n — n + 1. Ilpermocrasumo na A, =, 0 u B, =, 1. Taga je A, 11 = (4, =
B,)=A4,=,0=1)=0=1=0=0uB,1=4,=>B,=,0=1=1. [ |
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Tepherwe 2. Hexka je u npousso/bHa Badyanuja Taksa jaa je u(p) = 1 u u(q) = 0. Tana je A, =, 1
uB,=,0,n>0.

Hoxas. Jlokas m3BoauMo uaaykmujom mo n. 3an =0, Ag =p =, 1 u By = q =, 0, mo u3bopy
BaJIyaIuje u.
Hoxaxumo kopak n — n + 1. Ilpermocrasumo na A, =, 1 u B, =, 0. Tana je 4,41 = (4, =
B,)=4,=,1=0=1=0=1=1,uB,,=4,=B,=,1=0=0. [ |
[Ipema TBphemwy 1. mujenna dopmyna A, HEje TayToaornja u HEjegHa (opmynaa [, HHje KOH-
tpagukinuja. [Ipema Tsphemwy 2. nujeana dpopmyna A, Huje koHTpasuknuja n nujenna dpopmysia B,
HUje TayTOJO0THja. -

Hus dpopmyna A, je sedpunucan ca:
Ag=p, A1=(¢g=(p=9q) =, Apia=A 11 & A, n>0.

VcnuraTn Koju wianoBu Hu3a A, cy TayToaormja, a Koju KOHTPAIUKIIH]e.

Pemewe. Hanumumo tabauie NpBUX HEKOJHMKO WIAHOBA JaTOr HHA3A.

p q|Ag| Ay | Ay | Az | Ay | As
0001 ]0]0}|11]0
0 1{0]1]0]0]1]0O0
1 01,00 1]0/|0
1 171,00 1]0/|0

Nucnmpucanu TabIUIOM ieMo T0Ka3aTh JBa TBphermba, U3 KOJUX IUPEKTHO CJIEIU Pelllehe 3aJaTKA.

Tepherwe 1. Heka je v Banyanuja taksa na v(p) = 0. Tama: As, =, 0, Azpi1 =y 1, Agpnio =, 0, 32
n > 0.

Hoxas. JloKa3 M3BOAMMO HHIYKIM]OM 110 n. 3an = 0 TBpheme cjieu npeMa IpBa ABa pejia TabIuile
3a Ao, A1 n AQ.

[IpermocTaBumo na Baxku: As, =, 0, Az,r1 =, 1, Agpio =, 0, 1 moraxkuMo: As,i3 =, 0, Aspig =,
1, A3n+5 v O

Asnrs = Asnys © Agpps 2,00 1= 0; Agprg = Asnys © Az = 00 0 = 1; Agyys =
Aspia © Aspnys =, 1 & 0=0. u

Tepherwe 2. Hexa je v Banyanmja tTaksa na v(p) = 1. Tama: As, =, 1, Aspi1 = 0, Agnio =, 0, 32
n > 0.

Joxas. Jloka3 ce n3BoaAM WHIYKIIMjOM 110 7, CJUYIHO TpeTxoaHoM. Jlokas ocraBpamo 3a BexOy. M

Iocaeduua. lupextno npema tBphemuma caemu: As, u Az, HUCY HUTH KOHTPAIUKIMjE HUTH
TayTosoruje, 3a cBe n > 0. As, o Cy KOHTpaaukiuje, 3a n > 0. =

Huzosu dbopwmyna A,, B, C, cy nedunucanu ca:
AO =p, By = P, C() =p=p, An+1 =B, :>Cn, Bn+1 =C, :>An, Cn+1 :An:> Bn, n > 0.

WNcnuraru Koju 4/aHOBY OBUX HU30BA Cy TayTOJIOIHje, & KOjU KOHTPAJUKIIHI]jeE.
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Pememwe. Hanumumo tabiuie NpBUX HEKOJHKO WIAHOBA JATUX HU30BA.

plAy By Co| Ay By Ci| Ay By Cy|As Bs (s
0l 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1
1] 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1

NMucnupucann tabauiom hemo jiokasaru jBa TBphema, U3 KOjuX JUPEKTHO CJIeIN PelIeHhe 33/ IaTKa.

Tephewe 1. Hexka je v Batyarmuja taksa ma v(p) = 0. Taga 3a n > 0:

A?m v O; BSn v 1; C?m v 1;
A3n+1 v ]-7 B3n+1 v 07 O3n+1 v ]-7
A3n+2 v ]-7 BSn+2 v ]-7 C3n+2 v 0.

Hoxas. 'TBpheme jpokasyjeMo HHAYKIUjOM 110 n. 3a n = 0 TBplheHe BaxKu, IITO ce JIAKO BUJIH U3
tabaure. IlpermocTtaBumo 1a TBpheme BaxKu 3a n U JOKaxKHMMO Ta 3a n + 1.

Aspis = Bania = Capin =, 1= 0=0.

Baniz = Canio = Agnig =y 0= 1=1.

Conts = Asnio = Banro =, 1= 1=1.

Azpnya = Banyz = O3 =y 1= 1=1.

Binys = Cani3 = Azniz =, 1 = 0=0.

Csnia = Asnis = Banyz =, 0= 1= 1.

Aznys = Banya = Cpps = 0= 1= 1.

Banys = Capgg = Az =, 1 =1 =1

Cspys = Aspqa = Bapya =, 1 = 0=0. u

Tepherwe 2. Heka je v Basyannja taksa ga v(p) = 0. Tama 3a n > 0:

ASn —w 17 B3n v 07 CSTL —w 17
A3n+1 v 17 BSnJrl v 17 CSnJrl v 07
A3n+2 v 07 BSn+2 v 17 CSnJrQ v 1.

Hoxras. ClmdHO Kao J0Ka3 MPETXOIHOT TBphermba. |

IDocaeduua. llpema tBphemuma dopmie Cs,, As,i1 u B, o cy TayTosoruje, 3a n > 0, 10K ocTajie
dopmyJie HUCY HU TayTOJIOTUje HU KOHTPAUKIIH]E. .

EsemeHTapHa eKBUBAJICHIjA, CJ0XKEHOCT

Enementapna ekpuBaseHmuja Kaxkemo 1a cy dopmynre A n B eleMeHTapHO e€KBUBaJIEHTHE, Y

osnanu A = B, ako je A < B rayrosoruja. JlpyruMm pedmma, ako 3a CBaKy BaJyalldjy v BayKu
0(A) = 0(B).

JlokazaTi Ja je = peJjalyja eKBUBAJEHIN]e Ha CKyTy For.

Pememe. Heka je v mpoussosbrHa Bamyanmja. Kako je 0(A) = 0(A), Baxu A = A, 1. = je
pedJieKcuBHA.
Ako je A= B, tana je v(A) = 0(B), na je u 0(B) = v(A), tj. B = A. Jakue, = je cumerpuvna.
Akoje A= Bu B=C, tana je 0(A) = 0(B) u v(B) = 0(C), na je u 0(A) = 0(c), 1j. A=C.

Jaknie, = je u TpaH3UTHBHA. -
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[ 94.] Hexa je A= Bu C = D. [okasaru ja je raga A = =B u AxC = B+ D, 3a cpe
E {/\7\/7$7 ©7 y?T’ \l’}'

%

Pememe. Heka je v mpoussospra Bastyanuja. I3 A = B ciaequ 0(A) = 0(B), ogakie je u ~0(A) =
—0(B), na je no aedununuju uarepnperanuje u 0(—A) = 0(-B), 1j. -A = - B.

Heka je v mpousBosbHa Basyanuja. 13 A = B caeau 0(A) = 0(B), u uz C = D cuenn 0(C) =
0(D). Tana je 3a cBaku Be3HUK * € {A,V, =, < V. 1 |} Baxu 0(AxC) = 0(A)x0(C) = 0(B)*v(D) =
0(Bx D). Hakne, AxC' = BxD, rje npsa u Tpehia jeHaKOCT BaxKu 10 1e)UHAIM]T THTEPIPETAIIHje,
a JIpyTa BayK¥ U3 MPETXOTHUX jeTHAKOCTH. -

Caoxenoct dopmyne Cioxenoct dopmysre A je 6poj BesHuka y (opmyan A, KOju O3HATABAMO
ca sl(A). Mnaykrusno sl(A) moxemo na jgedbunumemo wa caenehn naumun: sl(p) = 0, 3a p € P;
sl(—A) =1+sl(A), sl{AA B) =1+ 5sl(A) +sl(B) u cimano 3a octase Be3HUKe.

Heka je F' dbopmyna n u u v ase Baayamuje Takse ga u(p) = v(p), 3a cse p € P(F) (nakie,
u v ce moksanajy Ha caopuma dopmyie F). dokazaru ga je u(F) = 0(F). pyrum peunma,
JIOKA3aTh Ja BpeaHocT (popmysie F'y HEKO] BaJyalliju 3aBUCH CaMO Ol BPEJIHOCTH Te Ba/Iyalluje Ha
ciaoBuma popmyse F.

Pememe. Jloka3 n3BOAMMO MH/YKIIAJOM 110 CjI0zKeHOCTH popmyse F.

Ako je sl(F) = 0, tana je F' = p, 3a weko p € P. Tlpumerure na je tana P(F) = {p}, na npema
upernoctasiu u(p) = v(p), onakaie je u(p) = v(p), 1j. u(F) = 0(F).

[TpernoctaBumo ja TBpheme BazKku 3a Gopmysie caoKeHocTH Mame o n. M neka je F' dpopmysa
cioxkenoctu n. Taga je FF = -G umu F =G+ H, tne x € {\,V,=, <, V. 1 |}

Heka je najupe F' = =G. Ilpumerute taga ga je P(F) = P(G), anu Tana je u sl(G) = sl(F) —1 =
n—1 < n, ma 3a G BaKu UHIYKTUBHA XunoTe3a. Kako ce u u v mokiamajy na P(G), 10 HHAYKTHBHO]
xunotesn je 4(G) = 0(G). Konauno je u(F) = u(—-G) = -u(G) = —0(G) = 0(=G) = 0(F).

Heka je caga ' = GxH. Tlpumerure naje P(G), P(H) C P(F'), na ce u u v MOKJalajy Ha CJIOBEMA
dopmysie G, kao u Ha caosuma dopmyse H. Takobe, sl(G),sl(H) < n, na upema HHIYKTHBHO]
xunoresn Baxku 4(G) = 0(G) u w(H) = 0(H). Konauno, 4(F) = u(G + H) = u(G) xu(H) =
0(G)*0(H) =0v(G*h) =0(F). —|

Heka cy A u B uckasne dpopmyse Takse na: A Huje KOHTpaauKiuja, B HUje TayToJ0ruja u
A = B jecre tayrosoruja. Jlokasaru ga P(A) N P(B) # 0.

Pememe. Kako A Huje KOHTpaauknuja, n3abepuMo Bagyamujy u TakBy jga je A =, 1. Kako B Huje
TayTOoJI0THja, n3abepuMo BaJyalnjy v TakBy ja je B =, 0.
Ako je P(A)N P(B) =0, taza je 106po nedunucana Baayanuja w ca:

u(p) , p€ P(A)
w(p) = ¢ v(p) ,p€ P(B)
0 ,p¢P(A)UP(B)

Kako je u |pay= w |pa), 1212 je w(A) = 4(A) = 1, a kako je v |p(p)y= w |p), Taga je W(B) =
0(B) =0. Tana je A= B =, 1= 0= 0, mrro je kouTpajuknuja ca F A = B. —|

Heka je F(pi,p2,...,pr) dopmyna y kojoj ce momasibyjy camo cjaoBa (MOXKJa HE CBA)
P1,P2, - - -, e Heka cy Ay, As, ..., Ay uponsBosbre dopmyre. Ako je F(py,ps, ..., k) TayTONOrH]a,
nokazatu ga je u F(Ay, Ag, ..., Ag) mayromoruja. (F(Ay, Ag, ..., Ax) je dopmyna gobujena mocse
3aMeHe CBAKOI MOjaB/buBamba cJIoBa p; dhopmyaom A;.)
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Pememe. Axo je v Badyanumja, younmo Heky (6usio kojy) Baiyanujy v’ taksy ga v'(p;) = 0(4;), 3a
1 <1< k. Hokaxumo na je 0'(F(p1,...,pr)) = 0(F (A1, ..., Ap)).

Jlokasz m3BOAMMO UHIYKIjOM TI0 cJI0KeHOocTH dhopMmyse F. 3a 6a3y WHIYKIHje, TPETIOCTABIMO
ma je sl(F) = 0. Tama je F(pi,...,pr) = pi, 3a wexko 1 < ¢ < k. Ilpumerumo ma je taga
F(Ay,..., Ax) = Ai. Pasyiamo #'(F(py,...,p) = #(pi) = /() = 0(As) = o(F(Ay,. .., Ag)),
IITO JloKa3yje 6a3y MHIYKIHje.

[Tpernocrasumo Ja TBheme Bazku 3a HhopMyste CJI0KEHOCTH Marbe o1 1, u Heka je sl(F') = n. Tana
je F=-Gum F=Gx*H, 3aueko x € {\,V,=, < V. 1 |}

Y mpeom cayuajy F' = -G nmamo ga je sl(G) = sl(F) —1 =n —1 < n, na 3a G Baxu ui-
nykrupHa xumnoresa, 1j. O (G(p1,...,pr)) = 0(G(Ax, ..., Ag)). Cama paaymamo: O'(F(py,...,pr)) =
V(=G (pr, - pr)) = 0(Gprs - px)) = 70(G(Ar, ... Ag)) = 0(=G (A, ... Ag)) = 0(F(As, . .. Ag)).

Y apyrom cayuajy F' = G x H umamo 1a je sl(G),sl(H) < n, na 3a G u H BaxXu MHIYKTHBHA
xunoresa, 1j. O'(G(p1,...,pr)) = 0(G(A1, ..., Ax)) u O/(H(Py,...,px)) = 0(H(Aq,...,Ay)). Cana
pauynamo: O'(F(p1,...,pr)) = 0'(G(p1, ... pp)*H (p1, .. ., px)) = 0'(G(p1, -, pi) ) %0 (H (p1, - - -, px)) =
0(G(Aq, ... Ap)) x 0(H (A, ..., Ag)) = 0(G(Aq, ... Ag) * H(Ay, ..., Ax)) = 0(F(Aq, ... Ag)).

Caja MOXKeMO 11 J0KazkeMo TBpheme 3anaTka. Heka je v npou3Bo/bHA BaJyallnja, U HeKa je v’ moj
npuapysKeHa Bajyaija kako je Behi objammeno. Kako cvo jgokazanm, taga je 0(F(Aq, ..., Ag)) =
O'(F(p1,---,pk)) = 1, jep je F(p1,...,pr) TayTONOrHja, Na je CIHENUjaJHO TadyHa y Bajdyanuju v’
Hakme, F(Aq, ..., Ay) je Tadna y TpOU3BOJbHO] BAIYAIIUjH v, OJIAKJIe CJEH JIa je U OHA TayTOJOTHja.
_|

Heka je F(py,pa, ..., pr) dopmyna, u Ay, Ay, ..., Ay, By, Bs, ..., By dopmyJie takse na A; =
Bi~ Z[OK&3&TI/I Ja je F(Al, AQ, ce 714143) = F(Bl, BQ, ey Bk)

Pememe. Jloka3 n3BoAuMO HHIYKIIAJOM IO CJI0XKeHOCTH dopmye F.

Ako je sl(F) = 0, tana je F(p1,pa,-.-,0k) = pi, 32 HeKo 1. Tama je F(Ay, Ag, ..., Ax) = A,
F(By, Ba,...,By) = B;, na u3 upernocraske A; = B; cnemn F(Ay, Ay, ..., Ay) = F(By, Ba, ..., By).

[IpermoctaBuMo ja TBpheme BaxKu 3a GopMysIe CI0KEHOCTH Mambe of n. M Heka je F' dopmyia
cioxenoctu n. Taga je F'= -G wiu F =G H, tjpe x € {\,V,=, <V 1 L}

Ako je F' = =G, mana je sl(G) =sl(F) — 1 =n — 1 < n, na 3a G Baku MHIYKTHBHA XHUIIOTE3a,
Tj. G(Al, AQ, c. 7Ak) = G(Bl, BQ, ey Bk), Ia je u _\G<A1, AQ, ce 7Ak) = _\G(Bl, BQ, R 7Bk)7 Tj.
F(Al,AQ,...,Ak) = F(Bl,BQ,...,Bk).

Ako je F'= G x H, 3a 6uso koje x € {A\,V,=, < vV 1 |}, rana je sl(G),sl(H) <n,na3a Gu H
BayKu HHIyKTHBHA Xunore3a. 1o 3uaun G(A1, Ay, ..., Ay) = G(B1, By, ..., By) u H(Ay, Ag, ..., Ag) =
H(Bl, BQ, NN ,Bk) Ta;Laje G(Al, AQ, NN 7Ak>*H(A1, Ag, R 7Ak) = G(Bl, B27 ey Bk>*H(B17 BQ, Ceey Bk)7
Tj. F(A17A27...,Ak)EF(Bl,BQ,...,Bk). -

KH®, TH®, KKH®, KTH®

KH® Kaxemo ja je popmyna Ay KHO (konjyakrusroj HopMasuoj dopmu) ako je A = Ay A Ag A
... N A, tre je caka ¢opmysia A; IUCjyHKIMja CJIOBA W HETAIHje CI0BA.

JH® Kaxewmo ja je dhopmyna Ay JTH® (nucjyHrTUBHO] HOpMaTHOj hopMmu) ako je A = AV Ay V
...V Ay, t1e je cBaka dpopmyaa A; KOHjyHKIIH]a CJI0BA WJIM HErammje CJI0BA.

Tu L Osnaunmo ca T dopmyay pV—p, a ca L dbopmyry pA—p. llpumerure na je T esreMeHTapHO
€KBHMBAJICHTHA, CBaKOj TayTOJIONHjU, a Ja je | ejleMeHTapHO €KBUBAJEHTA CBAKO] KOHTPAUKIU]U.
Oznake T u L yBoammo 300r Kpaher 3amuca HEKUX CTBAPH.
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KH®-IH® anropuram IlpernocraBumMo ga ¢popmysira A o1 Be3HHKA MMa Be3HHKE —, A, V, = <.
[lomryjyhu ciaenehe kopake dpopmysny A MokeMO eeMeHTaAPHO €KBHBAJIEHTHO TPAHC(OPMHUCATH Y

dopmyay koja je y KHO uan JIHD.

1.

AR

Ennvuaunemo < xkopucrehu: p < g = (p = q) A (¢ = p).

Enumuaninemo = kopucrelin: p = ¢ = —p V q.

Yoaryjemo -y 3arpaze kopucrehu: =(pAq) =-pV -qgu ~(pVq) =-pA—q.
EsmunumeMo jyinie Heranyje Kopucrehu: ——p = p.

[Mogemasamo tako na gobujemo KH® wimm JTH® kopucrehu: pA (¢Vr) = (pAq)V (pAr),
pV(gATr)=(pVq) A(pVrT)u BEXOBa YOUIITEHA.

Ko3mernuka nogemasama: pAp=p, pVp=p, N T =q,qVT =T, gNL=1,qVLI=q.

OKa3aTH /12 33 KOH]VHKIIM]V U JIMC]VHKIIM]Y BaxKU PAYVH ~CBAKU Ca CBAKUM' , Tj. BayKU:
)

1.

2.

P1VpeV. . Vo)A@ V@Y. Va) = Aa)ViA@) V... V(i Ag)V (p2 Aqi) V (pe A
@)V NPA@V . NP A@)V D Ag) VoV (P A q);

(PrAp2 A APV (AN A =DV ADIVER)A . ADIVa) NP2V a)A(peV
)N APV A APV @) APV a) A A (peV a).

Pememe. (p1VpV..Vp)A(@V@eV..Va)=piA@VeV...Va)lVpA@aVeV...V

WV Ve ANaV@eV.. . Va)l=mAa) Vi A@R) V. VAV (e Aq)V (P2 Ag) V.V
(P2 Aq)V ... V(e A1) V(P ANqa) V...V (pr A q), 7 camano Kaga A u V 3aMeHe MecTa. =

Kopucrehu enementapue tpancdopmanuje nokasatu aa je (p = (¢ = 1)) = ((p = q¢) =
(p = r)) TayroJoruja.

Pememe.

p=@=r)=(=q9=@=r)

“p=(@=r))Vp=q9=@pm=r))

—(pV(g=r)V(=(p=qV=r)

=(=pV (=gVr)V(=(-pVq)V(=pVr))

(7= p A=(=g V1))V (== pA=g)V(=pVrT))

(== p A (=g A=)V (5= p A=g) V (mp V)

(pA(@NA=1)V((pA=g)V (mpVT))

(pAgA—T)V(pA—q)V—pVr (oso je JTHD)

[pA((gNA =)V =g)]V—pVr -

TA(=rV—oqV-p)lVvr
—rV-ogV-pVr
TV-—agV-p
-

Onpenuru jenan KH® u JJTH® dopmyre p < (¢ < 7).
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Pemerb(; - (q - r)
[p = (q@r)]A[(q@r):w[ﬂ]

p=(g=r)ATr=9)]AN[((g=1)A(=q)=Dp

= J AT
= [pV((mgVr)A(r V) A=((mgVr)A(=rVag) Vo
= [pV((mgVr)A (V@) A(=(=gVr)V=(=rVa)Vp
= [pV((mgVr)Ar V@) A((mmgA=r)V(==r A=g)) Vpl
= [pV((mgVr)A(rVa)lAl((gA=r)V(rA=g))Vpl(*)
= (pVogVr)A(=pV-rVg AllgVr)A(gV—=g) A(=rVr)A(=rV=g))Vp
= (-pV gV A(pV-rVgA[(gVr)ATATA(rV=g) V]
= (pVgVr)A(=pV-rVg) Al((gVr)A(=rV-g) Vo
= (-pVqVr)A(—pV-rVqg) A(gVrVp)A(—rV-ogVp), mro je KHD.
Kasa ce Bpatumo y (%), uMamMo:
pe(ger)
= [pV((mgVr)A(=rVa)lA [((qAﬂT‘) (r A=q)) V pl (%)
= [pV((gVr)A(=r V) AllgA-r)V(rA-g)Vp

“pAgA-T)V (mp AT A=g)V (ﬂp/\p)

(g V)N (V@ AgA=TIV (=g V) A(=rVg) Ar A=glV[(—gVr)A(=rVg) Ap
P AGATT)V (p AT A=g) VLV [((mg AgA =)V (r AgA=—r)) A (= Vg)]V

(=g V) AN((=r AT A=)V (gAT A=)V [(mg V) A(=rVq) Ap]

“pAGA-T)V (mp AT A=q)VI[(LVL)A(—r VgV .
(mgVr)A(LV D]VI(=gVr)A(=rVg) Apl

(
[
(
[
(
[
Eﬂp/\q A=)V
(
(
(
(

= (P AT A=) VILA(=r V@V [(=gVr)ALIV[(=gVT)A(=rVaq) Ap|
= (-pAgA-T)V(pAT A=)V LV LV [(=gVr)A(=rVag) Ap

= (pAGA-T)V (mp AT A=) V(=g A=)V (=g Ag) V (r A=r)V (r Aq)) Ap]

= (pAgA-T)V(pAr A=) VI[((mgA—-r)V LV LV (rAgq))Ap]

= (pAgA-T)V (p AT A=) V(g A=r) V(1 Ag)) Ap]

= (-pAgA-T)V(pATrA=q)V (g AN—r Ap)V (rAqAp), mro je THD.

Husosu dhopmyna A, u B, cy nedbunucann ca:

Ay=p=q, A =p, Appo = A1 = Ay,
By =p, Byy1 = B, & Agnya.

HMcnurarn Koju 4IaHOBW OBUX HU30BA Cy TayTOJIOTH]E.

Pememe. Hanummumo tabanie npBux HEKOJHKO WIAHOBA HHU3a A,,.

p q|Ag| A | A | As | Ay | As
00101 ]0}111]0
O 11010110
1 00, 1]0]17]0]1
1 1|1 1 1 1 1 1

M3 Tabsmne BUIUMO Ja MApHO HHJEKcHpaHe GhopMmyse UMajy ucre TabJuIe, Tj. eJeMEeHTApHO Cy
eKBHUBAJIEHTHe, U J1a Cy HellapHO WHIeKcupaHe dhopMylsie Takohe eleMeHTApPHO eKBuBasteHTHe. OBO
nokasyjemo y ciaenehem TBphemy:

Tephere 1. A,i0=A,, n>0.

Hoxas. Vmamo A, 10 = Ay = A, = (A, = A1) = A, =-(0A VA, 1) VA, = (A N-A, 1)V
A, = A,, Tle y mocse/itbeM KopaKy KOpUCTUMO 3akoH ancopbmmje: pV (p A ¢) = p (dokaxkure ral).
[Iperxoanu goKa3 npojasu 3an > 1. 3an =0umamo Ay = A = Ag=p= (p=q) = pV—pVq=

—pVqg=p=q= Ap. |
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Hocaeduua. As, = Ag=p=q, Aspi1 = Ay =p,3an > 0. Onasae cirenn 1a HAjeIaH 4IaH HA3A
A,, HHUje TayTOJIOTH]a.
Hamumumo Tabiuie npBHX HEKOJHKO WJIaHOBA Hu3a [3,.

p q|Bo|Bi| By | Bs
0 0] 0 1 0 1
0 1]0 1 0 1
1 01 1 1 1
1 11 1 1 1

13 Tabaune BHAMMO, CAUIHO KAO Y TPETXOIHOM eIy, Ja Cy HapHO HHAeKcHpane dhopMmyse eleMeH-
TapHO €KBUBAJEHTHE, W Jla Cy HEMapHO WHeKcupane Gpopmyse takohe eleMeHTAPHO eKBUBAJICHTHE.
OBo mokazyjemo y ciaemehem TBphemy:

Tephere 2. B,.o = B,, n>0.

Hoxas. VImamo B0 = By < Aogyys = (B & Agpy) © Aoz = (Bo e p) e p=B,& (pe
p) = B, < T = B, rjie ¢MO KOPHCTHJIU IPBO TBPDEhe W 3aKOH ACOIMjATHBHOCTH 34 <. [

Hocaeduua. Bs, = By =p, Bop,1 =B =By Ai=p<& p=T,3an>0. OmaBae cienu 1a
HApHO UHIEKCUPAHU WIAHOBU HMU3a [, HHUCY TayTOJIOTHje, a HeapHO WHICKCUPAHU WIAHOBH jecy. -

Hus dopmyrna A, je nedunucan ca:

Ag=p, A== pP=9) = Apro=A411 & A4, n>0.

VcnuraTn Koju 4wiaHoBu Hu3a A, cy TayToJoruja, a Koju KOHTPAIUKIIH]e.

Pememe. Hanumumo T&6J’II/IL[€ IIPpBUX HEKOJIMKO YJIaHOBa AATOI' HU3A.

p q|Ag| A | A | As | Ay | As
0O 00| 1T]0]0}11]0
O 101 (0]0}|11]0
10,1 ,010]1]0]0
111,00 1]0/|0

Wucnupucann TabJaumoM I0KaxkuMo ciaegehe TBpheme, U3 Kojer ZUPEKTHO CIeIH Pellerhe 3a1aTKa.
Tspherwe. Az, 3 = As,, 3an > 0.

Hoxas. Asniz = Asnio © Agpgr = (Asn1 © Asn) © Agpr = (Agpr © Asp) © A =T &
Az, & Az,. YV 10Ka3y ¢MO HMILIHIATHO KOPHUCTHIN 3aKOHE KOMYTATHBHOCTH W aCOIUMjaTHBHOCTH
eKBUBAJIEHIIH]€. |

Hocaeduuya. Az, = Ay, Aspi1 = A1, Agpio = A, 3an > 0. [ |
Jlako ce Buam na Ag m Ay HUCY HU KOHTDPAJIUKIIHje HU TAyTOJOrHje, H 1a je Ay KOHTpaIuKIiHja.
Opnarne caequ na As, u As,. 1 HUICY HU KOHTPAIUKIINje HU TAyTOJOTHje, U 13 CY As, 1o KOHTPAJTUKITH]jA,

zan > 0. 4

V caenehnm 3amanmuma je p° apyrm 3ammca 3a —p, a pl je ckpahenuna 3a p.

JlokazaTu ja 3a cake ape pajyauuje u,v saxu p®) =, 1 ako u camo axo u(p) = v(p).
Cremmjammo, p*® =, 1. Y cimano, p*®) =, 0 ako u camo ako u(p) = v(p). Cruennjarmo, p*® =, 0.
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Pememe. (=) IIpernocrasmvo ma je pP) =, 1. Ilocmarpajmo asa caydaja: u(p) = 0 u u(p) = 1.
Axo je u(p) = 0, Tazna je pP) = p¥ = —p, ma mpernocraska mocraje —p =, 0, oxaxie je p =, 0, Tj.
u(p) = v(p) = 0. Axo je u(p) = 1, Taza je p"® = p' = p, ma mperHocTaBKa mocTaje p =, 1, Tj.
u(p) = v(p) = 1. Haxne, y cBakom cayuajy u(p) = v(p).

(<) Ipernocrasumo na je u(p) = v(p). U oBae MoxeMO Ja MOJEJIUMO CTBAp y JBa CIydaja:
u(p) = v(p) =0 m u(p) = v(p) = 1. Ao je u(p) = v(p) = 0, raxa je p*® = p® = =p =, =0 = 1. Ako
je u(p) = v(p) = 1, raxa je p“P) = p' = p =, 1. Y ceakoMm cayuajy je naxme p*®) =, 1.

Ocrarak 3agaTKa cajga TPUBH]AJHO CJAEIN W3 JTOKA3aHOT. .

Heka je A dopmyna unja cy caosa P(A) = {p1,p2,...,pr}. Jdoxkazaru:

1. A= \/ <p1f(p1) Ape®) A A pz(p’“)) ®opmyna Ha JecHOj cTpanu ce Hasuba KJIH® (kanon-
u:A=,1
cku JJH®) dopmye A.

2. A = /\ <p;“(p1) Vopyt v \/p,;u(p"’)) ®opmyaa Ha JecHO] cTpam ce HasuBa KKH®
u:A=,0
(kanoucku KH®) dopmyre A.

Pememe. Jlokaxkumo camo mpsBu Jeo. /Jpyru meo ce jgokasyje Ha aHaJjioran HadmH. Tpeba 1a

JOKAzKeMO JIa 3a CBaKy Basyanujy v saxu: 0(A) = 0 \/ (pT(pl) A p;(m) A... /\pz(p’“)) , Tj. Ja
wA=y1
je A=, 1 ako n camo ako \/ . ,_ , (qu(pl) ApaP) AL Apz(p’“)> =, L.

Hexka je v npouspo/bHa Bajyalmja.

(=) TIpernocrasumo A =, 1. TIpema HpeTXojHOM 3aJaTKy je pf(pi) =, 1, ma je u p'®) A
oA A pz(p’“) =, IA1TA...A1 = 1. VYV ToM cay4ajy v je jeama onx BaJdyaluja II0 KO-
jOj IpaBUMO BeJIMKY JUCjyHKIHjy Ha JIECHO] CTPaHH, Ha je \/ <p§‘(p1) ApiP) AL /\pz(pk)> =

u:A=y1

\/ (p"f(pl) /\pg(pz) A /\pz(pk)> V (p11)(p1) /\p;)(pz) AL /\pz(m)) —, memTo V1=1.
u:A=y 1, u#v

(<) IlpernocraBumo \/ (pT(pl) /\p;(m) A... /\pz(pk)> =, 1. Kako je y nuramy JucjyHKIH]ja

u:A=y1

KOja je TauHa Y v, TO je TadaH Oap jelaH WmeH WiIaH y v, Tj. IOCTOjU BaJdyalldja w Taksa Jga je A =, 1
TR N /\pf(p’“) =, 1. Taja je 3a cBe i: p; Pi) — 1, ma IpemMa MpeTXOaHOM 3aJaTKy je
w(p;) = v(p;). Kaxo je w(p;) = v(p;), 3a ca caosa dbopmyse A, 1o je w = v, na Kako je A =, 1, T0
jeum A=, 1. -
Qopmyna A uma Tabauiry:

p qgrl|lA

000[0

0 0 1|1

01 01

01 110

1 0 01

1 0 171

1 1 0]0

1 1 170

Onpemurn aBe popmysie eKBHBaIeHTHE ca A.
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Pememe. 3a Tpaxkene ase dpopmyse MozxkeMmo ja y3memo KJIHO u KKHO.

Ha 6ucmo nanucamu KIH® nocmarpajmo Batyanuje (pefose Tabsure) v kojuma je dopmysia A
tauna. IIpema nmperxogaom 3agatky A = (p° A Ar )V A ¢t ATV AP AWV AP AT =
(=pA=gAT)V(pAgA-T)V (PA=gA-T)V (DA-gAT).

Ja 6ucmo nanucaain KKH® nocmarpajvo Basyanuje y kojuma je ¢gopmyna A werauna. Ilpema
IPETXOTHOM 3a0aTKy je A = (pﬁo Vg v Tﬂo)/\(pﬁo Vglv 7“1)/\(171 Vglv 7”(])/\(]?1 Vgtv 7”1) =
(' V' VIHAP' VOV IOANDV VAPV P V0 = (p VgV )NV =gV r)A(mp Vg VA
(=pV =gV —r). .

Onpenurn e dopMyIe ca CJOBAMA p,(,T KOje Cy TadHe caMO y BaJgyalyja y KojuMa je
jeJHO CJIOBO HETATHO.

Pemewe. Hanumumo tabauiy takBux gopmy.ia.

p q r | dopmynaa
000 0
0 01 0
010 0
011 1
1 00 0
1 01 1
110 1
1 11 0

Be Tpazxkene dpopmysie mory outu KJIH® 1 KKH® dopMmyna gaTtux mpeTxoaHoM TabJIHIIOM.
KIAH®D je: (—-pAgAT)V(DA=gAT)V (DAgGA-T).
KKH® je: (pVagVr)A(pVagV-r)A(pV-gVr)A(—pVqgVr)A(—pV-qV-r). =

Onpenutu cBe mehycobuo Heeksupanentne dgopmyne A(p, q,r) Takse na je dopmyna F =
(p A q < A) = g A\ r tayrosoruja.

Pememe. Hannmumo tabyuiy dpopmyre F:

p qr A|B=pANq|C=B<sA|D=gNr|F=C=D
0 0 O ap 0 —aq 0 aq

0 0 1 Q9 0 a9 0 a9
010 as 0 —as 0 as

01 1 aq 0 —ay 1 1

1 00 as 0 a5 0 as

1 01 Qg 0 lers 0 ag
110 ay 1 ay 0 —ar

1 11 as 1 as 1 1

Y pauyny Tab/nie cMO KOPUCTHJIN Jia Y HCKa3HO] ajaredbpu Baxke jegnakoct: 0 < a = —a, 1 < a = a,
a = 0 = —a. Tposepure ux!

W3 tabsune Bugumo Jia je dpopmysia F TayToJsiordja ako M caMo aKo a1 = Gy = a3 = a5 = Qg = 1
u a; = 0. IIpumerure na ay u ag mory 6uru u 0 u 1. /lakse, umMamMo deTupu MOryhHOCTH 3a TaOJIUILY
dopmyste A, Tj. UMaMO UeTHPH HeeKBHUBaJIeHTHe (POPMYJIe KOje 33I0BO/baBAjy VCJIOB 3aJaTKa JATe
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TabannaMa;

A Ay A Ay

—_ =0 0 0o
—__ 0 OO oK
—_ O, O, O O
O = = O
—H O R PRk O
O = =
—_ O e

0 0

Ocraje jomr mga wabheMo 1o jemHOr mpeacTaBHHKa 3a (popmyse dmje ¢y oBO Tabamie. Kopuctumo
KKH® (moxe u K/ITH®, anu kako oe tabiure nmajy mawme 0 vHero 1, KKH® he 6urn kpahu of
KIH®): Ay = (pV =gV -r)A(=pV—gVr)A(-pV-qV-r), Ao =(pV gV -r)A(-pV-qVr),
A3 =(—pV—=qgVr)A(=pV—-qV-r), Ay=-pV-qVr. .

Onpeanru cBe meljycobno neexsupasentrne dopmyie A(p,q,r) Takse na je dopmyna F =
((peq) < A) A (r = A) KOHTPATUKITH]A.

Pememwe. Hanumumo tabauiy dhopmyrne F:

p qr A|B=psq|C=B< A\ D=r=A|F=CAD
0 0O aq 1 aq 1 aq

0 0 1 (05} 1 a9 (05} (05}

010 as 0 —as 1 —as

0 1 1 ay 0 a4 ay 0

1 00 as 0 a5 1 Ay

1 01 ag 0 lers ag 0

1 10 ary 1 ary 1 ay

1 1 1 ag 1 as as as

W3 Tabaune Buammo jga je ' KOHTpaJuKIMja ako M CaMO akKo je a; = ay = ay = ag = 0 n

az = as = 1. a4 u ag mory ouru u 0 u 1, na umamo derupu Mehycodno neexksupasienTne opmyJie
quje cy TabJinie:

p g r|A Ay A3 Ay
0000 0 0 O
0o 1,0 0 0 O
01 0] 1 1 1 1
01 1,0 O 1 1
1 001 1 1 1
1 010 1 0 1
1 10,0 0 0 O
1110 0 0 O

Kopucrehu KITH® umamo na 3a dopmyse Ay, As, Az, Ay moxemo na yamemo: Ay = (-pAgA—r)V
(pA=gA—T), Ay = (mpAGA—T)V (PA—GNA—T)V (DA=GAT), A3 = (mpAgA—T)V (—pAGAT)V (DA—gNA—T),
Ay =(pAgN=-1)V(=pAgAT)V (pA—gAN-T)V(DAN=gAT). -

Konuko nma mehycobuo neeksupasentaux naposa dbopmyna (A(p,q), B(p,q)) TakBux na
je dopmyna F' = (A = p) Y (B A q) Tayronoruja. AKo je B KOHTpaaWKIHja, OJAPEJNTH CBe HEEKBH-
BasteHTHE (popmysie A TakBe Ja je F' TayToI0THja.
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Pememe. Hanumumo tabyuiy dpopmynne F:

p qg A B‘C:Aép‘D:BAq‘F:C’YD
00 aq b1 a7 0 a1
01 (45} bg a2 bQ a9 v b2
1 0 as bg 1 0 1

1 1 ay b4 1 b4 ﬁb4

W3 tabsuie BugauMo jJa je F' TayTosorumja ako u caMo ako je: a; = 0, mag ¥ by = 1, mTo BaxKn
AKO U CAMO aKO —dy # by, Tj. AKO U caMo aKo as = by, u by = 0. Hakme, by € {0,1}, as = by € {0,1},
az € {0,1}, bs € {0,1} u a4 € {0,1}, ma umamo 32 napa HeeksuBaseHTHUX dhopmyna (A, B) TakBux
na je F' tayTosaorwmja.

Ako je B kourpammkimja, Tajga je by = by = by = by = 0, 1a ce HaIll CHCTEM yCJIOBA CBOJIM HA:
a; =0, ay = by =0, a3 =€ {0,1} u ay =€ {0,1}, na umamo gerupu MehycoGHO HeEKBUBAJICHTHE
dopmyste duje cy Tabuie:

P q ‘ A Ay A3 Ay
00[{0 0O 0 ©
01,0 0 0 O
10,0 0 1 1
11,0 1 0 1
Moxewmo y3ern: Ay =pA-p, Ao =pAq, A3 =—-(p=q) u Ay = p. =

IloTnyH cKymnm Be3HUKAa

IMornyH ckyn Be3nuka Hexka je S CKym HEKHX Be3HHKA. 3a S KayKeMoO Ja je MOTMIYH, aKO jeé CBaKa
nckasna popmyna A ekBuBajIeHTHa HEKOj GopMmyan B Koja 01 Be3HHKA KOPUCTH CaMO OHE M3 CKYTa
S. Hpyrum pednmma, ako je S J10BOJbAH JIa Ce ONHUIILY CBe HeekBHBaJsieHTe hopmyne. 13 K/AH®D-a u
KKH®-a puaumo ga ckyn {—, A, V} jecre HOTIYH CKYI BE3HUKA.

111. | Jlokazaru ja cy cjejgehn cKynoBu Be3HWKa HOTIYHU:
L. {—, A}
2. {-,Vv}h
3. {~,=}.

Pememe.

1. JoBospHO je mpumeruT Ja je pV ¢ = —(—p A —q), na kako je {—, A, V} moTyH, TO ce y CBaKO]
bopmMysn eKBHBAJEHTHO MOXKe 3aMeHnTH V ca = u A, ofakJje ciaean ga je {—, A} mormyH.

2. CimvHO Kao W MaJonpe, NPUMETHMO 1a je p A ¢ = —(—p V —q), ogakue caean fa je {—,V}
HOTIIYH.

3. JoBoJ/bHO je mpumeruTH jJa je pV g = —p = ¢, na Kako je {—,V} nornys, to je u {—,=}
IOTIIYH.

_|

{=} HHUje NOTHIYH CKyI Be3HUKA.

Pememe. Kaxo je = yHapan Be3HuK, (hopMyJia Koja KOPUCTH CaMO — O] BE3HUKA je 00JInKa ——. .. p,
e p € P. Jlakne, jequne neekBuBajeHTHe (popMyJse Koje ce MOry 3alucaTd oMoy — ¢y p u —p,
p € P. Kako nujegna o oBux Ghopmy/ia HUje HIP. KOHTPAJIUKIH]A, TO ce KOHTPAJIUKIHje HE MOTY
sanucaru kopucrelin camo Besnuk —. Jlakie, {—} Huje moTmyH. .
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113. | [lokazaru ja cy ciejgeln CKylnoBH Be3HHKA HOTIYHU:

L {1}
2. {I}.

Pememe.

1. Kako y mckazuoj anredopu Baxku 0 T 0=1u1711=0, to je =p = p T p. Taxohe, npumerumo
wje pAg=-(p1q)=(pta)t(pta) maxaxo {~ A} jecre normym, To je u {1} normyn.

2. Cymano kao u mMasonpe, - p=plp,upVg=-(plq) =@l q | (plq), nakaxo je {—-,V}
HOTIyH, TO je u {|} mormyH.

_|

Heka je x mpousso/bHa OGHHapHa ollepallija HCKa3He ajirebpe, U yBeJUMO HOBH Be3HUK * Y
HCKA3HU je3UK KOJU Ce WHTepIpeTHpa omepanujoM . Axo je {*} TOTIyH cKyn Be3HHKA, TOKA3ATH 1A
je x =1 wm x =|. Hakae, {1} u {|} cy jenunu jegnovnanu noTnyHn cKynoBn OUHAPHUX BE3HHUKA.

Pememe. /[lokaxkumo Hajupe na 0+ 0 = 1 y uckasHoj aarebpu.

[IpernocraBumo cymporao ga je 0 %0 = 0. Ako je Tako, J0KaxkKumo Ja je cBaka dopmysa F,
KOja KOPUCTH CaMO BE3HUK *, HETauHa y Bajyauuju v garoj ca v(p) = 0, 3a cBako p € P. Jloka3s
u3Beanmo wHAyKnujom 1o sl(F). Axko je sl(F) = 0, taxa je F' = ¢, ma kako je ¢ =, 0, 1o je u F' =, 0.
[IpeTniocTaBuMO Jia TBpheme BaxKu 3a hopmy/ie ca Marmbe OJ] N Be3HUKa U JIOKAKUMO TBpheme ako je
sI(F) = n. Tama je F = A% B, n sl(A),sl(B) < n. Ilpema waaykrusHoj npermoctapun A =, 0 u
B=,0,maje F=AxB=,0x0=0.

Kaxko je o mpermoctaBuy {*} mormyH, To mocroju dpopmyia F, 3anucana camo kopucrehn BesHuk
*, TakBa 7a je —p = F. Ilonoso yoummo Bamyanujy v, mary ca v(p) = 0, 3a ceako p € P. Tana je
0(—p) = 0(F), 1j. 1 =0, npema IT0Ka3aHOM, IITO je KOHTPAIUKITH]A.

Hakije, 0 x 0 = 1. ITornyHno anaJjorno Mozkemo Jia jgokazkemo Jia je 1 x1 = 0.

Joxazxemo jorr ga 0« 1 = 1% 0. TlpermocraBumo cymnporro, jga je 0 x 1 # 1 x 0. Vmamo e
MoryhHocTu:

[IpumernTe ga y MPBOM CJIyUajy BaxKH —p = p* ¢, a y Apyrom —q = p x q. Kako je {x} normnyH, o
suaqn ja je u {—} mornyu. Kourpaaukimja.
Hakge, 0x 1 = 10, na umamo j1a je Tabsuna 3a * jejHa oj ciejehe jBe:

Y upBoMm ciy4ajy x =/, a y Japyrom x =7T. -

Hokazaru na {A,V,=, <} Huje nornyn ckyn BesHuka. Jlakie, HHjesaH HEroB HOJACKYID
HUje HOTIYH CKYIl Be3HUKA.
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Pememe. YounMmo Basyaiujy v gary ca v(p) = 1, 3a ceako p € P. Heka je F' npoussosbHa dopmy.ia
3amucana ca BesHunuma {A,V, =, <}. okaxumo Hajupe F =, 1.

Hoxkaz m3soaumo mraykimjom 1o sl(F). Ako je sl(F) = 0, tama je F = ¢, 3a meko ¢ € P, na
je F =, 1. llpernoctaBumo 1a je TBpheme TadHo ako opMy/aa CAIPXKHU Marbe O 1 Be3HUKa, 1
Jokaxkumo ra ako je sl(F) = n. Tapa jewu F = AANBuwm F = AV B wm F = A= B wi
A & B. Y cakom cayuajy, sl(A),sl(B) < n, na npema nHaykTusHOj Xunoresu je A =, 1 u B =, 1.
Tama je ANB=,1N1=1,AVB=,1V1=1,A=B=,1=1=1,A& B=,1<1=1, nakie
y CBakKoM cuy4ajy je F' =, 1.

Ako npernoctaBuMo Ja je {A,V,=,<} NOTHyH CKyll Be3HHKA, Taja moctoju dopmyra F koja
KODHCTH CaMO OBe Be3HUKe, TakBa Ja je g = F. Younmo Banyarujy v gary ca v(p) = 1, 3a cBako
p € P. Tana je 0(—q) = 0(F), tj. 0 = 1, npema nperxonnom. Kontpamukiuja. =

Hoxkazartu jna {—, <} HUje IOTIYH CUCTEM BE3HHUKA.

Pememe. Jlokaxkumo Hajiupe cieaehe TBphembe:

Tepherwe. Heka je F(pi,...,pn) dopmyra 3anucana kopucrelin camo Besnuke — u <. Taza 3a
cBako 1, 1 <1 < n, BaxKu:

HﬂHF(pla“-)_'pia"'apn)EF(pla"'apia"'7pn)7HﬂHF(plv"'y_'piw"vpn)E_'F(ph"'ap’ia"'vpn)'

[Hoxas. [lokas m3Bogumo muaykinujoMm 1o sl(F). Axo je sl(F) = 0, Taga je F' = p;, 3a HEKo
1 <j<n. Ako je i = j, Tanga je ounrieguo F(py,...,7pj,...,pn) = 7 0; = 2 F(p1,...,Djs -, Dn)-
Ako je i # j, raga je ounruieguo F(py, ..., i, ..., pn) =p; = F(p1, ..., Diy- -, Pn)-

[TpermiocraBumo j1a cMO TBpheme JoKa3asin 3a (GopMyJie CJA0KEHOCTH MAhe O] N, U IIPETIIOCTaBUMO
sl(F') = n. NImamo nBa crydaja: F=-Gu F =G < H.

Ako je F' = G, mana je sl(G) = n — 1 < n, ma 0 MHAYKTUBHOj XUIIOTE3N 33 CBAKO i: WJIH
Gp1,-- Wiy D) = Gy s Diy ooy Pn)y 0t G(p1, ..oy iy Pn) = 2G(P1, -, Pis vy Pn)-
Y mpeom cayaajy je F(pi, ..., i ...,pn) = °G(D1,. s Dis-.sDn) = G(P1y-- - Dis--yDn) =
F(p1,....pis--.,pn), @'y OpyroM ciaydajy je je F(pi,...,7pi,....0n) = °G(P1,.-., " Dis-- -, Pn) =
—=G(P1,-- - Pis- - Pn) = 2F(P1s -y pis -, Pa)-

Axo je F = G & H, tana je sl(G),sl(H) < n, na mo WHIYKTUBHO] XUIMOTE3H 33 CBAKO i BAXKM
jesno ox caejeha gerupn:

]‘) G(pla."'7_|pi""7pn> E G(p17""pi7"'7pn) H H(pl)"'7_\pi7"'7pn) E H(pl?""pi7"'7pn)'
Tamaje F(pr..., wi,...s0n) =G01-- ., Wiy s0n) © Hpr ..., iy, 00) =G01- -5 Dis -, Pn) &
H(py...,piy--s00) = F(p1, - Diy- -, Pn)-

2) G(pl""'7_|p7;""7pn) E G(pl?"'?pi7""pn) I/I H(pl""7_|pi""7pn) E _‘H(p17""pi7""pn)'
Tamaje F(p1...,piyeoospn) =G01-. s Diy- o yPn) = Hpr ooy piy oo os0n) =G(D1o Dy oo D) &
—H(pi....,pi-- o) =(GP1-- D sP0) & Hpr- - Dis - Pn)) = 2 F (1, - - Dis -+, Pn)-

3) G(pl,'...,—'pi,...,pn) = G(p1, -y Diy-yPn) W H(pryo ooy 4y os0n) = H(p1y ooy Pis oy Dn)-
r]:‘arztag]eF’(pl-'-7_‘pi7"'7pn):CTY(pl"'7_‘pi7"'7pn)<:>IJ(pl"-7_‘pia"'7pn)E_'C7Y<pl"-7pi7--~7pn)<:>
H<p17p7,77pn>5_'<G(pl7pz77pn)<:>H(p17p177pn>>:_'F(pl7plaupn)

4) G(pla."'v_'pia"wpn) = _'G(p17"'7pi7"'7pn) n H(pla"'7_'pi7"'7pn> EﬁH(pla"'apia-“apn)'
Tamaje F(pr...,=pi,. - spn) =G@1- s Pis-spn) & HPr oo, Piy o 5p0) =2G(P1- Dy P0) &
_'H(p17p177pn) E_'_'(G<p17p7,77pn) <:>H(p17pzvapn)) EF(pthapn)

Y IPeTXOMHOM CMO KOPHCTHJIM 33aKOHe p < ¢ = —(p < ¢) u —p < g = —(p < ¢), KOju ce JaKOo

nokazyjy. Tume je TBpheme q0Ka3aHo. [
[Tpernocrasumo cympoTro 1a je {—, <} nornys ckyn Besnuka. Tana nocroju dopmyna F(p,q,r1,...,7k)

takBa ia je pAq = F(p,q,m1,...,71). Kako =pAq Z —(pAq), 10 F(=p,q,r1,...,7%) Z ~F(p,q, 711, ..., %),

a Kako "pAq Z pAq, 10 F(=p,q,r1,...,1) Z F(p,q,71,...,71). [Ipema TBphemsy ciiein KOHTPaIiK-

uja. -
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JlykainneBu4deB padyH

JIlykamuesuueB pauyn Dopmysie JlykanimesuueBor pauyHa cy uckasue popmyJie Koje 0J Be3HUKA
KOpHCTE 7 U =.

Axcuome Jlykammesudesor pauyna Hekacy A, B, C npoussombhe dpopMmyre JIykalmmeBuaeBor
padyna. Akcuome JlykammeBuueBor padyHa Cy:

Al A= (B=A);
A2 (A= (B=0)=((A=B)=(A=0));
A3 (-B=-A)= (A= B).

IIpasuna u3sBohema JlykamuesuueBor padyyHa JeJInHO MPaBUIO M3BOhEma je MOIYC HMOHEHC:

A A= B
MIT —/——.
B

Hoka3 y JlykammeBudepom pauyHy Jloka3 je komauan uu3 dopmyna Aq, As, ..., A, y KoMe
33 cBakKo 7, 1 <t < n, BaxKu:

e A; je akcuoma, MK

e A, je mociemuma Moxyc noHenca u3 A; u Ay, tae j, k < i.

Teopema Jlykammesuuesor pauyna Dopmyna A je reopema, E A, ako je A mocaeama popmyia
y HEKOM JIOKa3y.

Hamomena CBaku MOYETHH €0 J0Ka3a je Takohe mokas. [lakie, cBaka popMyaa y HEKOM JOKA3Y
je Teopema JIykarmneBu4deBor padyHa.

A= A

Pememe.
1. Al A= (A= A)=A)
2. A2 A= (A= A)=A)]=[(A= (A= A4)= (A= A4)]
3. MII(1,2) | (A= (A=A4))= (A= A) -
4. Al A= (A= A)
5. MII(4,3) | A= A

Joka3 u3 xunore3za H Hexka je H nekun ckyn gpopmysa. /lokas u3 xunoresa H je KoHAYAH HU3
dopmyra Ay, Asg, ..., A, v Kome 3a cBako i, 1 < i < n, BaxKu:

e A; je aKCHOMa, TLIH
o A; € H (A; je xunoresa) nin
e A; je mocienuna Monyc monenca u3s A; u Ay, rne j, k < 1.

Ilocnenuna xunoresza H Dopmyna A je mocaemuna xumoresa H, H F A, ako je A mocieama
dopmyia y HeKOM JIOKa3y U3 XUIoTe3a H.

Hanomena Axo je H + A, tama je Hi F A, 3a cBaku H; 2 H. Takobhe, - A ako u camo axo
0 E A.
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A= B,B= CF A= C (Tpan3uTUBHOCT HUMJIHKAIH]E).

Pememe.
1. xwum. A= B
2. Xwu. B=C
3. Al (B=0C)= (A= (B=10))
4. MII(2,3) | A= (B=C) .
5. A2 (A= (B=0C)=(A=DB)=(A=10))
6. MII(45) | (A= B)= (A=)
7. MI(1,6) | A= C

119. | (Cras menykrumje) ‘H, A F B ako n camo ako H - A = B.

Pememe. (<) IIpernocrasuvo H + A = B. Taga jeu H, A+ A = B, anu tana, kako H, A+ A
unH, A+ A= B, no moxayc nouency caeau u H, A+ B.

(=) Hpernocrasumo H, A + B. Jlokazahemo H F A = B uHIYKIMjOM [0 JIyKHHH J0OKa3a
nocaenune B u3 xumoreza H, A. O3navumMo gayKumy Tor g0Ka3a ca d(B).

Ako je d(B) = 1, taja Taj 10Ka3 UMa caMo jeJIaH 4iaH | TO je B, na Mopa 6utu uin B je akcuoma
it B = A wm B € H. Ako je B akcuoma Tajia iMaMmo:

1. akc. B

2. Al B = (A= B)

3. MII(1,2) | A= B
mTo gokazyje - A= B, najeu H+ A= B. Akoje B=A, tanaje- A= B,jepr- A= A nan
H - A= B. Konauno, ako je B € ‘H Tajga:

1. xwum. B

2. Al B= (A= B)

3. MII(1,2) | A= B
mTo jokasyje H - A= B.

[TpermocraBumo j1a TBpheme Baxku 3a hopMmysie Ynuju je jJoKa3 Kpahu ox n, ¥ mpeTnocTaBuMo J1a
je d(B) = n. Taga wiu je B akcuoma uju je B = A wiu je B € H uiu je B nocjaeauna Mojyc
nouenca u3 C' u D, npu gemy d(C),d(D) < n, u upn uemy je D = C = B. V upsa tpu ciaydaja
pa3sMarpamo MOTIIYHO UCTO Kao n y 6a3u wuayknuje. [IpernmocraBumo 3aTo ja je B moc/eaura Moayc
nmouernca u3 C'u C' = B. Kaxko C' u C' = B uwmajy kpahu noka3, 3a \HUX BaXKW WHIYKTHBHA XUIIOTE3a

naHtA=CuHkF A= (C = B). Tana:

1. xumortese H
2. mocaemuna uz 1. | A= C
3. mocaequna uz 1. | A= (C' = B)
4. A2 (A= (C=1B))=(A=C)= (A= B))
5. MII(3,4) (A= C)= (A= B)
6. MII(2,5) A= B
mTo jokasyje HH A= B. -

120. | WA= ((A= B)= B).

Pememe. [lo craBy geaykuumje moBosbHO je nokazatu A F (A = B) = B, ma xaja jorn jeHoM
MPUMEHNMO CTaB JeyKInje, T0BOpHO je nokazaru A, A = B B. Ho oBo je jacHo momyc moHeHc.

121. | A= B,B=CFA=C.
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Pememwe. Ilpema craBy menykimje J10BOJBHO je mokazatu A = B, B = C, A+ C.

1. xwum. A= B
2. XWUI. B=C
3. Xw. A =
4. MII(3,1) | B
5. MII(4,2) | C
A,-AF B.
Pememe.
1. xwum. A
2.  XWUI. -A
3. Al -A= (—iB = —\A)
4. MH(2,3) -B=-A =
5. A3 (-B = —-A)= (A= B)
6. MII(4,5) | A= B
7. MII(1,6) | B

Ako Ha A,—-A F B npuMeHHMO Ha JBa HAaYWHA, II0 JBa IyTa CTaB JAeAyKIimje, mobujamo H— A =
(A= B)ut-A= (A= B).

123.

. F=—A= A 1j. —AF A;

2. F A=A 15, AF A4

3. F(A=B)= (-B=-A),15. A= BF-B = -A,

Pememe.

1. Hokaxkumo ——A - A.

1. xwun. ——A

2. FaF=(F=G)| —A=(-A=--4)

3. MII(1,2) -A= -4

4. A3 (FA= A= (A= A)
5. MII(3,4) ——A= A

6. MII(1,5) A

2. Jdokaxnmo - A = ——A.

l. F=F=F|-—A=-4
2. A3 (-—mA = -A) = (A= A
3. MH(l,Q) A= —--A

3. Jdokaxnmo A = BF —-B = —A.

1. xwm. A= B

2. F—F=F —A= A

3. FF=--F B = -8B

4. F=GG=HFF=H(2]1)|—A=1B

. F:>G,G:>H|—F:>H(4,3) -—-A = B

6. A3 (—mA = ——B) = (-B = -A)
7. MII(5,6) -B=-A
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124. | "A=AF A

Pememe.
1. xwm. A=A
2. FaF=(F=G)| A= (A= -(B=B))
3. A2 [FA= (A= -(B=DB))|=[(-A=A) = (-A=—~(B= B))
4. MII (2,3) (A= A)= (-A=—~(B=B))
5. MII (1,4) -A = ~(B = B) =
6. A3 (A= -(B=B))= ((B=B)=A4)
7. MII(5,6) (B=B)=A
8. FF=F B=B
9. MII(8,7) A

125. | A= B,-A= B+ B.

Pememe.
1. xwm. A= B
2. XWIL -A= DB
3. F=GF-G=-F(1) -B=-A .
4. F=G,G=HFF=H (32)| -B=21B
5. -F=FFF (4) B

uncjynknuja, koHjyaknuja u eksuanennuja Jledunumemo AV B := ~A = B, AAB := ~(A =
-B)u A< B:= (A= B)A(B=A).

126. | Jlokazaru:

1. AF AV B;

2. BFAV B;

3. AVBF BV A,

4. AV(BVC)F (AV B)VC;

5. (AVB)VCFEFAV(BVQO).

Pememe.

1. Tpeba mokazatu A - ~A = B, mro je no craBy aeaykiyje eksupajienTHo A, A F B, a oBo
cMO Beh jokasagn.

2. Tpeba nokazatu B F —A = B, mro je 1o ctaBy jeyKiuje ekBupajentno B, A - B, mTo je
TPUBHUJAJTHO.

3. Tpeba nmokazaru: A = B+ -B = A.

1. xwumn. -A=2DB
2. F=GF-G=-F (1) -B=—--A

4. F=GG=HFF=H(23)|-B=A

4. Tpeba nokazarn: A = (B = C) F =(=A = B) = C, mro je 1o craBy JeayKiuje eKBHBa-
aentHo ca "A = (nB=C),~(-A= B)FC.
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127.

S YRS O WD

XMHII.

XMHII.

FF=(-F=G)
F=GF-G= —F (3)
MII(2,4)

Al
F=GF-G=-F (6)
MII(2,7)

MII(5,1)

MII(8,9)

Jokazaru:

1. ANBF A

2. ANBF B;

3. A, B+ AN B;

4. ANBF BA A;

5. AN(BAC)E (ANB)AC;
6. (ANB)ACEAN(BAC).

Pememe.

A= (-B=0C)
-(=A = B)

A= (-A= B)
-(mA= B)= -4
-A

B = (mA= B)
—|(—|A = B) = -B
-B

-B=C

C

1. Tpeba nokazatu —(A = —B) F A.

Ot W=

XMUII.

F-F = (F=G)
F=GF-G=-F (2)
MII(1,3)
——F F F (4)

—\(A = —\B)

-A= (A= —-B)
(A= -B)= -4
_|_|A

A

2. Tpeba mokazaru —(A = —B) - B.

Al

XMII.

Al
F=GF-G=-F (2)
MII(1,3)

——FF F (4)

—|(A = —|B)

-B = (A = —iB)
—-(A= -B)= B
_|_|B

B

3. Tpeba nokazatu A, B+ =(A = —B).

1.

N U W

4. Tpeba mokazatu —(A = —B) F =(B = —A). [lokaxxumo Hajupe jgemy: B = -A+ A= —B.

1.

2.
3.
4

XUII.

XUII.
FF=((F=G) =G
MII(1,3)
F=GF-G=-F (4
F+—=F (2)

MII(6,5)

XUII.
F=GF-G=—F (1)
- F = ——F

F=G_G=HFF=H (32

A

B

A= (A= -B)= -B)
(A = —\B) = B

-—B = —|(A = —|B)
_|_|B

-(A = -B)

B = -A
—~—A = -B
A= ——A
A= -B
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U3 neme, mpema crtaBy jaeaykmuje, umamo - (B = —A) = (A = —B). [okaxkumo caja

TBpheme 3a1aTKa.

1. xwum. -(A= -B)
2. Jjema (B=-A)= (A= -B)
3. F=GF-G=-F (2) —\(A:>—|B):>ﬂ(B:>—\A)
4. MH(1,3) —\(B = —\A)
5. Hokazyjemo AN (BAC)F (AANB)AC.
1. xwum. AN(BAC)
2. FAGFF (1) A
3. FAGHG() BAC
4. FAGFEF (3) B
5. FAGFEG (3) C
6. L GFFANG(14)| AANB
7. FFGFFANG(65) | (ANB)AC

128. | okazaru:

1. A BF A= B;

2. A& BFB= A;

3. A= B,B= A+ A< B;

4. FA< Bakoucamoako- A= But B = A.

Pememe. IIpBe Tpu crBapu ce 100HMjajy JAUPEKTHO U3 JiepUHUINje eKBUBAJIEHIM]e W ITPETXOTHOT

3a/aTKa. A TOCJe/Iba CTBAP je JUPEeKTHA MOCIeIUIa TTPBE TPH.

129. | Jlokazaru:
l. - =(AV B) < -AA-B;
2. F —\(A/\B) & —AV B,

Pememe.

1. Hokaxkumo Hajuipe - =(AV B) = -AA =B, 1j. F =(-A = B) = —(-A4 = —-—=B), mo je

peMa CTaBy JeJyKiuje ekBuBajeHTHO ca =(—A = B) F —(=A = ——=B).

Jokaxknmo Hajupe jiemy: -A = —-—B F - A = B, mTo je 10 craBy [e/JyKInje eKBHBAJEHTHO

ca A= B, -AF B.

1. xwum. -A= -8B
2. xwur. —-A
3. MII(2,1) —--B

4. -~F+F (3)|B

U3 sreme, mpema craBy Aedykuuje, gobujamo F (mA = ——=B) = (A = B). [dokaxumo caja

TBpheme.
1. xwum. -(-A = B)
2. Jjema (—|A = —|ﬁB) = (ﬁA = B)
3. F=GF-G=-F (2) —\(—\A = B) = —\(—\A = —\—\B)
4. MII(1,3) —~(-A = —=—B)
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Hokaxnmo caga - —AA-B = =(AV B), 1j. - =(-A = —=B) = =(-A = B), mro je npema
cTaBy Je/IyKiuje ekpuBasienTHo ca —(—A = == B) F =(=A = B).

Jokazxkumo Hajupe jemy: -A = B F A = ——B, mTo je 10 craBy JeJyKIuje eKBHBAJEHTHO
ca A= B,-AF —-B.

1. xwum. -A= B
2. Xwur. -A
3. MII(2,1) B

4. FF-—F (3) | —B
U3 neme, mpema craBy aeaykumje, podbujamo - (mA = B) = (-A = ——=B). [Hokaxumo caja

TBpheme.
1. xwum. —|(—|A = ﬁﬁB)
2. JjeMma (—\A = B) = (—\A = —\—\B)
3. F=GF-G=-F(2)|-(-A=—-B)=~(-A= B)
4. MII(1,3) ~(—A = B)

Tabs0 y mcKa3zHOoj JIOTUIHA

Osnauena popmyna Heka je A dopmyna koja ox Be3sHHKa KopucTu camo —, V, A u =. O3Hauyene
dopmyne cy F Au T A.

T-A F-A TAANB FAVB FA=21B
Fa' TA T4 ' FA " T4
T B FB F B

o IIpaBuJa

FAAB TAVB  TA=DB
n .
FA|FB TA|TB FA|TB

£ npaBuia

Tabao Tabsio popmyse A je OGuHAPHO JAPBO KOje 3a0BOJHABA:
1. Kopen TabJs0a je o3HadeHa gpopmyra F A;

2. Tab/10 ce Jashbe rpaHa o « U [J IpaBUINMA.
I'pama ['pana Tabsoa je Hu3 (popMyJia Koju caIp:Ki KOPEH H He CAJIPpXKHU T'paHambe y cedu.

BaTBopena rpana [ 'paHa je 3aTBOpeHa ako caJpzxu o3HaueHe dopmysie F Bu T B, 3a Heky (6ap
jenny) dopmyay B.

BarBopen Ttabso TabJio je 3aTBOpPEH aKO Cy My CBe I'paHe 3aTBOPEHE.

Teopema moTmyHocTu 3a Tabao A je TayToJiornja ako U camMo ako je Tabso 3a A 3aTBOpEH.

Merozom Tabroa mokazarn ga je (p = (¢ = 1)) = ((p = ¢) = (p = r)) rayronoruja.
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Perueme. 0.F(p=(¢g=r)) :>‘ (p=q9) =@m=>r))
10)Tp=(g=r)

|
200 F(p=q) = (p=r)

3(1) Fp AT g=r
| |

52) T p=q 13(2) T p=g¢q
| \

6(2) Fp=r 14(2) Fp=r

7(5) Fp 8(5)Tq

o6 Tp 11(6)Tp 15(4) F ¢ 16(4) T r

| | ///\\\ ///\\\

10(6) Fr 12(6) Fr 17

( ( ( (

x(7,9)  x(3,11) 19(14) Tp 21(14) Tp 25(14) T p 27(14) T p
( ( ( (
( ( ( (

o 0.F(p=(a=)= (== (p=7)
10)Tp=(¢g=r)
200 F(p=aq)=(@=r)
32)Tp=gq
4(2) .}—‘p =7
5(4) Tp

6(4) Fr

7(1) Fp 81) T qg=r

9(3) Fp 10(3) T ¢

<(5,9) 118 Fq 12(8) T r

x(10,11)  x(6,12)

Metomom Tabroa gokasatu ga je (pV g = r) = (p = r) A (¢ = r) Tayronoruja.
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Pememe.

0.F(pVg=r)=(p=>r)A(¢g=r)

|
1(0)TpVg=r

|
200 F(p=r)AN(g=r)

3(1) FpVg A1) Tr

| 132) Fp=r 142 Fq=r
6(3) F q |

/\ 1513) Tp  17(14) T p
| |

72 Fp=r 8(2)Fq=r 16(13) Fr 18(14) F r

| |
97) T p 11(8) T ¢ x(4,16) X (4, 18)
Fr
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Metomom Tabroa nokasaru na je (r = p) = ((pAq) Vr = pA(qVr)) Tayromoruja.

Peweme. 0.F(r=p) =((pAgVr=pA(gVr))
10)Tr=p
200) F(pAg)Vr=pA(gVr)
32)T (pAg Vr
4(2) FpAlgVvr)

5(1) Fr
/\ /\
73) T pAg 8(3) T r 15(4) F qu
97) T p x(5,8)  x(6,15) 17(16) Fq
10(7) T ¢ 18( 16‘ Fr
11(4@]—" gV 19(3) m Tr
x(9,11)  13(12) F ¢ 21(19) Tp  x(18,20)
14(12) F r 22(19) T ¢
x (10, 13) x (17, 22)



Metomom tabmoa nokazaru ma je (r = —p) = (pA=(gA—r) = (pA—q) A—r) Tayronoruja.

Pememe. 0.F (r=—p)= A-(gA-7r)= (pA—=g) A-)
1(0) T‘r = —p
20) FpA-(gN—r)= (pA—q) AN—r
32) T p A‘ =(g A )
4(2) F (pA—q) A
53) T p
6(3) T ~(q A )
7(6) ]—"‘q A =

8(1)ﬂ/\9(1)’r —p
10(9) F p
11(7) F q RO F 50
13(12) T r
14(4) F p A —q 15(4) F - |

X (8,13)
T 16(15) T r

17(14) F p 18(14) F ~q |

«(5.17)  19(18) Tq  &10)

|
x (11,19)
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Pezoaynuja y nckasHoj Jiorumm

JIurepan Jlurepas je UCKa3HO CJIOBO MJIM HEralMja MCKA3HOI CJIOBA.

Kuaayza Kuaysa je aucjynkiumja autepana. Koaysze hemo 3anmmcuBaTé Kao CKymoBe: Tj. KJay3y
LiV LyV ...V Ly, tne cy L; murepapu, muriemo kao {Lq, Lo, ..., L,}.

KH® KH® je xoHjyHKIIH]a KIay3a.

IIpaBuno peszoaymnuje Axo cy C; u Cy xkmayse, Ly € O, Ly € Cy murepanu TakBu na Ly = —Lg
(Tj. jeman on Ly, Lo je uCKa3HO CJIOBO, a JAPYIH je BeroBa Heranuja), raja je pe3osasenTta o1 Cp u
Cy, y omHocy Ha Ly u Lo, cieneha kinaysa: Res(Ch,Cy; Ly, Ly) = (C1 —{L1}) U (Cy —{Ls}). ¥V oBom
1, VY2

ReS(Cl, CQ, L17 LQ) )

cJIydajy MmpaBmjIo pe3osynmje riacu: Res

Hoxka3z 3a kuaysy C u3 ckyma kuaysa {C;,Cs,...,C,} [oka3 3a kiay3y C U3 cKyna Kjaysa
{C1,Cs, ..., C,} je konavyan Hu3z kiaaysza Aj, Ay, ..., A, KoOju 3a70BOJbaBa: 3a CBaky Kiaaysy A;,
1 <1 < m Baxu

1. A; € {Cl,CQ, .. ,Cn} I
2. A; = Res(A;, Ay; Lj, L), toe j, k <i. 1

3. A, =C.
Teopema nornyHoctu 3a pesoxynmjy Ckyn kiuaysza {C1,Cy,...,C,} je KOHTPaJAHKTOPAH aKo U
caMo ako 1moctoju 1oKa3 3a ) uz ckyna knaysa {C1,Cy, ..., Cy,}.

Komentap QPopwmyna F gara y KH® je koHTpagumkimja ako W camMo ako HOCTOjU JoKa3 3a () m3
kJay3a dpopmyse F. Kopucrehn 1a je dopmyna F' rayTooruja ako u caMo ako je - F KOHTpaJIuKIja,
MeTO/I, Pe30JIyIije MOYKEMO JIa KOPUCTUMO U 3a JIoKa3 jda je F Tayrosoruja.

Metrogom pesonynuje nokasaru ja je F'= (p = q) = ((¢ = r) = (p = r)) Tayroaoruja.

Pememwe. 3Sanumumo Hajupe ~F y KHO.

—F =g AN=(g=r)=(p=1))
(pV@AN(g=1)N=(p=7)

= (-pV@A(-qgVr)ApA-r.

Nmamo gakie 4 Kinaysa. 3amummmuMo JoKas 3a ().

Cr={-p,q}
C2 = {"(],’I"}
Cs = {p}
Cy={-r}

Cs ={q} Res(C1, Cs;—p, p)
Ce = {r} Res(Cy, Cs;—q, q)
Cr =10 Res(Cy, Cg; =, 1)
Kaxko cmo gokaszamm (), To je —=F KonTpaaumkunumja, na je I tayrosormja. -

Meromom pesonynuje gokasarn 1a je F' = (r = p) = ((pAq)Vr = pA(¢Vr)) rayTomoruja.
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Pewmemwe. 3anummmo Hajupe ~F y KHO.

-F

(r=p)A-((pAg)Vr=pA(qgVr))
—rVp)A((pAgVTr)A=(pA(gVr))

( (
(= Vp) A(
( (

= pVT)A(@VT)A(=pV (mg A=)
= (rVvp)AlpVr)A(@VT)A(=pV =g) A(mpV ).
Nmamo 5 Kiaysa. 3amummmMo J10Kas 3a ().
Cl = {_|7", p}
CQ = {p,T’}
={q.7}
Cy = {-p,~q}
Cs = {-p, —r}
Cs = {p} Res(C’l, Cy;—r,r)
= {—q} Res(Cy, Cg; —p, p)
= {T’} 8(03707;(]7 _'q)
= {-p} Res(Cs, Cg; =, 1)
Cro=10 Res(Cg, Co; p, —p)
Kaxo cmo gokasauu (), To je —F konrpajuxkuuja, ua je F rayrosoruja. =

Metomom pesoaynuje gokazaru 1a je F = (r = —p) = (p A-(gA-r) = pA-gA-7)
TayTOJIOTH]jA.

Pememe. 3anummmo Hajupe ~F y KHO.

—F = (r=-p)A-(pA-(gA—T)=pA-gA-r)
(=rV=p) ApA=(gA—r)AN=(pA—gA-r)
= (—rV-p)ApA(=gVr)A(-pVgVr).

Nmamo 4 xkiayse. 3anumumo gokas 3a ().

C) = {_‘Tv ﬁp}
Co = {p}
CS = {_\q,T}
C4 = {_'pa q, 7a}
= {_\7’} RGS(CD 027 -p,p )
= {—¢} Res(Cs, Cs; 1, )
C? = {Q7T} 8(02704 b, )
Cs ={r} Res(Cs, Cr7; g, q)
Cg = Q) R@S(C5,Cg7_|7” ’f‘)
Kaxko c¢mo gokaszamu (), To je —=F konTpaaukunumja, na je I tayrosormja. -

Metomaom pesosyrmje pokazatu na je F'= (pVq)A(gVr)A(rVp) = (pAq)V (gAT)V (rAp)
TayTOJIOTHjA.

Pememe. Sanumumo Hajupe ~F y KHO.

~F = (pVaA(@Vr)A(rVp)A(=pVog) A(-gV =) A(=r V).

mamo 6 Kiaaysa. 3amummmMo J1oKas 3a ().
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C1={p.q}

02 = {q’ T}

CS = {T’, p}

04 = {_'p7 _'Q}

05 = {_‘Q7 _|7"}

Ce = {—\7’, _‘p}

07 = {p7 _'T} RGS(Cl, 05; q, _'q)

Cs = {p} Res(Cs, Cy;r,—r)

09 = {_‘pﬂn} R€S(CQ,C4;(],_\(])

Cio = {—p} Res(Cg, Cy; —r, 1)

Cni=10 Res(Cs, Cio; p, —p)
Kaxo cmo gokazanu (), To je —F KonTpajuknuja, na je I TayroJoruja. =

BynoBe aarebdpe

Bynosa anre6pa Crpykrypa B = (B, A,V,,0,1), rae je B wekn ckym, A u V GHHADHE onepailije
Ha cKyny B, ' yHapHa onepanuja Ha ckymy B, u 0,1 € B cy JBa HCTaKHYyTa eJIeMeHTa, ce 30Be ByoBa
aarebpa ako 3aJ10BoJbaBa ciejelie akcuome:

1. zANy=yAzx zVy=yVux;

2. zA(yVz)=(@Ay)VeAz) zV(yAz)=(xVy A(zV2);
3. xANl==zx rV0=ux

4. N2’ =0 xVa =1,

5. 04 1.

Omnepanujy A HasuBamMo HHPUMYM, V CyIpeMyM, a ' KOMILJIEMEHT.

Hokazarn (' =1u 1’ = 0.

Pememe. oxaxnmo camo 0 = 1:

_|

Komentap Hamame rehiemo nocebrO ma HariamaBaMo KOjy aKCHOMY KOPUCTUMO, I KOMYTaTHBHOCT,
Kao W CBe TIOCJeIuIle KOMyTATUBHOCTH y KOMOWHAIMjaMa ca OCTAJHM aKcmoMaMa, HeheMo moceGHO
3aIUCABATH.

140. | okazaru (2')" = .

Pememe.

s s s e N e

8 ©
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JlokazaTy 3aKoHe HIeMIIOTCHIHje T AT =T H TV T = .

Pememe. Jlokaxkumo camo r A x = .

Az = (xAx)VO0
= (xAz)V(zAz)
= zA(zVa)
= oAl

= X.

142. | Jokazatu cAN0=0uzxV1=1.

Pememe. J[loxkaxkmmo camo x A0 = 0.

A0 = (xA0)VO
= (zA0)V (zAZ)
= zA(0Va)
= oA

143. | [okaszaru 3akone ancopouuje x A (zVy)=zuzxzV (zAy)=x.

Pememe. Jlokaxkumo camo x A (xV y) = .

zA(xVy) = (xVO)A(zVy)
= zV(0AY)
= zVO0

= X.

144. | Jokazatu Az =y AzuxV z=1yV 2z ako U CaMO aKO T = Y.

Pememe. (<) Opaj cmep je TpuBHjasaH.
(=) Mpernocrapumvo z Az =yAzuzVz=yV z.

r = zA(zV2)
= 2 A(yVz), no npernocrapiy ¢V z=yV z
(xAy)V(zAz)
= (xAy)V (yA=z), no upernoctaBiu x Az =y A 2
(xVz)Ay
= (yV2z) Ay, no npermoctasiiy xV z =y V 2
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JlokaszaTu:

l.zVz=yVzuxzVzZ =yVz ako u camo ako r = y;

2.xANz=yANzuzxzANzZ =yAz ako u camMo ako T = ¥.

Pememe. Jloxazxkumo camo npso TBpheme. JIpyro ce jokasyje CJIUTHO.
(<) OBaj cmep je TpuBHmjasan.
(=) IlpernocraBumo zVz=yVzuzVz =y V2.

r = V0
= zV(zAZ)
(xV2)A(zV?2)
= (yV2z)A(yV?z), noupernocraskama rVz=yVz,xVz =yV 27
yV(zAZ)
= yVO0
Y.

Jokazaru acomujatusue 3akone T A (YA z) = (xAy)AzuzxzV(yVz)=(xVy Vz

Pememe. Osnaunvo a =z A(yAz),b=(xAy)Azuc=zx.

aVe=(xANyANz)Ve=z,bVe=((xAy)ANz)Ve=((zAy)Vz)A(zVz)=aA(zVzI)=nu0.
Hakmae, aVe=>bVc.

avVd =(@NyArz)Vvae =@Vva)AN((yANz)Vvae)=1A((y
bV = ((zAy)Az)Va' = (xAy)VE )N (zV') = (V')A (yVa'))A(zVe
(yVaYAN(zVa)=(yANz) Ve Hakre,aVd =bVc.

[Tpema mperxomgaom 3amaTKy a = b, Tj. = A (y A z) = (x Ay) A z. CiagHo ce J0Ka3yje U Apyru
3aKOH. -

/; )V ) = (ynz)Va,

147. | Hokazatm t Ay =0wu xVy =1 ako u camo ako y = x’.

Pememe. (<) OBaj cMep ciaeau JUPEKTHO U3 akcuome 4.
(=) IlpernocraBumo Ay =0m x Vy = 1.

y = yVvo
= yV(xAx)
= (yVvaz)A(yva)
= 1A (yV2a'), no mpernocrasuu z V y = 1
= (xVvVa)A(yVa)
= (zAy)Va
= 0V ', mo npernocrasmu Ay = 0

!
= T.

148. | Jokazatu Jle Mopranose 3akone (z Ay) =2'Vy u (xVy) =2 Ny
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Pememe. Osnaunvo a =xAyub=2'Vy. aNb=(xAy)A @' VY)=(xAyAd)V(xAyAy) =
(0AY)V(zA0) = 0V0 = 0, aVb = (xAy)V(2'VY') = (V' VY )AN(yVa'Vy') = (IVY)A(1ve') = IAT = 1.
[Ipema mperxoamnom 3a1atky je b = a', tj. 2’ Vy' = (z Ny)'.

CmdHOo T0Ka3yjeMo W APYTH 3aKOH. .

HokazaTu ja cy ciejiehia Tepherma eKBuBaIeHTHA:

1.z ANy =ux;
2. xVy =u;
3.2’ vy =1,
4. x Ny =0.

Pememe. (1. = 2.) [Ipernocrauvo z Ay =z. TazajexVy=(x Ay)Vy =y.

(2. = 3.) IlpernocraBumo x Vy =y. Tagaje 2’ Vy=2'VaVy=1Vy=1.

(3. = 4.) Ilpernocrasumo ' Vy = 1. Tagajex Ay = 2" ANy = (' Vy) =1 =0.

(4. = 1.) Ilpernocrasumo Ay = 0. Tagaje tAy = (xAy)V0 = (zAy)V(zAY) =xA(yVY) =
T N1 =ux. -

Vpeheme Kazkemo na je x < y ako u camo ako £ Ay = = (IpeMa OPeTXOJIHOM 33JIATKY aKO U CAMO
akoxVy=y, 2’ Vy=1wmzx Ay =0).

Hokazatu ja je < napuujaino ypeheme na B, 1j. < je ped.iekcupa, aHTHCHMeTPUYHA 1
TPaH3UTUBHA pejalmja.

Pemewe. Kako je z Ax =z, 10 je z < 7, 1]. < je pedaekcuBHa.
Akojex <yuny <z, tamajerAy=zuzxzAy=y. Onatie z =y, 1j. < je aHTHCUMETPUIHA.
Akojer <ymy <z, mamajex ANy=xuyANz=y. tANz=xANyAy=2x/A\y=x, ogaKie je
r < z, 7j. < je TpaH3UTHUBHA. .

JlokazaTu:

1.0<znx <1,
2akozr <ynu v, Tamaz ANu<yAvuaxVu<yVu;

3. v <y ako u camo ako y < x'.

Pememe.
1.0<zjepONz=0,mnz<1jeprAl=nr.

2.Hekajex <ynu<uv, 1. tAy=zuuAv=u, amu Takohe xt Vy =y un u Vv = v. Tana
(AuU)AN(yAv)=(zAy) AN(uAv) =2Au, 1. £ Au < yAv. Takobhe, (zVu)V (yVv) =
(xVy)V(uve)=yVo, 1. zVu<yVuo.

3. x <y ako u caMo ako T Ay = & ako u camo ako (z Ay)’ = 2’ ako u camo ako ' Vy' = 2’ ako u
camo ako y' < z’.
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152. | okazaru:
l.xAy<zunz<zVy;
2. ako z < z,y, Taga z < T A Y.

3. ako xz,y <z, Taja x Vy < z.

Pemteme.
L. (zAy)ANz=(xANx)N\y=x ANy, najex Ay <z Takohe, A (zVy)=z,najexr <zVy.
2. Heka z < z,y. Tamaz =2zNz2<xAy.

3. Heka x,y < z. Tamax Vy < zVz =z

Nurepsan Axo je a < b, unrepsar [a,b] = {z | a <z < b}.

153. | Hekajea < b. Baz € [a,b] nedunumemo z* = (z'Va)Ab. Hoxazaru na je ([a,b], A, V,* ,a,b)
Bynosa anrebpa.

Pememe. Jlokaxkumo Hajupe fa cy A, V,* onepanuje Ha [a,b]. Heka z,y € [a,b], 7). a <z <bmu
a<y<b Tanaa =aNa <zAy <bAb=bua=aVa<zVy <bVb=Db, onakie zAy,xVy € [a,b].
Axko z € [a,b], Taga a < 2’V a, ma kako je u a < b, 0 je a = aANa < (' Va)ANb = x*. Takobe,
¥ = (2’ Va) Nb < b, onakie z* € [a, b].

Kaxko ¢y A,V KomyTaTuBHE onepalnje U JUCTpUOYTUBHE jeHA peMa JIpyroj Ha I, oHe cy TakBse
u Ha [a,b)].

Ako z € [a,b], 1. a <x < b r0jemarVa=xuxAb=zx najeucuymena u rpeha akcuoma.
Takohe, c Aax* =z A (2’ Va)ANb=(x AD)AN(2'Va)=xA (@' Va)=(xAN2)V(rANa)=0Va=a
nxVar=zV (@ Va)Ab) =(@VaVa)A(xVb) =(1Va)ANb=1Ab=10>, naje ucuymena u
YeTBPpTa aKCHUOMa.

Kaxko je a < b, 1o je a # b, mro gaje nery akcuomy. akie, ([a,b], A, V,* ,a,b) je Bynosa anre6pa.
_1

NUnean [ C B je nmeas ako:
1. 0 e [
2.akorx e lnwy <z, tanay € [;

3.akox,y € l, TataxVye€l.

@uarep F C B je duarep axo:
1. 1 € F;
2.akor € Fuzx <y, tramay € I}

3. ako x,y € F, tarax ANy € F.

Heka je a # 0,1. okasatu ma je unreppan [0,a] = {x | * < a} mmean, a marepsar
la,1] = {z | a <z} duarep anrebpe B.
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Pememe. Jlokazxkumo camo Ja je [a, 1] dwmrrep, ako je a # 0.

Hokazxumo Hajupe na je [a,1] € B. Ako mpermoctaBuMo CynpoTHo ja je [a,1] = B, taaa je
0 € [a,1], ma je a < 0. Kako je yBex 0 < a, 1o je a = 0, mITO je KOHTPaJUKIIH]ja.

[Tpumernmo 1a 1 € [a, 1], onakie je mpBa 0cOOWHA UCIIYIHEHA.

Heka x € [a,1]]mx <y. Tana a <z <y, nau a <y, ogakie y € [a, 1].

Heka x,y € [a,1]. Tanaa<zma<y,najea=aAa<zAy, onakie z Ay € [a,1]. .

155. | Heka je S C B. Hdedunumemo S* = {2’ | x € S}. Ilpumerure S* = S.
1. Ako je I ugean, nokasaru mga je I* duarep.

2. Ako je F' dunrep. moxaszaTtu ma je F* mmgeal.

Pememe. /[loka:kmMmo camo TpBH Jleo. KopucTtumo ouuraeHy KapakTepusanujy: © € [* ako u camo
ako =’ € I.

I*C B,jepuz 1 ¢ 1, crenu 0 ¢ [*. Takobe, xkako 0 € I, To 1 € I*,

Heka v € "uax <y Tamaz' € Iny <2/, uay €I, onakie y € I*. Heka x,y € I*. Tana
dyel,nad’ vy €l. Tanaxz Ay = (' Vy') €I .

Hexka je F xonauan duirep nHeke Bysose anarebpe. Tana je I ronasuu duarep. Cuenujasno,
cBU (puaTepu y KoHauHo] BysoBoj aaredbpu cy riiaBHu.

Pememe. . Hekaje F' = {aj,as,...,a;}. Hekaje a = a; AasA. .. ANag. Jokaxumo na je F' = [a, 1].
Heka x € F. Taga je x = a;,3anek0 1 <i<kma=a ANagA...Nax < a; =x, nazx € [a,1].
Hakne, F' C [a, 1].
[Tpumernmo 1a a € F, jep je a xonadan mHbumyMm enemenara u3 F (no rpehoj akcmomu 3a
dbwrrep). Opare, 360r apyre akcnome 3a duarep, [a,1] C F. -

157.

1) {1} je dbunrep.

2) Axo cy F u G dunrpu, tana je u F' NG durrep.

3) Ako cy F u G bunrpu, tana je FG ={z ANy |z € F,y € G} wiu dbunrep uiu je jeqnax B.

)
)
)
4) Axko ¢y F, G u FG dunrpu, tana F,G C FG n axko je H duarep takas na F,G C H, taga je

FG C H. (JIlpyrum peunma, ako je F'G dbuarep, tana je on Hajmawmu dbuiarep Koju caapxu u F
uG.)

Pememe.

1) OBo je ounrsemHo.

2) Ako ¢y F'u G dwrrpu, taga je FNG C F C B, na je FFNG crporo caapxkan y B. Takobe, kako
1e F,G, 101 € FNG, na je npsa ocobnna n3 aeduHuimje GUITpa nCIymeHa.

[IpernocraBumo ga z,y € FNG. Taga x,y € F,G, na xkako cy F'u G duarpu 1o z Ay € F, G,
naux Ay € FNG, ogakie ciaean 1a je HCnymeHa u Apyra ocobuna gedunummje dpuarpa.

[IpermoctaBumo na x € FNG u x <y. Taga x € F,G, na kako cy F' u G dunrpu, o y € F, G,
nau y € NG, ogakne je ucinymera u Tpeha ocobuna nedununmje dpuarpa.
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3) IlpermocraBumo na FG # B. Tana je FG C B. Jlokasyjemo jga FG 3as0BosbaBa 0coGHHE
dbuarpa. Kako 1 € G, 0o 1=1A1€ FG.

[IpernocraBumo m1a x,y € F'G. Taga je x = x1 Axo my = y1 A Yo, 3a HEKe x1,y; € F u x9,ys € G.
Tamajez Ay =X Ao A1 Aya = (x1 Ayr) A(xa Aya) € FG,jep 21 Ayp € Foa xa Ays € G.
Konauno npernocrasunvo ga x € FGux < y. Taga je x = x1Axy 3a Heke 11 € F'u x5 € G. Kaxo
jeri <xyVyumay <azVy,toxVy € F axyVy € G. Ilpumerumo aa je (1 Vy) A (z2Vy) =
(x1 ANx)Vy=2xVy=y,jep z <y, na 36or Tora y € FG.

4) Ako z € I, kako 1 € G, tana ¢ = x A 1 € FG, mro nokasyje ' C FG. Caudano ce mokasyje
G C FG.

[IpernocraBumo na F,G C H. Ako x € FG, tana je x = 11 ATo, 3a HeKe 1 € F' u 29 € G. Kako
F.GCH, 02,09 € H naux=ux ANxy € H. To nokazyje FG C H.

ITome ckymosa Heka je S # (). @avusuja B C P(S) je nowe ckynosa nad S axo:
1. 0,5 € B;
2. ako A, B € B, tanau ANB,AU B, A° € B.

158. | Heka je S # () u B nosme cxynosa man S. Jloxazaru na je (B,N,U,% (), S) Bynosa anretpa.
JlokazaTu 1a je meHo ypeheme C.

Pememe. U3 gedunniumje nospa ckynosa ciaenn jga cy N, U,¢ onepanuje na B u na 0, S € B. Tlpose-
pumo akcuome BynoBux anredpu.
Ounrsesao je 1a je KOMyTaTHUBHOCT UCIyiheHa, Tj. naje AN B=BNAumnaje AUB=BUA.
Jokaxknmo muctpubyrusan 3akon AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

reAN(BUC) & ze€AANzxeBUC
& zeAN(xeBVzel)
& (reANzxeB)V(ze ANz e ()
& xeANBVxrxe AnC
& rze(ANB)UANC).

CamgHO ce J0Ka3yje u JAPYTH AUCTPUOYTUBHU 3aKOH.

Tpeha akcuoma Ha jaTom jesuky raacu: AUD = Au ANS = A. TIpsa jeIHAKOCT je TPUBUjAJIHO
UCIIYIbeHA, JOK JIpyra ciaeau u3 unibenute ja je A C .S, jep je A € B, a B je nobe ckynosa naj S.

Yerppra akcumoma raacu: AN AY = 0 uw AU AY = S, u ona je Tpusnjanno menymena. Ilera
akcmoMma, () # S, je uCIymeHa H0 IPETIOCTABIM O CKyIy S.

Haxie, (B,N,U,°,0,S) jecre Bynosa anrebpa. Y moj je ypeheme gedunncano ca: A < B ako n
camo ako A = AN B, mro je ekpuBasiento ca A C B. -

Hamomena 3a S # (), P(S) jecre mome ckynosa, na je ma P(S) medbunncana crpykrypa Bymnose
anrebpe. B = {0,{a},{b,c},{a,b, c}} je xonauno nome ckynosa nan {a, b, c}. Ha caunu cy nanprane
Bysose anrebpe: P({a,b}), P({a,b,c}) u B.
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{a,b,c}

{a, b} {a,b,c}
PN b}/{a,c}\{b, ¢ N
{a}

N, W o) N e

{b, ¢}

159. | Jlokazatu na je B={X C N| X je konagan mwan X je KOKOHaYaH} mobe cKynosa Haj N.

Pememe. () € B, jep je ) konauan, a N € B, jep je N kokonauan.

Axko A € B, tana je A konauan win je A kokonauan. Axo je A konauaH, Taja je AY Kokonauam,
a ako je A kokoHauaHs, Taja je A xomauam. ¥ ceakom ciayuajy AC € B.

Heka cy A,B € B. Jokaxumo na AN B,AUB € B. Axo je 6ap jenan ox A, B koHauaH,
tana je AN B xonmayan. Ako cy u A u B kokonaunu, taga je mo Jle MopramoBum 3akonumma
AN B = (AU BY)°, na je jacno na je AN B xoxoma4an. lakie, y cBaxoM ciaydajy AN B € B.

Axko je 6ap jeman o A, B kokonadan, tajga je AU B kokonadan. Ako cy u A u B KkoHadHH, TaJa
je AU B xomavan. Oner y cBakoMm caydajy AU B € B. -

Hexka je F{X C N | X je kokonauau}. F C P(N) u F C B, rue je B Byaosa anre6pa u3
IpeTXoaHOr 3ajatka. Jlokazatu ja je F duiarep obe Bynose anrebpe, u ga F uuje riapau. (Ovaj
dburrep ce 30Be Operieor dhuaTep.)

Pememe. I[lpumerute ja je npBa akcuoma 3a duiarep ucnyibena. N € F, jep N jecte KOKOHATaH.
Takohe, ako je A € Fu A C B, 1j. ako je A xokonayan u A C B, tana je u B KOKOHaYaH, Tj.
B € F. llpema ToMe, UCTIYIbEHA je U ApyTa akcuoMa 3a puirep. Y NPEeTXOTHOM 33JaTKY CMO BUIEIN
Jla IpeceK JBa KOKOHAYHA CKYIIa jecTe KOKOHA4YaH, ma je 300r Tora uciymena um tpeha akcmoma 3a

dunrep.

[Tpernocrasumo cynpoTHo jga je F riaasau. Taga je F' = [S)N], 3a Hekn KOKOHa4YaH CKym S.
Nzabepumo npoussosbho x € S, u younmo S = S —{x}. Kako je S kokonadan, 1o je n S’ KOkoHaYaH,
na S’ € F =[S,N]. Onarne je S C S’, miro je kouTpaauknuja, jep € S, anu = ¢ S'. .
Arom u koarom KEjement a € B ce 30Be amom axo:

1. 0 < a;

2. ak0 0 < x < a, ana 0 =z wm x = a.

EnemenT a € B ce 30Be Koamom akKo:

1. a < 1;

2. ak0a <z <1, Tanaa =z uau xr = 1.

AToMu M KOaTOMH He MOPajy Ja 1ocToje. JacHo je 1a, ako je a aToM, Taja je a’ KoaTom, 1 06paTHoO.

Jlakne, BysoBa anrebpa mma aTomMe ako U CaMO aKO UMa KOATOMe.

161. | a € B je aToM ako u caMoO ako je a’ KoaToM.
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Pememe. =) [Ipernocrasumo Ja je a arom. Kako je 0 < a, Taza je @’ < 1, ma je npsu ycJioB u3
JebWHAUIIIje KOATOMAa UCIYHeH.
[Tpernocrasmmo ga je a’ < x < 1. Tazga je 0 < 2/ < a, ma Kako je a arom, 10 je ' = 0 wim =’ = a.
Tana je v = 1 wm x = o/, ogakie ciaeay J1a je U APYrd yejaoB u3 AeUHUIN]e KOATOMA HCIYEHEH.
<) ce j0Ka3yje CAMIHO. -

162. | Konauna Bynoa anre6pa B uma atoMme.

Pememwe. IIpernoctaBumo cympoTHO fa B Hema atoMe. Heka je ag = 1. Taza je ag > 0 n ap Huje
aToM, jep B Hema aToMe, ma MOCTOJU eJieMeHT a; ¥ B TakaB 1a 0 < a; < ag. Kako a; > 0 u a; Huje
aToM, TO TIOCTOjU ag TakaB ja 0 < ay < a; < ag. HacraBmajyhm mocTynak HamazmMo OecKOHAYAH
HU3 pa3/iMuuTuX ejieMenara y B, koja je konauHa. KoHTpaukiiyja. -

JInapnenbaymosa anrebpa Heka je P npeOpojuB CKyll HCKAa3HUX CJI0BA, W HEKa je = pesalnja
eJleMeHTapHe eKBUBaJieHnuje Ha ckyny dopmyna For. Ceture ce 1a je = pesanuja eKBUBaJIeHIIHje HA
ckyny For. Kaaca gopmyare A je cxyu:

[A]={B| A= B}.
[Tpumernre na A € [A], xao u na:
[A] = [B] ako u camo ako A = B.

Takobe, [A] N [B] = () ako u camo ako A # B.
Younmo ckyn B = {[A] | A € For}. Ha ckyny B aedunniemo onepaiuje A, V u’ ca:

[A] A [B] == [AA B,
[A] v [B] :=[AV B],
[A] = [4].
Takobe, oznaunmo 0 := [p A —pju l:=[pV —pl.

163. | (B,A,V,,0,1) je Byaosa anre6pa, kojy 30Bemo Jluunenbaymosa airebpa.

Pememe. Hajupe, Tpeba na jokaxkeMo jia cy JeduHUCAHE olepanuje j1oopo gedunucane. Tj.
Jla pe3ysITaT olepalidje He 3aBHCH OJ] u300pa Mpe/CTaBHUKA KOjU CMO HANPABUIN y jIeDUHUIU]H.
Yamumo 3ato ga je [A] = [A'] u [B] = [B’]. Ilposepumo na je [A] A [B] = [A'] A [B], 1j. 1a je
[ANB] = [AAB']. Kako je [A] = [A|u [B] = [B],10je A=A uB=PB. Tagaje ANB=ANB,
na je omariae [A A B] = [A' A B']. Cununo ce nokasyje na cy V u ' no6po gedunncane. Takobhe
ce jtako Buau fa jgedunuiuje 0 u 1 He 3aBuce o u3zdbopa ciaosa p. Ilpumerunre ja je 0 kjaca cBuX
KOHTPAJINKINja, a a je 1 Kjgaca CBUX TayTOJIOTH)a.

[Tpoepumo cana akcnome Bymnopux anre6pu. Hajmpe mpodepumo [A] A [B] = [B] A [A]. To je
ekBuBasieHTHO ca [A A B] = [BA A], 1j. ca AN B = B A A, mrro 31amo ja Baxku. CIHYHO ce JoKa3e
Jla je m V KOMyTaTHBHa Oneparyja.

[AIA([B]V[C]) = ([A]A[B]) V (J[A]A[C]) ako u camo ako [A]|A[BVC] = [AAB]V][ANAC], mito Baxku
ako u camo ako [AA(BVC)] = [(AAB)V(AAC)], 1j. ako u camo ako AN (BVC) = (AAB)V(ANC),
3a 1Ta 3HAMO Ja Baxku. CAMYHO MOXKEMO JOKA3ATH JIPYTU IUCTPUOYTUBAH 3aKOH.

[A] V0 = [A] ako u camo ako [A] V [p A =p] = [A], 1j. ako u camo ako [A V (p A —p)] = [4], .
ako u camo ako AV (p A =p) = A. Ho, kako je p A —p KOHTpaIuKIHja, 0BO je Tauno. CANIHO BaKu
u [AJA1=[A]

[A] A [A] = 0 ako u camo ako [A] A [-A] = [p A —pl, Tj. ako u camo ako [A A —A] = [p A —p], Tj.
ako u camo ako A A—A = p A —p. a 0Bo je TauHo, jep cy obe kourpajuknuje. Caudno ce BUIHU Ja je
[A] VvV [A] = 1.

Konauno, 0 # 1 jep p A =p Z p V —p, jep KOHTPAIUKIHjA U TAyTOJOTHja HUCY eKBUBAJCHTHE.
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164. | okazaru na y Jlungenbaymosoj anrebpu saxu [A] < [B] ako u camo ako - A = B.

Pememe. mamo:

[A] < [B] axxo [A]A[B] = [4]
akko [A A B] = [A]
akko AANB=A
akko HFAANB S A
akko F (AANB = A)AN (A= ANAB)
akko FA=AAB
akko A= B.

ObpazsioxkuTe CBAKM KOPAaK y IIPETXOIHOM JTOKA3Yy. -

Jokaszaru ga Jlungenbaymosa aarebpa B nema aToMe.

Pememe. Heka je 0 < [A]. okazahemo na [A] mmje arom. Hajupe npumerumo na A Huje KoH-
Tpajsuknuja, jep je [A] > 0, ma nocroju Basyanuja v Takba na je A =, 1.

Qopmyna A cagpKu caMO KOHAYHO MHOTO CJIOBa, ma m3abepuMo CJI0BO p Koje ce He jaB/ba y A.
Kaxko BpemnrocT hopmysne A y Bajgyaluju v 3aBUCH CaMO O]l BPeIHOCTH BaJIyalllje v HA CJIOBUMA KOja
ce jaB/pajy vy A, MOXKeMO Jla yOUHMO JIBe BaJyaluje: vp TakBy Ja je p =,, 1 u A =, 1, n vy TakBy 12
jep =y, 0um A=, 1. Banpaso v; u v, cy jeJiHaKe ca v Ha cjaoBuMa (opmysae A, a Ha CJIOBY p, Koje
uuje mehy ciaopuma popmyrte A, cy momecdunucane.

[Tpumernte ga je taga pA A =,, 1, ma dopmyrna p A A Huje KoHTpagukuja, onakie je 0 < [pA Al.
Takobe je pANA =, 0u A=, L, mapANA# A 1j. [pAA] # [A]. Kako je jorr [pAA] = [p| A [4] < [4],
To je [p A A] < [A].

Haxme, nmamo 0 < [p A A] < [A], onakie cienn na [A] Huje arom. Kako je [A] 6uo nponsBoban
nenysta ejaement JlunpenbaymoBe ajsredpe, TO OHA HEMa aTOMe. -

IIpeankaTcka Jjiormka mpBOr peja

Jlormukm neo jesmka IIpeuKallKe JIOTHKE IPBOr pejia duHe cjiejgehn ckynosu cuMoboia:
1. Bezaumu: -, A\,V, =, &, ..
2. kBauTnduKaropu: 1, V;

JETHAKOCT: =;

npomensbuBe (Var): @, y, 2,21, Lo, ..., Ty, -

AN

nomolinu cumbosm: () .

Jesuk npeor pega £ dUnHe TpU cKyma Mel)ycOOHO NMHUCjYHKTHUX CHMOOTIA:
1. Const,— ckym cumMb0/1a KOHCTAHTH;
2. Fun,— ckyn cumbosia onepariuja;
3. Rely— ckyn cummosia penaruja (npegukara).

[Ipu Tome, 3a cBaku cumbos s € Fun, U Rel, je ynapupen oapehen npupogan 6poj Koju o3HagaBamo
ca ar(s) u 30BeMO apHOCT (IyzKuHa) cuMboa s.
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Tepmnu jesuka L (Termg) ce rpajie Ha cienehn HaYUH:
1. enemenTn ckynosa Var u Const, cy Tepmu;
2. ako je f € Fung, ar(f) = n, u t1,1s,...,t, Tepmu, Taga je f(t1,tq,...,1,) TEPM;
3. TepMU ce rpajie KOHAaYHOM HpuMeHoM 1. u 2.

IIpomensbuBe y Tepmy 3a TepMm t, ca V(t) o3Ha9aBaMO CKYI TPOMEHJBHBUX KOje ce TOjaBIbYjy ¥y
tepmy t. V() je KoHAYAH CKYII.

Caoxenoct tepma  CioxkeHoCT TepMa ¢ je 6poj PYHKIUJCKUX cuMOO0JIa KOjH Ce TMOjaB/by]y V TeEPMY
t. Croxenoct Tepma t o3nagaBamo ca sl(t). CiaoxenocT TepMa MOYKEMO HWHIYKTHBHO AedhUHHCATH
ca:

1. sl(z) =0, 3a = € Var,
sl(c) = 0, 3a ¢ € Constg;

2. sl(f(t1,ta, ... t,)) = sl(ty)+sl(ta)+. . .+sl(t,)+1, 3a f € Fung, ar(f) = n, t1,ts,...,t, € Termg.

Aromuune dopmyiie jesuka L (Atg) ce rpajie Ha JIBa HAYWHA!
1. ako je p € Relg, ar(p) =n, u ty,1s,...,t, Tepmu, Taga je p(ty,to,. .., t,) aromuana Gopmya;

2. aKo cy tq,ty Tepmu, Taga je t; = ty aroMuuHa HOPMYIIA.

®opwmyae jesmka L (Forg) ce rpane Ha cienehn HauwH:
1. aromuune dopmyse cy bopmyiie;
2. ako cy A u B dopwmyine, taga cy -A, ANB, AV B, A= B,...Jopmyie;
3. ako je A dopmyna u x € Var, tana cy Ve A u dx A;
4. dopmysie ce rpajie KOHAYHOM HpUMeEHOM 1, 2. u 3.

IIpomensbuBe y dopmymu 3a bopmyay A, ca V(A) o3HagaBaMo CKyI MPOMEHJBHBHX KOje ce T0-
jaBmyjy y dopmymu A. V(A) je koHadaH CKyIL.

C10604HO U Be3aHO OjaB/bUBAKE NPpOMeHJbUBE y (hbopmynan UHaAyKTUBHO jepunmiemMo Kajia je
HojaB/bUBaE HEKE TPOMEH/bIBe Yy (hOpMY/IH CJI0O0IHO/BE3aHO:

1. Csaxko nojaB/buBame OWIO KOje MTPOMEHJbUBE ¥ ATOMUIHO] (POPMYJIN je CJODOIHO.

2. Ako je mojaB/buBarbe MPOU3BOJ/bHE TPOMEHsbHBE OmI0 ca0601H0/Be3ano y dbopmynava A n B,
Tajia je OHO ca060aHO/Be3ano u'y dhopmynama “A u Ax B 3ax € {\,V,=, &, .. )

3. llojaB/puBame TPpOMEH/bUBE T TOCTe KBAaHTUMUKATOPA, Tj. Vv Vr win Jx, je Be3aHO.

4. AKko je nojaBpBame TPOMeHJbUBe T 6110 c1060H0/Be3aHo y A, Taja je OHO c1060HO/Be3aHO
y dopmynama Vy A u Jy A.

5. AKo je 10jaB/buBambe NPOMEH/bUBe T 0110 Be3ano y A, Taja je ono Besano y dpopmysama Vo A
u Jr A, u Be3aHO je HEKUM DAHUjUM KBAHTU(MDUKATOPOM.

6. AKo je mojaB/buUBaIbe MPOMEH/bUBE X OHJIO c1000HO v A, Tasa je oHO Be3aHo y (opmyrama
Vo A u dx A, u Be3aHO je TUM KBAaHTH(MHKATOPOM.
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Cso6onne npomensbuse y dopmyau 3a dopmyny A, ca V¥(A) o3HagaBAMO CKYIl TPOMEH/bHUBUX
Koje ce mojaBsbyjy caobonno y dopmyau A. V*(A) je konagan ckyn u V¥(A) C V(A).

Komenrtap Ilpema neduHunuju mmMamo:

1. V*(ty =t9) = V(t; = to) u V*(p(ti,ta, ..., tn)) = V(p(ty, ta, ..., t,)).

2. V5(=A) = V*(A) u V*(Ax B) = V*(A)UV*(B),3a x € {\,V,=, <, ...}

3. V*(Vz A),V*(Fz A) = V*(A) \ {z}.
KomenTtap Axko je A dhopmyna u x caobogna TpoOMeH/bEBA Koja ce mojaBbyje v A, ca A(x) 3a-
nucyjemo dbopmysny A, mpu deMmy HarsIamaBaMo CBa CJI000/HA T0jaB/bUBAHA TPOMEHBUBE L. ¥ TOj

curyanuju, 3a upou3so/bad repm t, A(t) je o3naka 3a GpopMmy/y KOjy J00MjeMO Kajia CBAKO CJI0DOIHO
[10jaB/bUBAIHLE TPOMEH/BUBE T 3aMEHUMO Ca TEPMOM .

Peuenuna QPopmyna A koja Hema cy060He TpoMensbuBe, Tj. V*(A) = (), ce Ha3uBa pedyeHUIA.

Caoxenoct dopmyae Craoxenocr dopmyine A je 6poj OpoK Be3HHKA U KBAHTH(MHUKATOPA KOJUI Ce
nojasibyjy v dopmynu A. Cioxkenoct tepma A o3nauaBamo ca sl(A). Croxenoct hopmysre MOKEMO
UHIYKTUBHO 1eUHUCATH Ca:

1. sl(ty = t9) =0, 3a ty,ty € Termg,
(t1,t2,...,t,)) = 0,3a p € Relg, ar(p) = n, t1,ts,...,t, € Termg;

sl(p
sl(—A )—sl( )+ 1, 3a A € Forg,

sl(A*x B) =sl(A) +sl(B)+1,3a A, B € Forg, x € {\,V,=, &, .. };
sl(

sl(

Vo A) =sl(A) + 1, 3a A € Forg,
Jr A) =sl(A) + 1, 3a A € For.

Mogean jesuxa £ je crpykrypa M = (D, s™),c., rae je D Hexu ckyn, Koju 30BeMo domen Mojea,

a s™ 30BeMo mHTepIpeTaIEja CHUMO0IA S TIE je:

1. sM e D, ako s € Const,;

2. sM™: D" — D, ako s € Fung:

3. sM: D" — 2 ako s € Rel,.
Excrnansuja mozmena koncramrama Heka je M = (D, s™),c, mozen jesuxa £. Younmmo ciaenehe
upommpemse jesuka L: L' = LU{d | d € D}, tae cy d noBu cumb0o/11 KOHCTAHTE, KOJU 30BEMO UME

eaemenma d.
. . / ! .
Excramsuja mogena M je mogen M/ = (D, s™' | d"™)cr.aep jesnka L', nebunucan ca:

1M .= sM:
2. d" = d.
Haname mpermocraBumo jga je dukcupan jesuk £ u mogen M = (D,...) jesuka L, u uper-

noctaBuMo ja L Beh caapxku uMmeHa eneMenara u3 D koje M unrepuperupa.

Baayamumja je npeciaukasame v : Var — D.

82



HNnrepuperanuja Tepma Heka je v Bajyamuja. © ce IUpU JO NpecjHKaBama v : lermy — D,
neduHICAHOT ca:

1. 9(z) :=v(x), 3a = € Var,
2. 9(c) :== M, 3a c € Const,;

3. 0(f(t,ta, ... tn)) == fM0(t),0(ts), ..., 0(t,)), 3a f € Fung, ar(f) = n.

Nurepunperamuja dpopmyne Heka je v Basyanuja u v ieHO Npoinupeme Ha lerm,. Humepnpemayuja
dopmysia npu BaJyalllju v je mpecaukaBame 0 : Forp, — 2, nedpunucano ca:

1 O(p(ty, ta, .. 1) == P (0(t1), 0(t2), . .., O(tn));

2. O(t; = tq) := 1 ako u camo axo U(ty) = T(ts);

3. 0(=A) = =0(A), 0(AAB) :=0(A) ANv(B), 9(AV B) :==0(A) Vo(B), ...

4. v(3z A(x)) := 1 ako u camo ako nocroju esement d € D tako na 0(A(d)) = 1;
5. v(3z A(x)) := 0 ako u camo ako 3a cBe eqemente d € D Baxku 0(A(d)) = 0;

6. v(Vz A(x)) := 0 ako u camo ako moctoju exement d € D tako ga v(A(d)) = 0;
7. 0(Vx A(x)) := 1 ako u camo ako 3a cse esqemenre d € D paxu 0(A(d)) = 1;

Hexa cy v u v jase Basyamuje n t Tepm. AKo je u |yy= v |v(), Taza je u(t) = v(t).

Pememe. Jloka3 W3BOAMMO WHIYKIMJOM TO caoxKeHocTn Tepma t. Ako je sl(t) = 0, taga mmamo
ciaenehe ciaydajese:

1. t =z € Var. Tana je V(t) = {z}, na je npema npernocrasuu u(z) = v(z), omakiue je u(t) =
u(z) = u(z) =v(x) = v(x) = v(t).
2. t =z € Const,. Tana je u(t) = u(c) = M =1v(c) = v(t).
Hoxazknmo uHIYKTHBHE Kopak: sl < n — sl = n. Heka je sl(t) = n u mexa je u |yip= v |ve-

Tana je t = f(ti,to,...,tm), 3a vexku f € Fung, ar(f) = m, u tq,ts,...,t,, € Term,. Baxmn:
sl(t;) < sl(t), sace 1 <7 <m, u V(t;) C V(t),3acse 1 <i<m. 36or Tora je u u |ve,)= v v,

3a ¢cee 1 < ¢ < m, ma 1m0 MHAYKTHBHO] XUIOTe3W 3ak/pyuayjemo u(t;) = o(t;), 3a cee 1 < i <
m. Caza je u(t) = u(f(ti,ta, ... tm)) = fUult1), u(ts), ..., 0(ty) = fM0(t),0(t2), ..., 0(tm)) =
Il_)<f(t17t27"'7tm)) :1_)<t) B

167. | Heka cy v u v ase Baxyanuje u A dpopmyna. AKo je u [v+(a)= v |v=(a), 1312 je u(A) = D(A).
Pememe. JIoKa3 ©3BOAMMO MHIYKIHjOM 10 caoxkeHocTd opmyse A. Ako je sl(A) = 0, Taga umamo
caenehe caydajese:

1. A = (t; = t3)3a nexe t1,t2 € Termy. Tama je V¥(A) =V
u [vy= v |v). Kako je V(t1),V(t2) € V(A), To je 1 u |y

)

)

—~

A), a je mpeMa IIPeTIOCTABIN
= |Vt1 nu |Vt2)_ v |Vt2
v( 2). Caza je u(A) = 1 akko
0(A).

2. A=p(ty,ta, ..., tm), 32 HeKe p € Relg, ar(p) = m, u tq,ts,...,t, € Term,. Tlonoso je V¥(A) =
V(A), nma je npema mpernocTaBiy u |viay= v |v). Kako je V(t;) C V(A), 3a cee 1 < i < m,
TO je U U |v,)= v |v(), 33 cBe 1 < 4 < m, na npeMa HpeTXOJHOM 33JaTKy UMaMmo: U(t;) =
o(t;), 3a cBe 1 < i < m. Canma je u(A) = ﬂ(p(tl,tg, o tm)) = P aty), ults), . .. ulty,)) =
P (0(t), 0(t2), ..., 0(tm)) = 0(p(ti, ta, ... tm)) = 0(A).

| |

|
ma npema IpeTXOJAHOM 3aJaTKy umamo: u(ty) = v(ty) u u(ts
u(ty) = u(tz) axko v(t1) = v(t2) akko v(A) = 1. Takme, 4(A
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Jokazkumo WHIYKTHBHE Kopak: sl < n — sl = n. Heka je sl(A) = n u Hexa je u
Hmamo caenehe ciydajese:

VA= U V()

1. A = =B, 3a nexko B € Fory. Tama je V¥(B) = V*(A), na je u |v+m= v |v+(p). Taxobe,
sl(B) < n, ma npema unaykrusnoj xunoresu 4(B) = 0(B). Cana je u(A) = u(—B) = —u(B) =
—0(B) = 0(=B) = 0(A).

2. A= B*C,3aneke B,C € Fory ux € {\,V,=,<,...}. Tana je V*(B),V*(C) C V*(A), na je
U [v+By= 0 |v=(B) 1 U |v+(c)= v |v+(c). Taxobe, sl(B) < n n sl(C') < n, na npema nHyKTHBHO]
xunoresn 4(B) = 0(B) u u(C) = 0(C). Canaje u(A) = u(BxC) = u(B)*u(C) = 0(B)x0(C) =
0(B*C) = 0(A).

3. A=dz B(z), 3a neko x € Var u B € For,. Ilpumerumo na je tama, 3a cBaku enement d € D,
dbopmyna B(d) croxenocru mamwa onn u V*(B(d)) = V*(A), na je u |v+p@y= v |v+(@)- IIpema
uHyKTHBHO] xumore3n, taga je u(B(d)) = 0(B(d)). Cama umamo: 4(A) = 1 akko mocroju
esement a € D takas Ja 4(B(a)) = 1 akko mocroju exement a € D rakas na 0(B(a)) = 1 akko

0(A) = 1. Takme, 4(A) = 0(A).

4. A =Vz B(z), 3a neko x € Var u B € For,. Ilpumerumo na je tama, 3a cBaku enxement d € D,
dbopmyna B(d) croxenoctn mama ox n u V*(B(d)) = V*(A), ma je u |v=B@= v |vB@)-
[Ipema nupykTuBHO] xunoresu, taja je u(B(d)) = v(B(d)). Caga umamo: 4(A) = 1 akko 3a
cee enemente a € D Baxku U(B(a)) = 1 akko 3a cBe enemente a € D Baxu 0(B(a)) = 1 akko
0(A) = 1. JTakme, u(A) = 0(A).

_|

ITocneanma Axo je A pedennna, Tajna je A TauHa/HeTaYHA y PU jeIHO] BATYAIMjH aKO H CAMO aKo
je TauHa/HeTauHa y CBHM BaJIyallljaMa.

Banme Ywmecro v(z) =...,0(t)=..,0(A)=...mumemMo v =, ..., t =, ..., A=, ...

Mogen dopmysne A Momen jesuka £ M = (D, ...) je mogen dopmyie A Ha jesuky L ako 3a cBe
Basyanmje v : Var — D Baxku A =, 1. Tlumemo M F A.

Konrpamoaen dbopmyne A  Moger jesuka £L M = (D, ...) je kouTpamoses dbopmysie A Ha je3uky
L ako noctoju Baayanuja v : Var — D 3a kojy Baxku A =, 0. [lumemo M £ A.

Bassana dopmyna A Dopmyna A Ha jesuky L je BasbaHa ako 3a cBaku Momena M jeswka L Baxku
M E A. Tlumemo F A.

Mogaenu u Basbane popmyJie

Hahu monen u xourpamosen 3a dbopmyny F = 3z Vy p(z, y).

Pememe. Jesuk jare dopmyiie je L = {p}, rue je p 6bunapan cumbo,i pesiaiuje.

1. Youumo majupe mozen M = (N, pM), rue je N ckyn npupoanux 6pojesa, a p™ je penannja <.
Joxaxkumo ma je M E F.
[IpernocraBumo cyuporso ja je M ¥ F' u Heka je v : Var — N BaJiyanuja taksa ja je F' =, 0,
tj. JzVyp(x,y) =, 0. Tana 3a ce enemente n € N Baxu Vyp(a,y) =, 0. Kako oBo Baxku 3a
cee n € N, cnenujanno Baxku u 3a n = 0, 1j. Yy p(0,y) =¢. Onasmue cieam na mocToju eJeMenT
a € N tako na p(0,a) =, 0. Omasne je p"(0,a) =0, 7j. 0 £ a, WTO je KOHTpPAIUKIH]a.
Haxme, M FE F.
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2. Younmo mozen K = (N, p®), rue je p® penannja >. Jlokaxumo na je K ¥ F.

[Ipermocrapumo cynporuo ga je K F F u meka je v : Var — N npousso/pbHa Basiyaluja.
Tana je JxVyp(x,y) =, 1. Omasae 3akspydyjemo na moctoju esement a € N rakas Ja je
Vyp(a,y) =, 1. Jame 3akmydyjemo na 3a cee n € N Baxku p(a,n) =, 1. Kako oBo Baxmu
3a cee n € N, crenujanno Baxku n 3a n = a + 1 (npumernre 1a a + 1 € N, jep a € N), 7.
pla,a+1) =, 1. Onasue p(a,a +1) =1, 7j. a > a+ 1, WTO je KOHTPAIUKIIHK]a.

Haxie, K~ F'.

3. Younmo mozen Ky = (Z, p*1), rue je Z ckyn nemux 6pojesa, a pX! penanuja <. Joxaxkumo na
je Ky ¥ F.

[IpernocraBumo cymporno na je K; F F u meka je v : Var — 7Z upou3sBo/bHa BaJjIyalldja.
Tana je JxVyp(zr,y) =, 1. Omame 3aK/bydyjeMO Ja TMOCTOJU €JIEMEHT a € 7 Takas Ja je
Vyp(a,y) =, 1. Hame 3akspyuyjemo ma 3a ce n € Z Baxu p(a,n) =, 1. Kako oo Baxkn
3a CBe M € 7, CHENMjAJHO BaxKu U 3a n = a — 1 (upumernre ga a — 1 € Z, jep a € 7Z), Tj.
pla,a —1) =, 1. Omasae p“i(a,a — 1) =1, 1j. a < a — 1, WITO je KOHTPAANKIIH]a.

Haxkme, Ky # F.

Hoxkazatu na je dopmyna p(x) = Iz p(x) Bamana.

Pememe. Jesuk nare dopmyie je £ = {p}, rie je p ynapan cum0b0J1 pesarje.

[permocrasumo cymporao ¥ p(x) = Jz p(z). Heka je K = (D,p*) ¥ p(z) = Tz p(x), n nexa je
v : Var — D masyanuja takBa aa je p(z) = Jrp(z) =, 0. Tana je p(x) =, 1 uw Jxp(z) =, 0. U3
p(x) =, 1, 3akmyuyjemo aa je p(v(z)) = 1 (x). Uz Jzp(z) =, 0 3ak/byuyjemo ja 3a cBe ejeMenTe
d € D saxu p(d) =, 0, 1j. p*(d) = 0. Kaxo oo Baxu 3a cse d € D, cuenujaano pazxu u 3a d = v(z),
Tj. pX(v(z)) =0, mTo je KoETpasUKIHja ca ().

Haxkie, F p(x) = 3z p(x). .

Hahu mozen u xonrpamones dpopmysie 3z p(x) = p(z).

Pememe. Ilocmarpajmo momen K = ({«, 8}, p%), rie je p¥ npequkar nedunncan tabanmom:

pela B
1 0°
Hokaxkumo na je K ¥ Jzp(z) = p(z).

Heka je v : Var — {a, 3} Banyamuja 3a xojy je v(z) = 3. [Ipumerumo na uz pX(3) = 0, cienn
pX(v(z)) =0, 1j. p(x) =, 0. Taxohe, npumernmo xa uz p*(a) = 1 caean p(a) =, 1, mTo Ham game
rosopu ja je Jx p(x) =, 1. Haxue, Jzp(x) = p(z) =, 1 = 0 =0, 1j. 3aucra K¥ Jzp(x) = p(z).

[MocmaTpajmo gasme mogesne My = ({a, B}, p™) u My = ({a, 8}, p™2), te cy p™' u p™2 npenukarn
neduHICcaHN TabauamMa

PMla B P |
00
Hokazxumo na cy My F Jxp(z) = p(r) u My F Jzp(z) = p(x).

Heka je v : Var — {«, f} npoussospna Basyanuja y mogeay M. Jokaxkumo aa je 3z p(x) =, 0.
[IpernocraBumo cynporHo aa je Jzp(x) =, 1. Tama mocroju enement a € {a, [} Takas na je
pla) =, 1, 1j. p"(a) = 1. Kaxo je a = a umm a = 3, oBo Ham kaxe ja je p (o) = 1 wm p™1 (B) = 1,
ITO je y CBAKOM Cayd4ajy KoHTpaamknuja. dakme, Jx p(z) =, 0, na je Jrp(x) =, 0 = Hemro = 1.
Kaxko je v 6ura npon3Bo/bHa Badyanuja, To 3Haud 1a je My F 3z p(x) = p(x).

Heka je v : Var — {«, 5} npousBosbHa Basyanuja y momeny My, Tokaxkumo jga je p(x) =, 1.
Kako je v(z) = o wmm v(x) = 3, umamo Jpa ciydaja. Ako je v(z) = a, Taga u3 p"2(a) = 1, creqn

a f
11
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P (v(2)) = 1, 1j. p(r) =, 1. Axko je v(z) = B, tana uz p"2(B) = 1, cremu p*2(v(z)) = 1, 1j.
p(z) =, 1. Hakume, 3aucra p(x) =, 1, u ogarite 3z p(x) = p(x) =, memro = 1 = 1. Kako je v 6una
MPOM3BOJbHA Basyanuja, To 3ua4u 1a je My F Iz p(z) = p(x). -

171. | [okazaru ja cy cienehe dpopmyse BabaHe:

L 3z 3y p(z,y) = Fy 3w p(z, y);

2. Vo Vyp(z,y) = VyVz p(z,y);

3. 3z Vyp(r,y) = Yy 3z p(,y).

Pememe.

1. TIpernocrasmvo cynporro aa ¥ Ix Jy p(z,y) = Jy o p(x,y). Hexaje K = (D, p*) ¥ I Iy p(z,y) =

Jy 3z p(x,y) n weka je v : Var — D paayanmja tTaksa 1a je Jr 3y p(z,y) = JyJrp(z,y) =, 0.
Tana je:
(1) Iz Jyp(z,y) =, L u (2) Iy Iz p(z,y) =, 0.

U3 (1) caean ga mocroju enement a € D rakap ga: (3) Iy p(a,y) =, 1. U3 (3) caenn na nocroju
enement b € D takas ga: (x) p(a,b) =, 1

U3 (2) caenn ga 3a ce enemente d € D saxu: Jx p(z,d) =, 0. Kako oBo Baxu 3a ce d € D,
crerujaano 3a d = b umamo: (4) 3z p(z,b) =, 0. 3 (4) cienu na 3a cBe esemente e € D BaxKu:
p(e, b) =, 0. Kako oBo Baxku 3a cBe e € D, crenujanno 3a e = a umamo p(a, b) =, 0, mTo je y
KOHTPAJIUKIHjH ca (*).

2. TIpernocrasumo cympoTHo aa ¥ Va Yy p(z, y) = Yy Va p(z,y). Hexaje K = (D, p*) ¥ Va Vy p(z,y) =

VyVa p(z,y) n wexa je v : Var — D panyanuja Taksa 1a je Vo Vy p(z,y) = Yy Vap(x,y) =, 0.
Tana je:
(1) Vo Vy p(z,y) =, 1 u (2) Yy Vo p(r,y) =, 0.

13 (2) cneau ga mocroju exement a € D takas ga: (3)Vx p(z,a) =, 0. U3 (3) ciean na nocroju
enevent b € D takas ga: (x) p(b,a) =, 0.

N3 (1) caenun na 3a cse enemente d € D Baxku: Yy p(d,y) =, 1. Kako oBo Baxu 3a ce d € D,
crenujasno 3a d = b uvamo: (4)Vyp(b,y) =, 1. 113 (4) cienn na 3a cre enemente e € D BaxKu:
p(b,e) =, 1. Kako oBo Baxu 3a cBe e € D, crenujanno 3a e = a nmamo p(b, a) =, 1, mro je y
KOHTPAJIUKIHjH ca (*).

3. Ipernocrasumo cynporno aa ¥ 3o Vy p(z,y) = Yy 3o p(z,y). Hexaje K = (D, p*) ¥ Jz Vy p(x,y) =
Vy 3z p(x,y) u veka je v : Var — D Baayanumja taksa ja je 3z Vyp(x,y) = Yy 3z p(z,y) =, 0.
Tana je

(1) JzVyp(z,y) =, 1 n (2) Vy Iz p(z,y) =, 0.

I3 (1) caean ma nocroju erement a € D takas na: (3) Vyp(a,y) =, 1.

(3
U3 (2) crequn ma mocroju enement b € D takas ga: (4) Iz p(z,b) =
a,

d) =, 1. Kako 0BO BazKu 3a CBe ejleMeHTe

U3 (3) coenm ma 3a cBe enemente d € D BaxKu j1a: p(
d € D, cuermjanno 3a d = b umamo: (x) p(a,b) =, 1

U3 (4) cnenu fa 3a ce enemente e € D Baxku 1a: p(e, b) =, 0. Kako 0Bo BaxKu 3a CBe eJileMeHTe
e € D, cuenmjasno 3a e = a umamo: p(a,b) =, 0, mIT0 je y KOHTPAJIUKILJA ca (*).

172. | Hahu mozmen u konrpamosen 3a dopmyry Yy Iz p(x,y) = Iz Vy p(z,y).
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Pememe. JlaheMo HEKOJMKO Mojie/1a B KOHTpaMO/IesIa 3a OBy (POPMYJIy.

1. Yoummo mozen K = (N, p¥), rae je N ckyn npuponnux 6pojesa, a p* je penamuja >. JIokazxkumo
na je KEVy 3z p(z,y) = JzVyp(x,y). Heka je v : Var — N upoussosbra Bajyaruja.

Hajupe tepaumo Vy 3z p(x,y) =, 1. IIpernocrasumo cynporHo na je Vy Iz p(z,y) =, 0. Tana
nocroju esement a € N takas na je Jrp(x,a) =, 0. OpmaBae cieau ja 3a cee n € N awxu:
p(n,a) =, 0, 7j. 3a cBe n € N Baxmn: p“(n,a) = 0, mm 3a cee n € N pakm: n # a. Kako
080 Bazku 3a cse n € N, crenujanno 3a n = a + 1 umMamo: a + 1 # a, mro je KoHTpauKuyja.
Haxme, Yy dr p(x,y) =, 1.

Hame tBpaumo Jdx Vy p(z,y) =, 0. Tlpernocrasumo cynporHo aa je JzVyp(z,y) =, 1. Tana
nocroju enement a € N rtakas ga je Yyp(a,y) =, 1. Omasne cienn ga 3a cee n € N paxku:
pla,n) =, 1, tj. 3a cee n € N pawu: p(a,n) = 1, uam 3a cee n € N Baku: a > n. Kaxo
0BO BaxKW 3a cBe n € N, cnenujanaHo 3a n = a + 1 umamo: a > a + 1, mTO je KOHTPaIUKIIH]a.
Hakue, 3z Vy p(z,y) =, 0.

Konauno, Vy Iz p(x,y) = JaVyp(z,y) =, 1 = 0 = 0, onakie je K ¥ VyIrp(z,y) =
Jz vy p(z, y).

2. Younmo mogen M = (N, p™), re je N ckyn npuponnux 6pojesa, a p™ je peranuja <. JlokazKumo
na je M E Vy Jzp(x,y) = JxVyp(z,y). Heka je v : Var — N npousBosbHa Basmyanuja.

Tepaumo 3z Vyp(x,y) =, 1. [pernocraBumo cynporro na je 3x Vyp(x,y) =, 0. Tama 3a cse
enemente n € N Baxkn 1a je Vyp(n,y) =, 0. Kako oo Baxku 3a ce n € N, crerujanno 3a
n = 0 umamo: Vyp(0,y) =, 0. Ogaae caean ga mocroju a € N takas ma Baxku: p(0,a) =, 0,
7j. p"(0,a) = 0, mmm 0 £ a, mro je kourpamukumja. Haxme, 3z Vy p(x,y) =, 1.

Konauno, Yy drp(x,y) = JzVyp(zr,y) =, vemro = 1 = 1, na kaxko je v Guja 1POU3BOJHHA
Basyanuja, To je M F Vy 3z p(z,y) = JzVyp(z,y).

Pasmucanmo cajia wedopmaano o dopmyrama Yy Jx p(z,y) v JxVy p(z,y). Samucanmo p Kao
TabIUIly HyJIa U jeJMHUIA, Ha HEKOM CKyTy [, rjie IpBU apryMeHT O3Ha4daBa BPCTY, & APYTU KOJIOHY.
Tana je Vy 3z p(z,y) Tauna ako u caMo akKO y CBaKOj KOJIOHHU TocToju 6ap jemna jenmmmmna. Jlakie,
Yy Jx p(z,y) je HeTaUHA AKO W CAMO AKO MOCTOJH KOJOHA ¥ K0joj cy cse myne. Takobe, Jz Vy p(x,y)
je TauHa aKo M caMO aKO TOCTOJU BpPCTa y K0joj cy 3ammcane cse jeaumnuie. lakme, JxVyp(x,y) je
HETAaYHa aKO M CaMO aKO Y CBAKOj BPCHU 1OCTOjU Oap jejHa HyJa.

Jlaxje, aKo KeJMMO Jia HAIIPpaBUMO KOHTpaMoiea 3a jary (gopmysay, Tpeda ga BOAMMO padyHa Ja
je Yy 3z p(x,y) Tauna u Iz Vy p(x,y) merauna. Jlakie, y ¢BaKOj KOJOHH MOPAMO UMaTh Gap jeHy
JEIMHUILY W Y CBAKOj BPCTH MOPAaMO Jia UMaMo Oap je/iHy HyJy.

Takobe ako KeTMMO JTa HAIPaBUMO MOJeN 3a JaTy (GopMysIy, TOBOJBHO je Jla ce MOCTapaMo Ja
je "nesa” dopmysa Yy Ix p(z,y) nerauna, wiu ga je ” necua” dopmyria Iz Vy p(x,y) tauna. Takie,
JIOBOJBHO je Jla IMaMO KOJIOHY V KOJOj Cy CBe HyJIe, WU Jla IMaMO BPCTY y KOJO] CYy CBe jeIMHUIIE.

Ogo je cBe Gmiia HepopMaIHa IPUYA, YOIUMO cajla HEKOJIUKO Mojena Ha {a, B} u JOKaKuMo 3a
BUX Ja CY OHY KOHTPAMOJIET/Moen gate hbopMyie.

3. Yoummo mozen Ky = ({a, B}, p¥1), rae je pt nedunucan tabaumon:

pla B
a |1 0.
g 10 1
Hoxaxkumo ma je Ky ¥ Vydxp(r,y) = JxVyp(z,y). Heka je v : Var — {«, 5} mpoussobua

BaJIyaluja.

[Tpeo mokaxkumo Yy 3z p(x,y) =, 1. TpernocraBumo cynporro nga je Vy Iz p(z,y) =, 0. Tana
noctoju exement a € {«, f} Takas na Baxku: 3z p(z,a) =, 0. Onasae caenu ga3a cse d € {a, f}
paxku: p(d,a) =, 0, 1j. 3a ce d € {a, 3} Baxu p®1(d,a) = 0. Kaxo a € {«, 3}, umamo zpa
ciydaja. Ako je a = «, onga 3a ce d € {«, 8} Baxu p¥(d,a) = 0. Kako oBo Baxu 3a cBe
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d € {a, 8}, cuenujanno 3a d = a umamo pXi (o, a) = 0, mro je KonTpajukuuja. Axo je a = [3,
onja 3a cee d € {«a, B} Baxu p*(d, 3) = 0. Kako oo Bazku 3a cee d € {a, 8}, cuenujajino 3a
d = 8 umamo p*1 (3, B) = 0, mro je konTpajukuuja. laxie, Vy Iz p(z,y) =, 1.

Harme nokaxknmo 3z Vyp(x,y) =, 0. TIpermocraBumo cynporuo ga je JzVyp(z,y) =, 1. Tana
noctoju exement a € {«, B} Takas ga Baxu: Vyp(a,y) =, 1. Ogasze caeau na 3a cse d € {a, f}
paxkn: p(a,d) =, 1, 1j. 3a cee d € {a, B} Baxu p®(a,d) = 1. Kaxo a € {«, 3}, umamo zpa
ciydaja. Ako je a = «, onga 3a ce d € {«, 8} Baxu p¥(a,d) = 1. Kako oBo Baxu 3a cBe
d € {a, 8}, cnenmjanno 3a d = 8 umamo p¥i(a, B) = 1, mTo je Konrpamuxuuja. Axo je a = [3,
onya 3a cse d € {a, B} Baxxmu p®1(8,d) = 1. Kaxo oso Baxkn 3a cse d € {a, 3}, cnennjaino 3a
d = a mmamo p1(B,a) = 1, mro je kourpaauxnuja. laxmre, Iz Vy p(z,y) =, 0.

Haxme, Vy Jz p(x,y) = JxVyp(z,y) =, 1 = 0 = 0, omaxie je Ky ¥ Vy Jz p(z,y) = JzVyp(x,y).

4. Younmo mogen My = ({«, B}, p™), tae je p™' nedpunucan rabmunom:

M la B
a |0 .
g 10 *

(36or medunucanocTu Momena, Tpebaso 6u ga ymecto x y tabauimu crapumo 0 mwiam 1. Osnme
0CTaB/HAMO OBAKO /14 OMCMO HAIVIACUJIN JIA TH YHOCH y TAbJIMIM HE yTUIy HA KOHKPETAH PAdyH.)
Hokazkumo ga je My F Vy3Jxp(z,y) = JzVyp(x,y). Heka je v : Var — {«, 5} npoussospua
BaJIyalmja.

Hoxaxkumo Yy 3z p(x,y) =, 0. Ilpermocrasumo cymporno ma je Yy Jzp(x,y) =, 1. Tazma 3a
cge enemente d € {«, 8} Baxu: Jxp(zr,d) =, 1. Kako oBo Baxku 3a cse enemente d € {a, B},
crnenujasno 3a d = « uvmamo Jz p(x,«) =, 1. Onasae caenn na nocroju a € {«, 5} Takas na
saxm: p(a,a) =, 1, tj. pMi(a,a) = 1. Kako a € {a, 3}, umamo asa ciydaja. Axo je a = a,
onjia umamo pMi(a, o) = 1, mrro je xonrpajukuuja. Axo je a = 3, onja umamo pMi (8, a) =1,
mTo je Kourpaauknuja. lakme, Yy 3z p(x,y) =, 0.

Hakume, Vy Jz p(z,y) = JxVy p(z,y) =, 0 = Hemro = 1, na Kaxo je v Guia NPOU3BOJBHA, TO je
M, E Yy 3z p(z,y) = JxVyp(x,y).

5. Younmo mozen My = ({a, 8}, p™2), tie je p2 nedunucan rabmunom:

P a B
a |1 1
b | x *
Hokazkumo jga je My E Yy 3z p(z,y) = JzVyp(x,y). Heka je v : Var — {«, 5} npoussosbra

BaJIyaIuja.

Hokazkumo 3z Vy p(x,y) =, 1. TlpermocraBumo cymporso ga je JxVyp(z,y) =, 0. Taga 3a
cge enemente d € {«, [} Baxu: Yyp(d,y) =, 0. Kako oo Baxu 3a cse exemente d € {«, B},
cnenujasino 3a d = a umamo Yy p(a,y) =, 0. Omasze caenu na nocroju a € {«, 5} Taka na
paxku: pla,a) =, 0, 1j. p"2(a,a) = 0. Kako a € {«, 3}, umamo npa caydaja. Ako je a = «,
onjia umamo pM2(a, o) = 0, mro je Konrpaguxuuja. Axo je a = 3, onga umamo pM2(a, B) = 0,
mTo je Kourpaauknuja. laxme, 3z Vy p(x,y) =, 1.

Hakue, Vy 3z p(x,y) = JxVy p(x,y) =, vemro = 1 = 1, na Kako je v Guia NpoU3BOJHHA, TO je
M, F Vy 3z p(z,y) = 3 Vy p(z, y).

_|

173.

1. Jokazatu na je dbopmyna F} =V p(x) AVeq(x) < Vo (p(x) A q(z)) Bapana.

2. Hahu mogest u kourpamosnen 3a dbopmyay Fy = Vo p(x) V Ve q(x) < Vo (p(x) V q(z)).
3. Hokazarnu jga je dbopmyna Fy = Vaep(zr) VVrg(z) < VaVy (p(x) V q(y)) Bamana.
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Pememe.

1. Ipernocrasumo cynpoTro na ¥ Fy, u neka je K = (D,p*, ¢%) ¥ F;. Hexa je v : Var — D
takBa jia je Fy =, 0. Imamo gBa caydaja

(1) Heka je Yz p(z) AV q(z) =, 1 u Vz (p(z) Agq(z)) =, 0 (%). 113 npBe jeanakocTu uMamo aa
je Vep(x) =, 1 u Vo g(x) =, 1. Tana 3a cee d € D Baxu p(d) =, 1 u q(d) =, 1, na 3a cBe
s € D saxn u p(d) A q(d) =, 1, onaxie je Vo (p(z) A q(x)) =, 1, mTO je y KOHTPAIUKIHjH
ca (x).

(2) Heka je Va p(x)AVz q(z) =, 0(f) u Vz (p(x)Aq(x)) =, 1. U3 npyre jenHakocT ciemu 1a 3a
cee d € D Baxu p(d)A\q(d) =, 1, 1j. 3acBe d € D Baxkn u p(d) =, 1 u ¢(d) =, 1. Amm tazna
je Ve p(x) =, 1 uVrq(x) =, 1, na je u Vo p(z) AVr q(z) =, 1, mTo je y KOHTPATUKIHJH €A

(%).

2. HesaBucno on 3aiarka, nokazaliemo ga je F Vap(z) V Vrq(x) = Va (p(x) V q(z)). Ilper-
II0OCTABUMO CYIIPOTHO Jia To Huje caydaj. Hexa je K = (D, p%, ¢*) ¥ Vap(z) vV Vzq(z) =
Va (p(z) V q(z)) u weka je v : Var — D Basgyamnmja y Kojoj je ta dopmyra neradna. Tama je
Vep(x) VVeq(z) =, 1 (%) 1 Vr (p(z) V q(x)) =, 0. ©3 ApyTe jeMHAKOCTH CIEM /1A MOCTOJH ese-
menT a € D rakas za je p(a) V q(a) =, 0, 1j. p(a) =, 0 u q(a) =, 0. Mehyrum, rana a cepoun
na Vap(zr) =, 0 u Vo g(z) =, 0, ogakie je Vo p(x) VVrq(x) =, 0, mro je y KOHTpaAuKIuju ca
().

Koncrpyuiumo cajia konrpamojen 3a dopmyity Fo. KoHTpaMojes KOHCTPYHUIIEMO TakKo Ja

je JieBa cTpaHa eKBUBAJICHIIMje HeTadHa, a jecHa crpaHa tauyna. ([IpemMa mperxoaHoM macycy

KOHTPAMOJIEJT y KOME je JieBa CTpaHa TaduHa, a JeCHA HeTAYHA, He MOCTOjU.) YOUMMO MOJIEJ
= ({a, B}, 9%, ¢%), rae cy p* u ¢* nedunucanu rabaunama:

ptla B a f
1 0 0 1

Hoxaxkumo 1a je K ¥ F;. Jlokazahemo oBo y Tpu kopaka. Heka je v mpon3Bo/bHA BaJIyallyja.

(1) Tpso mokazyjemo Va p(z) =, 0. IpernocraBumo na je Va p(z) =, 1. Taga 3a cBe esemenTe
d € {a, B} Baxu p(d) =, 1, ma cnenmjamno 3a d = [ umamo p(f) =, 1, Tj. p*(B) = 1, mro
je KOHTPaTUKIIHja.

(2) Hame moxazyjemo Va g(x) =, 0. Tpuvernmo 1a je ¢<(a) = 0. Oparre je n q(a) =, 0, na
« ceepoun jaa je Vr g(z) =, 0.

(3) Konauno, nokazyjemo Vv (p(z)Vq(x)) =, 1. Tlpernocrasumo cynporro Va (p(z)Vq(x)) =
0. Tama mocroju a € {a, f} Takas na p(a) V q(a) =, 0. Ogarne je p(a) =, 0 u g(a) =, 0,
1. p%(a) =0 u ¢®(a) = 0. Uz p¥(a) = 0 u a € {a, B} 3akmyuyjemo ja je a = (3, na us
¢ (a) = 0 cnequ ¢°(B) = 0, WTO je KOHTPAUKIH]a.

Hakne, Fy = Vo p(x) VVrq(z) < Vo (p(r) Ve(z)) =, 0V0< 1 =0« 1=0, mro goKazyje 1a
je K¥ F.

KOMEHTAP. Moxemo ga nocmarpamo u mogene Ky = (N, p®1 ¢%1) u K, = (N, p*2, ¢%2), rae
Cy upeaukaryu JepUHUCAHH CA:

pt(n) =1 akko n je mapan
¢“'(n) =1 akko n je memapan
p(n) =1 akxo n > 100

q

K2(p) =1 akxo n <100

Ocrapmamo ga ce gokazxke na cy Ky E Fy u Ky E Fs.
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Habumo caga momen sa dopmyiy Fh. Younmo momenr M = ({«, 8}, p™, ¢™), tue cy p™ u ¢M

neduHucaHn TabIHIAMA:
pMla B Mo B
1 1 * %

Hoxkaxxumo j1a je M F F5. Heka je v upousBo/bHa BaJjiyanuja.

Hoxkazahemo camo na je Vxp(x) =, 1. llpermocrasumo cymporuo ma je Vxp(x) =, 0. Tazxa
nocotoju enement a € {«, [} Takas ga je p(a) =, 0, tj. p"(a) = 0. Kako a € {a,(} u
pM(a) = 0, To IMaMO KOHTPAJIUKIH]Y.

Tana je Vo p(x) VVz q(z) =, 1 VremTo = 1, ma Kako je F Vrp(z) VVrq(x) = Vo (p(z) V q(x)
to je Va (p(z) V ¢(x)) =, 1. Konauno, Fy =Vap(z)VVrq(z) < Vo (p(r) Velzr)) =11
Kako je v Oujia nupousBosbHa BaJjyaluja, To je M F Fj.

);
1.

KOMEHTAP. Moxemo na nocmarpamo u moges My = (N, p"t ¢™1) rne cy npenukarn nedun-
HCAHU ca:

pM(n) =1 akko n > 100
™ (n)=1 axkxo n < 100

Hokaxumo ja je My F F,. Heka je v npousBo/bHA BaJiyalyja.

(1) Ipso mokasyjemo Vo p(z) =, 0. IIpumernmo ma 99 % 100, 1j. pM(99) = 0, omakie je
p(99) =, 0, ma 99 ceegoun aa je V p(x) =, 0.

(2) Hame noxasyjemo Vz q(x) =, 0. Tlpumernmo ga 101 £ 100, Tj. ¢"1(101) = 0, onaxie je
q(101) =, 0, ma 101 cBemoun 1a je Vr q(z) =, 0.

(3) Konauno, mokazyjemo Va (p(z) V q(x)) =, 0. Ipumernmo ma 100 % 100 u 100 £ 100, Tj.
pM1(100) = 0 u ¢"™1(100) = 0, omaxme je p(100) =, 0 u ¢(100) =, 0. Tama je p(100) V
q(100) =, 0, ma 100 cemoun na je Va (p(z) V g(x)) =, 0.

Hakne, [y, =Vrp(z) VVrq(z) < Vo (p(x) Ve(r) =,0vV0< 0=0<0=1. Kaxko je v 6ura
HPOU3BOJbHA BaJiyaluja, 1o je My F Fb.

3. IlpernocraBumo cymnporno ja ¥ Fz, u meka je K = (D, p%, ¢%) ¥ F;. Heka je v : Var — D
TakBa ja je I3 =, 0. lImamo gBa ciay4aja

(1) Heka je Vap(z) VVxq(z) =, 1 (%) u Ve Vy (p(x) V q(y)) =, 0. I3 npyre jennakocTn umamo
na moctoju eneMent a € D rakas na je Vy (p(a) V q(y)) =, 0, a ogaBme 1a mocroju esemMeHT
b € D rakas ga je p(a) V q(b) =, 0. Taga je p(a) =, 0 u q(b) =, 0. U3 p(a) =, 0 caeqn na
je a cenok ya Vo p(x) =, 0, a u3 q(b) =, 0 ciienn 1a je b ceenok na Ve g(x) =, 0. Onarme
je Ve p(a) VVzq(z) =, 0V 0 =0, mro je y KOHTpaaukuju ca ().

(2) Heka je Vrp(z) VVrq(x) =, 0 u VaVy (p(z) V q(y)) =, 1 (8). "3 npse jexnakoctu je
Vep(x) =, 0 u Vo q(z) =, 0. I3 Vap(z) =, 0 cienn ga moctoju ejement a € D takap Ja
je p(a) =, 0, a u3 Yz q(z) =, 0 caeau ma nocroju esement b € D takas na je q(b) =, 0.
Tana je p(a)Vq(b) =, 0. OBo mam Kazke 1a b ceegouan na je Yy (p(a) Vq(y)) =, 0. A onasie
caenn na je a cenok ga Va Yy (p(z) V q(y)) =, 0, mrro je y kouTpaauknuju ca ().

174.

1. Hokazatu ma je dopmyra Fy = Vo (p(z) = q(z)) Az (¢(z) = r(z)) = Tz (p(z) = r(z))

2. Hahu konrpamosen 3a dopmyay Fo = Vo (p(z) = q(x)) ATz (¢(z) = r(x)) = Vo (p(z) = r(x)).
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Pememe.

1. Ipernocrasumo cynporno gna ¥ Fi. Heka je K = (D, p%, ¢, r®) ¥ F|, u neka je v : Var — D
BaJiyanuja takpa ja je Fy =, 0. Tasma je:

Vo (p(x) = q(z)) =» 1(1)
Fx (q(x) = r(x)) =0 1(2)
Az (p(x) = r(z)) =, 0(3)

13 (2) crenu ma mocroju eaement a € D rakas 1a q(a) = r(a) =, 1(4). U3 (1) crenn na 3a cse
eaemente d € D Baxu p(d) = q(d) =, 1, na cnenujanno 3a d = a umamo p(a) = q(a) =, 1 (5).
13 (3) crean na 3a cse exemente d € D Baxku p(d) = r(d) =, 0, na cuenujanno 3a d = a
mvamo p(a) = r(a) =, 0 (6).

13 (6) caean na je p(a) =, 1 u r(a) =, 0. U3 (4) u r(a) =, 0 caequ 1a je q(a) =o. Konaumno je
pla) = q(a) =, 1 = 0= 07 IITO je Y KOHTPpaaukImju ca (5).

2. ITocmarpajmo mogen K = ({a, B}, p, ¢%, r%) | rue cy upenuxaru p%, ¢ r® nedunucanu rabmu-

mama.
P la B “la p r“la B
1 0 1 0 0 %

Hokazkumo na je KFE Fy. meka je v : Var — {a, f} npousBo/bHa Bayanuja.

(1) Hokazxkumo mpeo YV (p(z) = ¢(x)) =, 1. Tlpermocrasumo cymporso jga je Vz (p(z) =
q(z)) =, 0. Tazma nocroju a € {a,f} Takas ga p(a) = q(a) =, 0, 1j. pla) =, 1 n
q(a) =, 0, omakse p*(a) = 1 u ¢®(a) = 0. Kako a € {a, 8} u p®(a) =1, 10 je a = o, aym
Taga u3 ¢~ (a) = 0 creau ¢ (o) = 0, mTo je KOHTpa UKIHja.

(2) Hame mokazyjemo ma je dx (q(x) = r(x)) =, 1. [pumernmo 1a je ¢%(8) = 0, omaxe je
q(B) =y 0. Tama je q(f) = r(B) =, 0 = wemro = 1, na je § cegok na Iz (q(z) =
r(z)) =, 1. B B

(3) Komauno gokazxumo fa je Vo (p(x) = r(x)) =,
omakie je p(a) =, 1 u r(a) =, 0. Taza je p(a
Vo (p(x) = r(z )) =, 0.

Konauno, Fy, = Vz (p(z) = q(z)) A Jz (¢(z) = r(z)) = Vo (p(z) = r(z)) =, IN1=0=1=
0 =0, omakie je K ¥ F5.

KOMEHTAP. Moxemo jga nocmarpamo u mogen Ky = (N, pfi ¢%t »X1) rre cy npeauxaru
nedbHHUCAHUT Ca:

0. [pumernmo na je p*(a) = 1ur®(a) =0,
)= r(a) =, 1= 0=0, na je o cBeJIOK 12

Ki(n) =1 akko n>5

P
¢“'(n)=1 akko n >3
o

Kin)=1 akko n>7

OcraBmamo ja ce gokazxke ja je Ky # F.

_|
175. | Ha ckyny {a, 8} mahu kontpamonen 3a dopmyny F =V Iy (p(z,y) = Iz q(z,a)).
Pememe. [locmarpajmo mogen K = ({a, B}, p%, ¢, d®), rae je a® = a u rue cy npegukaru p, ¢*
neduHICcaH TabaUIIAMA!
Pla B *la p
a |l 1 a0 *
B | * * B 10 %
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Hokazkumo na je KF¥ F. neka je v : Var — {«, f} npousBosbHa Bagyarmja.

Joxazkumo Hajupe na je 3z ¢q(z,a) =, 0. Ilpumerute 1a 3a cse d € {«, } Baxku ¢%(d,a) = 0,
onakie 3a cge d € {a, 8} Baxku ¢(d,a) =, 0, na je Iz q(z,a) =, 0.

Jlame, npumerute na 3a cse d € {a, 3} Baxu p®(a,d) = 1, omakie 3a ce d € {a, 3} Baxkn
p(a,d) =, 1. Tagaza cee d € {«, 8} Baxu p(a,d) = 2z (z,a) =, 1 = 0 =0, opaxJe je Jy (p(a, y) =
dzq(z,a)) =, 0. MebhyTtum, To 3Ha4M Ja je o cBenok 3a Vr y (p(x,y) = Jzq(z,a)) =, 0. Hakie,
KEF. .

Tabsi0 y npeAnKaTCKOj JIOTUIA NPBOIr pejia

F Ix A(z) T Vo Ax)
F A(a) > T Aa)

MOYKeMO KOPDHCTUTH U BUIIE MyTa y TabJIoy.

~ mpaBuJia , TJIe je a OWJ10 Koju cuM00JI KOHCTaHTe. JeaHO UCTO Y TPABUJIO

T 3x A(x) FVaAz)
T A(a) ~ F Aa)

0 mpaBmJa , TJIe je a HOBH CUMOOJI KOHCTAHTE.

Teopema Axo je Tabi0 dpopmyae A 3arsopen, Tana je A Bamana dpopmyia.
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Metomom Tabaoa gokaszaru fa je Vo (p(x) = q(X)) Adx (¢(x) = r(z)) = Tz (p(x) = r(z))

BaJbaHa.

Pememe. 0. FVa (p(x) = q(x)) ATz (¢(x) = r(x)) = Jz (p(z) = r(z))



Metomom tabmoa nokasarn ma je Vz (p(z) = Yyq(z,y)) AVz Iy (¢(z,y) = -r(z)) =
(FJzr(z) = Jz (r(x) A —p(z))) Bamana.

Pememwe. 0. F YV (p(x) = Vyq(z,y)) AV Iy (¢(x,y) = —r(x)) = (Fzr(z) = Iz (r(x) A —p(x)))
1(0) T Va (p(z) = Vyq(z,y)) AVz Iy (q(z,y) = —r(z))
2(0) F dxr(z) = Jz (r(x) A —p(zx))

3(1) T Vz (p(z) = Yy q(=,y))
A1) T Va Iy (q(z,y) = —r(x))
5(2) 7"33: r(z)

6(2) F 3z (r(z) A —p(x))
7(5) T r(a)

8(4) T Jy (a(a,y) = —r(a))
98) T q(a,b) = —r(a)
103) T p(a) = Vy q(a,y)

|
11(6) F r(a) A —p(a)

12(11) F r(a) 13(11) F —p(a)
x(7,12) 14(13) ‘T p(a)
15(10) F p(a) 16(10) T Yy q(a,y)
x (14, 15) 17(16) T q(a,b)

18(9) F q(a,b) 19(9) T —r(a)
x(17,18) 20(19) ‘.7-" r(a)
x(7,20)
_|
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Merozom tabsoa nokaszaru aa je Vz (p(a) AVz 3y (q(y, z) = r(x,y))) = VzVu Iy (—q(y, 2)V
r(u,y)) BasbaHa.

Pememe. 0. FVz(pla) ANVz Iy (q(y, 2) = r(x,y))) = VzVuIy (—q(y, 2) V r(u,y))
1(0) T'Vz (p(a) AV 3y (a(y, 2) = r(z,y)))
2(0) FVzYuIy (—q(y, 2) Vr(u,y))
3(2) F Vu3y (=q(y,b) V r(u,y))

4(3) F 3y (—q(y.b) vV r(c,y))
5(1) T pla) AVz 3y (a(y, b) = r(z,y))
6(5) T p(a)

7(5) TV Iy (a(y, b) = r(z,y))
8(7) T 3y (a(y,b) = r(c,y))

9(8) T q(d,b) = r(c,d)

10(4) F —q(d,b) V r(c,d)
11(10) F —q(d, b)

12(10) F r(c,d)
13(11) T ¢(d, b)

14(9) F q(d,b) 15(9) T r(c,d)

| |
x (13, 14) x (12, 15)
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Meromom Tabioa jgokasaru gaa je (Jyp(a,y) VVe ¢(x, x)) AVe Iy ~q(x,y) = Tz Iy p(x,y) V
V (q(z,z) N =Yy q(z,y)) Baspana.

Pememwe. 0. F (Jyp(a,y)VVrq(r,z)) AVeIy—q(x,y) = Iz Iyp(z,y) V Ve (¢(z,z) AN -Vyq(x,y))
1(0) T Qyp(a,y) vV q(z, x)) AVa Iy =q(z, y)
2(0) 7 3y p(x,y) v V‘x (q(z,2) AN Vyq(z,y))

3(1) T Jypla,y) VVrq(z,x)
4(1) T Vx ‘Ely —q(z,y)
5(2) F Hx‘ Jy p(z,y)

6(2) F Va (q(z, ) A =Vyq(z,y))
7(6) F q(b,0) A =¥y q(b, y)
8(4) T il/ —q(b,y)

9(8) T —q(b, c)

10(9) F q(b, )

|
11(5) F Jy p(a,y)

12(3) T 3y p(a,y) 13(3) T Va q(x, )
14(12) T p(a,d) 16(13) T q(b,b)
15(11) F p(a,d)
| 17(7) F q(b,b)  18(7) F =¥y q(b,y)
x(14,15) | |
x (16, 17) 19(18) T Yy q(b,y)

20(19) T ¢(b, ¢)

|
x(10,20)
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Metomom Tabnoa gokasatu na je Vo [Jy —p(x, y)V(Jy q(a,y) = Jyp(y, f(x)))] = 3z (p(a, z) =
p(x, f(a))) VVy—q(a, y) pamana.

Peweme. 0. F Vz[3y-p(z,y)V Byq(a,y) = Jyp(y, f(2)))] = 3z (p(a, ) = p(x, f(a))) V ¥y ~q(a,y)
1(0) 7 Va [y —p(z,y) vV (Fya(a, y) = Jyp(y, f(2)))]
2(0) F 3z (p(a, z) = p(z, f(a)) VVy ~qla,y)
3(1) T 3y —w(a,y) vV Sy q(a, y) = Jyp(y, f(a)))
4(2) F 3z (p(a, ) = p(z, f(a)))
5(2) F vy —q(a, y)
6(5) F ~q(a,b)
7(6) T q(a,b)

8(3) T Iy —p(a,y) 93) T Jyqla,y) = Jyp(y, f(a))
10(8) T —p(a, )
11(10) F p(a, c) 15(9) F Jy q(a, y) 16(9) T Jy p(y, f(a))
12(4) F pla,c) = ple, fa))  17(15) F ¢(a, b) 18(16) T p(d, f(a))
13(12) T p(a,c) x(7,17) 19(4) F pla,d) = p(d, f(a))
14(12) F p(c, f(a)) 20(19) T p(a, d)
x(11,13) 21(19) F p(d, f(a))
x (18,21)
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Metomom Tabuoa gokasaru aa je Vo (Jy q(x,y) = p(z)) = Vo Iy [Vy ~q(z,y)V Iz (¢(z,y) A
p(z))| Bapana.

Pewmeme. 0. F Vz (Jyq(z,y) = p(x)) = Vo Iy [Vy —q(z,y) Vv Iz (¢(z,y) A p(2))]
1(0) TV 3y q(z, y) = p(z))
2(0) F Va 3y [Vy ~q(z,y) vV 3z (¢(z,y) A p(z))]
3(2) 7 Jy [Vy ~q(a,y) v Fz (q(z,y) A p(2))]
4(1) T Jy q(a,y) = p(a)
5(3) F Yy ~q(a,y) \‘/ dz (q(z, a) A p(x))
6(5) F VZ‘J —q(a,y)

7(5) F 3z (q(z,a) A p(z))
8(6) F —q(a, b)
9(8) T q(a,b)

10(4) F Iy q(a,y) 11(4) T p(a)
12(10) F q(a,b)  13(3) F Yy —q(a,y) V 3z (q(z,b) A p(z))
x(9,12) 14(13) f\‘fy —q(a,y)
15(13) F 3z (q(x,b) A p(x))

|
16(15) F q(a,b) A p(a)

17(16) F q(a,b) 18(16) F p(a)

% (9,17) x (11,18)
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Metoom Tab10a JoKa3aTh J1a j

0.

Pememe.

1
3

IIpumepu KoJI0OKBHjyMa

IIpBu mpumep
1. Jokazaru xa je dopmymna F' = ((p Vv

2.

e dxVy 3z (p(x,y) = p(y, z)) Baspana.

F 3y 3z (p(z,y) = p(y, 2))
(0) FVy 3z (pla,y) = p(y, 2))
2(1) F 3z (p(a, b) = p(b, 2))
(0) F Vy 3z (p(b,y) = p(y, 2))
A4(3) F 3z (p(b, ¢) = p(c, 2))
5(4) F p(b,c) = p(c,a)
6(5) T p(b,c)
7(5) F p(c,a)
8(2) F pla,b) = p(b,c)
9(8) T‘ p(a,b)
10(8) F p(b, c)

% (6, 10)

Q) AT)Y((pAT) < (¢Ar)) Tayroaoruja.

Heka cy A u B uckazue dbopmyie takse jga cy dopmysne A = B u AV B tayrosoruje. /lokazaru

na je A KOHTpaJuKIja u 1a je B Tayrosoruja.

. Hamucatu KKH® dopmyne A, koja

TayTOJIOTH]a.

T =y.

cajp:Ku caMo CJIOBa P, q, T, U KOja je 3ajara TabJIuIoM:

:

=== =] OO OO

== OO | | O O
= O = OO = O3
== =[==]=[~]=]~

. Metomom pesomynmje mokazaru ga je dbopmyta F = (pAr) = q) = ((pA—q) = (pA-1))

. Y BynoBoj anrebpu 3a eqemente x u y Baxku jeaqnakoct (z Ay') V (2 Ay) = 0. [Jokazaru na je
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Pemema

1. Hanumumo tabuuity mare dpopmyie:

p q r|A=pYq|B=AAr|C=pAr|D=qgqANr | E=C<D|F=BYFE
000 0 0 0 0 1 1
0 01 0 0 0 0 1 1
010 1 0 0 0 1 1
011 1 1 0 1 0 1
1 00 1 0 0 0 1 1
1 01 1 1 1 0 0 1
1 10 0 0 0 0 1 1
1 11 0 0 1 1 1 1

13 tabaune BuauMo 1a je F' TayTo0TH]a.

2. IIpermocraBUMO CYIPOTHO Ja A HHje KOHTPaJMKIHja. laga MoCcToju BaJyaldja v TaKBa Ia je
A=,1 Kakoje A= B =, 1, jep je A = B rtayrosoruja, To je Taga B =, 1. Aiun Taga
AV B =,1Y1 =0, mrro je y KOHTPaJUKIMjK Ca mpernocraBkom jia je A VY B rayrosoruja.
Jlakise, A jecTre KOHTPaIUKIH]a.

Hoxkaxkumo caga j1a je B raytosoruja. Heka je v mpoussosbra Basyanuja. Kako mmamo A =, 0,
jep cMmo mokasann 1a je A kouTpamuknuja, u AY B =, 1, jep je AY B tayromaoruja, 1o je B =, 1.
Kako je v 6uia nmpousBoJ/bHA Bajyaliija, TO je B TayTooruja.

3. Tpaxkenu KKH® je: A= (pVqVr)A(pV—qVr)A(pV—-qV—-r)A(=pVagVr)A(—pV-qV-r).
4. Bammmumo Hajupe - F y KHO®.

-F = (pAr) =) A=((pA=q) = (pA-r))
= (~(pAT)Vg@ ApA=gA=(pA-r)
= (—pV-rVgApA-gA(-pVrT)

Mmamo gakie 4 Kiayse. 3alumuMo 1oKas3 3a ().

Ol = {_'p7 q, _|7”}

Cy = {p}

C3 = {—q}

04 - {_'pv T‘}

Cs ={-p,q} Res(Cy, Cy;—r,r)
Cs = {—p} Res(Cs, Cs; g, q)
Cr=10 Res(Cy, Cs;p, —p)

Kako cmo nokaszauu (), To je —F konTpajuknuja, na je F TayTojaoruja.
5. Jokaxkumo ja je v = y.
r = xVO0
= zV(xAy)V (' Ny)
= xV (' Ny)
= (zVi)AN(zVy)
= 1A(zVy)
= (YVy)A(zVy)
= (zAY)Vy
= (@AY)V (@' Ay Vy
= 0Vy
=y
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dpyru npumep

1. Hexka je v Bamyanuja mara ca: v(p) = 0, 3a ce p € P. Jlokazatu: ako je dpopmyra F' 3anucana
kopuctehn camo BesHHK <, Taga je F' =, 0, ako je sl(F) mapan 6poj, a F' =, 1, ako je sl(F)
Herapan 0poj.

2. Oapeauru KH® dbopmyse (p A q) < (rV s).

3. Oxppenuru cBe HeekBuBasjeHTHE hopmysie A, Koje Kopucre caoBa p,q,r, Takse ja je (opmysia
F=((pYA) &r)A(r=qVA) KoHTpauKIH]a.

4. Hokazaru jga y Jlykammuesudesom padyny Baxku: —(A = (B = C)) F A.

5. Merogom rabioa gokaszaru Ja je dbopmyna ((pAr) = q) = ((pA—q) = (pA—r)) Tayrosoruja.

Pemema
1. "zBeanmo j10ka3 mHPYKIM]OM 10 CJIOZKEHOCTH (hopmyJie.

Baza Axo je sl(F) = 0, taga je F' = p, 3a Heko ¢jioBo p, u ounriexano je F =, 0. Kako je
sl(F') = 0 napau 6poj, To cMO 6a3y JOKA3AIH.

Kopak IIpernoctaBuMo ja TBpheme Baxku 3a hopMye Koje KOPUCTe Ol Be3HUKA caMO <> H Koje
Cy CJIOKEHOCTHU Marhe OJ 1.

Heka je sl(F) = n. Kako F cagpxkn camo 3HaK <, 10 je F' = G < H, un = sl(F) =
1+ sl(G) + sl(H). sl(G),sl(H) < n, na 32 G u H Bax#n WHAYKTHBHA Xumore3a. Vmamo
HEKOJIMKO CJIydajeBa.

(1) Hexka je n mapau 6poj. Tana je sl(G) +sl(H) nenapau 6poj, na cy sl(G) u sl(H) pazauaure
mapHocTH. ViMaMo aBa mojcsydaja.
i. Axko je sl(G) napan u sl(H) wenapaH, Tana je mpeMa WHAYKTUBHO] xunoresu G =, 0 u
H=,1lnmjeF=G& H=,0&1=0.
ii. Axo je sl(G) menapan u sl(H) mapan, Taza je mpema HHIYKTHBHO] Xumnoresn G =, 1
H=,0,maje F=Go H=,1c0=0.
Y cBakoMm cay4dajy je F' =, 0, mro noka3yje TBpheme ako je n mapan 6poj.
(2) Heka je n nenapan 6poj. Tana je sl(G) + sl(H) napan 6poj, na cy sl(G) u sl(H) jennake
mapHocTu. ViMaMo aBa mojcsydaja.
i. Ako cy sl(G) u sl(H) mapuu, Taga je npema wHayKTUBHOj Xunoresun G =, 0 u H =, 0,
majeFF=G& H=,0&0=1.
ii. Axko cy sl(G) u sl(H) nenapun, Taja je mpeMa HHIYKTUBHO] Xunore3n G =, 1 u H =, 1,
mnajeF=G&H=,11=1.

Y cBakoMm ciay4ajy je F'=, 1, mTo noka3syje TBpheme ako je n HemapaH Opoj.

2. Cpobheme na KHO je:

(PAq) = (rVs)

[(pAq)= (rVs)Allrvs)=(pAq)

[ AgQ) VT Vs|A[=(rVs)Vi(pAqg)

(pV =g VrVs)A[(mr A=s)V(pAg)]
(pV—qVrVs)A(=rVp)A(=rVg) A(=sVp)A(=sVq))
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3. Hamumumo tabaumny dopmyne F'.

p qr A|B=pYA|C=Bsr|D=qVA|EFE=r=D|F=CAFE
000 aq aq a7 aq 1 —aq

0 01 a9 a9 a9 a9 a9 a9
010 as as —as 1 1 —as
011 Qg ay ay 1 1 ay

1 0 0 as —as as as 1 as

1 01 ag —ag —ag ag Qg 0

1 10 ay a7 ay 1 1 ay

1 11 as —as —as 1 1 —as

13 Tabaune Buanmo, aa 6u popmysia F Ouia KOHTpAIUKIIAja, MOPAMO UMATH a4, = a3 = ag = 1
nay = ay = as = a; = 0, 710K je ag mpon3Bo/pHO. lIpema Tome mocToje JBe HEeeKBUBAJCHTE
dopmysie Koje 3a/10B0/baBajy jgaTu ycjaoB. Fbuxose Tabiuie cy:

®opmysne moxkemo Hahu y JTH®Dy: A;

4. Jloka3 TBphema je:

XUII

MII(1,3) (3)
~—FF F (4)

Ot W=

PﬁF:(F:G)
F=GF-G=-F (2

p q 1| A | A
00011
001010
010[1]1
0111010
1 00/0]0
1 01[0]1
1 10/0]0
11 111

(pA=gAN-T)V(pAgAN-T)V(pAgAT)n
Al =(pA=gA-T)V(pAgA-T)V (PA=gAT)V (pAgAT).

(A= (B=10))
A= (A= (B=0))
(A= (B=0C))= -4

A

5. /lokaxkumo j1a cy cBe rpane TabJsoa gare popmysie 3aTBOPEHE:
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0. F((pAr)=q) = ((pA—q) = (pA 7))
1O0)T (pAT) = ¢
2(0) F(pA—q) = (pA )

|
3(2) TpA—q

4(2) f‘p A —r
53) T'p
6(3) ‘7'ﬂq

/\

1) FpAr

/\ ><<7, 9)

0(4)

x (5, 10) 12(11) T r

/\
3(8) Fp 14(8) Fr

x(5,13)  x(12,14)

IIpumepu ncnura

IIpBu npumep

1.

A AN

Halim cBe IOrmuKy HeeKBUBAJIEHTHe HcKasHe popMyse A y KojuMa yuecTBYjy UCKJBYYHBO CJIOBA
p u q Tako na dopmyaa F = (A = (p = q)) = (A A p) Gyle KOHTpaIUKITH]a.

Hokazaru ga y JlykammepndeBoM padyny Baxku: F (-A = A) V —A.

Hoxazaru na y Bynosoj aarebpu Baxku: x Vy' < x Ay ako u camo ako je y = 1.
[To nedurnnujn gokazaru na je dbopmyna Va p(z) V Iz —p(x) Bassana.

Hahu kourpamosen 3a dopmyry Va Iy Vz [p(z, y) = p(z,y)].

Mertomom Tabs0a jgokasaTu ga je caegaeha ¢popmysia BajbaHa:
Jz (p(x) = q(2)) = Vo Vy (¢(z) = r(y)) = (Vep(z) = r(a))].

CryaeHTu Koju moJjaxkKy Hmeo UCOHUT paje 3azarke: 1, 2, 3, 4. u 5.

CryneHTun Koju moJjaxkKy APYTH eo pade 3axaTtke: 3, 4, 5. u 6.
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Pemema

1. Hanumumo tabmuity dpopmyre F.

P q A‘B:péq‘C:AﬁB‘D:A/\p‘F:C'éD
0 0 ag 1 1 0 0
0 1 as 1 1 0 0
10 as 0 —as as as
11 ay 1 1 ay ay
13 Tabaune Bugumo, ga 6um dopmyaa F Ouaa KOHTPAJIUKIHUja, MOPAMO UMATH (3 = (4 =

0, TOK cy a; W ag mpou3Bo/bHHU. [Ipema Tome mocroje deTupu HeekBHBajeHTe dOpMYyTIe Koje
3aJI0BOJbABA]y JaTH ycJaoB. Fbuxose Tab/ume cy:

pQ‘Al‘Az‘Ag‘AH
0O0jO0]0]1 1
0O 1,01 10]1
1 0,0, 01070
1 1,0 ,0107]0

Dopmyne cy: Ay =pA-p, Ay = pAgq, A3 =—p A —q, Ay = —p.

2. Ilo medununumju je - (-A = A) V = A ako u camo ako - —(—A = A) = —A, mro je mo cTaBy
neaykiuje ekuBasenTo ca —(—A = A) F —A.

Hoxkaz:
1. xwum. (A= A)
2. akc. 1 A= (A= A)
3. F=GF-G=-F(2)|-(-A=A4)=-4
4. MII(1,3) —A

3. (<) lpermocrasumo ga je y = 1. TamajexVy =Vl =azVv0=x,azAy=xAN1=u.
Kako jecte x <z, t0jemxVy <z Ay.
(=) IlpermoctaBumo caga ga je cVy <z Ay. Tazajey=yV(zAy) >yV(xVy) =
zV(yVy)=xV1=1 Jakae, y > 1, a kKaxko je yBex 1 >y, 10 je y = 1.

4. TIpernoctaBumo cynpotao fa ¥ Vo p(x) V 3z —p(z); neka je K = (D, p) ¥ Vo p(x) vV Iz —p(x)
u Heka je v : Var — D maksa ga je Vo p(x) V 3z —p(x) =, 0.

Tana je Ve p(z) =, 0 (1) u 3z —p(x) =, 0 (2). U3 (1) crequ na nocroju enement a € D takas
na je p(a) =, 0 (x). 13 (2) caenn ga 3a cee enemente d € D Baxu —p(d) =, 0, 1j. p(d) =, 1.
Kaxko oBo Bazxku 3a c¢Be d € D, cnenmjanno 3a d = a umamo p(a) =, 1, mTo je y KOHTPaIuKIHju

ca (*).

5. Yoummo mozen K = ({a, B}, p%), rue je p* nedunncan Tabaumom:

pela B
a1l 1.
310 0
Hokaxnmo na je K ¥ Vo IyVz[p(z,y) = p(z,y)]. Heka je v : Var — {«, §} mpoussosbna

BaJIyaIluja.

HoBosbHO je ma aokaxkemo na je Va JyVz [p(z,y) = p(z,y)] =, 0. IlpernocraBumo cymnpoTHO,
na je Vo Iy Vz [p(z,y) = p(z,y)] =, 1.

Tana 3a cse enemente d € {«, S} Baxku JyVz [p(d,y) = p(z,y)] =, 1. Crenujanno 3a d = «
mvamvo JyVz [p(a,y) = p(z,y)] =, 1. Onabne cienu na nocroju enement a € {a, f} Takas na
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Vz [p(a, a) = p(z,a)] =, 1, a omasze ja 3a cse exemente e € {«, f} Baxu p(a, a) = p(e,a) =, 1.
Crernmjasno, 3a e = 3 nmamo p(a, a) = p(B,a) =, 1.

Cana mmamo jBa ciaydaja: p(a,a) =, 0w p(S, a)

1.
Y npeoMm cay4dajy, p(a,a) =, 0, nobujamo zna je p(a,a) = 0, mTO je KOHTpaJUKIKja, MTa T
na je a € {«, B}.

Y apyrowm ciydajy, p(3,a) =, 1, nobujamo ma je p%(B,a) = 1, mro je Taxohe KoHTpa UKIH]a,
mra rog aa je a € {a, f}.

0. F 3z (p(x) = ¢(x)) = Vo Yy (q(x) = r(y)) = (Ve p(z) = r(a))]
1(0) T 3z (p(x) = q(x))
(y)) = (Vzp(z) = r(a))

2(0) FVaVy (q(z) = r
3(1) T p(b) = q(b)

|
4*(2) T VaVy (q(x) = r(y))

|
5(2) FVep(x) = r(a)

6*(5) 7" Vo p(x)
7(5) F r(a)
8*(4) T Vy (q(b) = r(y))
9(8) T q(b) = r(a)

10(6) T p(b)

11(3) F p(b) 12(3) T q(b)
x(10,11)

Apyru npumep

1.
2.
3.

Hokazatu ga je {Y, <, V} HOTIYH CKYI BE3HUKA.
Merozmom pesoaynuje qokaszaru aa je dbopmyta F = (p = q) V[(¢ = r) A (r = p)] TayTosnoruja.
Heka je F' ¢uirep Bynose anredope B. dokasaru jga cy cienehn ucka3u eKBUBAJICHTHH:

(a) 3a cBe x,y € B Baxku: ako xVy € F, tanax € F wu y € F;
(6) 3a cBe x € B Bakn: x € F wim 2’ € F.

. Merojiom Tabs10a jokasaru ja je ciaejeha gpopmysia BajbaHa:

Vo Vy (q(z,y) = p(x)) = Frq(a, z) = Iz 3y q(z,y) A p(x))].

. Hahu mogern 3a dbopmyny 3z Vy p(z, y) A Ve Jyq(z,y) A Jzr(xz) A Iz —r(x).

. Heka je A(x) npousBosbHa dopmysa Ha je3uky L, U HeKa je ¢ KOHCTaHTaH cHMOOJ Takap Ja

x ¢ L. Axo bopmyra A(c) jesuxa LU {c} uma mMozen, nokaszatu u qa dhopmyiaa Jx A(x) jesuka
L uMa Moe.
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CryaeHTu Koju moJjaxkKy Meo UCOHUT paje 3aaarke: 1, 2, 3, 4. u 5.

CryneHnTun Koju moJakKy APYTH Ieo pade 3axaTtke: 3, 4, 5. u 6.

Pemrema
1. Kaxko je {—, V} nornyn ckym, u kako je =p = (p ¥ p) < p, 10 je u {¥, <, V} nornyH.

2. Banumumo dopmyny —F y KHO. -F ==(p= ¢ A-[(¢g=r)AN(r=p)] =pA-qA[-(¢=
r)Va(r = p)l = pA-qA[(gA-r)V(rA-p)] = pA=gA(gVr) AlqV —p) A(rV=r)A(=rV-p) =
pA=gA(gVr)A(qgV—p)A(—rV-p). Umamo gakie 5 Kiaysa. 3amuimMo J1oka3 3a ().

C, = {p}

Cy = {~q}

CS = {q>T}

Cy = {q,~p}

CS = {_'Ta _'p}

06 = {Q} RQS(Cl, C4;p7 _'p)
Cr=10 Res(Cs, Cs;q, q)

Onatiie je —=F kouTpaiuknuja, na je F' tayrosoruja.

3. (a)=(6): IIpermocrapumo na Baxu (a). Heka je x mpomssosban enement anrebpe B. TIpume-
tumo Ja x Vo' =1 € F, jep je F' duarep, na cagpxu 1. Ho, kako x V 2’ € F, 1o upema (a)
JHAPEKTHO caean ga x € F uwm o’ € F.

(6)=-(a): IIpernocrasumo caja na Baxku (6). Heka cy z,y upoussosbun ejnementu ajaredpe B,
takpu Ja « Vy € F. ITlpermocrasumo cynporuo na x ¢ F uy ¢ F. Taga upema (6) nmamo
¥ € Fuy € F. Kako je F dunrep, to ' Ay € F, 1j. (xVy) € F. Jakne, zVy, (xVy) € F,
mau0=(zxVy) A(xVy) € F. Koarpaaukuuja.

4. 0. F Vr Yy (¢(z,y) = p(r)) = [Frq(a, z) = I (Fy q(z,y) A p())]

|
1*(0) T Va Yy (q(z,y) = p(x))

|
2(0) F Jzq(a, z) = 3z (Jy q(z,y) A p(z))

|
3(2) T 3z q(a,x)

|
4*(2) F Jr 3y q(x,y) A p(x))
5(3) T q(a,b)
6*(1) T Vy (q(a,y) = p(a))

7(4) F 3y q(a,y) A p(a)
8(6) T q(a,b) = p(a)

9(8) F q(a,b) 10(8) T p(a)

11%(7) F 3y qla,y)  12(7) F p(a)

13(11) F q(a, b) % (10,12)

x(5,13)

106



5. Younmo mozuen M = ({«, B}, p™, ¢, r™), rae cy p™, ¢™, ™ nedbunucanu rabaunama:

Mla B Mla B Mo B
a |1 1 a |1l % T 0
B | * * g 11 =%

Hokazkumo na je M E 3z Vy p(x, y)AVz Jy q(z, y) Az r(x) ATz —r(z). Hekajev : Var — {a, f}
TPOW3BOJbHA BaJyallnja.

(1) Hokaxkumo Hajupe ga je Jx Vy p(z,y) =, 1. IIpernocrasumo cynporro aa je 3z Vy p(x,y) =,
0. Taga 3a cse d € {«, 5} Baxu Yy p(d,y) =, 0. Cuenujasnno 3a d = a umamo Yy p(a, y) =,
0. Omasse ciemu ja nocotju eaement a € {a, 3} Takas na je p(a, a) =, 0, 1j. pM(a,a) = 0.
Autn rra rox na je a € {«, £}, Buaumo ga 106ujaMo KOHTPaIUKIH]Y.

(2) Hpyro mokazyjemo aaje Va Iy q(x,y) =, 1. IlpernocraBumo cynpotHo 1a je Va Iy q(x, y) =,
0. Tagma mocroju a € {«a, S} rakaB na Baxku Jyq(a,y) =, 0. Omasue cuenn ja 3a cBe
d € {a, B} Baxu q(a,d) =, 0; cnenujamno 3a d = a nmamo q(a, o) =, 0, 1j. ¢"!(a,a) = 0.
Autn rra rox na je a € {«, S}, Buaumo ga 106ujaMo KOHTPaIUKIH]Y.

(3) Hame nokazyjemo 3z r(z) =, 1. Younmo xa je r™(a) = 1, onaxae je r(a) =, 1. Onarie je
Jrr(x) =, L.

(4) Konauno pokasyjemo Iz —r(x) =, 1. Younmo 1a je r™(3) = 0, onaxre je r(5) =, 0. Tazxa
je —r(B) =, 1, omaxne caenu ma je Iz —r(x) =, 1.

Hakute, mokazamau cmo ja je 3x Yy p(x,y) AVz Jy q(z,y) Az r(z) Az —r(x) =, IANTATAL = 1.
Kaxko je v 6una npoussosbHa, 10 je M F 3z Vy p(z,y) AVe Jyq(z,y) A Jxr(x) A Tz —r(x).

6. Heka je M = (D, s™ M), F A(c). (ITpumernre na je M monen jesuxa £ U {c}.) lokamumo
1a 3a mogea My = (D, s™0) ., jesuka L, xoju je nedunucan ca sM0 := s™ payu My F Iz A(x).
[IpermocTasumo cympotao aa je My ¥ 3z A(z). Heka je v : Var — D taksa na je 3z A(z) =, 0.
Tana 3a cse d € D saxu A(d) =, 0, na cnemujanno 3a d = M umamo A(M) =, 0. Ho, xaxo cy

cBu cumOboun jesuka L mcTo mHTEpIpernpann y oba momena, 1o y mogeny M Baxu A(c) =, 0.
Konrpaaukiuja.
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