Materijali za

Odabrana poglavlja matematicke logike

Slavko Moconja

Skolska 2019/20. godina

Sadrzaj

[0 Napomene za studente|

{1 Osnovni pojmovi|

|2 Primitivno rekurzivne funkcije|
[A.  Definicija 1 primeri| . . . . . . . . . .. e e
[B. Primitivno rekurzivni skupovil . . . ... o o
|C.  Ogranicena kvantifikacija i minimizacijal . . . . . . ... ... ... L.
D Zadacll . . . . ...

|3  Akermanova funkcijal

4 Kodiranje konac¢nih nizoval
[A. Bijekcije N™ > N m 21|, . . . . o o
IB.  Kodiranje konacnih nizoval . . . . .. .. ...
|C.  Dalji primeri primitivno rekurzivnih funkecijal . . . .. ... ... o o000

[ Rekurzivne i izrac¢unljive funkcije|
IA. Parcijalno rekurzivne funkecijel . . . .. ..o o oL
[B.  Registarska masinal. . . . . . ...
|C.  Izracunljive funkcije| . . . . . . . oL
[D. Kodiranje programal . . . . . ...
[E. S '-teorema 1 teoreme o rekurzijil . . ... ... Lo
. Rekurzivnost Akermanove tunkcijel . . . . . ... ... Lo L
GG, Zadacil . . ...

|6 Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi|
|A.  Rekurzivni skupovi|. . . . . ..
IB.  Rajsova teoremal . . . . . . . . e
|C.  Rekurzivno nabrojivi skupovi| . . . . .. ...

. Postova teorema i posledice|. . . . . . . ...

E. Rajs-Sapirova teoremal. . . . . . . . . ...

10
10
13
14

17
17
18
20
22
25
29
30

31
31
34
34
38
39

42



0 Napomene za studente

Ovo su materijali za kurs Odabrana pogavlja matematicke logike za master studente L smera. Ma-
terijali nisu potpuni i bi¢e doradjivani u slede¢em periodu. Na ispitu znanje teorije neée biti trazeno;
studenti ¢e samo raditi zadatke. U ovim materijalima bi¢e dat dovoljan broj uradjenih zadataka, ali
studenti treba da prorade i zadatke iz treée glave zbirke zadataka Irene Spasi¢ i Predraga Janicica.
Takodje, veliki broj zadataka mozete naéi u materijalima Aleksandre Kostié.

1 Osnovni pojmovi

Sa N oznacavamo skup prirodnih brojeva; u ovim materijalima usvoji¢éemo dogovor da je 0 prirodni
broj, tj. N ={0,1,2,3,...}. Za k> 1, Sa N* oznacavamo skup svih k-torki, odnosno nizova duzine
k, prirodnih brojeva: N* = {(aq,...,as-1) | ao,...,ar_1 € N}. Specijalno, za k = 1, niz duzine 1 (a)
identifikujemo sa a. Ovu definiciju mozemo prosiriti na niz duzine 0. Jedini niz duzine 0 je prazan
niz, (), a N tada je jednoclani skup koji sadrzi ovaj niz: N° = {()}.

(1.1) Aritmeticke funkcije. F je parcijalna k-arna aritmeticka funkcija ako je F': D — N gde
je D ¢ N* domen funkcije F. Ako a € N sa F(a) | oznacavamo da a € Dom(F), tj. da je F(a)
definisano; u suprotnom pisemo F'(a) 1. Specijalno, nularna aritmeticka funkcija je ili prazna funkcija
(koja nas ne zanima) ili funkcija sa domenom N, jedinstveno odredjena slikom od (); ovakve funkcije
zovemo konstantama.

k-arna aritmeticka funkcija F' je totalna ako je Dom(F) = N¥.

Od sada pa nadalje, kada kazemo funkcija mislimo parcijalna aritmeticka funckija.

(1.2) Osnovne funkcije. Osnovne aritmeticke funkcije su sledece:
1. nularna konstanta 0;
2. unarna nula-funkcija Z: Z(z) = 0;
3. unarna sledbena funkcija S: S(z) =z + 1;
4. n-arne projekcije II}: II7 (o, ..., 2n-1) =k, zasven>110<k <n.

Primetimo da su sve osnovne funkcije totalne.

(1.3) Definicija kompozicijom. Neka je F' l-arna funkcija i Gp,...,G;_1 k-arne funkcije. k-arna
funkcija H definisana je njihovom kompozicijom ako je H(Z) = F'(Go(Z),...,Gi-1(Z)) za sve T za koje
je desna strana jednakosti definisana; ako desna strana nije definisana, onda nije ni leva. Funkciju H
oznacavamo sa H = F((Gy,...,G-1).

Jasno je da & € Dom(H) akko Z € N Dom(G;) 1 (Go(Z),...,Gi_1(Z)) € Dom(F).

(1.4) Definicija primitivnom rekurzijom. Neka je F' k-arna funkcija i G (k + 2)-arna funkcija.
(k + 1)-arna funkcija H definisana je primitovnom rekurzijom od F i G ako:

H(z,0) = F(x),
H(z,y+1) = G(z,y,H(zZ,y)).

Funkciju H oznacavamo sa H = rec(F,G). Tada (Z,0) € Dom(H) akko & € Dom(F), i (Z,y+1) €
Dom(H) akko (z,y) € Dom(H) i (z,y,H(Z,y)) € Dom(G).

(1.5) Definicija minimizacijom. Neka je F' (k + 1)-arna funkcija. Za niz Z duzine k, oznacimo sa:
Se={y | (Vz<y) F(z,2) | 1 F(z,y) = 0}.
k-arna funkcija G dobijena je minimizacijom F' ako:

| minSz ako Sz * @
G(z) = { 4 inace

'Ovde a oznacava k-torku (aoy ..., aK-1).




Za G pisemo G(z) = (py) F(Z,y) = 0. Primetimo da z € Dom(G) akko postoji y tako da (z,z) €
Dom(F) za sve z<y i F(z,y) =0.
(1.6) Klinijeva jednakost. Neka su F' i G dve k-arne funkcije. Sa F' ~ G oznacavamo da F i G
imaju jednake domene i za svaku k-torku z u domenu vazi F'(z) = G(Z).

Primera radi, ako je F' unarna funkcija, onda je jasno II3(F(z),z) ~ F(x), medjutim 113 (F (z), ) ~
x nije obavezno tacno (iako kad su definisane imaju jednake vrednosti), jer domen leve strane jednak
je domenu funkcije F' koji ne mora biti ceo N, a domen desne strane je N.

2 Primitivno rekurzivne funkcije

A. Definicija i primeri

(2.1) Primitivno rekurzivne funkcije. Familija primitivno rekurzivnih funkcija je najmanja famil-
ija PR koja sadrzi sve osnovne funkcije (vidi i zatvorena je za definiciju kompozicijom [(1.3)]1
definiciju primitivnom rekurzijom Alternativno, mozemo definisati rastuéi niz familija funkcija
(PR1)n<oco 82 PRg su osnovne funkcije i

PRn+1 PRn U {F(Go, e 7Gl—1) | F, Go, v 7Gl—1 € PRn i F(Go, e 7Gl—1) je deﬁnisana}

{rec(F,G) | F,G € PRy, irec(F,G) je definisana}.

Cc

Tada je PR = Up<oo PRn. Dakle, funkcija F' je primitivno rekurzivna ako je mozemo izgraditi u
kona¢no mnogo koraka od osnovnih funkcija koriste¢i definiciju kompozicijom i primitivnom rekurzi-
jom. Ako F € PR, slozenost od F je najmanje n takvo da F € PR,,.

(2.2) Zadatak. Indukcijom po slozenosti dokazati da su sve primitivno rekurzivne funkcije totalne.

(2.3) Komentar. Ako je funkcija F'(xp,z1) primitivno rekurzivna binarna funkcija, onda je i
G(z0,21) = F(21,20) primitivno rekurzivna binarna funkcija jer je G = F(I13, I13).
Opstije, ako je F' k-arna primitivno rekurzivna funcija, k > 1, i ig,...,i5x_1 € {0,...,1— 1}, onda je
i G(xo,...,x1-1) = F(@iy, ..., ,) primitivno rekurzivna [-arna funkcija jer je G = F(Héo, ceey Hék_l).
Ovakve konstrukcije ¢emo ubuduée samo implicitno raditi bez dodatnih objasnjenja.

(2.4) Osnovni primeri.

1. Konstanta n je primitivno rekurzivna kao kompozicija S(S(...S(0)...)).

—_———
n

2. Unarna konstantna funkcija ni(z) = n je primitivno rekurzivna kao S(S(...S(Z(z))...)). k-

| ——
n

arna konstantna funkcija ny,(Z) = n je primitivno rekurzivna kao nq (TIF).

3. Zbir F(x,y) = x +y je primitivno rekurzivna. Naime:

F(z,0) = z+0=z=I}(z),
F(zy+1) = z+(y+1)=(z+y)+1=SI5(z,y,F(z,y))),

pa je I = rec(Il}, S(113)). Nadalje neéemo do detalja objagnjavati primitivnu rekurzivnost.
4. Proizvod F(x,y) = xy je primitivno rekurzivna:
F(z,0) = z-0=0,
F(r,y+1) = z(y+1)=ay+xz=F(z,y)+z.
5. Stepen F(z,y) = ¥, gde je 0" := 1, je primitivno rekurzivna:

xozl,

2= = F(x,y) - x.

F(z,0)
F(z,y+1)



10.

11.

12.

13.

14.

Faktorijel F'(x) = z! je primitivno rekurzivna:

F(0) = 1,
F(z+1) = (z+D!=z!-(z+1)=F(z) - (x+1).
.. . 0 =zz=0 . . .
Funkcija prethodnika P(z) = w1 250 € primitivno rekurzivna:
P(0) = 0,
P(z+1) = z=I3(z, P(x)),

tj. P =rec(0,113).

Funkcija znaka sg(x) = { (1) i : 8 je primitivno rekurzivna:
sg(0) = 0,
sgly+1) =
. — 1 =0 o .
Funkcija obrnutog znaka sg(x) = 0 x>0 € primitivno rekurzivna:
sg(0) = 1,
sgly+1) = 0.
0 <y

Funkcija odse¢enog minusa = =y = { je primitivno rekurzivnas:

rT—y T2y
-0 = ux,

z=(y+1) = P(z=y),
gde je P funkcija prethodnika.
Funkcija apsolutne razlike |z — y| je primitivno rekurzivna kao (z = y) + (y = x).

Funkcije min(z,y) i max(x,y) su primitivno rekurzivne: min(z,y) = = (z = y) i max(z,y) =
z+ (y=ux).

r z=0

Funkcija razdvajanja po sluc¢ajevima C'(x,y, z) = { Yy 250 je primitivno rekurzivna jer C'(z,y, 2) =

z-59(2) +y-s9(z).

T Yy =

ey y> 8 , gde je %y uobicajen ostatak pri deljenju x sa y > 0,

Funkcija ostatka rm(x,y) = {

je primitivno rekurzivna.

Imamo rm(0,y) =01irm(x+1,0) = z+1. Neka je y > 01 zapisSimo = = qy+r, gde rm(x,y) =r < y.
Tada je rm(x + 1,y) = rm(z,y) + 1 ako rm(z,y) + 1 <y irm(x+1,y) =0 ako rm(z,y) +1 = y.
Primetimo da je rm(z,y)+1 = y akko y = (rm(z,y)+1) =0 (jer rm(x,y)+1 <y za y > 0). Dakle:

rm(0,y) = 0,
z+1 y=0
{ 0 y=(rm(z,y)+1)=0
rm(z,y)+1 y=(rm(z,y)+1)>0
C(x+1, C0,rm(z,y)+1,y= (rm(x,y) +1)), y).

rm(z+1,y) y>0



0 =0
15. Funkcija koliénika gt(x,y) = { [ z ] 'Z 0 je primitivno rekurzivna:
y
qt(0,y) = 0,
g(z+1,y) = qt(z,y)+35g(rm(z+1,y)).

(2.5) Zadatak. Razjasnite detalje u prethodnom primeru.

B. Primitivno rekurzivni skupovi

(2.6) Karakteristicna funkcija. Neka je A ¢ N¥. Karakteristicna funkcija skupa A je totalna

k-arna funkcija:
(7) = 1 zeA
XAV =Y 0 z¢A -

Obratna karakteristi¢na funkcija skupa A je:

YA(2) = 0 zc¢A

XM= 1 zeA
Primetimo da je x4 primitivho rekurzivna akko je X4 primitivno rekurzivna jer X, = sg(xa) i
x4 =59(Xa)-

2.7) Primitivno rekurzivni skupovi. Skup Ac Nk je primitivno rekurzivan akko je XA ekviva-
J J
lentno, XA) primitivno rekurzivna.

Umesto reéi skup koristimo i termine relacija i predikat za A ¢ N*_ i umesto Z € A pisemo A(T), a
umesto Z ¢ A pisemo -A(Z).

(2.8) Tvrdjenje. Primitivno rekurzivni skupovi su zatvoreni za konacne Bulove kombinacije, tj.
ako su A, B ¢ N¥ primitivno rekurzivni, onda su i A°, AnB, AUB, pai A~ Bi A A B primitivno
rekurzivni.

Dokaz. Primetimo samo Xxac =X 4 1 XAnB = X4 XB, Pa su A°1 An B primitivno rekurzivni. Onda su
iAuB=(A°NnB°)° AN\B=AnB°1 AA B=(A~B)u(B\ A) primitivno rekurzivni. O

(2.9) Primeri. Binarne relacije =, #, <, <, >, > 1 | su primitivno rekurzivne.
Primetimo x = y akko |z —y| =0, pa je x=(z,y) =35g(|z — y|); # je jednako =°.
Takodje, x <y akko y =~z >0, pa je x<(z,y) = sg(y = ). Sada je < unija < i =, > je <°, > je <“.
Konaéno, x | y akko rm(y,x) =0, tj. x|(z,y) =35g(rm(y,r)).

C. Ogranicena kvantifikacija i minimizacija

(2.10) Tvrdjenje. Neka je F(z,y) (k + 1)-arna primitivno rekurzivna funkcija. Tada su i:
1. G(#,9) = Doy F(3,2), gde Facg F(7,2) = 0
2. H(Z,y) = [1.y F(%,2), gde [, F(Z,2) = 1;

primitivno rekurzivne.

Dokaz. Tmamo G(z,0) = 01 G(z,y+1) = G(z,y) + F(z,y); takodje, H(Z,0) =11 H(Z,y+1) =

(2.11) Ograniéena kvantifikacija. Neka je A ¢ N¥*1. Sa B(z,y) akko (32 <y) A(Z,2) i C(z,vy)
akko (Vz < y) A(Z,z) definisemo skupove B, C ¢ N¥*! ogranicenom kvantifikacijom.

Primetimo da -B(z,0) i C(z,0), za sve k-torke Z.
(2.12) Tvrdjenje. Neka je A ¢ N**! primitivno rekurzivan. Skupovi B i C' dobijeni ograni¢enom
kvantifikacijom iz prethodne definicije su primitivno rekurzivni.



Dokaz. Primetimo: xp(7,y) = 59(X.<, xa(Z,2)) 1 xc(T,y) = [T.oy xa(Z, 2). O

(2.13) Ogranicena minimizacije. Neka je F' totalna (k + 1)-arna funkcija. Za niz (z,y) duzine
k + 1, ozna¢imo sa:

Szyi={2<y| F(z,z)=0}.
(k + 1)-arna funkcija G dobijena je ograni¢enom minimizacijom F' ako:

G(z,y) - { min Sz 4 a;kO'Sngy + O .
y inace
Za G pisemo G(Z,y) = (uz <y) F(z,y) =0.

Neka je A ¢ N¥*1. Za niz (z,y) duzine k + 1 oznacimo sa:
Try:={2<y| AT, 2)}.
(k + 1)-arna funkcija H dobijena je ograni¢enom minimizacijom A ako:

H(z,y) = { min 7%, ako'ley +O
y inace
Za H pisemo H(z,y) = (nz<y) A(Z,y).

(2.14) Tvrdjenje. Neka je F primitivno rekurzivna (k + 1)-arna funkcija i A ¢ N**! primitivno
rekurzivan skup. Tada su funkcije G i H dobijene ograni¢enom minimizacijom F' i A iz prethodne
definicije primitivno rekurzivne.

Dokaz. Jasno je G(z,0) = 0. Pogledajmo sledece slucajeve:

1° ako G(Z,y) <y, onda Sz, # &, pa je i Szyr1 # @ 1 minSz, = min Sz 4.1, odakle je G(Z,y+1) =
G(z,y);

2° ako G(Z,y) =y i F(Z,y) =0, tada je Sz =@ i Szy+1 = {y}, pa je G(Z,y + 1) =y, Sto mozemo da
zapisemo i kao G(z,y + 1) = G(z,v);

3° ako G(z,y) =y i F(z,y) >0, tada Szy = Szy+1 = &, pa je G(T,y +1) = y + 1, §to mozemo da
zapiSemo i kao G(z,y+1) = G(z,y) + 1.

Dakle, G(z,y + 1) = G(Z,y) +5g(y = G(Z,y)) - sg(F(Z,y)).
Sada, H(7,y) = (2 <) %a(32). =

Analogno (puz < y) A(Z,z) mozemo da definiSemo funkciju i ograni¢enom maksimizacijom. Pre-
ciznije, ako je A ¢ N**1  definiemo funkciju H ograni¢enom maksimizacijom A sa:

maxTz, akoT;,+d
y inace '

H(zy) - {

Za H ¢emo pisati H(Z,y) = (uz <y) A(Z,vy).

(2.15) Posledica. Neka je A ¢ N**! primitivno rekurzivan. Tada je i prethodno definisana funkcija
ograni¢enom maksimizacijom H primitivno rekurzivna.

Dokaz. Primetimo da je z maksimalno tako da 0 < z <y i A(Z,z) akko y — z je minimalno tako da
O<y—-z<yiA(Z,z2),iliy—2z-1 je minimalno tako da 0 < y—z-1<y i A(Z,2). Ako uvedemo zamenu
t =y —-2z-1, prethodno je ekvivalentno sa t je minimalno tako da 0 <t <y i A(Z,y—(1+t¢)). Dakle, u
slucaju T3, # @ imamo H(z,y)=y=[1+ (ut<y) AZ,y=(1+1))]. Kako je T, # @ ekvivalentno sa
(pz<y) A(Z,2) < y, a Ty, =2 ekvivalentno sa (uz <y) A(Z,z) = y, mozemo da stavimo:

= )y (ut<y) A(z,y=(1+1)] (pz<y) A(Z,2) <y
H(m’y)‘{ y (nz<y) A(z.2) = y

Primitivna rekurzivnost sada se moze zakljuciti razdvajanjem po sluc¢ajevima. O



D. Zadaci
U sledeé¢im zadacima razjasnite sebi sve detalje.

(2.16) Zadatak. Funkcija 7(z) = broj delilaca broja x koji su < z.

Resenje. Imamo 7(x) = Y, X|(t,2). Objasnjenje: F(z,y) = ¥, x|(¢, ) je primitivno rekurzivna po
pa jeit(z) = F(x,S(x)) primitivno rekurzivna. O

(2.17) Zadatak. Funkcija o(x) = zbir delilaca broja x koji su < z.

Resenje. Imamo o(x) = Y4, - X|(t, ). Objasnjenje primitivne rekurzivnosti je kao u O
(2.18) Zadatak. Skup prostih brojeva P ={2,3,5,7,11,...} je primitivno rekurzivan.

Resenje. Broj z je prost akko 7(z) =2, tj. xp(z) = x=(7(x),2). O
(2.19) Zadatak. Funkcija 7(x) = broj prostih brojeva koji su < z.

Resenje. Tmamo 7w(x) = ¥, xp(1). O
(2.20) Zadatak. Funkcija 7p(z) = broj prostih brojeva koji su <z i dele z.

Resenje. Imamo 7p(z) = Yy xp(t) - X|(¢,7). Objasnjenje prim. rekurzivnosti je kao u O

(2.21) Zadatak. Funkcija pr(z) = z-ti prost broj, tj. pr(0) =2, pr(1) =3, pr(2) = 5,..., je primitivno
rekurzivna.

Resenje. Resenje se svodi na sledece tvrdjenje: za svako z, pr(z) < pr(z +1) <pr(z)!+ 1. Primetimo
da pr(xz)!'+ 1 nije deljiv sa prvih z prostih brojeva, pa bilo da je on slozen ili ne, sledeéi prost broj je
u intervalu (pr(z), pr(z)!+1].

Dakle, 0 <pr(z+1) —pr(z) <pr(z)!—pr(z)+1ili 0<pr(z+1) —pr(z) -1 < pr(z)! —pr(z). Ovde

=t
je t minimalno tako da pr(z) + 1+ ¢ prost broj. Neka je:

F(u,v) =u+1+ (ut<v) P(u+1+1).

F(u,v) vraéa minimalan prost broj oblika u+ 1+t gde ¢ < v, ako takav broj postoji, odnosno u+1+wv
ako takav broj ne postoji. Sada mozemo da definiSemo:

pr(0) = 2,
pr(z+1) = F(pr(z),S(pr(z)!=pr(z))).

Jasno je da je pr(x) primitivno rekurzivna. O

0 =0

(2.22) Zadatak. Funkcija (z), = { maksimalno ¢ tako da pr(y)! |& x>0 je primitivno rekurzivna.

Resenje. ReSenje koristi sledece zapazanje: za x # 0, (z), < . Neka je pr(y) = p i zapis§imo z = p'z’
gde p + 2'; dakle ¢ = (z),. Tada je p <z, pajet= logppt <log, x <z, gde poslednja nejednakost sledi
jer x < p®, §to lako vidimo indukcijom. Dakle, (z), = sg(z) - (it < z) pr(y)" | . O

(2.23) Zadatak. Funkcija [\/z] je primitivno rekurzivna.
Resenje. Imamo [/z] = (ut < z) t2 < z. O

(2.24) Zadatak. Funkcija F(x) = 2-ta cifra u zapisu /2, tj. v/2 = F(0), F(1)F(2)F(3)F(4)...,
je primitivno rekurzivna. Dakle, F(0) = 1, F(1) = 4, F(2) = 1, F(3) = 4, F(4) = 2,...jer V2 =
1,4142. ..



Resenje. Neka je G(z) = [/2-10%]. Kako je v/2 iracionalan, G(z) < /2-10% < G(x) + 1, pa je
G(2)? <2-10% < (G(z) +1)%. Kako je jos G(x) < G()?, G(x) mozemo da izra¢unamo kao G(z)

(it <2-10%) t2 < 2-10%*. Sada je F(x) = rm(G(x),10). O
. ~ (V7] =0 . . .. .
(2.25) Zadatak. Funkcija F(z,y) = { y-ta decimala od [VZ] y> 0 je primitivno rekurzivna.

Resenje. Modifikujte ideju iz prethodnog zadatka. O

3 Akermanova funkcija

(3.1) Akermanova funkcija. Binarna Akermanova funkcija A(z,y) definisana je duplom rekurzijom
na sledeci nacin:

AQ0,y) = y+1;
A(x+1,0) = A(x,1);
A(z+1l,y+1) = A(z,A(z+1,y)).

Prateéa Akermanova familija unarnih funkcija (Az)zs0 definisana je sa: A;(y) := A(z,y). Dakle:

Ao(y) = y+1;
A$+1(0) = Az(l);
A$+1(y + 1) = Ax(AaHl(y))

(3.2) Zadatak. Dokazati da je A1(y) =y +2, Aa(y) =2y +3 1 A3(y) = 2¥*3 - 3.
Resenje. Lakom indukcijom. O
(3.3) Zadatak. Dokazati A,(y) >z +y.

Resenje. Dokaz izvodimo indukcijom po z. Za x =0 imamo Ag(y) =y+1>0+y.

Pretpostavimo da A,(y) > x + y vazi za sve y i dokazimo da Ag41(y) > z+ 1+ y za sve y. Dokaz
¢emo izvesti indukcijom po y. Za y = 0 imamo A,1(0) = Ax(1) >x+1 =2+ 1+0, gde nejednakost
vazi po indukcijskoj hipotezi.

Pretpostavimo da A,1(y) > ¢+ 1+ y i dokazimo A, (y+1) >x+1+y+1. Imamo A,1(y +
1) = Ay (Az1(y)) > x + Az+1(y), gde nejednakost vazi po prvoj indukeijskoj hipotezi. Ekvivalentno,
Asrily+ ) 22+ Apn(y)+1>z+2+1+y+1 22+ 1+y+1 gde druga nejednakost vazi po drugoj
indukcijskoj hipotezi. O

(3.4) Zadatak. Dokazati A,(y) < A,(y+1). Odatle imamo A,(y) < A,(v') za y <y’

Resenje. Za x =0 imamo Ag(y+1)=y+2>y+1=A¢(y).
Za x>0 imamo A, (y+1) = A,-1(A.(y)) >z -1+ A, (y) > Az (y), gde prva nejednakost vazi prema

(3.3), a druga jer x > 0.

Drugi deo zadatka je jasan lakom indukcijom. O
(3.5) Zadatak. Dokazati A, (y) < Az+1(y). Odatle imamo A, (y) < Ay (y) za z < 2.

Resenje. Za y =0 imamo A,.1(0) = A,(1) > A;(0), gde nejednakost vazi prema [(3.4)]
Zay>0imamo A;1(y) = Ax(Az1(y—-1)) > A, (y), gde nejednakost vazi po jer Azi1(y-1) >
z+1+y-12>y, aovde prva nejednakost vazi po (3.3)|
Drugi deo zadatka je jasan lakom indukcijom. O

(3.6) Zadatak. Dokazati A,(Az+1(y)) < Ags2(y).



Resenje. Za y = 0 imamo A,;.2(0) = Azi1(1) = Az(Az41(0)), gde obe jednakosti su direktno po
definiciji.

Zay>0imamo Ayo(y) = Aps1(Azs2(y—1)) = Az (Az+1(Azi2(y—1)-1)), gde druga jednakost vazi
po definiciji jer Azo(y-1)>x+2+y—-12>1 po Dalje, kako je Ago(y—1)-1>z+2+y-1-12y
po dobijamo A2(y) > Az(Az+1(y)) primenjujuéi dva puta. O

(3.7) Zadatak. Dokazati A;(y) > zxy+2 za x> 1.

Resenje. Dokaz izvodimo indukcijom po z. Za x =1 imamo A;(y) > 1+y po[(3.3)] tj. A1(y) >1-y+2.

Pretpostavimo da A;(y) > zy + 2 za sve y 1 dokazimo A,41(y) > (x + 1)y + 2 za sve y. Ovo ¢emo
dokazati indukcijom po y. Za y =0 imamo A;+1(0) >z +1>2=(x+1)-0+2, gde prva nejednakost
vazi po a druga jer x > 1.

Pretpostavimo da je A;+1(y) > (x + 1)y + 2 i dokazimo Agzy1(y+1) > (z+1)(y+1)+2. Imamo
Api(y+1) = Ap(Api1(y)) 2 2A,1(y) +2 2 2((x + 1)y + 2) + 2 gde prva nejednakost vazi po drugoj,
a druga po prvoj indukcijskoj hipotezi. Dakle, A, 1(y+1) > 2’y +ay+2r+2>ay+x+y+1+2 =
(z+1)(y+1) +2, gde nejednakost vazi jer z > 1, pa i 2%y > y. O

(3.8) Zadatak. Dokazati A,11(y) > Ax(2y) za x > 1.

Resenge. Dokaz izvodimo indukcijom po y. Za y =0, Az4+1(0) > Az(0) vazi po|(3.5)]
Pretpostavimo Az.1(y) > A,(2y) i dokazimo Agzy1(y +1) > Ax(2y +2). Imamo Azi(y +1) =
Ap(Azi1(y)) > Az(Az(2y)) gde nejednakost vazi po|(3.4)| jer Az1(y) > A,(2y) vazi po indukcijskoj

hipotezi. Dalje, prema |(3.7)| i Az (A2 (2y)) > Ax(2zy +2) > Ax(2y + 2), gde druga nejednakost
ponovo vazi zbog|(3.4)|i = > 1. Prema tome Az 1(y+1) > Az (2y +2). O

(3.9) Definicija. Za primitivno rekurzivnu k-arnu funkciju F', k > 1, kazemo da je ogranic¢ena sa A,
u oznaci F € B(A;), ako za sve k-torke ¢ imamo F(7) < Az(X7), gde ¥ i oznacava yo + -+ + yp_1 za
k-torku y. Za k = 0, konstanta F' je ograni¢ena sa A,, ponovo F € B(A;), ako F' < A;(0).

Primetimo da F € B(A;) povlaci F € B(A,/) za sve 2’ > x po

(3.10) Lema. Osnovne funkcije su ogranicene sa Aj.

Dokaz. Za konstantu 0 imamo 0 < 2 = Ag(1) = A1(0). Za Z(y) imamo Z(y) =0< 2= A;1(0) < A1(y),
gde poslednje nejednakost vazi po|(3.4), a ¥y = y za niz duzine 1. Za S(y) imamo S(y) = y+1 < A1(y)
gde nejednakost vazi zbog Konacno, IT}(y) = yr <1+ Xy < A1(X 9), gde smo ponovo iskoristili

(3.3) O
(3.11) Lema. Ako je H-= F(Go, .. ~7Gl—1) i F‘7 Go, ey Glfl € B(Ax), onda H ¢ B(Amax(z,l+1)+2)-

Dokaz. Primetimo da mozemo pretpostaviti da je x > [; ako x <, onda F, Gy, ...,G_1 € B(A;) povlaci

F,Go,...,Gi_1 € B(Aj41), a takodje max(x,l+1)+2=1+3 =max(l+1,l+1) + 2, pa mozemo zameniti

x sa [ + 1. Dakle, pretpostavimo x > [, tada max(x,l+1) +2 =z + 2, pa dokazujemo H € B(A,2).
Imamo:

H(y) = F(Go(9), -, Gro1(9)) < Ax(Go() + -+ Gioa(9)) < Ac(lAz (2, 9)) = (#),

gde prva nejednakost vazi zbog F € B(A;), a druga zbog Go,...,Gi-1 € B(A;) i[(3.4)l Kako je <z,
tj. 1<z =1, vazi [A, (X 9) < (- 1)A. (X y) + 2, pa je:

(%) = A (142 (2 9)) < Ae((w - 1) A(X9) +2) = (#)
po [(3:4)] Po[(3.7))i [(3-4}

(#) < Az (A1 (A (3 9))) = (8).

Dalje poi
(8) < Au(Arn1 (X 9)) < Aar2 (20 0),

gde i poslednja nejednakost vazi po|(3.6). Prema tome H € B(x + 2).
Prethodno izvodjenje lako se modifikuje za sluc¢aj da su Gy, ...,G;_; konstante. O



(3.12) Lema. Ako je H =rec(F,G) i F,G € B(A;), onda H € B(Anyax(3,2+2))-

Dokaz. Primetimo da mozemo pretpostaviti da je x > 1. Zaista, ako je z = 0, onda F,G € B(Ayp)
povlaci F,G € B(A;), a takodje max(3,0 +2) = 3 = max(3,1 + 2), pa mozemo zameniti z = 0 sa 1.
Dakle, neka je x > 1, tada je max(3,z +2) = z + 2, pa dokazujemo H € B(A,.2).

Funkcija H definisana je sa:

H(y,z) = F(¥),
H(g,z+1) G(y,z,H(y,z2)).

Indukcijom po z dokazujemo da je H(y, 2) < Az42(Xg+2). Za z = 0imamo H(y,0) = F(y) < A, (X y) <

Az+2(X 7 +0), gde prva nejednakost vazi zbog F' € B(A,), a druga po [(3.5)]
Pretpostavimo da H(y,z) < Ag+2(X ¥+ 2z) i dokazimo H(y,z+1) < Ags2(X ¥+ 2z +1). Imamo:

H(y7z+ 1) = G(y,z,H(gj,z)) <A$(zg+z+H(yaz)) <A$(Zg+z+A$+2(Ey+2)) = (*)7

gde prva nejednakost vazi zbog G € B(A;), a druga po indukcijskoj hipotezi i|(3.4)] Kako Y7+ z <
Apr(S5+ 2) po[(33) ponovo zbog [34) imamor

(%)< AI(AI.'_Q(Zg +2)+ A$+2(Zg +2)) = Ax(QAHQ(Zy +2)) = (#).
Sada Zbogimamo:

(#) < Am+1(A3:+2(Z:U + Z)) = Ax+2(zg +2+ 1)7

gde je poslednja jednakost po definiciji. Ovo zavrsava dokaz.
U slucaju da je F' konstanta, izvodjenje se lako modifikuje. O

(3.13) Posledica. Za svaku primitivno rekurzivnu funkciju F' postoji x tako da F € B(A,).

Dokaz. Ovo tvrdjenje je jasno po lemama/|(3.10), [(3.11)|i|(3.12)| prema konstrukeiji primitivno rekurzivnih
funkcija. O

(3.14) Tvrdjenje. Akermanova funkcija A(x,y) nije primitivno rekurzivna.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. A(x,y) jeste primitivno rekurzivna. Tada je i F(y) := A(y,y)
primitivno rekurzivna, pa prema |(3.13)| postoji xo tako da F' € B(A,). Tada F(zg) < Az (z0) =
A(xg,z0) = F(x0). Kontradikcija. O

4 Kodiranje konac¢nih nizova

A. Bijekcije N >N, m>1

(4.1) Bijekcija : N? - N. Elementarna aritmeticka ¢injenica je da se svaki pozitivan prirodan broj
moze jedinstveno napisati u obliku 2%(2y + 1) za prirodne brojeve = i y. Ovo nam kaze da ova formula
uspostavlja bijekciju izmedju N? i N* = {1,2,3,...}. Kako je z - z — 1 bijekcija izmedju N* i N,
dobijamo bijekciju & : N> - N definisanu sa x(z,y) = 2°(2y + 1) — 1. Od sada pa nadalje bijekcija & je
fiksirana, iako ¢e nam retko njen ekslplicitan oblik biti bitan. Bijekciju £ obi¢no nazivamo kodiranjem
parova prirodnih brojeva.

Posmatramo i preslikavanja xg, <1 : N - N definisana sa x; = 1'[22 ok

, ¢ =0,1. Dakle imamo vezu:

k(x,y) =2z akko ko(2)=z1k1(2)=y.

(4.2) Tvrdjenje. Funkcije k, Ko i k1 su primitivno rekurzivne.
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Dokaz. Za funkciju k primitivna rekurzivnost je jasna jer je k(z,y) = 2°(2y + 1) = 1. Za k¢ imamo
ko(z) = (2 + 1), gde je (u), funkcija iz zadatka pa je ko primitivno rekurzivna. Konaé¢no za
k1 imamo k1(2) = qt(qt(z +1,270()) = 1,2), pa je i njena primitivna rekurzivnost jasna.

Za kKo 1 K1 mogli smo da postupimo i drugacije. Dovoljno je da primetimo da ko(2),k1(2) < 2, tj.
k(x,y) > x,y, Sto lako mozemo da vidimo. Sada imamo:

ro(2) = (nr <2)(3y < 2) wlz,y) = 2 1 ki(z) = (py <2)(Fz <2) K(z,y) = 2,

pa primitivnu rekurzivnosm mozemo opravdati ograni¢enom minimizacijom i ograni¢enom kvantifikaci-
jom, koristeéi primitivnu rekurzivnost funkcije k. Primetimo da ovo objasnjenje vazi za bilo koju drugu
bijekciju x koja je primitivno rekurzivna i zadovoljava uslov x(z,y) > x,y. O

Koristeéi kodiranje x mozemo dokazati primitivnu rekurzivnost nekih definicija koje koriste kom-
plikovanije rekurzije.

(4.3) Zadatak (Simultana rekurzija). Neka su Fp, F} primitivno rekurzivne k-arne funkcije i
Go, G primitivno rekurzivne (k + 3)-arne funkcije. DefiniSemo (k + 1)-arne funkcije Hy, H; sa:

Ho(z,y) = Fo(2),

Hi(z,y) = Fi(2),
Ho(z,y+1) = Go(z,y,Ho(Z,y), H1(Z,y)),
Hi(z,y+1) = Gi(z,y,Ho(Z,y), H1(Z,y)).

Funkcije Hy i Hy su oc¢igledno korektno definisani. Dokazati da su i primitivno rekurzivne.

Resenge. 1deja je da uocimo funkciju H(z,y) = k(Ho(Z,y), Hi1(Z,y)). Ako dokazemo da je ona prim-
itivno rekurzivna, onda su i Ho(Z,y) = ko(H(Z,y)) i Hi1(Z,y) = k1(H(Z,y)) primitivno rekurzivne.
Dakle, dokazujemo da je H primitivno rekurzivna:

H(z,0) k(Hy(Z,0), H1(Z,0))
= K(Fo(2), F1(Z));
H(z,y+1) = r(Ho(Z,y+1),H1(Z,y+1))
= r(Go(z,y, Ho(Z,y), H1(Z,y)), G1(Z,y, Ho(Z,y), H1(Z,y)))

= K(Go(Z,y, ko(H(Z,y)), k1 (H(Z,9))), G1(Z,y, ko (H(Z,y)), k1 (H(Z,y))))-
Prema tome H je data primitivnom rekurzijom. O

Takodje, k£ mozemo da iskoristimo u situacijama u kojima rekurzijom definiSemo vrednost funkcije
preko dve prethodne vrednosti, kao sto je sluc¢aj u slede¢em zadatku.

(4.4) Zadatak. Dokazati da je funkcija F'(z) = z-ti Fibonacijev broj, tj. F(0) = F(1) =11 F(z+2) =
F(z)+ F(x+1), primitivno rekurzivna.

Resenje. Uo¢imo pomoénu funkciju G(z) = k(F(z), F(x +1)). Ako dokazemo da je ona primitivno
rekurzivna, onda je i F'(z) = ko(G(z)) primitivno rekurzivna. Dakle, dokazimo da je G(z) primitivno
rekurzivna.

G(0) = k(F(0),F(1))
= r(1,1);
Glx+1) = k(F(x+1),F(zx+2))
= k(F(x+1),F(x)+F(x+1))
= k(£1(G(2)),k0(G(2)) + £1(G(2))),

pa je prema tome G data primitivnom rekurzijom. O
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(4.5) Bijekcije k™ : N - N, m > 1. Definisemo bijekcije " : N™ - N, m > 1, sa:

k'(z0) = w0
nm+1(azo, s Te1,Tm) = KRN0y Tin1)s T
Dakle, x!' = idy i k% = &, i opstije k™! je kompozicija N™*1 = N™ x N " 3 Nx N=N2 5 N. Prema
tome, lakom indukcijom vidimo da su k™ zaista bijekcije. Bijekcije £ zovemo kodiranje m-torki
prirodnih brojeva.

Zam>11ik<m imamo i funkcije " : N - N date sa s} = II{" o (™). Dakle:
K" (0, .., Tm-1) =y akko ki (y) =x0,...,km_1(Y) = Tm-1.
Indukcijom mozemo lako da vidimo da vazi:

ro(y) = s

m+ KM (ko(y)) k<m
K 1(9) { km(Oy) kem

Koristeci gornje formule, indukcijom lako vidimo da su sve funkcije ™ i k" primitivno rekurzivne.
Medjutim, za k)" vazi i viSe: one su restrikcije jedne jedine ternarne primitivno rekurzivne funkcije,
vidite |(4.7)l Pre toga nam je potrebna jedna lema koju ¢emo i kasnije koristiti.

(4.6) Lema. Neka je F'(x) unarna primitivno rekurzivna funkcija. Tada je funkcija F/(t,z) = F*(x) =
Fo---o F(x) primitivno rekurzivna binarna funkcija. (Specijalno, F¥ oznacava idy.)
| —

t

Dokaz. F (t,x) definisana je primitivnom rekurzijom sa:

F(0,2) =
F(t+1,z) = F'"Yz)=FoF'(x)=F(F(t,x)).
]
- >1i S .
(4.7) Tvrdjenje. Funkcija F'(z,y, 2) ={ Hy(gZ) ! in;éye< v je primitivno rekurzivna.
Dokaz. Za x=01ili y > z (ekvivalentno, y > z) imamo F(x,y,z) = 0.
Zax>11iy=01imamo F(x,y,z) =ag gde je z = k"(ag,...,a,-1). Kako:
2= K5(ag, ..., am-1) S K" N ag, . . ., ap-2) = K5 2(ag, ..., az_3) > - = K2 (ag, a1) = ag
imamo F(z,y,2) = ag = (k0)* 1 (2) = Ko(x ~ 1, 2), gde je Ko definisana u lemi
Zaxr>11i0<y<zimamo F(z,y,z) =a, gde je z=k"(ao,...,ay,...,a,-1). Kako:
z=k"(ag, ...,y ..., a4z-1) il K (a0, gy Gp2) Y & (ag, ..., ay) o ay
imamo F(z,y,%) = ay = k1 o (ko)* WD (2) = ki (Ro(z = (y + 1), 2)), gde je Ro iz |(4.6)
Prema tome F(x,y,z) je data slede¢im razdvajanjem po slu¢ajevima:
0 yzr
F(z,y,z) = Ro(r ~1,2) O=y<zx |,
ki(Ro(zx=(y+1),2)) O<y<zx
za koje lako vidimo da je primitivno rekurzivno. O

Ideja iz zadatka |(4.4)| sada se moze uopStiti.

(4.8) Zadatak. Dokazati da je funkcija F'(x) definisana sa F'(0) =1, F(1) =4, F(2)=61 F(x+3) =
F(z)+ F(x+1)?+ F(x+2)3.
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Resenje. Uotimo pomoénu funkciju G(z) = x3(F(x), F(z + 1), F(z +2)). Ako dokazemo da je G(z)
primitivno rekurzivna, onda je i F(x) = x3(G(x)) primitivno rekurzivna. Za G(x) imamo:

G(0)

r°(F(0), F(1), F(2))
= k3(1,4,6);
G(z+1) = K (F(zx+1),F(x+2),F(z+3))
= K(F(z+1),F(x+2),F(z)+F(z+1)*+ F(z+2)%)
= K (K1(G(x)), k3 (G(2)), k(G (2)) + KT(G(2))? + k5(G(2))?),

pa je G definisana primitivnom rekurzijom. O

Sledeéi komentar bi¢e nam vazan na jednom mestu kasnije.

(4.9) Komentar. Primetimo da 2’ <z 1y’ <y povlaci k(a',y") < k(x,y). Zaista, ovo sledi direktno
iz formule za k. Kako je x bijekcija, ako je bar jedna od nejednakosti ' < x i ¥’ < y stroga, onda je i
l4

k(z',y") < k(z,y). Sada indukcijom po m, mozemo da dokazemo da z{, < o, ..., x,,_; < Tm-1 povlaci

K™zl 2, 1) SK™(z0, ..., Tm-1), 1 ako je bar jedna nejednakost u x(, < xo, ..., 2, 1 < Tm-1 stroga,
: A 4

onda je K™ (z(, ..., 2., 1) <K™(Z0, ..., Tm-1)-

B. Kodiranje konac¢nih nizova
Uoc¢imo prirodnu bijekciju:
UNT"SN2END N
m21
gde a : (zg,...,Tm-1) » (m - 1,K™(xg,...,xm-1)); dakle, a bijektivno slika deo N™ u podskup
{m -1} xN od N2. Formula koja opisuje prethodnu bijekciju je:

(oy -y Tms1) = k(m =1, ™ (20, ..., Tm-1)) + 1.

Slikanjem () ~ 0, prethodnu bijekciju prosirujemo do bijekcije U0 N™ = N. Time smo uspostavili
bijekciju izmedju skupa svih kona¢nih nizova i N. Sliku niza (...) ozna¢avamo sa (...) i nazivamo je
njegovim kodom. Dakle:

e ()=0;
hd <$0,--->xm71> = K(m—l,ﬁm(xo,...,$m,1)) +1.

Nekoliko funkcija u vezi sa procesom kodiranje bi¢e nam vazne. Uvodimo ih u sledeéim tvrdjenjima.

Dokaz. 1z formule za kod vidimo:

g@):{ 0 2=0

ko(z=1)+1 2>0
Primitivna rekurzivnost je direktna. O
(4.11) Tvrdjenje. Binarna funkcija (z); definisana sa:
k-ta koordinata niza ¢iji je kod z k< {(z)
(2)k =
0 k>0(z)
je primitivno rekurzivna.

Dokaz. 1z formule za kod imamo:

kX (1 (2 =1 k<fl(z
@M:{ * (g ))kéeég'

Primitivna rekurzivnost je jasna ako se setimo da je funkcija (u,v,w) - £%(w) primitivno rekurzivna,

vidite tvrdjenje O
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(4.12) Tvrdjenje. Binarna funkcije z oy = kod niza dobijenog dodavanjem nizu sa kodom x jos jedne
koordinate y, tj:

® Oox=()oy=(y)
e zoy={((x)o, s (T)e)-1) 2y = ()0, (T)e(x)-1,Y), za >0
je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Ako je z =0, tj. x je kod praznog niza, onda je z oy = (y) = k(0,y) + 1. Ako je z >0, onda:

oy ((56)0,...,(.%)4(@_1) °y
= <(x)07"'7(x)f(x)—17y>
= w( L(x), KON (@0, (@)e)-1y) )+ 1
= w( {(z), Fé(ﬂe(x)((x)o,---(w)e(m)_l)w) )+1

= k( lz), k(k1(z=1),y) )+1.

Prema tome, z o y data je sa:

vo _{ k(0,y) +1 x=0
Y21 k() k(ki(z=1),9))+1 >0 °

i njena primitivna rekurzivnost je jasna. O

(4.13) Tvrdjenje. Binarna funkcija = * y = kod niza dobijenog nadovezivanjem nizova sa kodovima
x iy, tj:

* Oxy=y;
o xx0=ux;

e zxy = ()0, (T)e@)-1) * (Vo5 (Weyy-1) = (@05 -+, (@) e@)-1, (Wos -5 (W eey)-1), 2a
xz,y >0,

je primitivno rekurzivna. Primetimo da je z oy =x * (y).

T t=0

z*((¥)o, -, (¥)e-1) >0
z+y=F(z,y,0(y)), pa je dovoljno da dokazemo da je F' primitivno rekurzivna. Imamo:

Dokaz. DefinisSemo pomoénu funkciju F(z,y,t) = { . Primetimo da je

F(z,y,0) =
F(z,y,t+1) = z*{((¥)o,---, (¥)t-1, (¥)t)
= x4 (1o, W)e-1) * ((¥)e)
= F(z,y,t) * {(y)t)
= F(z,y,t) o (y)s,

pa je F definisana primitivnom rekurzijom. O

C. Dalji primeri primitivno rekurzivnih funkcija

Tehnika kodiranja moze biti iskoriséena da dokazemo primitivnu rekurzivnost funkcije F(Z,y) u
slucajevima kada je F'(Z,y + 1) definisana koriste¢i vrednosti F(Z, z) za neke/sve z < y.

(4.14) Zadatak. Dokazati da je funkcija F(x) definisana sa F'(0) = 1i F(z +1) = F([z/3])? + z
primitivno rekurzivna.
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Resenge. Definisimo pomoénu funkciju G(z) sa G(z) = (F'(0),...,F(x)). Ako dokazemo da je G(z)
primitivno rekurzivna, onda je i F'(z) = (G(z)), primitivno rekurzivna. Za G(x) imamo:

(F(0)) = (1);
(F(0),...,F(z),F(x+1))
(F(0),...,F(x))o F(x+1)
G(x) o (F([2/3])* + )
G(x) o ((G(2)2yas) + 1),

pa je funkcija G(z) data primitivno rekurzijom. Ovde smo iskoristili da je [z/3] = qt(z,3) < x, pa je
(G(2))gt(z3) = F(at(x,3)) = F([z/3]). O

(4.15) Zadatak. Dokazati da je funkcija F(x) definisana sa F(0) = 2 i F(x + 1) = [y, F ()
primitivno rekurzivna.

G(0)
G(z+1)

Resengje. Definisimo istu pomoénu funkciju G(z) = (F(0),...,F(x)). Dovoljno je da dokazemo da je
G(x) primitivno rekurzivna, jer je tada i F'(z) = (G(z)), primitivno rekurzivna. Imamo:

G(0) = (F(0))
= (2)
G(zx+1) = (F(0),...,F(z),F(x+1))
= (F(0),...,F(z))o F(z+1)

= G(z)o (H F(t)‘“l)

t<z

- G ([IE@)).
t<x

Primetimo da je [T, (G(2))#™ jednak H(z,G(z),S(x)), gde je H(x,y,2) = [Ty, (y)F™ primitivno

rekurzivna data ograni¢enim proizvodom. Dakle, G(x) data je primitivnom rekuzijom. O

Ideja kodiranja moze biti iskoriSéena za dokaz primitivne rekurzivnosti i u opstijim situacijama.
Npr. ako je F'(x,y+1) definisano koristeéi vrednosti F'(2',y") za neke/sve 2’ <z 1y’ <y. Alii opstije.

(4.16) Zadatak. Dokazati da je funkcija definisana sa F(x,0) = 2°+5i F(z,y+1) = yF([2/2],y) +2
primitivno rekurzivna.

Resenje. Uo¢imo pomoc¢nu funkciju G(t) = ( F(ko(0),x1(0)), F(ko(1),k1(1)), ..., F(ko(t),r1(t))).
Ako pokazemo da je ona primitivno rekurzivna, onda je i F'(z,y) = (G(k(%,¥)))x(z,y) Primitivno
rekurzivna. Za G(t) imamo:

G(0) = (F(ro(0),k1(0)))
= (£(0,0))
= (5);
G(t+1) = G(t)oF(ko(t+1),k1(t+1))

G(t) o F(ko(t +1),0) Kki(t+1)=0
{G(t)oF(mo(t+1),(/<al(t+1);1)+1) k1(t+1)>0
G(t) o (ko(t+1)%+5) ki(t+1)=0
{G(t)o[(fsl(t+1);1)F([n0(t+1)/2],(/{1(t+1);1))+2/€0(t+1)] Kki(t+1)>0

[ G(t)o(ko(t+1)>+5) ki(t+1)=0

- {G(t)o[(’fl(t+1)*1)(G(t))n(qt(no(t+1),2),m(t+1);1)+2/€0(t+1)] ki(t+1)>0 °

Jasno je da je G(t) data primitivnom rekuzijom, ali moramo da opravdamo zasto je
(G(0)) n(gt(ro(t+1),2) s (t+1)=1) = F ([0 (t +1)/2], (k1 (¢ +1) = 1)),
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tj. zasto je k(qt(ko(t+1),2),k1(t+1)=1) <t, odnosno k(qt(ko(t+1),2),k1(t+1)=1) <t+1. Ovo
sledi jer qt(ko(t+1),2) <ko(t+1) i k1(t+1)=1<k1(t+1), paje k(qt(ko(t+1),2),k1(t+1)=1) strogo
manja od k(ko(t+1),k1(t+1)) =t+1; vidi komentar [(4.9)] O

(4.17) Zadatak. Dokazati da je funkcija derfinisana sa F(z,y,0)=z+yi F(x,y,z2+1) = F(z=z,y~
x, z) primitivno rekurzivna.

Resenje. Uopstavamo ideju iz prethodnog zadatka i posmatramo pomoénu funkciju:

G(t) = (F(k5(0), 7 (0), £3(0)), F(k5(1), £1(1), 55(1)), - ., F (i (1), K7 (), K3(1))).

Ponovo, dovoljno je da dokazemo da je G(t) primitivno rekurzivna, jer je onda i:

F(:L’, Y, Z) = (G(H?’(JZ, Y, Z)))n3(z,y,z)

primitivno rekurzivna. Za G(t) imamo:

(F(53(0),£1(0), 55(0))

(£(0,0,0))

(0);

G(t)oF(/ﬁg(t+1),/€§’(t+1),/{§(t+1))

[ Gt)o F(k3(t+1),k3(t+1),0) k3(t+1)=0

T G o F(k3(t+1),k3(t+1), (k3(t+1)=1)+1) w3(t+1)>0

~ {G(t)o(mg(t+1)+ni”(t+1)) K(t+1)=0
Tl G o F(k3(t+1) = (k3(t+1) = 1), k3(t+ 1) = w3(t+ 1), k3(t+1) = 1) K3(t+1)>0

G(0)

G(t+1)

[ G(t) o (kj(t+1) + KI(t+1)) ka(t+1)=0
G () 0 (G(1)) 3 (3 (£41) (k3 (1) 1) 3 (b4 D) =B (1 B (1) =1y K3(EF1) >0
Jasno je da je G(t) data primitivnom rekuzijom, pri éemu zbog poslednje jednakosti moramo da
proverimo da k3(k3(t+1) = (k3(t + 1) = 1),k3(t + 1) = k3(t + 1),x5(t + 1) = 1) < ¢, odnosno < ¢t + 1.
Kako je wg(t+1) = (ka(t+1) = 1) < gt +1), 3t +1) = w3t +1) < w3t +1) i m3(E+1)=1c<
ky(t+ 1), K33t +1) = (k3(t+1) = 1),k3(t + 1) = k3(t + 1),k5(t + 1) = 1) < ¢ je strogo manje od

RI(R3(E+ 1), k3(E+ 1), k3 (¢+1)) =t +1 (vidi[(4.9)). O

Uoc¢imo malo generalniju situaciju: neka je H(x,y) definisano sa:

H(x,0)
H(x,y+1)

F(z);
G(z,y, H(K(z),y)),

gde su F'; G i K primitivno rekurzivne. Tada je i H primitivno rekurzivna. Ako je K(x) < z, onda
je to sitiuacija koju smo ve¢ videli i ideja kodiranja prolazi. Ako K (x) nije obavezno < x, mozemo da
iskoristimo sledeéi trik. Uocimo pomoénu funkciju H(t,z,y) definisanu sa:

H(t,z,0) F(K'(z));
H(t,z,y+1) = GK"WVY(),y, H(t, z,v)).

Setite se da je K*(x) primitivno rekurzivna kao binarna funkcija (vidi , pa je H data primitivnom
rekurzijom. Sada nastavljamo u dva koraka: prvo dokazemo da za t > y vazi (Vu) H(t +u,z,y) =
H(t,K%(x),y), a onda dokazemo da je H(x,y) = H(y,z,y), odakle sledi primitivna rekurzivnost
funkcije H. Primer ovoga imamo u slede¢em zadatku.

(4.18) Zadatak. Dokazati da je funkcija definisana sa F(z,0) = 23 +11 F(x,y +1) = 3yF(2z,y) + 2°
primitivno rekurzivna.
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Resenje. Pratimo opisani postupak. Uo¢imo pomocénu funkciju datu sa:

G(t,z,0) = (2'z)3+1;
G(t,z,y+1) = 3yG(t,x,y)+2

2t4(y+1)x

Funkcija G data je primitivnom rekurzijom.

Najpre dokazujemo da za y < t vazi (Vu) G(t+u,x,y) = G(t,2%x,y). Ovo ¢emo dokazati indukcijom
po y. Za y = 0 treba da dokazemo da za t > 0, (Vu) G(t +u,z,0) = G(t,2%x,0), tj. (2"z)® +1 =
(2¢2¢2)3 + 1, §to jasno vazi za sve t i u.

Pretpostavimo da za t > y vazi (Vu) G(t + u,z,y) = G(¢,2% y) i dokazimo za t > y + 1 vazi
(Vu) G(t+u,z,y+1) =G(t,2%¢,y + 1). Leva strana je:

(t+u)*(y+l)l,

G(t+u,a:,y+1)=3yG(t+u,x,y)+22 ,

a desna strana je:
G(t,2%,y+1) =3yG(t,2"z,y) + g2 th2te

Sada ovi izrazi jesu jednaki jer G(t + u,x,y) = G(t,2"x,y) vazi po indukcijskoj hipotezi, a (t+u) =
(y+1)=(t=(y+1))+ujert>y+1.

Konaéno dokazujemo F(x,y) = G(y,x,y), odakle zaklju¢ujemo primitivnu rekurzivnost funkcije
F. Ponovo izvodimo dokaz indukcijom po y. Za y = 0 imamo (za svako z) F(z,0) = 25+ 1, a
G(0,2,0) = (2°2)3 + 1, pa je baza indukcije ispunjena.

Pretpostavimo da F'(z,y) = G(y,x,y) vazi za svako x i dokazimo F(x,y+1)=G(y+1,z,y+1) za
svako z. Imamo:

Gly+1,2,y+1) 92z

3yG(y+ 1, z,y) +
= 3yG(y,2x,y) +2°
= 3yF(2z,y) +2°

= F(z,y+1),

gde prva i poslednja jednakost vaze po definiciji, druga prema prvom koraku i tre¢a prema indukcijskoj
hipotezi. ]

5 Rekurzivne i izracunljive funkcije

A. Parcijalno rekurzivne funkcije

Sada ¢emo samo uvesti familiju parcijalno rekurzivnih funkcija. Njihovo izuCavanje ¢emo nastaviti
kasnije.

(5.1) Parcijalno rekurzivne funkcije. Familija parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanja familija
R koja sadrzi sve osnovne funkcije (vidi|(1.2))) i zatvorena je za definiciju kompozicijom definiciju
primitivnom rekurzijomi definiciju minimizacijom Alternativno, mozemo definisati rastuéi
niz familija funkcija (R )n<co Sa Ro su osnovne funkcije i:

Rns1 = RpU{F(Go,...,Gi-1) | F,Go,...,Gi-1 € Ry 1 F(Go,...,G;_1) je definisana}
U {rec(F,G)|F,GeRy,irec(F,G) je definisana}
U {(my) F(z,y) =0 F(Z,y) € Rn}.

Tada je R = Up<oo Rn- Dakle, funkcija F' je parcijalno rekurzivna ako je mozemo izgraditi u kona¢no
mnogo koraka od osnovnih funkcija koristeéi definiciju kompozicijom, primitivhom rekurzijom i mini-
mizacijom. Ako F' € R, slozenost od F' je najmanje n takvo da F € R,,.

Ako je F' € R i totalna funkcija, onda za nju kazemo da je rekurzivna. Kako je karakteristi¢na
funkcija uvek totalna, skup nazivamo rekurzivnim ako mu je karakteristi¢na funkcija rekurzivna.

(5.2) Komentar. Direktno iz definicija vidimo da su primitivno rekurzivne funkcije i rekurzivne.
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Sledeca laka lema ¢e biti ¢éesto koriSéena.

(5.3) Lema. Neka je F(z) parcijalno rekurzivna funkcija i R(Z,y) rekurzivna relacija. Tada je
funkcija definisana sa:
G(2) :{ F(z) (Hy) Rg%y)
1 mace
parcijalno rekurzivna. Opstije, ako je F'(z) parcijalno rekurzivna funkcija i R(z,y) rekurzivna relacija,
onda je funkcija definisana sa:
G(2) ={ F(z) (39) R(z,9)
1 inace

parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Prvi deo sledi lako jer mozemo da primetimo da je G(Z) ~ F(Z) +0- (uy) R(Z,y), a funkcija
na desnoj strani je jasno parcijalno rekurzivna.

Drugi deo sledi iz prvog primenom trika kodiranja. Naime, neka je k duzina od g i neka je R'(Z, z)
definisan sa R(Z, k5 (2),...,k¥_(2)). Tadaje R(%,¥) ekvivalentno sa R'(Z,x*(7)), pajei (37) R(z,7)
ekvivalentno sa (3z) R'(Z, z), a relacija R’ je jasno rekurzivna. O

B. Registarska masina

(5.4) Registarska masina. Registerska masina sastoji se od beskona¢nog niza registara koje
oznacavamo sa Rj, Ra, Rs3,... Svaki registar sadrzi proizvoljno veliki prirodan broj. Masina menja
sadrzaj registara izvrSavanjem programa. Program P je konacan niz, mozda i prazan, naredbi
(No, ..., Ni_1). Izvrasavanje programa uvek pocinje izvrsavanjem naredbe Ny, ako ona postoji. Svaka
naredba je jednog od sledeé¢a dva oblika:

e R/(m): ova naredba uvecava sadrzaj registra R; za 1 i poziva izvrSavanje naredbe Np,;
e R;(m,n): ova naredba radi sledece:

oo ako je sadrzaj registra R; pozitivan, njegov sadrzaj smanjuje se za 1 i poziva se izvrSavanje
naredbe N,,;

ee ako je sadrzaj registra R; nula, samo se poziva izvrSavanje naredbe N,,.
Izvrsavanje programa P se prekida ako je pozvana naredba N, za neko m > k, tj. naredba koja ne

postoji u programu. Specijalno, ako je P prazan program, pozivom naredbe Ny na pocetku, izvrsavanje
se odmah zavrsava.

(5.5) Primeri.
1. Program P koji ima jednu naredbu Ny : R} (0) u svakom koraku izvrsavanja povecava sadrzaj

registra R; za 1 i poziva ponovo izvrsavanje iste naredbe. Dakle, ovo izvrSavanje nikada se ne
zavrsava.

2. Program P koji ima jednu naredbu Ny : R;(0,1) ,,prazni” registar R;, tj. postavlja sadrzaj
registra R; na nula i zavrsava izvrSavanje.

3. Program P:
N0: R;(1,2)
Ny : R:(0)

prebacuje sadrzaj registra R; na sadrzaj registra R;; na kraju izvrSavanja u I; je nula, a u R;
zbir sadrzaja R; i R;.

4. Program P:
Ny : R;-(O,l)
Nl: Rt_(172)
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Ny: R;(3,5)

Ny: R:(4)
Ny: R/ (2)
Ns: Ry (6,7)
Ne: R (5)

najpre prazni registre R; i R;, onda prebacuje sadrzaj registra R; u oba registra R; i R, i
na kraju prebacuje sadrzaj registra R; u R;. Ovim postupkom na kraju izvrsavanja registar
R; ima isti sadrzaj kao na pocCetku izvrSavanja, a registar I?; sadrzi vrednost iz R; sa pocetka
izvrsavanja. U ovom programu smo koristili R; kao pomo¢ni registar.

5. Program P:
No: R;3(0,1)
Ni: R;(1,2)
NQZ RI(3,4)
N3: R3(2)
Ny: R5(5,10)
Ns: R3(6,8)
Ne: Ri(7)
N7: Ri(5)
Ng: R;(9,4)
No: R3(8)

postavlja u R; proizvod sadrzaja registara R; i Ro sa pocetka izvrSavanja. Razjasnite postupak.

(5.6) Maksimalan indeks. Kako je svaki program konacan niz naredbi, a svaka naredba menja
sadrzaj samo jednog registra, izvrSavanje programa menja samo kona¢no mnogo registara. Sa m(P)
oznacavamo maksimalan indeks registra koji se menja prilikom izvrsavanja programa P. Primetimo
da za izvrSavanje programa P registri R;, ¢ > m(P), nisu znacajni.

Neka je P program, m =m(P) i ay,...,an € N. Sa P(ay,...,ay) | oznatavamo da se izvr3avanje
programa P zaulaz aq,...,a, uregistrima Ry, ..., R, zavrsava. U suprotnom pisemo P(ay,...,am) 1.
(5.7) Izracunavanje. Neka je P program i m = m(P). Izracunavanje programa P je niz, konacan ili
beskonacan, (m + 1)-torki (11’8, o . ak), za k <d< oo, gde za svako k < d a:lg oznacava broj naredbe
koja se izvrSava u k-tom koraku, a (x]f, .. ,xﬁl) je stanje u registrima Ry,..., R, u k-tom koraku.
Broj d < oo je duzina izracunavanja.

Izracunavanje programa P za ulaz (aq,...,a,) dato je sa:

o (z9,29,...,22)=(0,a1,...,a) — na pocetku izracunavanja izvrsava se nulta naredba, a stanje

u registrima je (ai,...,amn);

e ako je xf-ta naredba oblika R} (n), onda je:

k+1 _k+1 k+1 k+1 k k k \.
(g " xy my xy) = (e, + 1 T);

e ako je xf-ta naredba oblika R; (n’,n”) i ¥ > 0, onda je:

k+1 _k+1
7$1

(330 x{ﬁl

g ooyl P

k k k k
.,a:m”) =(n/ 2}, .. xf -1, 2

e ako je zf-ta naredba oblika R; (n',n") i z¥ = 0, onda je:

k+1 _k+1 k+1 k+1 1 _k k k\.
gy xl )= xy,x =0, x);

ako xé—ta naredba ne postoji, onda je d< oo i k=d-1.
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Jasno je da P(aq,...,an) | akko d < co.

(5.8) Primer. Zapisimo izracunavanje programa P:
NO : RI(L 2)
N1+ R3(0)

za ulaz (3,4) (primetite da je m(P) = 2). Izra¢unavanje je sledeéi niz:

(0,3,4)
(1,2,4)
(0,2,5)
(1,1,5)
(0,1,6)
(1,0,6)
(0,0,7)
(2,0,7)

C. Izracunljive funkcije

(5.9) Izraéunljiva funkcija. Parcijalna k-arna aritmeticka funkcija F' je izrac¢unljiva ako postoji
program P tako da:
e m=m(P)>k;
e ako (ag,...,ar-1) € Dom(F) onda P(ag,...,a;-1,0,...,0) | i na kraju izracunavanja u registru
——

m—k
R se nalazi rezultat F'(aog,...,a5_1);

e ako (ag,...,ax-1) ¢ Dom(F) onda P(ag,...,a;-1,0,...,0) 1.

(5.10) Komentar. Neka je F' izracunljiva k-arna funkcija i D ¢ Dom(F'). Funkcija G definisana sa:

aw={ " 55

nije obavezno izracunljiva, iako postoji program koji izra¢unava F(Z) za T € D. Razlog za to je $to
mora da postoji program ¢ija se izracunavanja ne zavrSavaju za T ¢ D.

(5.11) Zadatak. Dokazati da je funkcija:

F(z) - 0 =« je paran
| * z je neparan

izracunljiva.

Resenje. Program koji racuna F' je dat sa:

No : Ri(1,3)
Ny : Rj(0,2)
N2 : -1*—(2)

Neka je a = 2b+ ¢, gde je € € {0,1}, ulaz. U prvih 2b koraka pozivamo naizmeni¢no naredbe Ny i Ny i
smanjujemo stanje registra Ry za po 1. Na kraju ovog dela izra¢unavanja u registru R; je . Sledeca
naredba koja se izvrsava je Ng. Ako je € = 0, broj a je paran, u registru R; je € = 0 i program se
zavrSava. Ako je € = 1, tj. a je neparan, stanje u R; smanjuje se na 0 i poziva se naredba N7, koja
poziva naredbu N», tj. program ulazi u beskona¢nu petlju, pa se izvrSavanje ne zavrSava. O
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(5.12) Lema. Osnovne funkcije |(1.2)| su izracunljive.

Dokaz. Konstanta 0 i Z(z) su izracunljive jer ih ra¢una program Np: R7(0,1) (program koji prazni
registar R1). Funkcija sledbenika S(x) je izracunljiva jer je ra¢una program Ny : Rj(1) (samo
uvecavamo registar Ry za 1). Funkciju II}, za 0 < k < n, ra¢una program:

No = Rpq(1)

Ny RI(]-v 2)
Ny : Rp,.,(3,4)
N3 : RI(Q)
Argumenti funkcije (ag,...,ak,...,a,-1) na pocetku se nalaze u registrima Ry, ..., R,. Kako je k>0,

ideja je da ispraznimo registar R;, pa da onda prebacimo sadrzaj registra Ry.1 (to je bas ag) u
registar Ry. To rade naredbe N; — N3. Naredba Ny je tu samo iz formalnih razloga da bi m(P) bilo
> n; primetite da ona ne menja prvih n registara gde su argumenti nase funkcije.

Konac¢no, funkciju IIfj rac¢una program Np: R’ (1), tj. trazeni rezultat se ve¢ nalazi u registru
Ry, pa imamo samo jednu naredbu koja nam je formalno potrebna da bi m(P) bilo > n. O

(5.13) Lema. Familija izracunljivih funkcija zatvorena je za definiciju kompozicijom

Dokaz. Pretpostavimo da je H = F(Gy,...,G;_1), gde su F,Gy,...,G_1 izracunljive funkcije. Neka
su Gg,...,G;_1 k-arne, neka P racuna F', a Qoq,...,Q;_1 racunaju redom Gjy,...,G;_1. Neka je m
maksimum {m(P),m(Qo),...,m(Q;-1)}. Neka je a niz duzine k (mozda je i prazan). Posmatrajmo
program koji izvodi sledeée izracunavanje, i racuna H (prvo polje prati prvih m registara):

ulaz: a0 | 0

postavi: a0 | a

primeni Qo: | bo - | a

postavi: a0 | @ by

primeni Qq: [ by - | @ bo
postavi: a0 | @ bob
primeni Qii: [ by | @bobi. . bia
postavi: [obrbi1 0 |

primeni P: [ [

Jasno je da se program koji vrsi prethodno izracunavanje moze napisati. Primetimo da je b; =
Gi(a), za svako i <[, i c=F(bg,...,b_1); prema tome ¢ = H(a). Takodje primetimo da a € Dom(H)
akko se prethodno izra¢unavanje zavrSava za a. O

(5.14) Lema. Familija izracunljivih funkcija zatvorena je za definiciju primitivnom rekurzijom

Dokaz. Pretpostavimo da je H = rec(F,G), gde su F' i G izracunljive, redom k-arna i (k + 2)-arna
funkcija. Neka P i @ racunaju F i G, i neka je m maksimum {m(P),m(Q)}. Neka je a niz duzine k
(mozda prazan) i b jedan element. Posmatrajmo program koji izvodi deleée izracunavanje, i ra¢una
H (prvo polje prati prvih m registara, drugo registar Ry,+1, i tree registar Ry,2):
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ulaz: ’&b(_] ‘ 0 ‘ 0 ‘0

postavi: (a0 | b | 0 Ja
primeni P: lco- | b ] 0 Ja
e~ | b-u | wu |a  radna konfiguracija u petlji
Np: Ry(n+1,0): [c¢y- [b-u-1] uw |a  while petlja
postavi: lauc, 0] b-u-1]u+l]a
primeni Q: lcus1 - |b-u-1]u+l]a  iidina N,

pri ¢emu N ne postoji. Jasno je da se prethodni program moze napisati. Primetimo da je ¢g = F'(a) i
cur1 = G(a,u,cy), tj. vidimo da je ¢, = H(a,u). Program se zavrsava pozivom naredbe N; u trenutku
kada je b—wu =0, tj. u = b, i u registru R; se nalazi ¢, = ¢, = H(a,b). Takodje, nije tesko videti da
(a,b) € Dom(H) akko se prethodno izracunavanje zavrsava za (a,b). O

(5.15) Lema. Familija izrac¢unljivih funkcija zatvorena je za definiciju minimizacijom

Dokaz. Pretpostavimo da je H(z) = (uy) F(Z,y) =0, gde je F izracunljiva (k+1)-arna funkcija. Neka
P ra¢una F ineka je m = m(P). Neka je a niz duzine k (mozda prazan). Posmatrajmo program koji
izvodi sledecée izracunavanje, i racuna H (prvo polje prati prvih m registara, a drugo registar Ry,+1):

ulaz: (a0 [0 O
postavi: (a00 | 0 Ja
primeni P: (o~ | 0 |a
[, | w [a  radna konfiguracija u petlji
Nn: Ri(n+1,1) [by—1- [ w [a  while petlja
postavi: lau+10]u+l]a
primeni P: | bus1 -~ Ju+l]a  iidina N,
N, : postavi [u [ u Ja

Jasno je da se program koji vrsi prethodno izracunavanje moze napisati. Primetimo da je b, = F'(a,u).
Naredba N; bi¢e pozvana prvom prilikom kada u rednoj konfiguraciji imamo b, = 0, prema tome
H(a) = u. Takodje, jasno je da a € Dom(H) akko se prethodno izracunavanja zavrSava za a. O

Prema prethodne cetiri leme direktno imamo slede¢u teoremu.

(5.16) Teorema. Parcijalno rekurzivne funkcije su izrac¢unljive. Specijalno, primitivno rekurzivne
funkcije su izracunljive. O

Sledeéi cilj nam je da pokaZzemo i obrat prethodne teoreme, tj. dokaza¢emo da su izracunljive
funkcije parcijalno rekurzivne.

D. Kodiranje programa

(5.17) Kodiranje naredbi. Svim naredbama dodeljujemo njihov kod. Naredbi R;(m) dodeljujemo
kod (i,m), a naredbi R; (m,n) dedeljujemo kod (i,m,n). Jasno je da je svaka naredba jedinstveno
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odredjena svojim kodom. Sa Nar € N oznac¢imo skup svih z koji su kodovi neke naredbe. Primetimo
da je skup Nar primitivno rekurzivan. Zaista, Nar(z) akko (¢(z) =21ili £(z) =3) i (2)0 >0, pa je:

Xnar(2) = [X=(€(2),2) + x=(£(2),3)] - s9(2),
gde je funkcija na desnoj strani jasno primitivno rekurzivna.

(5.18) Kodiranje programa. Programu P = (N, ..., N;_1) dodeljujemo kod (2, ...,2;-1). Jasno je
da se svaki program odredjen svojim kodom. Sa Prog ¢ N ozna¢imo skup svih e koji su kodovi nekog
programa. Primetimo da je Prog primitivno rekurzivan. Zaista, Prog(e) akko (Vi < ¢(e)) (e); € Nar,
pa imamo:

Xng(e) = H XnNar((€):)-
i<l(e)
Nije tesko videti da je ogranicen proizvod na desnoj strani primitivno rekurzivna funkcija.
Dalje primetimo da je funkcija definisana sa:

m(e) = m(P) ako je e kod programa P
- 0 ako e¢ Prog

primitivno rekurzivna. (Primetite dvostruku upotrebu oznake m $to ne bi trebalo da stvara nejasnoce.)
Da bismo opravdali primitivnu rekurzivnost, posmatrajmo pomoénnu funkciju F'(e,t) definisanu prim-
itivnom rekurzijom sa:

F(e,0)
F(e,t+1)

0;
n1aX(1?(eat)7((e)t)0)'
Ako je e kod programa, onda je ((e);)o indeks registra koji menja naredba (e);, pa F(e,l(e)) bas

daje maksimalan indeks registra koji menja program sa kodom e. Dakle, m(e) = xprog(€) - F'(e,£(€))
je primitivno rekurzivna.

(5.19) Kodiranje izraéunavanja. Neka je P program, m = m(P) i neka je (xf, 2%, ... 2k )14
izracunavanje programa P koje se zavrsava (dakle, d < oo; vidi [(5.7))). Kod koraka k, (x&, 2%, ... 2k ),
je @F = (xk 2k .. 2F) a kod celog izracunavanja je (2°,...,2%!). Jasno je da je izracunavanje

jedinstveno odredjeno svojim kodom. Sa Izr ¢ N? oznac¢imo skup svih parova (e,y), gde je e kod
nekog programa P, a y je kod nekog izracunavanja programa P koje se zavrsava. Tvrdimo da je Izr
primitivno rekurzivan. Primetimo da Izr(e,y) akko vaze sledeéi uslovi:

e ¢ je kod programa, tj. Prog(e);
e y je kod nepraznog niza, tj. £(y) > 0;

e svi ¢lanovi niza ¢iji je kod y su kodovi nizova duzine m(e) + 1, tj. (Vk < £(d)) £((y)r) = m(e) +1;

na pocetku izra¢unavanja izvrsava se naredba Ny, tj. ((y)o)o = 0;
e na kraju izracunavanja pozvana je naredba N, za neko n > £(e), tj. ((4)e(y)=1)o > £(e);

e u svim koracima izra¢unavanja, sem poslednjeg, izvrSava se naredba N, za neko n < £(e), tj.

(VE <L(y) = 1) ((y)r)o <L(e);

u svakom koraku k, sem poslednjem, tj. (Vk < £(y) = 1), kontroliSemo stanje u registrima u
koraku k + 1:

+

e ako £((€)((y)x)0) = 2, u koraku k izvrsava se R((e)((y)k)o)o(((e)((y)k)oh), pa:

((Wk+1)o = ((e) (o)t A (YVi<m(e)) (¥)r+1)i+1 = ((W)r)is1 + x=(7 + 1, ((€)((4)r)0)0);

oo ako £((e)((y)x)o) = 3, u koraku k izvisava se R,y - (((€)(()r)0)1: ((€)((y)1)0)2), Pa:

(Vi<m(e)) (Wr+1)ir1 = ((Wr)in1 = x=(i+ 1, ((e)((y).)0)0) it
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oo e ako ((4)k)((e)y),)o)0 > 00 onda ((¥)re1)o = ((€)((y),)0) 15

oo ako ((U)k)((e)y), )0 = 0> onda ((¥)re1)o = ((€)((y)4)0)2-
Primetimo da je svaka od stavki primitivno rekurzivna (data ve¢ poznatim primitivno rekurzivnim
funkcijama i skupovima, ograni¢enom univerzalnom kvantifikacijom i primitivno rekurzivnim razdva-
janjem po slucajevima), pa je i njihova konjunkcija primitivno rekurzivna, tj. Izr jeste primitivno
rekurzivan.

(5.20) Klinijev predikat 7. Definisimo T'(k,e,z,y) akko je e kod programa, a y je kod njegovog
izracunavanja koje se zavrsava za ulaz (k&(x)..., k¥ (2),0,...,0). Prema tome T'(k,e,z,y) je ekvi-
—_———
m(e)-k
valentno sa Izr(e,y) (primetite da ovo ve¢ polaci Prog(e)) i:

(Vi <k) ((9)o)in = w{(2) A (Yi<m(e) k) (¥)o)isrs1 =0,

Sto opisuje ulaz u izracunavanje. Setite se da je k¥(w) primitivno rekurzivna kao ternarna funkcija
(4.7)] pa nije tesko videti da je prethodno opisana relacija primitivno rekurzivna. Prema tome i T je
primitivno rekurzivni predikat.

(5.21) Klinijeva funkcija izlaza U. Oznacimo sa U(y) = ((y)¢(y)-1)1- Funkcija U(y) ocigledno je
primitivno rekurzivna. Primetimo da za slucaj da je y kod izracunavanja koje se zavrsava, U(y) je
stanje registra R; na kraju tog izvrSavanja.

(5.22) Funkcija enumeracije ®. Definisemo funkciju ®(k,e,z) = U((ny) T'(k,e,x,y)). Primetimo
da ovde (uy) T'(k,e,z,y) znaci (uy) xr(k,e,x,y) =0. Funkcija ® ocigledno je parcijalno rekurzivna.
®(k,e,x) vraca sadrzaj registra R; na kraju izracunavanja programa sa kodom e za ulaz kodiran sa
x, ako se takvo izracunavanje zavrSava. U suprotnom, ako e ne kodira program ili se izvrSavanje za
ulaz x ne zavrsava, ®(k, e, x) nije definisano.

(5.23) Teorema.
1. Funkcija F' je parcijlano rekurzivna akko je izracunljiva.
2. Za svaku k-arnu parcijalno rekurzivnu funkciju F' postoji e tako da:
F(xo,...,x5-1) = ®(k,e,"(20,...,x5-1))
78 SVe X, ..., Th1-

Dokaz. 1. Smer (=) ve¢ smo dokazali. Za (<), neka je F' izrac¢unljiva k-arna funkcija, i neka je P
program koji je izrac¢unava. Neka je e kod programa P. Prema definicji izra¢unljive funkcije i funkcije

enumeracije ® direktno vidimo F(zo,...,z5_1) = ®(k,e, ¥ (x0,...,z4-1)) za sve xg,..., 41, pa je F
jasno parcijalno rekurzivna.
2. Prema 1. i dokazu dela 1. dovoljno je da uzmemo za e kod programa koji izra¢unava F. O

(5.24) Komentar. U delu 2. iz prethodne teoreme vazi i vise: Za svaku k-arnu rekurzivnu funkciju
F' postoji beskonatno mnogo e tako da:

F(zg,...,xp_1) = (I)(k?,e,lik(fbo, cey Tg—1))

za sve xg,...,Tr_1. Naime, dovoljno je da primetimo da za svaku izracunkljivu funkciju F' postoji
beskonaéno mnogo programa koji je izracunavaju. Zaista, ako je P program koji ra¢una F', mozemo
da ga modifikujemo tako §to ¢emo da mu dodamo na kraju naredbe Ny(py.; : Ry (m(P)+i+1) za
i <n, gde je n proizvoljno veliki broj. Ovakav program posle izracunavanja F', i smeStanja rezultata u
Ry, besmisleno dodaje (najvise) n jedinica u registar Ry. Tim postupkom rezultat nije narusen, tj. i
ovakav program racuna F. Za razli¢ite n-ove, programi su formalno razli¢iti i imaju razli¢ite kodove.

(5.25) Enumeracija parcijalno rekurzivnih funkcija. Sa 2’“) oznacavamo k-arnu funkciju

®(k, e, k*(zo,...,2z1-1)). Broj e zove se Gedelov indeks funkcije qﬁgk). Prema teoremi o enumeraciji
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svaka parcijalno rekurzivna funkcija ima svoj indeks, zapravo beskona¢no mnogo indeksa. Umesto
§k)(x0, ..., Tk_1) pisac¢emo krace e- (xq,...,Tk1).
Domen funkcije ¢§’“) oznacava¢emo sa We(k), a Rcm(F sa Eék). U slucéaju k = 1 pisac¢emo
b, Wo, B, umesto 6, W gY.

E. S™m-teorema i teoreme o rekurziji

(5.26) Normalizacija programa. Neka je P program (Ny,...,Nj_1). Po definiciji, izvrsavanje
programa P zavrSava se ako je pozvana naredba N, za neko n > k. Program P mozemo malo
da promenimo do programa P’ tako da P i P’ imaju isti tok izracunavanja, ali razalog za prekid
izvrsavanja programa P’ je poziv naredbe Nj. Naime, dovoljno je da svaku naredbu N; oblika R; (m)
zamenimo sa N : R} (min(m,k)) (dakle, ako je m < k ne menjamo naredbu, a ako je m > k, izlaz iz
programa pozivom m-te naredbe menjamo izlazom pozivom k-te naredbe), i slicno naredbu N; oblika
R; (m,n) zamenimo sa N;: R; (min(m,k), min(n,k)). Tada je P’ = (Ng,...,N; ;) trazeni program.
Program P’ nazivamo normalizacijom programa P.

Bitno nam je da postoji primitivno rekurzivna funkcija norm(e) koja vraéa kod normalizacije
programa sa kodom e, ako je e kod programa. Naime, najpre mozemo da posmatramo funkciju:

((2)o, min((x)1,k)) () =2
F(xz,k) =1 ((x)o,min((x)1, k), min((x)2, k) f(az) = 3

koja je jasno primitivno rekurzivna. Dalje, primitivhom rekurzijom definisemo G(e, k,t) sa:

()=0;
G(e,k,t)o F((e) k),

G(e,k,0)
G(e k,t+1)

pa jedna trazena funkcija norm(e) moze biti G(e,l(e),(e)). (Razjasnite detalje!)

(5.27) Kompozicija programa. Neka su P = (Ny,...,Np_1) i Q = (Mo, ..., M;_1) programi. Kom-
pozicija programa QP je program (Ko, ..., Ky 1, Kk, ..., Kgy-1), gde je (Ko, ..., Kx_1) normalizacija
P’ programa P, a naredbe K}, ; su naredbe M; izmenjene na slede¢i nacin: ako je M; oblika R} (m),
onda je Kj,; naredba R (k+m), a ako je M; oblika R; (m,n), onda je Kj,; naredba R; (k+m,k+n).
Lako je videti da program QP menja masinu isto kao da najpre pokrenemo program P, a onda posle
njegovog izvrSavanja pokrenemo program (). Program ()P nazivamo kompozicijom program P i Q).

Bitno nam je da postoji primitivno rekurzivna funkcija comp(e, f) koja vraéa kod kompozicije QP
ako je e kod programa P, a f kod programa (). Posmatrajmo funkciju:

((x)o, k + (2)1) 0(x) =2
F(z,k) =1 ((@)o, k+ (2)1,k+(x)2) L(z)=3

T inace
koja je jasno primitivno rekurzivna. Primitivnom rekurzijom definisemo G(f,k,t) sa:

()=0;
G(f k,t) o F((f)e, k),

G(f,k,0)
G(f,k,t+1)

pa mozemo definisati comp(e, f) = norm(e) * G(f,£(e),£(f)). (Razjasnite detalje!)

Nije tesko videti da je kompozicija programa asocijativna, tj. vazi Py (P2 P3) = (P1 P2)Ps, pa ¢emo u
ovom sluc¢aju pisati samo Py P Ps, i opstije PL P, ... Py,,. Defnisemo rekurzivno m-arne funkcije comp™,
m 2 2, sa:

comp(eq,e2);

compm+1(el, coslmyeme1) = comp(comp (€1, ... em), ems1)-

come(el, e2)

2Ran(F) je slika F[Dom(F)]; oznaka Ran potice od reci ,,range”.
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Indukcijom lako da vidimo da comp™(eq,...,en) vraéa kod kompozicije P, ... P; u slucaju da su
e1,...,em kodovi programa Py, ..., P,. Takodje, sve comp™ su primitivno rekurzivne.

(5.28) Lema. Neka m,n > 1. Postoji (m + 1)-arna primitivno rekurzivna funkcija 7" (1, a1, . .., Gm)
koja za I > m +n vraca kod programa koji vr§i slede¢u promenu prvih [ registara:

ulaz: ’ bi...b, - ‘

postavi: ’al...ambl...bno‘

Dokaz. Trazeni program je kompozicija programa SQP, gde:
e P je program koji prazni registre R,.1,..., Ry;

e () je program koji premesta sadrzaje registara Ri,..., R, u Rpi1,. .., Rmin, 1 pritom prazni
Ri,...,Ry;

e S postavlja ay,...,a;, u registre Ry,..., Ry,.

Elementaran program F; koji samo prazni registar R; ima jednu jedinu naredbu Ny : R;(0,1).
Kod ove naredbe je (i,0,1), a kod programa ((7,0,1)). Funkcija F(i) = ({(i,0,1)) je jasno primi-
tivno rekurzivna, i ona vraca kod programa P; za ¢ > 1. Program P je kompozicija PP_1...P+1.
Posmatrajmo funkciju G(¢) datu primitivnom rekurzijom:

(0=0;
comp(G(t), F(n+t+1)).

G(0)
G(t+1)

Dakle, G(0) je kod praznog programa, G(1) je kod programa P, .1, G(2) je kod programa P,.2Py,1
itd. Prema tome kod programa P je G(I ~n).

Elementaran program @); koji prebacuje sadrzaj registra R; u R,,+;, 1 pritom prazni R; ima dve
naredbe: Np: R;(1,2), Ni: R} ..(0). Kod ovog programa je ((i,1,2),(m +1,0)). Funkcija H(i) =
((,1,2),(m +i,0)) je jasno primitivno rekurzivna, i vraéa kod programa Q); za i > 1. Program Q je
kompozicija Q1Qz2 . ..Qy,. (Primetite ovde redosled kompozicije. Naime, prvo ¢emo prebaciti R, jer
je posle primene programa P registar R,,,, prazan, a na kraju ¢emo prebaciti R;. Obratno moze
da nam pokvari situaciju. Naime, ako prvo prebacujemo R; u R,,.1, nemamo garanciju da je Ry,+1
prazan, jer je mozda m < n. Zato vrS§imo prebacivanje s desna na levo.) Dakle, kod programa @
je g = comp™(H(n),H(n-1),...,H(1)). Primetite da je ¢ konstanta, tj. ne zavisi od argumenata
funkcije 7).

Elementaran program S; koji povecava sadrzaj registra R; za 1 ima jednu naredbu Ny : R (1), i
njegov kod je ((7,1)). Funkcija K (i) = ({i,1)) je primitivno rekurzivna i za i > 1 vraca kod programa
S;. Uocimo funkciju L(i,t) datu primitivnom rekurzijom:

L(Z70) = <>:0;

L(i,t+1) = comp(L(i,t),K(i)).
Dakle, L(i,t) je kod programa S;...S; koji uvecava registar R; za t.
—_———
t
Prema tome, trazena funkcija 7, (1, a1, ..., an) data je sa:

compm+2(G(l =n),q,L(1,a1),L(2,a2),...,L(m,ap)).

Data kompozicija o¢igledno je primitivno rekurzivna. O

(5.29) Klinijeva S]'-teorema. Neka m,n > 1. Postoji primitvno rekurzivna (m + 1)-arna funkcija
Syt takva da:

Sgl(e,xl,...,mm)-(yl,...,yn):e-(ml,...,xm,yl,...,yn),

Za SVE €, X1, ..y Ty Yly - - - Yn-
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Dokaz. Ako e nije kod programa ili ako je e kod programa i m(e) < m + n, onda desna strana nije
definisana, pa mozemo da stavimo S]*(e,x1,...,Zm) = ({)), Sto nije kod programa, pa ni leva strana
nije definisana. U suprotnom, ako je e kod programa i m(e) > m+n, onda S, (e, z1,. ..,y ) treba da
bude kod programa koji radi sledece (pratimo prvih m(e) registara):

ulaz: Y1y 0 ‘

postavi: ’xl...xmyl...yn()‘

primeni e: ’ Z ‘
Primetimo da je ovde z = e- (z1,...,Zm,Y1,-..,Yn). Dakle, mozemo da uzmemo S;"(e,x1,...,Tm) =
comp(T)"(m(e),z1,...,2m),€), gde je T)* funkcija iz prethodne leme. Funkcija S)" je primitivno
rekurzivna. U

(5.30) Komentar. Mogucée je modifikovati definiciju funkcije S)* tako da ona bude 1-1, i vise, da
zadovoljava S (e, T1,...,Tm) > €,X1,. .., T
Naime, mozemo da posmatramo primitivno rekurzivnu funkciju: U(e, x1,...,2m) =

=((2+e€,1),(3+e+x1,2),(d+e+x1 +22,3),...(M+2+e+x1+To+ -+ T, m+1) ).
(Uverite se da ovo zaista jeste primitivno rekurzivna funkcija!) Ova funkcija vrac¢a kod programa:

No : R3..(1)
Ny o R§+e+:p1(2)
Ny R;Lreﬂ:l +22 (3)

Np . (m+1)

m+2+e+x1+T++Tm
Primetite da ovaj program ne menja registar R;, pa ako je S;'(e,x1,...,%m) kod programa, onda
jeicomp(Sy(e,x1,...,xm),U(e,x1,...,2m,)) kod programa koji za svaku n-torku (yi,...,y,) vraca
isti rezultat kao i S)'(e,z1,...,zm). Dakle, mozemo da zamenimo S,'(e,z1,...,%n) sa funkcijom
comp(Sy*(e,x1,...,xm), U(e,x1,...,2m)). Uverite se da uradjeni trik zaista povlaci da je S;* 1-1 i
da zadovoljava uslov S} (e, z1,...,2m) > €,T1, ..., Tm.

(5.31) Klinijeva teorema rekurzije. Neka je k> 11 F parcijalno rekurzivna (k + 1)-arna funkcija.
Tada postoji e tako da za sve x1,...,x, vazi: e- (x1,...,2%) ~ F(x1,...,2,€).

Dokaz. Neka je f indeks funkcije F', tj. F(z1,...,2k,y) = f-(z1,...,2%,y). Posmatrajmo (k+2)-arnu
funkciju G datu sa:

G(u,v,z1,...,x) = u-(xl,...,xk,S,i(v,v))
= <I)(k+1,u,/<,k+1(x1,...,xk,S,i(v,v))).
Funkcija G je jasno parcijalno rekurzivna, pa ima indeks g, tj. G(u,v,21,...,25) ~ g-(u,v,21,...,Tk)-

Uzmimo: e = S} (S}, (g, ), St.1(g, f)). Imamo:

e (z1,-,mk) = Sp(Ska (9, ) Skea(g. ) (@1, k)
= Sp (9. 1) (Spa (g, £) w1, )

g‘(f7511+1(9af)7$17---,$k)

= G(f,Ska(g: f) 21, 2p)

= [ Sp(Sha (9, £) Sk (9:.1)))

= f-(x1,...,2,€)
= F(:L'la--'axkae)a
gde druga i tre¢a jednakost vaze po S]'-teoremi, a sve ostale po odgovarajucoj definiciji. O
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(5.32) Komentar. Ako u prethodnom dokazu stavimo H(z) = S}(S}.,(g,7),5L,,(g9,%)), H je
ocigledno primitivno rekurzivna funkcija i e = H(f). Prema tome postoji primitivno rekurzivna
funkcija koja vraca odgovarajucée e u zavisnnosti od indeksa funkcije F'.

(5.33) Klinijeva teorema o fiksnoj tacki. Neka je F totalna rekurzivna unarna funkcija i k € N.

(k) _ (k)

Postoji e tako da su e i F'(e) indeksi za istu k-arnu funkciju, tj. ¢¢ ~ = Fe)”

Dokaz. Uocimo (k + 1)-arnu funkciju G' datu sa:

Gy, opy) = F(y)- (21, 2p)
= (b(kaF(y)?Kk(xla-"a'rk))'
Funkcija G je parcijalno rekurzivna, pa prema teoremi o rekurziji postoji e tako da e- (z1,...,xy) =

G(r1,...,xp,e). Kako je G(x1,...,z5,e) = F(e) - (x1,...,x) po definiciji, dobijamo <Z>£k) = ;k()e).

Daéemo jos jedan dokaz ove teoreme. Uoc¢imo (k + 1)-arnu funkciju G datu sa:

F(y-y) - (z1,...,7k)
Ok, F(®(1,y,1)), 5 (21, ..., 21)).

G(y,z1,...,Tk)

G je parcijalno rekurzivna, pa ima svoj indeks g, tj. g (y,z1,...,2;) = G(y,x1,...,2k), tj. prema
S-teoremi S,i (9,y) - (x1,...,2) = G(y,x1,...,21). Kako je S,i(g,y) primitivno rekurzivna unarna
funkcija, ona ima svoj indeks s, tj. s-y = S,i(g,y). Neka je e = s - s; primetite da e jeste definisano jer
je s-y primitivno rekurzivna, specijalno totalna. Sada je:

e-(z1,...,x) = (s-s)-(z1,...,21)
= Si(g,8)- (21, k)
= g-(s,21,...,%k)
= G(s,r1,...,1))
= F(s-s)-(x1,...,7k)
= F(e)-(x1,...,zp),
pa smo dobili Zeljeno e. O

(5.34) Zadatak. Neka je F parcijalno rekurzivna k-arna funkcija. Dokazati da postoji strogo rastuca
totalna rekurzivna funkcija C(n) takva da je C'(n) indeks funkcije F', tj. F = ¢g€()n), za sve n.

Resenje. Posmatrajmo funkciju G(n,u,z1,...,x) = F(x1,...,z;). Funkcija G je parcijalno rekurzivna
pa ima indeks g, tj. G(n,u,z1,...,2) = g- (n,u,x1,...,2)) = Sz(g,n,u) “(x1,...,2), gde je druga
jednakost prema S)'-teoremi. Funkcija H(n,u) = S]%(g, n,u) je primitivno rekurzivna, pa po teoremi
rekurzije imamo ¢ tako da ¢-n = H(n,c) = S,g(g,n, ¢). Prema mozemo da pretpostavimo da je
c-n > n. Takodje, ¢.(n) = S,% (g,n,c) je primitivno rekurzivna, specijalno totalna, i ¢-n definisano je za
sve n. Imamo: (c-n)-(x1,...,21) = S2(g,n,¢)-(x1,...,21) = g-(n,c,x1,...,21) = G(n,c,x1,...,21) =
F(zq,...,x). Prema tome ¢.(n) je indeks funkcije F' za svako n. Znamo da je ¢, totalno (Cak
primitivno) rekurzivna, ali ne znamo da je ¢. strogo rastu¢a. Ali imamo ¢.(n) =c-n>n.
Defninisimo funkciju C'(n) primitivnom rekurzijom sa:

¢c(0)§
¢c(C(n)).

Jasno je da je C totalno (¢ak primitivno) rekurzivna funkcija i C(n) je indeks funkcije F' za svako n,
ali takodje imamo C'(n+ 1) = ¢.(C(n)) > C(n), pa je C i strogo rastuca.

C(0)
C(n+1)

Mozemo da damo i drugo resenje. Neka je f neki indeks funkcije F'; tj. kod nekog programa koji
racuna F'. Nove indekse mozemo da dobijemo dodavanjem besmislenih naredbi na kraj programa sa
kodom f (vidite |(5.24)) vodeéi racuna da ne poremetimo rezultat, tj. registar R;. Npr. uoc¢imo kod
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((2,1)) programa sa jednom jedinom naredbom Ny : Rj(1) koji dodaje 1 u Ry. Definisimo C(n)
primitivnom rekurzijom sa:

C(0)

C(n+1)

VE
comp(C(n),((2,1))).

Zbog dodavanja naredbi koje ne menjaju registar rezultat u registru Ry, C'(n) kodiraju programe koji
racunaju F'. Razjasnite da je funkcija C(n) takodje strogo rasuéa. O

(5.35) Zadatak. Neka je F' totalna rekurzivna unarna funkcija i k£ € N. Postoji rastuc¢a totalna

rekurzivna funkcija F(n) tako da su E(n) i F(E(n)) indeksi za istu k-arnu funkciju, t;j. gbgc()n) =

qﬁgﬁ()E(n)), za sve n.

Resenje. Mozemo da iskoristimo ideje iz dokaza teoreme o fiksnoj tacki i prethodnog zadatka. Kao u
drugom dokazu teoreme o fiksnoj tacki mozemo da nadjemo indeks g tako da:

Skg ) - (@1, wk) = F(y-y) - (21, -, 1),

Neka je C(n) totalna rekurzivna strogo rastuéa funkcija takva da je C(n) indeks za S}(g,v), tj.
Si(g.y) = bc(ny(y), za sve n; ovakva funkcija postoji prema prethodnom zadatku. Neka je D(n) =

Sl(g,C(n)), tji. D(n) = C(n)-C(n); po|(5.30)| mozemo da pretpostavimo da je D(n) > C(n) > n (gde
druga nejednakost vazi jer je C' strogo rastuca). Za svako n imamo:

D(n)-(z1,...,35) = Sp(9,C(n)) - (z1,...,3) = F(C(n) - C(n)) - (z1,...,25) = F(D(n)) - (21,...,7p),

tj. g[)(Dk()n) = qbgc()D(n)). Sada definisemo F(n) kao u prethodnom zadatku:
E(0) = D(0);
E(n+1) = D(E(n)).
Iz E(n+1) = D(E(n)) > E(n) imamo i da je E rastuca, pa prema tome trazena funkcija. O

(5.36) Zadatak. Dokazati da postoji e tako da je ¢, totalna funkcija i @7 = ¢e., za sve n. (Ovde ¢7
oznacava kompoziciju ¢, o--- o ¢, gde je ¢V = id.)
———
n

Resengje. Posmatrajmo funkciju F'(n,u,z) = ¢, (x) i primetimo da je ona parcijalno rekurzivna. Zaista,
mozemo je definisati primitivnom rekurzijom sa:

F(0,u,x)
F(n+1,u,x)

w(z) =,

(@) = pu(9(x)) = @(1,u, F(n,u, ).

Neka je f neki indeks za F. Tada po S™-teoremi imamo SZ(f,n,u) -z = f-(n,u,z) = F(n,u,z) =
@7 (r). Primenom teoreme rekurzije na funkciju G(n,u) = S?(f,n,u) nalazimo indeks e takav da
e-n = G(n,e) = S?(f,n,e). Iz ove jednakosti ocigledno je ¢, totalna funkcija (jer je S7 totalna).
Takodje imamo ¢e.,(z) = (e-n)-x = Si(f,n,e) -z =¢"(x), pa je ¢7 = en za sve n. O

F. Rekurzivnost Akermanove funkcije

Setimo se da je Akermanova funkcija binarna funkcija A(z,y) data dupplom rekurzijom sa:

A0,y) = y+1;
A(x+1,0) = A(z,1);
A(z+1l,y+1) = A(z,A(x+1,y)).

Dokazali smo da Akermanova funkcija nije primitivno rekurzivna (vidi |(3.14)). Sada mozemo da
dokazemo da ona jeste rekurzivna.
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Posmatrajmo ternarnu funkciju F'(z,y,u) datu sa:

y+1 x=0
F(x,y,u) = u-(x=1,1) x>0,y=0 .
u-(z=Lu (x,y=1)) z,y>0

Funkcija F' je parcijalno rekurzivna jer:

y+1 z=0
®(2,u,k*(z+1,1)) z>0,y=0
O(2,u,:*(z+ 1,22, u,5*(z,y+ 1))  z,y>0

F(z,y,u)

C(y+1,C(®(2,u, /@2($ =1,1)),®(2,u, /42(33 =1,9(2,u, /iz(a:,y =1))),y),x),

gde je C funkcija razdvajanja po slucajevima. (Poslednji izraz je ocigledno kompozicija rekurzivnih
funkcija, pa je rekurzivan.) Prema teoremi rekurzije postoji indeks a tako da a-(x,y) = F(z,y,a), tj.:

y+1 z=0
a-(z,y) = a-(x=1,1) x>0,y=0 .
a-(x~1,a-(z,y=1)) x,y>0

Sada dokazujemo A(z,y) = a- (z,y) = 512)(m,y), tj. A = d)ff) je rekurzivna. Dokaz izvodimo
indukcijom po z. Za z = 0, direktno iz definicija imamo A(0,y) =y +1=a-(0,y). Pretpostavimo da
A(x,y) =a-(x,y) vav zi za sve y i dokazimo A(x +1,y) =a-(z+1,y) za sve y.

Dokaz izvodimo indukcijom po y. Za y = 0 imamo A(z +1,0) = A(z,1) =a-(z,1) =a- (z +1,0),
gde druga jednakost vazi po indukcijskoj hipotezi, a treéa po izboru a. Pretpostavimo da A(z+1,y) =
a-(z+1,y)idokazimo A(x+1,y+1)=a-(z+1,y+1). Imamo A(z+1,y+1) = A(z, A(z + 1,y)) =
a-(r,a-(xr+1,y)) =a-(x+1,y+1), gde druga jednakost vazi po indukcijskim hipotezama, a treca po
izboru a. Ovo zavrsava dokaz.

Za funkciju iz slede¢eg zadatka smo veé dokazali da je primitivno rekurzivna, pa i rekurzivna.

Koristedi ideju iz prethodnog dokaza rekurzivnosti Akermanove funkcije, rekurzivnost sledeée funkcije
mozemo znacajno lakse zakljuéiti.

(5.37) Zadatak. Dokazati da je funkcija definisana sa F'(z,0) = 2>+ 11 F(z,y+1) = 3yF(2x,y) + 2%
rekurzivna.

Resenje. Posmatrajmo funkciju G(«,y,u) definisanu sa:

3 +1 y=0
G(Z’,y,u)—{ 3(y_1)(u(2(£7y—1))+2x y>0 .

Funkcija G je jasno parcijalno rekurzivna, pa prema teoremi rekurzije postoji indeks f takav da:

22 +1 y=0

f'(“"’y“G(”’y’f):{3<y;1><f-<2:c,y;1>>+2x y>0

Sada indukcijom po y lako vidimo da je F(z,y) = f-(z,y) = ¢¢(x,y), pa zakljucujemo da je F'
rekurzivna funkcija. O

G. Zadaci
(5.38) Zadatak. Dokazati da postoji e tako da W, = {e}.

0 z=y

b ey F mozemo da zapisemo kao (pz) |x —y|+2 =0, pa

Resenje. Uocimo funkciju F'(z,y) = {

0 z=e
T rxe
Dakle, e-z | akko z = e, tj. W, = {e}. O

je F parcijalno rekurzivna. Prema teoremi rekurzije postoji e tako da e-z = F(x,e) = {
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(5.39) Zadatak. Dokazati da postoji e tako da W, = {z | x > e}.

0 z>y

b o<y F mozemo da zapisemo kao (uz) ((y+1)=z)+2 =0,

Resenje. Uocimo funkciju F(z,y) = {

0 z>e
t z<ge
Dakle, e-x | akko x > e, tj. W, ={z | x > e}. O

pa je F parcijalno rekurzivna. Prema teoremi rekurzije postoji e tako da e-x = F(x,e) = {

(5.40) Zadatak. Dokazati da postoji injektivna totalno rekurzivna unarna funkcija F takva da
Wemy ={F(n+1)} za sve n.

0 z=u-(n+1)
0 inace

(pz) |x—®(1,u,n+1)|+z = 0, pa je parcijalno rekurzivna i neka je g neki njen indeks. Prema S]"-teoremi
imamo S%(g,n,u) = =g-(n,u,g) = G(n,u,r). Primenom teoreme rekurzije na G(n,u) = S(g,n,u)
nalazimo e tako da e-n = H(n,e) = S(g,n,e). Primetimo da je funkcije F' = ¢, totalna i injektivna
(jer je S2(g,n,e) takva; Vidi. Sad F(n)-z | akko (e-n)-x | akko S3(g,n,e)-x | akko G(n,e,x) |
akko z =e-(n+1)=F(n+1). Prema tome W,y = {F(n+1)} za sve n. O

Resenje. Posmatrajmo funkciju G(n,u,z) = { . Primetimo da je G(n,u,z) jednaka

(5.41) Zadatak. Dokazati da postoji e tako da W, = {2z |z e N} i E, = {e” | x € N}.

x/2

Resenje. Uotimo funkeiju F(z,y) = { Vo Thee . Primetimo F(x,y) = 5972, paje F par-
.. . . .. .. e*? gz paran
cijalno rekurzivna. Prema teoremi rekurzije postoji e rakav da e-x = F(x,e) = T nace
Sada e-x | akko je x paran, pa je W, = {2z | x € N}. Takodje, po konstrukciji, e - 2z = e, odakle
E.={e" |z eN}. O

(5.42) Zadatak. Dokazati da postoji totalna izracunljiva funkcija F' takva da Wge,) = {2n} i
EF(n) = {2n + 1}.

2n+1 x=2n

Resenje. Uocimo funkciju G(n,x) = { ) inace G(n,x) jednaka je 2n+1+(puz)(Jz—2n|+2z =0),

pa je G parcijalno rekurzivna i neka je g neki njen indeks. Po S]"'-teoremi Sl1 (g,n)-x=g-(n,x) =

G(n,z). Neka je F(n) = S{(g,n). Jasno je da je F totalna, F'(n)-x | akko z = 2z 1 F(n)-(2n) = 2n+1.
Prema tome Wp(,y = {2n} i Epe,) = {2n+1}. O

6 Rekurzivni i rekurzivno nabrojivi skupovi

A. Rekurzivni skupovi

(6.1) Rekurzivni skupovi. Kao §to smo veé¢ definisali, skup S ¢ N* je rekurzivan, ako je xg
rekurzivna funkcija. Umesto termina rekurzivan skup koristimo i termin odluéivi predikat.

Svaki S ¢ N* odredjuje sledeéi problem: Da li Z € S? Za ovaj problem kazemo da je odluéiv ako je
S rekurzivan skup, tj. odluéiv predikat.

(6.2) Halting problem i standardan problem. Halting i standardan problem dati su sledeé¢im
skupovima:

H={(e,x)|(Fy) T(Le,z,y)} 1 K={z|(Fy) T(,2,2,9)},

gde je T Klinijev predikat. Dakle, halting problem je: Da li je e-x definisano, tj. da li ez i?E]
Standardni problem je: Da li je x -z definisano, tj. da li z -z |7

(6.3) Tvrdjenje. Halting i standardan problem nisu odlu¢ivi.

3Drugim re¢ima, halting problem je problem da li se program sa kodom e zaustavlja za ulaz (x,0), odakle i sledi
naziv ,,halting”.
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Dokaz. Najpre dokazimo da halting problem nije odlu¢iv. Pretpostavimo suprotno. Tada je xy/(e,z) =
1 e-xl
0 e-x?

Dom(F) = {0}. Takva funkcija postoji, npr. F(z) = (uy) = +y = 0 koja je ocigledno parcijalno

rekurzivna. Neka je G(x,u) = F(xn(u,x)); G je ocigledno parcijalno rekurzivna. Prema teoremi

rekurzije postoji e tako da e-x = G(z,¢e) = F(xx(e,x)). Primetimo e-x | akko F(xx(e,x)) | akko

x#(e,z) =0 akko e -z 1. Kontradikcija.

Dokazimo sada da standardan problem nije odluc¢iv. Pretpostavimo suprotno. Tada je yx(x) =

rekurzivna funkcija. Uo¢imo bilo koju unarnu parcijalno rekurzivnu funkciju F' tako da

{ é ii * rekurzivna funkcija, pa je i H(x) = F(xx(z)) parcijlano rekurzivna, gde je F funkcija iz

prethodnog pasusa. Prema tome, H ima indeks h, tj. h-x = H(z). Sada imamo h-h | akko H(h) |
akko F'(xx(h)) | akko xx(h) =0 akko h-h 1. Kontradikcija.

Znajuéi da je standardan problem neodluc¢iv, mogli smo dokazati da je halting problem neodluciv
na sledeéi na¢in. Primetimo z € K akko (z,z) € H. Prema tome xi(z) = xx(x,z), pa ako je H
odluciv, tj. x je rekurzivna, onda je i xx rekurzivna, tj. K je odluc¢iv; kontradikcija. Ovaj nacin
zakljucivanja je primer svodjenja. O

(6.4) Svodjenje. Neka A c N¥ i B c N'. Skup A se svodi na B ako postoje totalne rekurzivne k-arne
funkcije Fy, ..., Fj_1 tako da: £ € A akko (Fo(Z),...,F;-1(Z)) € B.

(6.5) Lema. Ako se A ¢ N* svodi na B ¢ N' i B je rekurzivan, onda je i A rekurzivan. Drugim
re¢ima, ako se A svodi na B i A nije rekurzivan, onda ni B nije rekurzivan.

Dokaz. 1z definicije svodjenja je xa(Z) = x5(Fo(Z),. .., F1-1(Z)), pa tvrdjenje leme direktno sledi. [

Prema prethodnoj lemi, ako zelimo da dokazemo da neki B nije rekurzivan, dovoljno je da svedemo
na B neki skup A za koji je poznato da nije rekurzivan, kao sto su npr. H i K.

(6.6) Zadatak. Dokazati da {e| ¢, je totalna} nije rekurzivan.

0 z-x
Tzt
je parcijalno rekurzivna, pa ima svoj indeks f. Dakle, F(z,y) = f - (z,y) = Si(f,x) -y, gde druga
jednakost vazi po S™-teoremi. Primetimo -z | akko (Yy) F(x,y) |, tj. (Yy) Si(f,x) -y |, §to je
ekvivalentno sa S}(f,z) € {e | ¢e je totalna}. Kako je Si(f,), kao unarna funkcija promenljive z,
totalno rekurzivna (¢ak primitivno rekurzivna), sveli smo standardan skup K na {e | ¢, je totalna},
pa ovaj skup nije rekurzivan. O

Resenje. Uotimo funkciju F(x,y) = { . Primetimo da je F(z,y) ~0-®(1,z,z), tj. F(z,y)

(6.7) Zadatak. Dokazati da {e | W, = @} nije rekurzivan.

Resenje. Setimo se da je skup rekurzivan akko je njegov komplement rekurzivan. Prema tome, dovoljno
je da dokazemo da skup A = {e | W, # @} nije rekurzivan. Posmatrajmo istu funkciju F(z,y) kao
u prethodnom zadatku sa indeksom f. Kao u prethodnom zadatku imamo F(x,y) = Si(f,z) - .
Primetimo da S}(f,z) € A akko (3y) St(f,z)-y |, tj. akko (3y) F(=x,y) |. Prema definiciji funkcije
F, ovo je ekvivalentno sa x - x |. Dakle, sveli smo IC na A, pa A nije rekurzivan. O

(6.8) Zadatak. Dokazati da {e| E. je beskonac¢an} nije rekurzivan.

y z-xl

Tzt
koja je parcijalno rekurzivna jer F(z,y) ~ y+0-®(1,z,x); neka je f njen indeks. Tada F(x,y) =
f(z,y) = St(f,z)-y. Primetimo = -z | akko S{(f,z) € {e| W, je beskonacan} (Razjasnite!), pa smo
sveli IC na ovaj skup, te on nije rekurzivan. ]

Resenje. Koristi¢emo istu ideju kao u prethodnim zadacima. Posmatrajmo F(z,y) =

(6.9) Zadatak. Dokazati da {(eo,e1) | e, = Pe, } nije rekurzivan.
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0 z-x

Tzt
Kao sto smo veé videli, F(x,y) je parcijalno rekurzivna funkcija, neka je f njen indeks, tj. F(x,y) =
f(x,y) = S{(f,z)-y. Primetimo z-z | akko (Vy) F(z,y) =0, tj. akko (Vy) Si(f,z) -y =0. Ovo je
ekvivalentno sa (Vy) S1(f,z)-y=e-y, tj. ekvivalentno sa (S1(f,z),e) € {(eo,e1) | Pey = Pe, }- Prema
tome, sveli smo K na zeljeni skup, pa on nije rekurzivan. O

Resenje. Neka je e indeks funkcije Z(y). Dakle e-y = 0 za sve y. Posmatrajmo F(x,y) =

(6.10) Zadatak. Dokazati da sledeéi skupovi nisu rekurzivni:
(a) {e[2eWe};

(b) {e]5¢We};

(c)

(d)

{e | W, je konacan};
{e| E. = N}.

Rekurzivnost podskupova od N¥ svodi se na rekurzivnost podskupova od N, tj. dovoljno je da
znamo rekurzivne podskupove od N da bismo znali rekurzivne podskupove od svih N*.

(6.11) Tvrdjenje. Skup A c N* je rekurzivan akko je B = {k*(Z) | & € A} rekurzivan.

Dokaz. Po definiciji Z € A akko x"(Z) € B. Sa druge strane, y € B akko (x§(y),...,s5_,(y)) € A.
Prema tome, skupovi A i B se svode jedan na drugi, pa je prema tome jedan od njih rekurzivan akko
je drugi rekurzivan. O

U sledeé¢im zadacima imamo karakterizacijui rekurzivnih skupova.

(6.12) Zadatak. Neka je S beskonacan skup. Dokazati da su sledeéi iskazi ekvivalentni:
(1) S je rekurzivan (tj. odluciv);

(2) postoji rastuca totalna rekurzivna funkcija F' takva da je S = Ran(F);

(3) postoji neopadajuca totalna rekurzivna funkcija F' takva da je S = Ran(F).

Resenge. (1)=(2) Neka je S rekurzivan. Definisimo F'(z) primitivnom rekurzijom sa:

F(0) (ky) S(y);
Flz+1) = (uy) (y>F(x)AS(y)).

F' je ocigledno parcijalno rekurzivna. Kako je S beskonacan, on nije ogranic¢en, pa indukcijom lako
vidimo da je F totalna i rastuc¢a. Po konstrukciji je jasno Ran(F) € S. Sa druge strane, ako a ¢
Ran(F), onda je F(x) <a< F(x+1) za neko z (jer je F rastuca), pa po definiciji F'(z+1) vidimo da
a¢S. Dakle S = Ran(F).

(2)=(3) Ocigledno.

(3)=(1) Neka je F' neopadajuca totalna rekurzivna funkcija takva da Ran(F') = S; specijalno,
Ran(F) je beskonacan, pa i neogranic¢en. Tada S(y) akko F'((ux) F(x) > y) = y. Zbog neogranic¢enosti
F, (ux) F(z) >y je definisano, i prethodna ekvivalencija je ocigledna. O

(6.13) Zadatak. Dokazati da je za skup S ekvivalentno:
(1) S je rekurzivan;

(2) S =@ ili postoji neopadajuca totalna rekurzivna funkcija F' takva da je S = Ran(F).
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Resenje. Ako je S beskonacan, ekvivalencija sledi prema prethodnom zadatku. Ako je S = @, oba
iskaza (1) i (2) su ta¢ni. Pretpostavimo da je S # @ i konacan, recimo S = {ag,...,an-1}, gde
ag <+ < ap-1. Tada je S rekurzivan jer:

1 z=agVv---Vx=an_

xs(@) ={ 0

inace ’

ali takodje S = Ran(F), gde je:
F(x):{ a; xT<n ,

a,-1 I1nace

i I je ocigledno neopadajuca i totalna rekurzivna. O

B. Rajsova teorema

Svi zadaci iz prethodnog poglavlja koristili su istu ideju. Naime, posmatrali smo funkcije oblika

. xTex
S™_teoremi sledi F(x,y) = S{(f,z) -y, pa nam je funkcija S;(f,r) davala svodjenje K na odredjeni
problem. Koriste¢i ovu ideju, dokazatemo generalniji rezultat — Rajsovu teoremu.

koje su bile parcijalno rekurzivne, pa su imale svoj indeks f, odakle prema

(6.14) Zatvorenost za indekse. Neka je I ¢ N. Skup [ je zatvoren za indekse ako e € I i ¢ = ¢
povlaéi f e l.

Rekurzivnih skupova koji su zatvoreni za indekse nema puno.

(6.15) Rajsova teorema. Neka je I ¢ N rekurzivan i zatvoren za indekse. Tada je [ =@ ili [ = N.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da I # @, N. Neka je e indeks takav da Dom(¢) =
@; takav indeks naravno postoji, npr. indeks funkcije (uy) +y+1=0. Mozemo da pretpostavimo da
e ¢ I, jer u suprotnom mozemo da zamenimo I sa njegovim komplementom (komplement rekurzivnog
skupa zatvorenog za indekse je takoje rekurzivan i o¢igledno zatvoren za indekse). Izaberimo proizvoljno
f € I; postoji jer I + @.
fy zxl
Toxext
rekurzivna, pa ima indeks g. Tada G(z,y) = g- (z,y) = Si(g,z)-y. Primetimo, x -z | povladi
(Vy) Si(g,z)-y= [y, tj. ¢S%(g,:r) = ¢y, pa kako f e I i I je zatvoren za indekse, to S{(g,z) € I. Sa

Posmatrajmo G(z,y) = Kako je G(x,y) = ®(1, f,y)+0-®(1,x,x), ona je parcijalno

druge strane, ako x -z 1, tada je (Yy) Si(g,z) -y 1, tj. (Yy) St(g,z) y = ey, odnosno stll(g,x) = (e,
pa kako e ¢ I i I je zatvoren za indekse, to S{(g,z) ¢ I. Dakle, z-x | akko Si(g,z) € I, §to svodi K
na I, i prema tome I nije rekurzivan. Kontradikcija.

Dacéemo jos jedan, direktan dokaz Rajsove teoreme. Pretpostavimo suprotno i izaberimo e ¢ I i

f € I. Posmatrajmo funkciju H(z,u) = { ;i Z ; § . Kako je H(z,u) =®(1,e,2z)-x7(u)+®(1, f,z)-
X (u) parcijalno rekurzivna, to prema teoremi rekurzije mozemo naci h tako da h-x = H(z,h); dakle,
h-x= ;i Z;; . Sada h € I povlaci ¢p = ¢e, pa h ¢ I jer je I zatvoren za indekse. Sa druge
strane, h ¢ I povlaci ¢, = ¢, pa h € I jer je I zatvoren za indekse. Prema tome, h € I akko h ¢ I.
Kontradikcija. 0

(6.16) Zadatak. Zakljucite nerekurzivnost skupova iz zadataka iz prethodnog poglavlja koristeéi
Rajsovu teoremu.
C. Rekurzivno nabrojivi skupovi

(6.17) Rekurzivno nabrojivu skupovi. Skup S ¢ N je rekurzivno nabrojiv ako je S = @ ili
ako postoji unarna primitivno rekurzivna funkcija F' takva da Ran(F') = S. U drugom slucaju vazi
S ={F(0),F(1),F(2),...},1odatle naziv nabrojiv skup.

(6.18) Karakterizacija rekurzivne nabrojivosti. Slededi iskazi su ekvivalentni za skup S ¢ N:
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1) S je rekurzivno nabrojiv;

2) S =@ ili postoji k-arna primitivno rekurzivna funkcija F' takva da Ran(F') =S,

3) postoji unarna parcijalno rekurzivna funkcija F' takva da Ran(F) = S;

4) postoji k-arna parcijalno rekurzivna funkcija F takva da Ran(F) = S;

6) postoji rekurzivan skup R ¢ N? takav da S = {z | (3y) R(z,y)};
7) postoji rekurzivan skup R ¢ N¥*1 k> 1, takav da S = {z | (37) R(z,7)};

(1)

(2)

(3)

(4)

(5) postoji unarna parcijalno rekurzivna funkcija F' takva da Dom(F') = S,
(6)

(7)

(8) postoji primitivno rekurzivan skup R ¢ N? takav da S = {z | (3y) R(z,y)};
(9)

9) postoji primitivno rekurzivan skup R < N1 k> 1, takav da S = {z | (37) R(z,7)}.

Dokaz. Neke od ekvivalencija su lake, pa prokomentariSimo najpre njih.

(1)«<(2) Ako je F unarna primitivno rekurzivna funkcija takva da Ran(F) = S, tada je G = F(x¥)
k-arna primitivno rekurzivna funkcija takva da Ran(G) = S. Obratno, ako je G k-arna primitivno
rekurzivna funkcija takva da Ran(G) =S, onda je F = G(/ﬁ}]g yee s Iillg_l) unarna primitivno rekurzivna
funkcija takva da Ran(F) = S.

Isti trik kodiranja/dekodiranja objasnjava i (3)<>(4), (6)<>(7) i (8)<>(9).

(1)=(3) Za S =@, S = Ran(F) gde je F npr. (uy) = +y+1=0. Drugi slucaj je ocigledan.

(3)=(5) Neka je F' unarna parcijalno rekurzivna funkcija takva da Ran(F') = S; neka je f indeks
funkcije f. Treba da nadjemo unarnu parcijalno rekurzivnu funkciju G takvu da Dom(G) = S, tj.
0 (32) (1, u,2)=x
1 inace
H(u,x) je parcijalno rekurzivna jer H(u,z) =0-(uz)(®(1,u,2) = x); neka je h indeks funkcije H, tj.
H(u,z)=h-(u,r)=S5{(h,u) . Za u=f imamo:

0 (3) @1, f,z)=x |0 (32) f-z=x
Sll(h’f).x_{ 0 inace _{ 1 inace '

G(z) | akko (3z) f -2z = z. Posmatrajmo funkciju H(u,x) = . Funkcija

Dakle, Si(h, f)-z | akko (3z) f-z =2, pa za G mozemo da uzmemo DS (hf)-

(5)=(8) Neka je F' parcijlano rekurzivna funkcija takva da Dom(F') = S i neka je f indeks funkcije
F. Tada, x € S akko F'(z) | akko f-x | akko (Jy) T'(1, f,z,y), pa prema tome mozemo da uzmemo
R={(z,y) | T(1, f,z,y)}. Primetimo da je R primitivno rekurzivan jer je T' primitivno rekurzivan.

(8)=(6) je ocigledno.

(6)=(2) Neka je S = {z | (Jy) R(x,y)}, gde je R rekurzivan. Ako je S = @ nemamo $ta da

0 R(z,y) .
je

1 —\R(LU,y)

z T(2,9,K(2,y),2)

ao —\T(Q,g,KZ(.%,y),Z)

dokazemo, pa pretpostavimo da je S # @ i fiksirajmo ag € S. Funkcija G(x,y) = {

parcijalno rekurzivna i neka je g njen indeks. Funkcija H(z,y,z) = { je
primitivno rekurzivna. Dovoljno je da dokazemo da Ran(H) = S.

Ako x € S, tada postoji y tako da R(x,y), tj. postoji y tako da ¢- (z,y) = G(z,y) |. Po definiciji
postoji z tako da T(2,g,x*(x,y),2), pa je H(z,y,z) = x, tj. x € Ran(H). Sa druge strane, ako
x € Ran(H) tada x = H(t,y,2) za neke t,y,z. Ako -T(2,9,x%(t,y),2), onda je x = ag € S i zavrsili
smo. Ako T(2,g,x%(t,y),2), tada = = t, tj. vazi T(2, g, x%(x,y), 2). Odavde, g-(z,9) |, tj. G(z,y) |,
pa vazi R(x,y). Prema tome, ponovo x € S.

Ovo zavrsava dokaz. I

(6.19) Primer. Standardan skup K je rekurzivno nabrojiv. Zaista, K = {x | (3y) T'(1,z,z,y)}, pa je
uslov (8) ispunjen.
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(6.20) Rekurzivna nabrojivost podskupova od N, k > 2. Koristedi karakterizaciu (5) rekurzivno
nabrojivih podskupova od N definiemo da je podskup S ¢ N¥ rekurzivno nabrojiv akko postoji
parcijalno rekurzivna funkcija F' takva da je Domi F) = S. Dakle, rekurzivno nabrojivi skupovi su

tacno skupovi oblika W) (vidi . Kao u(6.11)| vazi:
1. Skup S ¢ N* je rekurzivno nabrojiv akko je R = {x¥(Z) | Z € S} rekurzivno nabrojiv.

Odgovarajuée karakterizacije (1)-(4) ocigledno ne vaze za rekurzivno nabrojive podskupove od N¥,
k > 2, jer je Ran(F') uvek podskup od N, ali odgovarajuée karakterizacije (6)-(9) vaze, tj.:

2. Sledeéi iskazi su ekvivalentni za S c N¥:

Dokaz. 1. Ako je S = Dom(F), gde je F parcijalno rekurzivna k-arna funkcija, onda je R = Dom(G)
gde je G = F(nlg,...,ﬁ;g_l). Sa druge strane, ako je R = Dom(F'), gde je F parcijalno rekurzivna
unarna funkcija, onda je S = Dom(G), gde je G = F(k¥).

2. Tvrdjenje sledi iz 1. i odgovarajuéih karakterizacija rekurzivne nabrojivosti za podskupove od
N. Ostavljamo detalje dokaza za vezbu. O

(6.21) Primer. Halting skup H je rekurzivno nabrojiv. Zaista, H = {(e,z) | (Jy) T'(1,e,z,y)}, pa je
ispunjen uslov (4) iz prethodne karakterizacije.

Direktna posledica prethodnih rezultata i leme je sledeca lema.

(6.22) Lema. Neka je F'(Z) parcijalno rekurzivna funkcija i R(Z) rekurzivno nabrojiv skup. Tada je
funkcija definisana sa:
_ | F(z) R(z)
@) = { 1 inace
parcijalno rekurzivna. O

Analogno sa|(6.5)| imamo slede¢u lemu.

(6.23) Lema. Ako se A ¢ NF svodi na B ¢ N' i B je rekurzivno nabrojiv, onda je i A rekurzivno
nabrojiv. Drugim re¢ima, ako se A svodi na B i A nije rekurzivno nabrojiv, onda ni B nije rekurzivno
nabrojiv.

Dokaz. Neka je xa(z) = x(Fo(Z),...,F;_1(Z)) iz definicije svodjenja. Ako je B rekurzivno nabro-
jiv, tj. B = Dom(G), gde je G parcijalno rekurzivna l-arna funkcija, tada je A = Dom(H), gde je
H = G(Fy,...,F_1) otigledno parcijalno rekurzivna k-arna funkcija. Zaista € A akko xa(z) =1
akko xp(Fo(Z),...,Fi-1(Z)) =1 akko (Fy(Z),...,F1-1(Z)) € B akko G(Fy(Z), ..., F_1(Z)) |, tj. akko
H(z) . O

Za sada ne znamo nijedan skup koji nije rekurzivno nabrojiv, pa metod svodjenja za dokazivanje
da skup nije rekurzivno nabrojiv jos uvek ne mozemo da koristimo. Jedan primer skupa koji nije
rekurzivno nabrojiv dat je u slede¢em zadatku.

(6.24) Zadatak. Skup {e | ¢, je totalna} nije rekurzivno nabrojiv.

Resenge. Pretpostavimo suprotno. Neka je S = {e | ¢, je totalna} = Ran(F'), gde je F primitivno
rekurzivna funkcija, specijalno totalna (primetite da jasno S # @&). Posmatrajmo funkciju G(z) =
F(z)-x+1=®(1,F(x),z)+ 1. G je jasno parcijalno rekurzivna. Primetimo da je G(x) i totalna.
Zaista, za svako x, F'(x) je indeks totalne funkcije, pa F(z) -z |, odakle i G(x) |. Neka je g indeks
za G. Tada g € S, pa postoji a tako da g = F'(a). Sada imamo g-a = G(a) = F(a)-a+1=g-a+ 1.
Kontradikcija. O
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Sada mozemo da vidimo jedan primer svodjenja.

(6.25) Zadatak. Skup {e | ¢. ~ Z} nije rekurzivno nabrojiv.

Resenje. Uocimo funkciju F(t,z) = Z(t-x) = Z(®(1,t,x2)). Ona je jasno parcijalno rekurzivna, pa
ima svoj indeks f. Dakle, F(t,x) = f - (t,x) = St(f,t) -z, to mozemo da zapisemo i ovako:

0 t-xz|

Sll(f,t)-ac=Z(t-aj)={ t text

Prema tome, ako je ¢; totalna, onda je i (;SS%(f’t) totalna i ~ Z. Ako ¢; nije totalna, onda ni QSS%(f’t)

nije totalna. Dakle, t € {e| ¢, je totalna} akko S{(f,t) € {e| ¢e = Z}, pa smo sveli rekurzivno nabrojiv
skup {e| ¢, je totalna} na {e | ¢p. ~ Z}, te ni on nije rekurzivno nabrojiv. O

(6.26) Zadatak. Dokazati da svaki beskonac¢an rekurzivno nabrojiv skup sadrzi beskonacan rekurzi-
van podskup.

Resenje. Neka je S = Ran(F'), gde je F unarna totalna rekurzivna funkcija. Definisimo funkciju G
primitivnom rekurzijom sa:

G(0) = F(0);
G(x+1) = max(G(z),F(x+1)).

Funkcija G ocigledno je neopadajuéa i Ran(G) ¢ Ran(F') = S. Kako je Ran(F') beskonacan, za svako
x postoji ' > x tako da F(x') > F(x), pa je prema tome i Ran(G) beskonacan. Konacéno, Ran(G) je

rekurzivan prema |(6.12) O

Videéemo da komplement rekurzivno nabrojivog skupa ne mora biti rekurzivno nabrojiv (vidite
Postovu teoremu). Sledeéi zadaci pokazuju da rekurzivno nabrojivi skupovi jesu zatvoreni za neke
skupovne operacije.

(6.27) Zadatak. Ako su S,S’ rekurzivno nabrojivi, dokazati da su i Sn S’ i SuS" rekurzivno
nabrojivi. Dokazati i jace tvredjenje: Postoje primitivno rekurzivne binarne funkcije F' i G takve da
je Wo N Wy = Wr(yy) 1 We UWy = We(a,y)-

Resengje. Pretpostavimo da je S(x) definisan sa (Jy) R(z,y), a S’ definisan sa (Jy) R'(z,y), gde su
R i R’ rekurzivni. Tada je Su S’ definisana sa (Jy)(R(z,y) v R'(z,y)), a sa Sn S’ definisana sa
(Jyy")(R(x,y) A R'(x,y")). Dakle, vidimo da su Su S’ i Sn S’ rekurzivno nabrojivi.

Dokazimo da postoji primitivno rekurzivna binarna funkcija F' takva da WynWy, = Wg(, ,y. Uocimo
0 z-t} iy-tl
1 inace
()T (1,y,t,v), tj. (Fuv)(T(1,z,t,u) AT(1,y,t,v)), pa je G parcijalno rekurzivna prema Neka
je g indeks funkcije G. Tada S%(g,z,y) -t =g (z,y,t) = G(x,y,t). Oznacéimo F(x,y) = Si(g,,y),
F je jasno primitivno rekurzivna. Takodje po konstrukciji, F(x,y) -t | akko z -t | i y-t |, tj.
WF(:(;y) =Wen Wy.

Analogno tvrdjenje za uniju ostavljamo za vezbu. ]

funkciju G(x,y,t) = . Primetimo da je -t | iy-t| opisano sa (Ju)T(1,z,t,2) A

(6.28) Zadatak. Ako je S rekurzivno nabrojiv, dokazati da je i Uzeg Wy rekurzivno nabrojiv. Dokazati
i jace tvrdjenje: postoji primitivno rekurzivna funkcija F'(z) takva da Wr ) = Utew, Wi

0 (F)(z-tint-z))

) inace ’
Kako je (3t)(z-t | A t-z ) ekvivalentno sa (Ftuv)(T(1,z,t,u)AT(1,t, z,v)), G je parcijalno rekurzivna
premal(5.3)l Neka je g indeks za G; tada S} (g,7)z = g-(z,2) = G(z,2). Ako uzmemo F(z) = S{(g,z),
tada je F' primitivno rekurzivna funkcija i F'(z) -z | akko (3t)(x-t | A t-z 1), tj. akko z € Uew, W4,
pa je WF(x) = Utew, Wi 0

Resenje. Dokazaéemo jace tvrdjenje. Posmatrajmo funkciju G(z,z) =
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Primetimo da rekurzivno nabrojivi skupovi nisu zatvoreni za proizvoljne unije. Npr. za svaki A
imamo A = Usea{t}, svi jednoclani skupovi su rekurzivno nabrojivi, ali A ne mora biti. Takodje,
rekurzivno nabrojivi skupovi nisu zatvoreni za proizvoljne preseke, ¢ak ni sa one koji su rekurzivno
nabrojivo indeksirani. Npr. M,n{e|e-t |} = {e| ¢ je totalna} nije rekurzivno nabrojiv, a relacija e-t |
ekvivalentna je sa (Jy) T'(1,e,t,y), pa direktno vidimo da je u pitanju presek rekurzivno nabrojivih
skupova koji je indeksiran sa N (koji je takodje rekurzivno nabrojiv).

(6.29) Zadatak. Ako je S ¢ N¥*! rekurzivno nabrojiv, onda su i:

{(z,2) | By <2) S(z,y)} i {(Z,2) [ (Vy<2) S(Z,9)}
rekurzivno nabrojivi.

Resenje. Neka je S definisano sa (Ju) R(Z,y,u), gde je R rekurzivan.

Ozna¢imo sa A = {(Z,2) | (y < z) S(Z,y)}. Tada je A(Z,z) definisan sa (Jyu)(y < zA R(Z,y,u)).
Kako je relacija y < z A R(Z,y,u) rekurzivna, A je rekurzivno nabrojiv.

Neka je sada B = {(z,2) | (Vy < 2) S(Z,y)}. B(Z,z) definisano je sa (Vy < z)(Ju) R(Z,y,u).
Primetimo da je ovo ekvivalentno sa (3w)(Vy < z) R(Z,y, (w)y). Jasno jeda (Fw)(Vy < 2) R(Z,y, (w)y)
povlaci (Vy < z)(3u) R(Z,y,u). Sa druge strane, ako (Vy < z)(3u) R(Z,y,u), onda za svako y < z
izaberimo u, tako da R(Z,y,u,). Tada w = (uo,...,u,—1) svedoci da (Jw)(Vy < 2) R(Z,y, (w)y).

Sada, (Vy < z) R(Z,y, (w)y) je rekurzivna relacija jer je data ograni¢enom univerzalnom kvan-
tifikacijom, pa je B rekurzivno nabrojiv jer je opisan sa (Jw)(Vy < z) R(Z,y, (w)y). O

Sledeéi zadatak pojacava prethodno tvrdjenje. Ostavljamo ga za vezbu.

(6.30) Zadatak. Dokazati da postoje primitivno rekurzivne funkcije F'(t) i G(t) takve da:

W@y ={(Z,2) | By <2) Wi(Z,2)} 1 Weqy ={(Z,2) | (Vy <2) Wi(Z,2)}.

(6.31) Zadatak. Za k-arnu funkciju F, graf od F je I'(F') = {(z, F(z)) | © € Dom(F')}. Dokazati da
je F parcijalna rekurzivna funkcija akko je I'(F') rekurzivno nabrojiv.

Regenje. Neka je F' parcijalno rekurzivna funkcija i neka je f njen indeks. Kako (z,y) € T'(F)
akko f -7 =y, tj. akko (32)(T(k, f,k*(Z),2) AU(2) = y), pa je I'(F) jasno rekurzivno nabrojiv.
Obratno, pretpostavimo da je (Z,y) € I'(F) akko (3z) R(Z,y,z), za neki rekurzivan R. Tada je
F(Z) ~ ko((pu) R(Z, ko(u), k1(u))) parcijalno rekurzivna. O

D. Postova teorema i posledice

(6.32) Postova teorema. Skup S ¢ N* je rekurzivan akko su i S i S¢ rekurzivno nabrojivi.

Dokaz Neka je S ¢ NF rekurzivan. Tada je i R = S x S ¢ N?* rekurzivan jer xr(Z,%) = xs(Z)xs(7).
Jasno je S = {z | (3y) R(z,y)}, pa je S rekurzivno nabrojiv. (Alternatinvo, kako smo veé videli, S
je rekurzivan akko S = @ ili S = Ran(F') za neku neopadajuéu totalnu rekurzivnu funkciju F’; u oba
slucaja S je rekurzivno nabrojiv.) Kako S rekurzivan povla¢i S¢ rekurzivan, to prethodni argument
povlagi da je i S¢ rekurzivno nabrojiv.

Neka su sada i S i S¢ rekurzivno nabrojivi. Tada postoje rekurzivni skupovi Ry, R € N**! takvi da
S={z|(3y) Ro(z,y)}1i5°={z|(3y) Ri(Z,y)}. Tada je Rypu R; takodje rekurzivan, i posmatrajmo
F(z) = (py) (Rou Ry)(Z,y). F je jasno parcijalno rekurzivna, ali zapravo ona je i totalna: ako
T € S, onda postoji y tako da Ry(Z,y), a ako Z € S¢, onda postoji y tako da R;(Z,y); u oba slucaja
F(z) |. Sad primetimo da vazi S(&) akko Ry(z, F(z)) (kako je Ry rekurzivan, ovo zavrsava dokaz da
je S rekurzivan). Ako Ry(Z, F(Z)), onda direktno po definiciji vazi S(z). Ako -Ry(Z,F(Z)), kako
(Rou R1)(z,F(z)), dobijamo R;(z,F(z)), odakle po definiciji S°(z), tj. -S(Z). O

(6.33) Posledica. K¢ i H° nisu rekurzivno nabrojivi.
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Dokaz. Kako smo videli, K i H nisu rekurzivni, ali jesu rekurzivno nabrojivi. Prema Postovoj teoremi
direktno zaklju¢ujemo da K¢ i H€ nisu rekurzivno nabrojivi. O

(6.34) Zadatak. Dokazati da sledeé¢i skupovi nisu rekurzivno nabrojivi:
(a) A={e[5¢We};

(b) B ={e| W, je konacan};

(c) C={e| E. +N}.

Resenge. (a) Sveséemo K¢ na A. Treba da nadjemo totalnu rekurzivnu funkciju F' takvu da e-e 1
0 w-ulAaxz=5
1 inace

akko F'(e)-5 1, tj. e-e | akko F'(e)-5 |. Uocimo funkciju G(u,z) = { . Funkcija

G je parcijalno rekurzivna prema |(6.22)| (Zasto?). Neka je g indeks za G i F(u) = Si(g,u). Tada
] 0 wulArxz=5
F(u)-x= { 1 inace

(b) Ponovo svodimo K¢ na B. Treba nam F' takva da e-e 1 akko Wg(.) je konacan, tj. e-e | akko

. Ocigledno u-u | akko F'(e)-5 .

Wi (e) je beskonacan. Uocimo funkciju G (u,x) = { ? ?n;ézi . Funkcija G je parcijalno rekurzivna
prema [(6.22) Neka je g indeks za G i F(u) = S{(g,u). Tada F(u)-x = (T) ?n;éi . Ako e-e |, onda

F(e)-x | za sve x, pa Wg(.) =N je beskonacan. Ako e-e 1, onda F(e)i 1 za sve x, pa Wp(.) = @ nije
beskonacan.

(c) Svodimo K¢ na C' . Treba nam F takva da e-e t akko Ep) # N, tj. e-e | akko Ep() = N.

Uo¢imo G(u,z) = { QTC ?H:(”:el . G je parcijalno rekurzivna prema |(6.22), Neka je g njen indeks i
F(u) = S{(g,u). Tada je F(u) -z = 3|f ?n;éi . Ako e-e |, tada F(e) indeksira identitetu pa je
Epe)y=N. Ako e-e?, tada F(e) indeksira praznu funkciju pa je Ep) = @ # @. O

(6.35) Zadatak. Ako je F totalna rekurzivna k-arna funkcija, dokazati da je graf I'(F') rekurzivan.

Resenje. Neka je f indeks za F. Imamo (Z,y) ¢ I'(F) akko f-Z # y, Sto je ekvivalentno sa
(32)(T(k, f,6¥(Z),2) AU (2) # y) (smer = vazi jer je F totalna). Dakle, I'(F)€ je rekurzivno nabrojiv,
a kako je i I'(F') rekurzivno nabrojiv prema|(6.31)} I'(F") je rekurzivan prema Postovoj teoremi. ]

E. Rajs-Sapirova teorema

(6.36) Notacija. Neka su F' i G parcijalno rekurzivne k-arne funkcije. Sa F' € G oznacavamo da je
Dom(F) ¢ Dom(G) i za svako & € Dom(F’) vazi F(z) = G(&). Funkcija F' je kona¢na ako je Dom(F)
konacan.

(6.37) Rajs-Sapirova teorema. Neka je F neka familija parcijalno izracunljivih k-arnih funkcija i
Ir={e| gbgk) € F}. Pretpostavimo da je Ir rekurzivno nabrojiv. Tada vazi:

F e F akko postoji kona¢na funkcija Fy € F tako da Fy c F.

Za dokaz Rajs-Sapirove teoreme bi¢e nam potrebna jedna lema. Za pocetak fiksiraéemo sledeéu no-
taciju. Videli smo da je standardan skup K rekurzivno nabrojiv skup, pa postoji parcijalno izracunljiva
unarna funkcija K* takva da Dom(K*) = K. Fiksirajmo neki, bilo koji, indeks k* funkcije K*. Dakle,
k* je kod nekog fiksiranog programa koji racuna funkciju K*. Fiksirajmo i m* = m(k*).

(6.38) Lema. Predikat P*(z,t) =, izracunavanje k* - x, tj. K*(x), se zavrSava u najvise ¢t koraka” je
primitivno rekurzivan.
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Dokaz. Ideja dokaza je da uvedemo funkciju koja prati izracunavanje k*-x korak-po-korak. Definisa¢emo

funkciju F(x,t) takvu da F(z,t) = (n',r},...,rt .}, gde je n’ broj naredbe koja se sledec¢a primenjuje i
(rl,...,r! .) stanje u registrima u t-tom koraku izra¢unavanja k*-x. (Ako k*-z 1, onda izracunavanje

nije kona¢no, pa je ova funkcija definisana za sve t; ako k* -z |, onda je izra¢unavanje konacno, ali
¢emo nakon njegovog kraja nastaviti da ponavljamo poslednje stanje za svako sledece t.)
Dakle, treba da definisemo F'(x,0) = (0,«,0,...,0), a F(x,t+1) definiSemo sledeé¢im razdvajanjem

—_—
po slucajevima: "
e ako n:= (F(x,t))o < £(k*), tj. ako naredba koju izvrsavamo postoji:
ee ako /((k*),) =2, tj. naredba koju izvrsavamo je R;(m), gde i := ((k*)n)o 1 m = ((E*)p)1:
F(x,t+1)=(m, (F(x,t))1 +x=(1,4), (F(z,t))2+x=(2,7),..., (F(x,t))m+ + x=(m",%));
ee ako /((k*),) = 3, tj. naredba koju izvrsavamo je R; (m,m’), gde i := ((k*)n)o, m = ((K*)n)1 i
m’ = ((k*)p)2, onda:
eee ako (F(xz,t));>0:
Fz,t+1) =(m, (F(z,t))1=x=(1,1), (F(,t))2=x=(2,1),..., (F(2,t))m+ = x=(m",7));
eee ako (F(z,t)); =0:

F(x7t + 1) = <mla (F(x7t))1 - X=(17i)7 (F(xat))Q - X=(27i)7 R (F(xat))m* - X=(m*7i)>;
e ako n > ((k*), tj. ako naredba koju izvrsavamo ne postoji, samo prepisemo:

F(z,t+1)=F(x,t).

Jasno je da je definisana funkcija primitivno rekurzivna. Takodje je jasno da P*(x,t) vaz akko
(F(x,t))o 2 £(k*). Prema tome, ovaj predikat je primitivno rekurzivan. O

Dokaz Ragjs-Sapirove teoreme. 1 dalje fiksiramo prethodnu notaciju.
(=) Neka je F € F. Pretpostavimo suprotno, neka za svaku kona¢nu funkciju Fy € F vazi Fy ¢ F.
Posmatrajmo funkciju G(e,z) datu sa:

G(e,i’):{ F($) -P (6,'1‘04:-+$k_1) .
1 mace
Primetimo da je G parcijalno rekurzivna funkcija (Zasto?), pa ima indeks g. Tada je S}(g,e) -7 =

B _ F(z) -P'(e,xg+-+ k
g'(6,$)=G(€,$):{ i) ( ir(l)aée : 1) A(S'l,:é)(g,e)g '

Ako e € K¢ tj. k*-e 1, tada =P*(e,z¢ + - + 2x_1) za svako T, pa u stvari qﬁg?(g o = F e F, odakle
k b

1
Neka e € IC, tj. k*-e |, i neka je t broj koraka u kome se izracunava k*-e. Tada -P*(e,zo+-+Tp_1)

. Dakle, jasno je ¢

. 5 _ k .
akko zg + -+ xi_1 < t. Kako imamo samo konacno mnogo T sa xg + -+ Tp_1 < t, Dom(qﬁél(g e)) je
k b

y . (k) , ) (k) .
konacan, tj. funkcija ¢Si(g,e) je konacna, pa kako je i ¢Si(g,e) c F, onda QSSi(g,e) ¢ F po pretpostavci.
Prema tome, S} (g,e) ¢ Ir.

Dakle, e € K¢ akko S,i(g,e) € lr, pa S,i(g,e) svodi K¢ na Ir. Kako K¢ nije rekurzivno nabrojiv,
nije ni Ir. Kontradikcija.

(<) Pretpostavimo suprotno. Neka je F' parcijalno rekurzivna funkcija takva da F' ¢ F, ali postoji
konaé¢na funkcija Fj € F takva da Fy € F'. Neka je fy neki indeks funkcije fo. Definisimo funkciju
H(e, ) sa:

H(e,z):{ F@) fo-wd kel
1 mace
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Kako je ,,fo-Z | ili k*-e |” ekvivalentno sa (3y)(T(k, fo,s"(Z),y) v T(1,k*,e,y)), H je parcijalno
rekurzivna prema |(5.3)] i neka je h neki njen indeks. Tada je Sj(h,e)-Z = h-(e,z) = H(e,Z) =
{ F@) forzd kel . Opet je jasno, gb(k) cF

) inace Si(he) =77

Ako e € K, tj. k* - e 1, onda S}(h,e)-Z | akko fo-Z |, pa Dom(qﬁé’i)(h e)) = Dom(Fp), a kako
k b

o™ Fyc F, zakljueujemo ¢%) = Fye F, pa St(h,e) € Ir.

Si(h,e)’ S (hye)
Ako e € K, tj. k* -e |, onda je jasno <l>gi)(h 0= F ¢ F, pa Si(h,e) ¢ Ir.
k b
Dakle, ponovo imamo e € K¢ akko S,i(h,e) € Ir, pa S,i(h,e) svodi K¢ na Ir. Kako K€ nije
rekurzivno nabrojiv, nije ni Ir. Kontradikcija. O

(6.39) Komentar. Obrat Rajs-Sapirove ne vazi, tj. moze se desiti da je zadovoljen uslov: F € F

akko postoji konacna funkcija Fy € F tako da Fy € F, ali da Ix ne bude rekurzivno nabrojiv. Npr. za
bilo koji skup A ¢ N koji nije rekurzivno nabrojiv mozemo da uzmemo F = {F' | Dom(F') n A + &}.

Tada F zadovoljava trazeni uslov: Neka F € F, tj. Dom(F)n A + @, i izaberimo a € Dom(F') n A.

F(z) z=a

0 inace

i Fy € F. Obratno, ako je Fy € F konacna i Fy € F', direktno imamo F € F.

Funkcija definisana sa Fy(x) = je parcijalno rekurzivna, konac¢na, i zadovoljava Fy ¢ F
0 t=x

Medjutim, Ir nije rekurzivno nabrojiv. Uoc¢imo funkciju G(t,z) = { + inace | G je otigledno

0 t==x

parcijalno rekurzivna, i neka je g njen indeks. Tada Si(g,t) -z = g-(t,x) = G(t,x) = { t inace

Primetimo da za svako a imamo Dom(¢sl1(g7a)) ={a}, pa a € A akko D51 (g,0) € F akko Si(g,a) € Ir.
Prema tome sveli smo A na I, pa kako A nije rekurzivno nabrojiv, ni Ir nije rekurzivno nabrojiv.

(6.40) Komentar. Primetimo da je Rajsova teorema specijalan slucaj Rajs-Sapirove teoreme.
Naime, neka je I rekurzivan i zatvoren za indekse. Setimo se da je tada i I rekurzivan i zatvoren za
indekse. Neka je e indeks prazne funkcije. Mozemo da pretpostavimo da e € I. Primetimo da je zbog
zatvorenosti za indekse, I = Ir, gde F = {¢. | € € I'}. Kako je I rekurzivno nabrojiv i F' sadrzi praznu
funkciju, po Rajs-Sapirovoj teoremi F' sadrzi sve funkcije, tj. I = N.

(6.41) Zadatak. Dokazati da sledeé¢i skupovi nisu rekurzivno nabrojivi.

(a) A={e|W, je konacan};

(b) B ={e| W, je beskonacan};

(¢) C ={e| W, je kokonacan};

(d) D ={e|We je rekurzivan};

(e) E ={e| ¢e je totalna};

(f) F ={e| ¢e nije totalna};

g) G ={e]| ¢e je totalna i konstantna};
)

(
(h) H ={e| ¢ se moze prosiriti do totalne rekurzivne funkcije}.

Resenje. Dokazacemo deo (a). Neka je A = {¢. | e € A}. Kako je A ocigledno zatvoren za indekse,
to je I4 = A. Primetimo da zakljuéak Rajs-Sapirove teoreme ne vazi za A. Zaista, bilo koja kona¢na
funkcija ima beskonacéno parcijalno rekurzivno prosirenje (¢ak primitivno rekurzivno), ali nijedna od
ovih funkcija ne pripada A. Prema tome A = I 4 ne moze biti rekurzivno nabrojiv. O

Kao §to vidimo primena Rajs-Sapirove teoreme po pravilu je laka, ali i njen dokaz nam je dao
jednu zanimljivu ideju.

(6.42) Zadatak. Bez koriséenja Rajs-Sapirove teoreme dokazati da sledeéi skupovi nisu rekurzivno
nabrojivi:
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(a) A={e| W, je beskonacan};
(b) B={e| E.=N}.

Resenje. (a) Sves¢emo K¢ na A. Treba nam totalno rekurzivna funkcija I takva da e-e t akko Wp(.)
je beskonacan, tj. e-e | akko Wp(,) je konacan. Setimo se da je e-e | ekvivalentno sa k*-e |. Uotimo
0 -P*(u,x)
1 inace

funkciju G(u,x) = { . Prema |(6.38)[1/(6.22)| ona je parcijalno rekurzivna. Neka je g

0 -P*(u,z)
1 inace
akko se izracunavanje k* - e ne zavrsava u z koraka, pa F'(e) -z 1 za sve z pocevsi od nekog, tj. Wp(.)
je konacan. Ako e-e 1, tj. k*-e 1, tada ~P*(e,r) za sve x, pa F'(e) x| za sve x, pa Wg(y =N je
beskonacan.

njen indeks i F(u) = S{(g,u). Tada F(u) -z = . Akoe-el, tj. k*-e |, tada F(e) -z |

(b) Svodimo K¢ na B. Treba nam totalno rekurzivna funkcija F' takva da e-e 1 akko Ep(.) =
N, tj. e-e | akko Ep) # N. POnovo ¢emo iskoristiti da e-e | akko k™ -e |. Uocimo funkciju

|z -P*(u,x)
G(u, ) _{ 0 inace

. Prema|(6.38)|1/(6.22)| ona je parcijalno rekurzivna, neka je g njen indeks i

F(u) = S{(g,u). Tada F(u)-x = QTC ﬁPinz(aLZéx) . Akoe-el, tj. k*-e, kao u (a) Wp(.) je konacan,
pa je i Ep() konacan, specijalno Ep) # N. Ako e-e 1, tj. k" -e 1, tada -P*(e,xz) za sve x, pa
F(e)-x=x za sve z, odakle Fp( =N. O

7 Svodjenje

Podsetimo se definicije svodjenja [(6.4)]

(7.1) Svodjenje. Neka A c N¥ i B c N'. Skup A se svodi na B ako postoje totalne rekurzivne k-arne
funkcije Fo,...,F;_1 tako da: z€ A akko (Fy(Z),...,F-1(Z)) € B.
Za skupove A ¢ N¥ i B ¢ N! pisemo A <,,, B ako se A svodi na B.

Kako smo videli u|(6.5)|1((6.23), A <, B i B je rekurzivan (rekurzivno nabrojiv) povlaci da je i A

rekurzivan (rekurzivno nabrojiv).

Lako je videti da je relacija <, refleksivna i tranzitivna, tj. u pitanju je preduredjenje. Za dva
skupa A i B kazemo da su ekvivalentni, A =,,, B, ako A <, B1 B <, A, tj. ako se A1 B svode jedan
na drugog. Jasno je da je =, relacija ekvivalencije. Kao u dokazu za svako A ¢ NF imamo
A=, {k¥(Z) | Z € A} N, pa su relacije <, i =,, potpuno odredjene na podskupovima od N. Od sada
posmatramo samo podskupove od N.

(7.2) Stepen. Stepen skupa A, u oznaci d,,,(A), je =,-klasa skupa A. Relacija <, odredjuje parci-
jalno uredjenje medju stepenima.

Kroz sledece zadatke vide¢emo osnovne osobine uvedenih pojmova.

(7.3) Zadatak. A<, B akko A°<,, B°.

Resenje. Dovoljno je da dokazemo samo (=). Neka je F' totalna rekurzivna funkcija takva da z € A
akko F'(x) € B. Tada ocigledno = ¢ A akko F'(x) ¢ B, tj. A° <, BC. O

(7.4) Zadatak. d,,(@) = {@} i d;n(N) = {N}. Stepeni d,,,(@) i d;(N) su minimalni u uredjenju <.
Stavise, za svaki A # @, N, d,;,(@), dn(N) <y, dm(A).

Resenje. Dovoljno je da dokazemo sledeée ekvivalencije:
1. A<, @ akko A = g;
2. A<, Nakko A=N;
3. @<, Aakko A+N;
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4. Ng,, A akko A + @&.

1. A <, @ znadi da postoji totalna rekurzivna funkcija F' takva da x € A akko F(x) € @. Ovo je
ekvivalentno sa A = @. (Za smer (<) uocite npr. funckiju F'(z) = x.)

2. sledi iz 1. prelaskom na komplement prema prethodnom zadatku.

3. @ < A znaci da postoji totalna rekurzivna funkcija takva da z € @ akko F(z) € A. Ovo je
ekvivalentno sa A # N. (Za smer (<) uocite npr. konstantnu funkciju F'(x) = b, gde b ¢ A.)

4. sledi iz 3. prelaskom na komplement prema prethodnom zadatku. ]

(7.5) Zadatak. Neka je A # @, N rekurzivan skup. Tada je d,,(A) familija svih rekurzivnih skupova
razlicitih od @ i N. StaviSe, d,,(A) je najmanji stepen razlicit od d,, (@) i dp,(N).

Resenje. Ve¢ znamo da B <, A povlaéi da je B rekurzivan (vidi|(6.5))). Dovoljno je da jos dokazemo

da za B # @,N imamo A <, B. Neka be Bib ¢ B i uotimo: F(z) = :, jil(éﬁx)) . Kako je A
rekurzivan, i F' je totalna rekurzivna funkcija. Takodje, z € A akko F(x) = b akko F(x) € B, pa smo
sveli A na B. O

(7.6) Zadatak. Skup A je rekurzivno nabrojiv akko A <, K.

Resenje. Smer (<) nam je poznat iz |(6.19) i [(6.23)l Dokazujemo (=). Pretpostavimo da je A

rekurzivno nabrojiv. Treba nam totalna rekurzivna funkcija F' takva da x € A akko F(x)- F(x) |.

Uoc¢imo funkciju G(z,t) = { (T) féféi . Kako je A(x) rekurzivno nabrojiv, G je parcijalno rekurzivna
prema [(6.22)l Neka je g neki indeks funkcije G. Tada je Si(g,z) -t = g- (x,t) = G(x,t). Uzmimo
F(x) = S{(g,x). Primetimo F(x)-F(x) | akko G(z, F(z)) | akko A(z), $to smo i zeleli. O

(7.7) m-kompletni skupovi. Neka je F familija podskupova od N. Element A € F je m-kompletan
u F ako za svaki X € F vazi X <, A (4 je <pp-najveéi u F).

Prema prethodnom zadatku imamo da je X m-kompletan medju rekurzivno nabrojivim skupovima.

(7.8) Zadatak. Dokazati da su sledeéi skupovi =,,-ekvivalentni: A = {e | ¢, je totalna}, B = {e |
W, je beskonacan} i C = {e| E, je beskonacan}.

Resenje. Dovoljno je da dokazemo A <, B <, C <y A.

A <m B: Treba da nadjemo totalnu rekurzivnu funkciju F' takvu da: ¢e je totalna akko Wp
je beskonacan. Ideja je da nadjemo F' koja zadovoljava sledeée: F(e)-x | akko e-y | za sve y < x.
Tada ¢, je totalna povlaci ¢p(.) je totalna, specijalno Wg(. je beskonacan. Obratno, ¢, nije totalna
povlaci da ng(e)(y) nije definisana pocevsi od nekog z, pa je Wg(,) konacan. Prema tome F svodi A
na B.
0 (Vy<az)t-yl
1 inace
(Vy < x) t-y | ekvivalentna sa (Vy < x)(32) T(1,t,y,2). Relacija (32) T(1,t,y,2) je rekurzivno
nabrojiva, pa je i (Vy < z)(3z) T'(1,t,y,2) rekurzivno nabrojiva prema odakle sledi da je G
parcijalno rekurzivna. Neka je g indeks od G, pa imamo Si(g,t)-x =g-(t,2) = G(t,z). Sada uzmimo
F(t) = Si(g,t) i primetimo: F(e)-z | akko (Vy<z) t-y |. Time smo zavrsili ovaj deo zadatka.

Sada ¢emo definisati F. Uoc¢imo funkciju G(¢,x) = . Primetimo da je relacija

B <, C: Treba da nadjemo totalnu rekurzivnu funkciju F takvu da: We je beskonacan akko E'p(.)

je beskonacan. Ideja je da namestimo da je We = Ep(), tj. e-x | akko (Jy) F'(e)-y = z, §to je ocigledno
dovoljno.
x t-x|
1 inace
pa ima indeks g. Tada Si(g,t)-x=g-(t,x) = G(t,x), i uzmimo F(t) = S{(g,t). Tada F(e)-x | akko
F(e) -z =2 akko e-x |. Ovo lako povlaci We = Ep(,).

Definigimo funkciju F'. Uoc¢imo funkciju G(¢, z) = ; G je ocigledno parcijalno rekurzivna,

C <m A: Treba da nadjemo totalnu rekurzivnu funkciju F' takvu da: Ee je beskonacan akko ¢p (.
je totalna. Ideja je da iskoristimo da je E. beskonacan akko je neogranicen, tj. akko za svako =z
postoji v > x takav da v € F, ili drugim rec¢ima za svako x postoji u tako da e-u > x. DefinisSimo
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3 Su >
G(t,z) = { (T) ( U)inixéz v Relacija e-u > x je rekurzivna (drugacije zapisano, ona je ®(1,e,u) > ),
pa je G(t,z) parcijalno rekurzivna. Neka je g njen indeks. Opet imamo Si(g,t)-z = g-(t,7) = G(t,z),
i opet uzmimo F(t) = St(g,t). Ako je E. beskonacan, kao $to smo veé¢ primetili, za svako z postoji u
tako da e-u >, pa F(e)-ul, tj. dp() je totalna. Ako je E. konacan, onda je Ran(¢.) ogranicen sa
nekim z, pa F'(e)-x 11 ¢p(c) nije totalna. Ovo zavrsava resenje. O

(7.9) Zadatak. Neka A,B c Ninekaje A B={2x|xze A}u{2x+1|x e B}. Dokazati da je
A* B supremum od A i B u smislu preduredjenja <,,,. (Tj. dokazatida A,B <, AxBida A,B<,, C
povlaci A* B <, C.)

Resenje. Neka je F(x) = 2x i G(z) = 2x + 1. Tada ocigledno F svodi A na A x B, a G svodi B na
Ax* B.
Pretpostavimo sada da F svodi A na C i G svodi B na C. Treba da svedemo A * B na C. Uo¢imo

. _ | F(qt(y,2)) y paran : . .
funkciju H(y) = { Ggt(y.2)) y neparan Jasno je da je H totalno rekurzivha. Ako y € A * B

imamo dva slucaja. Prvi, ako y = 2z za neko z € A, onda H(y) = F(x) € C. Drugi, ako y =2z + 1 za
neko x € B, onda H(y) = G(z) € C. Pretpostavimo sada da y ¢ A * B, i opet razmotrimo dva slucaja.
Akojey=2zx,ondax ¢ Ai H(y)=F(x)¢C. Akojey=2r+1,ondax ¢ Bi H(y)=G(x) ¢ B. O

Dva skupa ne moraju da imaju infimum u smislu preduredjenja <,,, npr. videli smo da @ i N
nemaju infimum. Ipak neki skupovi imaju infimum.

(7.10) Zadatak. Neka je A # @, N rekurzivno nabrojiv i neka je R # @, N rekurzivan skup. Tada je
R infimum od A i A, tj. R<m A, A1 B <, A, A° povladi B <, R.

Resenje. U resenju [(7.5)[ smo videli da R <, A, A° za A+ @,N. Ako B <, A, A®, tada B, B¢ <, A,
pa kako je A rekurzivno nabrojiv, to su i B, B¢ rekurzivno nabrojivi. Prema Postovoj teoremi B je
rekurzivan. Ako je B=g ili B =N, onda B <, R prema|(7.4)| a ako je B # @, N, onda B =,, R prema

(7.5) O

(7.11) Zadatak. Neka je F neka familija parcijalno izrac¢unljivih funkcija i neka je I = {e | ¢. € F}.
Dokazati da I &, I°¢.

Resenje. Pretpostavimo suprotno, neka je F totalna rekurzivna funkcija takva da x € I akko F'(x) € I€.
Prema teoremi o fiksnoj tacki postoji e tako da ¢e = ¢p(). Tada ili i e i F(e) pripadaju [ iliie i
F(e) pripadaju I¢. U oba slucaja dolazimo do kontradikcije. O
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