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�������� ��������� ������������ ��� � n������������ ���������� �����
���� En ������ �� ������������ �� �������� ����� (a, b) ∈ En × En� �����
a �������� ����� �������� ������� � b ������� ������� �� ����� �������
������� ���� ���������� �� �������� ������������� � ��� ������������ ����
�� ������������ ��� ������� ����������� ���������� �������� En ���� �������
����� �� ��� � ������ �������� ����������� �������� � ������ �� ��� ��������
������������� �������� ������������� ���������� � ��� ���������� �������
���������� ��������� ������������� ��������

�������������� �� �� ������� ������� �� ������������� ������������
���������� ��������� � �������� ������� ���������� ���������������� ������
�� ������� ��������� ��������� � ���������� ��������� ��� �������� � ����
����� ���� ���� ���������� ���������� ���� ��������� � �������� ������
���������� ��������� �� ��������� �� ����������� ���������� ����������� ����
������ � ���� R � C � ����� ����� ��� ��������� ��������� ������������
��������� ����������� �������� � ��� � ������ ��� �� ������ � ����������
��������

�� ��������� ��������� � ������������

���� ������� �� ������� ���� �� �� ������ ���� ����� 0� ���������
�������� �� �� ����� �� ������� ������� ����� ������ �� ��� ������ �����
������������� �� �� ������ � ������� � ���� �� �� ������� ����� O� ������
����� �� �� ����� ������ �� ��������� ������ ����������� ������� ������ �����
��� ������ � ������������ ��� �� �������� ������ x0 � ������� ������ x1

������������ ��� ������������� �� ������������� ���� �� �������� ������ O
� ������� ������ x1 − x0�

�������� �� i ������ �� �������� ������ O ������ ������ ������ � �����
��� ������ 1 ���������� ������ ������� ����� ������ r �� ������� ������
���� �� �� ������ � ������

r = xi, �� ���� x ∈ R.

���� �� r1 = x1i � r2 = x2i ��� ������� �� ������� ������ � a ∈ R ������� ����
�� ��

r1 + r2 = (x1 + x2)i, ar1 = (ax1)i, r1 · r2 = x1x2

���



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

���������� ��������� �������� �������� ������� ������� �������� � ����
������ ��������� ��� ��������

�������� �� �r� ������ ������� r = xi� ��� ���� �r� := |x|� ��������� ��
�� �r� =

√
r · r�

���� ������� � ������ ���� �� � ����� ���� ����� O� ����������������
�� �� ����� � ����������� ������ ����� ������ ��� ����� ����� �������������
�� �� ������ � ������� � ���� �� �� ������� ����� 0� �� ��� ��� � � ������� ������
������ ����� ������ �� ����������� ����� ����������� ������� �����������
������ z � ������� ������� ������� ����� ����������� ������� ����� � O� ����
��� �� �������� ������ z0 � ������� ������ z1 ������������ ��� �������������
�� ������������� ���� �� �������� ������ O � ������� ������ z1 − z0�

�������� �� i ������ �� �������� ������ O ������ ���������� ������
� ������� ������ 1 ���������� � C� � �� j ������ �� �������� ������ O
� ������� ������ i =

√
−1 ����������� �������� � C�� ����� ������ r �

����������� ����� ���� �� �� ������ � ������

r = xi+ yj, �� ���� x, y ∈ R,

��� �������� ������ ����������� ����� � ������ z = x+ iy� ��� �����������
���� ���������� ����� C �� R×R� ���� �� i ������ �� �������� ������ (0, 0)
� ������� ������ (1, 0)� � j ������ �� �������� ������ (0, 0) � ������� ������
(0, 1)�

���� �� r1 = x1i+y1j � r2 = x2i+y2j ��� ������� �� ������� ������ � a ∈ R
������� ��

r1 + r2 = (x1 + x2)i+ (y1 + y2)j, ar1 = (ax1)i+ (ay1)j, r1 · r2 = x1x2 + y1y2

�� ���������� ��������� �������� �������� ������� ������� �������� � ����
������ ��������� ��� ��������

��� �� ������� r1 � r2 ���������� ���������� ������� z1 = x1 + iy1 �
z2 = x2 + iy2� ������ �� ��������� �� ��������� �������� ������� r1 � r2 �
����� �������� ��������� �������� ����������� ������� z1 � z2� � �������
������� r1 �������� a ��������� ������� ����������� ����� z1 ������� ������
a� � ������������� �������������� ������� ����������� ������� ����� ����
���� �� ������ �������� � ������� � �� ���� ����

�� ���������� ������� ����� �� �� ������ ������� r = xi+ yj ����

�r� =
�
x2 + y2.

���� �� ���� �� �� � � ���� �������� ��� � �� ������� ������� �r� =
√
r · r� ���

������ r = xi+ yj �������������� �� ����������� ������ z = x+ iy� ���� ��

�r� = |z|.
������� � ������ ������� ���� ����� ����� z0 � z1 ��������� ��������� ������
��� ������� �� |z1 − z0|�

��� ������� ���� ���� �� ������ L ���� ����� ����� z0 � z1 �� ����������
������� z1 − z0� ��� ��� ����� �� ����� �� ������

z = z0 + t(z1 − z0), t ∈ R. ���

��� �� ������������ ��������� ����� L ���� ����� ����� z0 = x0 + iy0 � z1 =
x1 + iy1� ����������� ������� � ����������� ���� �������� ������������



�� ��������� ��������� � ������������ ���

��������� ����� � ������

x = x0 + t(x1 − x0), y = y0 + t(y1 − y0), t ∈ R.

����� �� ����� ������ �� ���� ������ ���������� ������� z1 − z0� ��� ��
���������� ������ v �� ������ ���� v = t0((x1−x0)i+(y1−y0)j)� � ���������
t � ��� ����� ��� ������ ���������� �������� �� �� �� � ��� ������ t ����� t0t� ��
��������� ����� ��� ���� �� �� ������ � � ������

r(t) = r0 + tv, ���

��� �� r0 ������ ���� ����� ����������� ������� �� ����������� ����������

������ �� ������ L� � v ���������� ������ ��������� ��� �������
���� �� θ �0 ≤ θ ≤ π� ���� ������ ������� r1 = x1i + y1j � r2 = x2i + y2j�

�� ����������� �������������� ����� �� ��

cos θ =
r1 · r2

�r1� �r2�
.

Zadatak �. �������� �� �� ������ w = ai+ bj ����������� �� ����� ax+
by = c� ������� ������ ������� �� ���� ������ ������ a1x + b1y = c1 �
a2x+ b2y = c2� �

Zadatak �. �������� �� �� ��������� ����� ���� ����� ��� ����� z1� z2
���������� ����� ���� ��

z̄ = az + b, ��� �� a =
z̄1 − z̄2
z1 − z2

, b =
z1z̄2 − z2z̄1
z2 − z1

.

�������� �� ���� ���������� � ������ �� ��� z̄ = az + b ���������� ����� ζ �
aζ + b� �

���� ������� � �������������� ��������� ��� � � ������� �������
�� ������ ��� � ������ ������ � �������������� ���������� �������� �������
����� ����������� ���� ������ ������� ����� �������� � ����������� �������
O = (0, 0, 0)� �� �������������� �� ������ ������� �������� (x, y, z) ∈ R3� ��
����� ������ ������

r = xi+ yj+ zk,

��� �� i� j � k ������� �� �������� ������ (0, 0, 0) � ������� ������� (1, 0, 0)�
(0, 1, 0) � (0, 0, 1)� ������ ������� �� �� ��������� ������� ��� x� y � z ����

��� �� r1 = x1i+y1j+z1k � r2 = x2i+y2j+z2k ��� ������� �� ������� ������
� a ∈ R ������� ��������� �������� �������� ������� ������� �������� � ����
������ ��������� ��� ������� �� ���������� ��

r1 + r2 = (x1 + x2)i+ (y1 + y2)j+ (z1 + z2)k, ar1 = (ax1)i+ (ay1)j+ (az1)k,

r1 · r2 = x1x2 + y1y2 + z1z2.

������
O = 0i+ 0j+ 0k

�� ������� �� ��������� ��������� ���� ������ �������� ���� � ���������
�� ���������� ������� ����� �� �� ������ ������� r = xi+yj+zk �������

�r� =
�

x2 + y2 + z2 =
√
r · r,

� �� ����������� �������������� �� �� ������� ���� θ ������ ������� r1 =
x1i+ y1j+ z1k � r2 = x2i+ y2j+ z2k ������

cos θ =
r1 · r2

�r1� �r2�
.



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

������� r1 � r2 �� ����������� ��� �� ���� ������ ��� ����� ��� ��� �� r1 ·r2 = 0�
������ r �������� ���������� �������� ��� �� �r� = 1�

Lema �. �������� �������� ��� ������� ���������

�� r1 · r2 = r2 · r1
�� a(r1 · r2) = (ar1) · r2 = r1 · (ar2)
�� r1 · (r2 + r3) = r1 · r2 + r1 · r3
�� O · r1 = 0�

� ����� ����� �� ���������� ���������� ��������� � ������������� �

Definicija �. ������

Pr2(r1) :=
r1 · r2
�r2�2

r2

������ �� ������������ ����������� ������� r1 �� ������ r2� ♦

��������� �� ��

Pr2(r1) = �r1� cos θ
r2
�r2�

,

��� �� θ ���� ������ ������� r1 � r2� �
r2

�r2� ��������� ������ ����� ������ �
����� ��� r2�

Primer �. Kosinusna teorema. ���� �� �ABC ���������� ������� �
������ � ���� �� α ���� ��� ������ A� ���� ��

a =
−−→
BC, b =

−→
CA, c =

−−→
AB.

���� �� a+ b+ c = O� ��� a = −(b+ c)� ������ �����

a · a = (b+ c) · (b+ c).

�������� ���������������� ��������� ��������� �� ����� �� ������ ������
�������

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα,

��� �� a = �a�� b = �b�� c = �c� ������ �������� �������� �

��� ������� r1 � r2 ���� ���������� ��� �������� ����������� ����� �
�������������� ��������� ���� �� n ����������� ��������� ������ ���� ��
����������� �� �� ����� � ������� �� ������� ����� ���� � ������ �� �������
r1 � r2� ��� ������ ����� ���������� ����� ����� ������� ������ n� ���� ��
����� �������� �� r1 ����� r2 �� ����� ����� ���� ����� �������� ������
������� n� ��������� �������� ������� r1 � r2 �� �������� ��

r1 × r2 := (�r1� �r2� sin θ)n, ���

��� �� θ �0 < θ < π� ���� ������ ������� r1 � r2� ��� �� ������� r1 � r2
���������� θ = 0 ��� π� ����� ��������� �������� �� �� ���������� �����
�������

�� ����������� �������������� ����� �� �� ������ ���������� ���������
��� ������� ������� �������� ������������� ���� �� ��� ��������� �������
���������� �������� ������� ������������� ��� �����



�� ��������� ��������� � ������������ ���

Primer �. Sinusna teorema. ���� ��� ��� � ������� �� a� b� c �������
�������� ���������� ������� �ABC � a� b� c ������ ������� �� �������� ��
�� ������ ���������� ��������� ������� ���������� �������� ������� �ABC�
����� �� ��

a× b = b× c = c× a.

������ � �� ��� �����
a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
,

��� �� α� β� γ ������ ������� ������� �������� a� b� c ������ �

��� �� r1� r2� r3 ������� � �������������� ��������� ����� ��������

�������� �� ������

[r1, r2, r3] := (r1 × r2) · r3.
���� �� ���� �� �� ��������� �������������� ���� �� ����� ��� ������� �������
���������� ��������� ��������� ���������

V = |[r1, r2, r3]|.
������� ������ ������� N = r1×r2 �� ������� �������� ���� ���������������
����� �� ������ N ����������� �� ���� ��������������� ��������� ��������
��������� ��������� N · r3 ������� �� ��������� ������ ������� N ���� �����
���� ����� � ������ ���������������

� ���� �������� ������� �� ���������� ������ �� ������ �� ���� ����
����������� ���� ���� ��� �������� ���� �� ��������� ������ �� ���������
������ ��������� ���������� �� ��� ������� ��� ��� ���� �������� ������
� � ������ �������� ���������

(r1 × r2) · r3 = (r2 × r3) · r1 = (r3 × r1) · r2. ���

������ ������� �������� ��������� ��������� �� �� ���� ��� ��������� ����
����� ���������

[r1, r2, r3] = [r2, r3, r1] = [r3, r1, r2].

��������� � �� ��� ���� �������������� ��������� ����������

(r1 × r2) · r3 = r3 · (r1 × r2).

Lema �. ��������� �������� ��� ������� ���������

�� r1 × r2 = −r2 × r1
�� a(r1 × r2) = (ar1)× r2 = r1 × (ar2)
�� r1 × (r2 + r3) = r1 × r2 + r1 × r3, (r1 + r2)× r3 = r1 × r3 + r2 × r3
�� O× r1 = O�

� ����� ���� ��������� ��� ���������������� ��������� �� ����� �������� ��
����������� �� ����� ���������������� ������ �� �������

R = r1 × (r2 + r3)− r1 × r2 − r1 × r3. ���

����� �� �������� �� �� R = O� ��� �� ������������ �� �R�2 = R · R = 0�
��� ��������� ��� ������ ��� �� R� ��������

R ·R = R · (r1 × (r2 + r3))−R · (r1 × r2)−R · (r1 × r3).

��� ���� ����������� ���� ��������

R ·R = (R× r1) · (r2 + r3)− (R× r1) · r2 − (R× r1) · r3.
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���� ��� ����� ����� �� ��������������� ��������� ��������� ����� ��� ��
���� ����� �� �� �������� ����� ������ ����� �

���� ������ �� �������� ��������� �������� � ������������� ������
����� ��� ������ �� �� ���������� ���������� ��������� ����� ��� �� ���������
������� i� j� k ����

i× j = k, j× k = i, k× i = j, i× i = j× j = k× k = O. ���

���� ��

r1 = x1i+ y1j+ z1k � r2 = x2i+ y2j+ z2k.

��������� ��������������� ���������� ��������� � ��� ��������� ����� ������
��������� �������

r1 × r2 = (y1z2 − y2z1)i− (x1z2 − x2z1)j+ (x1y2 − x2y1)k.

����� ����� �� �� ������ ���� ����� ��

r1 × r1 =

����
y1 z1
y2 z2

���� i−
����
x1 z1
x2 z2

���� j+
����
x1 y1
x2 y2

����k ���

���� �������� �� ��������

r1 × r2 =

������

i j k
x1 y1 z1
x2 y2 z2

������
.

��������� �������� ������ ��� �� r3 = x3i + y3j + z3k �������� ����� ��
�������� ��������

(r1 × r2) · r3 =

����
y1 z1
y2 z2

����x3 −
����
x1 z1
x2 z2

���� y3 +
����
x1 y1
x2 y2

���� z3

���� � ���� ����� ������������

[r1, r2, r3] =

������

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

������
. ���

��������� �������������� ���� �� ����� ������� r1� r2� r3 ������� �� ��������
��� ��������� ��� �������������

Zadatak �. �� �� ����� A(2, 3, 1)� B(0, 2, 5)� C(6,−1, 3)� D(−4, 6, 3) ���� �
����� ������ �

Zadatak �. ���� �� ����� O(0, 0, 0)� P (2, 0,−1)� Q(2,−1, 0)� R(1, 4, 0)�
��� �������� �� ����� O� P � Q� R �� ���� � ����� ����� � �� ����� O� P �

Q �� ���� �� ����� �������
��� ���� ��������� ������ ����� R � ����� �������� ������� O� P � Q�
��� ���� ������� ���� ��� ������ P ������� �OPQ � ������ �����������

���������� �������� OP �� ����� �������� ������� P � R� �

���� �� r1� r2� r3 ��� ������� ���� �� ���� � ����� ������ ���� �� ������
r2×r3 ����������� �� ����� �������� ��������� r2 � r3� ������ ������� �����
������ ���� �� ����������� �� r2 × r3 ������� ����� ��������� ��������� r2 �
r3� ����� �� r1 × (r2 × r3) ����������� �� r2 × r3 � �� r1� ����� �� ��

r1 × (r2 × r3) = ar2 + br3



�� ��������� ��������� � ������������ ���

�� ���� a, b ∈ R� ������� ���� ���� ����������� ����� �� ������� a � b ����
������������ �� ������� �� ���� � ����� �������

Lema �. ���� �� r1� r2� r3 ���������� ��� ������� � ��������������

��������� ���� ��

r1 × (r2 × r3) = (r1 · r3)r2 − (r1 · r2)r3.
� ����� ����� �� ������ ���������� � ��������� ��������� � �������������
���� ��

r1 = x1i+ y1j+ z1k, r2 = x2i+ y2j+ z2k, r3 = x3i+ y3j+ z3k.

���� �� ���������� �� i � r1 × (r2 × r3) �������

y1(x2y3 − y2x3)− z1(z2x3− x2z3) = x2(y1y3 + z1z3)− x3(y1y2 + z1z2).

��� ���� ������ ������ � �������� x1x2x3 �������� �� �� i ���������� ����
������� ���������� ��������� �������

x2(x1x3 + y1y3 + z1z3)− x3(x1x2 + y1y2 + z1z2) = (r1 · r3)x2 − (r1 · r2)x3.

�� ���� ����� �� ������������ � ������ ��� ����������� �

�� ���� � ����� �� ��������� �������� ���� ������������ ��������� �
������ r1 × (r2 × r3) ���� � ����� ��������� ��������� r2 � r3� � ������
(r1 × r2) × r3 = −r3 × (r1 × r2) � ����� ��������� ��������� r1 � r2� ������
���������������� ��������� ��������� �������� ���������� ������� ���������

Posledica �. ���� �� r1� r2� r3 ���������� ��� ������� � ���������

������ ��������� ���� ��

r1 × (r2 × r3) + r2 × (r3 × r1) + r3 × (r1 × r2) = 0.

� ����� ����� �� ���� �� �

��������� �� ��������� � ������ �� ������������ ����������� �� ����
������ ���������

Primer �. Mno�eǌe kompleksnih brojeva. ���� ��

r1 = x1i+ y1j � r2 = x2i+ y2j

��� ������� � R3� ��� ���������� ����� �������� � ��������� �������� �
������������� ��������

r1 · r2 = x1x2 + y1y2, r1 × r2 = (x1y2 − x2y1)k.

��� �� ������� r1 � r2 ���������� � ���������� �������

z1 = x1 + iy1 � z2 = x2 + iy2

����������� �� �� �������� ����������� ������� z̄1 � z2 ������

z̄1z2 = (x1x2 + y1y2) + i(x1y2 − x2y1),

��� ������ ��� ���� ��������� �������� ���������� � ���������� ����������
��������� ������� r1 � r2� ������ ������

r1 · r2 = Re (z̄1z2) =
1

2
(z̄1z2 + z1z̄2), r1 × r2 = Im (z̄1z2)k =

1

2i
(z̄1z2 − z1z̄2)k.

�

������� �Carl Gustav Jacob Jacobi� ����������� ������� �����������



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

Primer �. Kvaternioni. ���������� ������� ����������� ������� ��
����� C ∼= R2 �� ���� H := R4 �������� ������������ ���������� ���������
����� ���� ���������� �������� i ��� ��� ��� ���������� �������� j � k� ����
�������� ����������� �� ������ ������ a + ib + jc + kd� ���� �� �������� ��
�������

(a1+ib1+jc1+kd1)+(a2+ib2+jc2+kd2) = (a1+a2)+i(b1+b2)+j(c1+c2)+k(d1+d2),

� ������� �� ���������� �������������� � ������������� ������� � �����
�����

i2 = j2 = k2 = ijk = −1.

�� ���� �������� ����� �

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

��������� (H,+, ·) �� ���� ������� ���� ���������� ��� ������� ���� ��� �����
���������� �������� ������ ���������� � ����� ��� �� ��������� �� ��������
���� ���������� ����������� ������ ib + jc + kd ������ ����� �����������

�������������� ����������� �������� ����������� q = a + ib + jc + kd ��
����������

a+ ib+ jc+ kd = a− ib− jc− kd.

�� ���������� ������� ����������� ����� �� �� qq̄ = a2 + b2 + c2 + d2� �����
����� ������ ����

|q| := √
qq̄

������ �� ���������� ��������� ����������� q�
��������� �� ��

(a+ ib+ jc+ kd) = (a+ ib) + (c+ id)j,

� a+ ib � c+ id �� ���������� �������� �� ����������� ������ �� �����������
���� �� ���������� �� C×C�

���� ����������� ������ �� ������� � ������ ��������� ��������� �
���������� ��������� � R3� ����������� H ��� R × R3 � �������������
���������� q = a+ ib+ jc+ kd �� ��������� ������ ������� � �������

a+ r, ��� �� r = bi+ cj+ dk.

���� �� �������� ����������� ���������� ��

(a1 + r1) + (a2 + r2) = (a1 + a2) + (r1 + r2),

� ������� ��

(a1 + r1)(a2 + r2) = (a1a2 − r1 · r2) + (a1r2 + a2r2 + r1 × r2).

������ H �� ���� ����������� ������� �� � ���� ����������� ���� �� ��
���� ��� �������� �� ���������� �������� �������������� �������� �����
���������� �������� ���� ���� ������ ������� �� ��� �� ������ �����������
������� ������� �� ������������� �������� �� ������� � ����� ��������
�� �� �� ����������������� �������� �� ������� � ������ ���������� ������
������� ��������� �� �� ����� ������� �� �� ������ �������� ��� � R � R2 = C
��� �� �� ������������ � ������������ ���� ��������� ���� ��� ��R4 = H ���
������ �� ������ ������������ ���� ���� ������������ � �R8 ��� �� ���������
� ���������������� ��� ������� �������� �� �������� ���������� �����������

��������� �William Rowan Hamilton� ����������� ����� �����������



�� ��������� ��������� � ������������ ���

��������� ����� �� ������� ����� ������ ������� � �������� ���������� �� ��
���������� ��������� ���� ��������� ������ ������� ��R8 ������� ��� �������
������� ��� ���������� ����� �� ��� ��������� ����� �� ������� ������� �����
��� �� � ��� ��� ������� � ������� �� ���� �� ��� ����� ������ � ����������

���������� �

Primer �. Jednaqine prave i ravni. ���� �� ���� ��� ���������
����� P0(x0, y0, z0) � P1(x1, y1, z1) � R3 �

r0 = x0i+ y0j+ z0k, r1 = x1i+ y1j+ z1k

���� ���������� �������� ���� ����� L ���� ������ ����� P0 � P1 ����
������������� ����������

r(t) = r0 + t(r1 − r0), t ∈ R, ���

���� � �������������

x = x0 + t(x1 − x0), y = y0 + t(y1 − y0), z = z0 + t(z1 − z0), t ∈ R,

���� �������� ��������� ��� � ������ �� �� ���� ������ ��� � � ���� � � ���
������ ������� r0 ���� �� ����� ���������� ������ ���� ����� �����������
������� �� ����� ������ �� ������ L� � ������ r1 − r0 ���� ���� ������ v ����
�� ��������� ������ L�

���� �� ���� ��� ����� ����� P2(x2, y2, z2) ���� ���� ���������� �� �������
P0 � P1� � ���� �� r2 = x2i+y2j+z2k� ���� �� ������� r2−r0 � r1−r0 ���������
����� Σ ����� ��������� ����� P0� P1� P2� �� �� ������

n = (r2 − r0)× (r1 − r0)

����������� �� �� ������ ���� �� S(x, y, z) ���������� ����� ����� Σ � ����
��

r = xi+ yj+ zk.

���� �� ������ r− r0 ��������� ����� Σ� ��� ����������� �� n� �� ��

n · (r− r0) = 0.

��� �� ����������� ����� � R3� ����� �� n = (r2 − r0)× (r1 − r0)� ��� ���� ��
�� ������ � ������ ��������� ���������

[r2 − r0, r1 − r0, r− r0].

������� � ���� ����� ��� ��������� ��������� � ������������� ���������
����� ���� ������ ����� P0� P1� P2 ������ �� �������� � � ������������

x− x0 y − y0 z − z0
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

������
= 0.

������ ��� �� ����� ���� ���������� Ax+By+Cz = D� ������ v = Ai+Bj+Ck
�� ����������� �� �� ���������� �� �������� ��� �

������� �Michel Kervaire� ����������� ��������� �����������
������� �John Willard Milnor� ������ �������� �����������
������� �John Thomas Graves� ����������� ����� ������� � �����������
������ �Arthur Cayley� ����������� ��������� �����������



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

Zadatak �. ���� ������������ ��������� ����� �� ����� �� ���� �����

x− y + 2z + 8 = 0 � x+ 2y + z = 1

� ���� ��������� ������ �� ����� � ����� (0, 1, 2)�
��������� �� �������� ������� ����� ���������� ��������� �������� ����

���� ������ � �� ��������� ���������� �� ���������� �� �

���� ������� � k������������ ��������� �� ��������� �� ���������
������ ���������� ����� � Rk ������� ��������� � k������������ ���������
��� �� v = (v1, v2, . . . , vk) � w = (w1, w2, . . . , wk) ��� ����� �������� � a ∈ R
������ ����� ���� �� ��

v +w := (v1 + w1, v2 + w2, . . . , vk + wk) � av := (av1, av2, . . . , avk)

���������� ��������� �������� ������� � ������� ������� ��������� ���� ��
�������� ����� ���������� ������������ ��������� � �������������� �����
����� ������� �������� �������� �� ��������� ��

v ·w := v1w1 + v2w2 + · · ·+ vkwk,

� ������ ������� ��

�v� :=
�
v21 + v22 + · · ·+ v2k =

√
v · v.

���������� ���������� ����� ������ ������������ ������ ������

A(a1, a2, . . . , ak) � B(b1, b2, . . . , bk)

�������� ����

d(A,B) =
�
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + · · ·+ (ak − bk)2.

��������� ������ ������ A � B �� ������� ������ �a− b� ������� a− b� ���
�� a = (a1, a2, . . . , ak) � b = (b1, b2, . . . , bk)�

�� ������������� ������������ �������� �� �� ���� ��� ����� �� ��

|v ·w| ≤ �v� �w�,
�� ������� ����������� ���� θ ∈ [0,π] �� ���� ��

cos θ =
v ·w

�v� �w� .

��� ���� �������� ����� ������ ������� v � w� ������� v � w �� �����������

��� �� v ·w = 0�

Primer �. �������

e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1)

� R4 �� ��������� ������������ ����� ��� �� ��� �� ������������� ��� ��
������� a ∈ R �� ���� �� aei = ej �� i �= j� �

�� ������� � ������������ ������� ������� ���������� ������� �������� ���� ��������
� ��������� ���� ���� ���������� �� ���� ���� �� ���������� ���� �� ��������� ����������
�� ���� ������ ������������ ����� �� ������������



�� ������� ������ � ��������� ���

��������� �� ������� ��������� × ���������� ��������� �� R3 �� ���
���� �� �������� �� k����������� ������� � ��� ���������� ����������
��������� r1 × r2 � �������������� �������� ��������� ��� �������� ��
�� ��� ������� ���� �� ����������� �� r1 � r2 ���������� ��� �� ���������
�������� ��� ����������� ������� ��� �������� ������� �������� ��������
������������� ��� r1� r2 � ������ ��������� �������� ����� ������ ��������
��� ��� ��� ������ � ������� �� ��� �R4 ������� ���� ������������� �������
���� �� ����������� �� ��� ������� � ���� � e1 � e2 �� ����������� �� ���
������� e3� e4�

�������� ��������� ����� ���������� ��������� � ������������� ������
�� ���������� (k− 1)����� ���������

�
� ���� �������� ������� ��������� ×

�� ������� k = 3 ����� �� k− 1 = 2�� �� ������� ������ ����������� ���������
�������

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), · · · , ek = (0, 0, 0, . . . , 1),

���� �� ��������� ����� ���������� ������� i� j k �� �������������� ���������
���� �� v1,v2, . . . ,vk−1 ������� �� R

k� �� ������������

vj = (vj1, v
j
2, . . . , v

j
k) �� j = 1, 2, . . . , k − 1.

����� �������� ��� �������� ��������
�
�� ��������� ��

�
(v1,v2, . . . ,vk−1) :=

����������

e1 e2 · · · ek
v11 v12 · · · v1k
v21 v22 · · · v2k
· · · · · · · · · · · ·
vk−1
1 vk−1

2 · · · vk−1
k

����������

.

������
�
(v1,v2, . . . ,vk−1) ������� �� � ������ v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk−1�

���� ������ �� ���������� � �������� �������� k ������� v1,v2, . . . ,vk

��
[v1,v2, . . . ,vk] := (v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk−1) · vk,

���� �������� �������� �������� �� R3� ��������� �� �� �� �� ������ ������
�������

[v1,v2, . . . ,vk] :=

��������

v11 v12 · · · v1k
v21 v22 · · · v2k
· · · · · · · · · · · ·
vk1 vk2 · · · vkk

��������
.

��������� �������� ��� ������������� �� ��������� �� �������������� ������
���� �������� ���������� k������������ �������������� ������������� ���
��������� v1,v2, . . . ,vk�

�� ������� ������ � ���������

��������� �� �� ��� � ����� � ���������� ����� ���� zn �����������
������� �� ������� ������

lim
n→∞

zn = z∞ ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)n > n0 ⇒ |zn − z∞| < ε. ����

������ ��� ������ ������� ������ � ������������� �������� �������� � ��
���� ��� � ��������� � ��� ����

����� |zn − z∞| � ���� �� ��������� ������ ����������� ������� zn � z∞�
������� ������ ������� ��������� ����������� ������ zn − z∞� ���� �� ���



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

����������� ��� � ���������� ������ � �������������� ��� �������� ������
��� � ���������� �����������

Definicija �. ���� �� rn ��� ������� � Rk� ���� ��

lim
n→∞

rn = r∞ ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)n > n0 ⇒ �rn − r∞� < ε.

��� �� ��� ��������� ������ �� ��� rn ���������� �� r∞�
���� �� r : T → Rk ������������ ����� T ⊂ R � ��������� ������� Rk �

���� �� a ����� ������������ ����� T � ���� �� A = lim
t→a

f(t) ��� � ���� ��� ��

����� ��� tn ∈ T \ {a} ����
lim

n→∞
tn = a ⇒ lim

n→∞
r(tn) = A.

�������� t �→ r(t) �� ���������� � ����� τ ∈ T ��� �� ����� ��� tn ∈ T ����

lim
n→∞

tn = τ ⇒ lim
n→∞

r(tn) = r(τ).

♦
�� ���������� ����� �� �� �������� t �→ r(t) ���������� � ����� τ ��� �

���� ��� ��
r(τ) = lim

t→τ
r(t).

��������� �� ��� � ���������� ������ ��������� ����� � ����� ��

f �(t0) = lim
h→0

f(t0 + h)− f(t0)

h

��������� ����� ������ ����� ��� ������ ���������� � �� �������� �� �����
������� � ���������� ��������� � ��������� ��������� ��������� � �������
�������� 1/h� ���� ����� �� ����������� � � ���������� ��������� �� ���
��������� ������� �����������

Definicija �. ���� t0 ∈ I ��������� ����� ��������� I ⊂ R� ��������
r : I → Rk �� ���������������� � ����� t0 ��� ������� �����

r�(t0) = lim
h→0

1

h
(r(t0 + h)− r(t0)),

���� �������� ������� �������� r � ����� t0� ♦
Napomena �. ��������� �� ���� ������ ����� ����������� �������� ���

��� ������ ��� ������������� �� �� ������ ������ ��������� �������� � ����
������� ��������� ��� ����� 1/h ���� ������ ��� h ���� ������� ���������
������ �������� �� ������� � ���������� �������� �� ������� ����������
������ ������ �������� ���� ������������ �

������ �� �������� � ����� ��������� ��������� ���������� ��������
r : [a, b] → Rk� �������� �� ������

� b

a

r(t) dt ∈ Rk.

� ���������� ������� ��� ������ �� ����� ���������� �������� �� ��
��� ������ ������� �������������� ������ ����� ������� ���������� ����
�� �� ����� �� ����� ������� � ����������� ���� ������� ���� ���� �� ��
���� ����� �� ������� ��� �� ��������� ����� �������� ���������� �� ��������
�� ��������� � Rk�



�� ������� ������������� ���

Lema �. ��� rn = (xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
k ) ��� � Rk ���������� ��� � ���� ���

���������� �� ������������� ��� ��� � ���� ��� ������������ ��� ������ xn
j �

1 ≤ j ≤ k� � ���� ����

lim
n→∞

rn =
�
lim
n→∞

xn
1 , lim

n→∞
xn
2 , . . . , lim

n→∞
xn
k

�
.

�������� t �→ r(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xk(t)) ��� ����� � ����� ������������

������ a ��� � ���� ��� ��� �������� t �→ xj(t)� 1 ≤ j ≤ k� ����� ����� �

����� a � ���� ����

lim
t→a

r(t) =
�
lim
t→a

x1(t), lim
t→a

x2(t), . . . , lim
t→a

xk(t)
�
.

�������� t �→ r(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xk(t)) �� ���������� ��� � ���� ��� ��

��� �������� t �→ xj(t)� 1 ≤ j ≤ k� ����������� � ��� �������� ��� �������

�������� �� ������
� b

a

r(t) dt =

�� b

a

x1(t) dt,

� b

a

x2(t) dt, . . . ,

� b

a

xk(t) dt

�
.

��� �������� �� ���������������� � ���������� ����� ������ t0 ��� � ����

��� �� ��� �������� t �→ xj(t)� 1 ≤ j ≤ k� ���������������� � ��� ����� �

���� ����

r�(t0) =
�
x�
1(t0), x

�
2(t0), . . . , x

�
k(t0)

�
.

� �� ������ v = (v1, v2, . . . , vk) ∈ Rk ���� ��������� ������������

|vj | ≤ �v� ≤
√
kmax{|v1|, |v2|, . . . |vk|} �� ��� j ∈ {1, 2, . . . , k},

�� ����� ����� ����� ������� �� ������� � ������ � ������ �������� ������ ��
�� ��� �������� �� ����� ������ ����� �

�� ������� �������������

���� �� I ⊂ R ���������
��� �� r : I → Rk ���������������� �������� �� ����������� � ����

������� �������� � f : I → R ���������������� �������� ��������� ���� ��
t �→ r(f(t)) ���������������� �������� �� ����������� � ���������� ��������
� ����

d

dt

�
r(f(t))

�
= f �(t)r�(f(t)). ����

��� ������� ����� �� ������� �� ����� ������� ��������� ���������� ��
����� ���������� �������� � ���� ��

��� �� �������� r1 : I → Rk � r2 : I → Rk ����������������� ���� ��
����� � ����� ���� � ����

d

dt

�
r1(t) + r2(t)

�
= r�1(t) + r�2(t). ����

��� �� �������� r : I → Rk ���������������� � c ∈ R ���������� ���� ��

d

dt

�
cr(t)

�
= cr�(t). ����

��� �� r : I → Rk ���������������� �������� �� ����������� � ����
������� �������� � f : I → R ���������������� ������ ��������� ���� ��

d

dt

�
f(t)r(t)

�
= f �(t)r(t) + f(t)r�(t). ����



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

��� �� �������� r1 : I → Rk � r2 : I → Rk ����������������� ���� ��
���������������� � ����� �������� �������� t �→ r1 · r2 � ����

d

dt

�
r1(t) · r2(t)

�
= r�1(t) · r2(t) + r1(t) · r�2(t). ����

��� �� �������� r1 : I → R3 � r2 : I → R3 ����������������� ���� ��
���������������� � ����� ��������� �������� t �→ r1 × r2 � ����

d

dt

�
r1(t)× r2(t)

�
= r�1(t)× r2(t) + r1(t)× r�2(t). ����

��� ��� �� ��� � r3 : I → R3 ���������������� ��������� ���� �� ������������
����� � �������� �������� t �→ [r1(t), r2(t), r3(t)] � ����

d

dt
[r1(t), r2(t), r3(t)] = [r�1(t), r2(t), r3(t)] + [r1(t), r

�
2(t), r3(t)] + [r1(t), r2(t), r

�
3(t)].

����
�������� ��� �� r1, r2, . . . , rk → Rk ���������������� ��������� ���� �� ��

���������������� � ��������

t �→ r1 ∧ r2 ∧ . . . ∧ rk−1 � t �→ [r1, r2, . . . , rk]

� ����
d
dt

�
r1(t) ∧ r2(t) ∧ . . . ∧ rk−1(t)

�
= r�1(t) ∧ r2(t) ∧ . . . ∧ rk−1(t)

+r1(t) ∧ r�2(t) ∧ . . . ∧ rk−1(t) + · · ·+ r1(t) ∧ r2(t) ∧ . . . ∧ r�k−1(t)
����

�� ������ �� �������� ���������

d
dt [r1(t), r2(t), . . . , rk(t)] = [r�1(t), r2(t), . . . , rk(t)]

+[r1(t), r
�
2(t), . . . , rk(t)] + · · ·+ [r1(t), r2(t), . . . , r

�
k(t)].

����

������� ����� ���� ���� �� �� ������ �� ������ ������������� ���������
� ������������ � �������� ���� � ���� ��������� ������� �� ������� ���
�� ������� ������� �� ������� � ���� � ������� �������� �� ���� �� ��� ����
�������� ������� �����������

Definicija �. ������������

L : Rk → Rm

�� �������� ��� ����

L(av + bw) = aL(v) + bL(w)

�� ��� ������� v,w ∈ Rk � ��� ������� a, b ∈ R� ������������

L :
�
Rk1

�
× (Rk2

�
→ Rm

�� ���������� ��� �� �������� �� ������ ����������� ��� ��� �� �� ��� a ∈ Rk1

� b ∈ Rk2 ������������

x → L(x,b) � y → L(a,y)

�������� ������������� �������� ������������

L :
�
Rk1

�
× (Rk2

�
× · · · × (Rkn

�
→ Rm

�� ������������ ��� n��������� ��� �� �������� �� ������ ����������� ������
������ �������� ������������ �� ����������� ���������� �����������



�� ������� ������������� ���

Primer �. ��� �� c ∈ R ��������� ���������� �� v �→ cv �� ����������
�������� ������������ Rk → Rk� ������������

L : R×Rk → Rk, L(x,v) = xv

�� ����������� �������� �������� �� ���������� ������������

Rk ×Rk � (v,w) �→ v ·w ∈ R,

� ��������� �������� �� ���������� ������������

R3 ×R3 � (v,w) �→ v ×w ∈ R3.

�������� �������� �������� �� (k − 1)��������� ������������

Rk × · · · ×Rk

� �� �
k−1

→ Rk,

� �������� �������� �� k��������� ������������

Rk × · · · ×Rk

� �� �
k

→ R.

�

Primer �. ���� ��
L : Rk1 ×Rk2 → Rm

���������� ������������ � v1,w1 ∈ Rk1 � v2,w2 ∈ Rk2 � ���� ��� �� h ∈ R

L(v1 + hw1,v2 + hw2) = L(v1,v1) + h(L(w1,v2) + L(v1,w2)) + h2L(w1,w2).

�������� �� n��������� ������������ L �� ��������� � Rm ����� L(v1 +
hw1, . . . ,vn + hwn) �� ������� n���� ������� �� h �� �������������� � Rm� �

Zadatak �. ���� ��

L : Rk1 ×Rk2 ×Rk3 → Rm

���������� ������������� � ���� �� vj ,wj ∈ Rkj ��������� �������� �� ��
������� �����

lim
h→0

1

h
(L(v1 + hw1,v2 + hw2,v3 + hw3)− L(v1,v2,v3))?

�

Teorema �. ���� �� I �������� � R � ���� ��

L :
�
Rk1

�
× (Rk2

�
× · · · × (Rkn

�
→ Rm

n��������� ������������� ��� �� ��������

rj : I → Rkj

����������������� � ����

d

dt
L(r1(t), . . . , rn(t)) =

n�

j=1

L(r1(t), . . . , r
�
j(t), . . . , rn(t))



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

� �� ���������� ����� ������ ��

d

dt
L(r1(t), . . . , rn(t)) = lim

h→0

1

h
ΔL(h),

��� ��
ΔL(h) :=

�
L(r1(t+ h), . . . , rn(t+ h))− L(r1(t), . . . , rn(t))

�
.

����� �� ��� �������� rj ����������������� ����

rj(t+ h)− rj(t) = r�j(t)h+ o(h), ��� h → 0.

��� ��� ������ �������� � L(r1(t+h), . . . , rn(t+h))� �������� n������������
������������ L � ������� � ����������� �� ��

ΔL(h) = h
n�

j=1

L(r1(t), . . . , r
�
j , . . . , rn(t)) + h2R,

��� �� �� R �������� ��� ������� � ������ �� h ��������� ���� �� �������
������� �� h � ������� ��� h → 0 �������� ������� �������� ���������� ��
�������� ��� �

Zadatak �. �������� ����� ����� �� ����� ������� � � ������� �� �
Zadatak �. ���� �� f, g : I → C ���������������� ��������� �������

���������� ������� �� ����� ���������

(fg)�(t) = f �(t)g(t) + f(t)g�(t)

�������� ������� � �� ���������� ������������

L : C×C → C, L(ζ, η) = ζη.

�������� ������� ������� �� ����� (f1f2 · · · fn)� ��������� n ��������� �
Zadatak �. ������� ������� �� ��� �� ���� ��� �������� ������� �� �

�� ������ � �������

�������� R ��� ��������� ��� � �������� I ��� ��������� �������� �
���� ���������� ������� ����������� ������� ���� ������ ����������������
��������

r : I → R3, t �→ r(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k ����

������� ������� �� ����� � �������� t ∈ I� ���� �� �������

v = r�(t) = x�(t)i+ y�(t)j+ z�(t)k � a = v�(t) = x��(t)i+ y��(t)j+ z��(t)k

�������� �������� ������ � �������� �������� ������ ���� ������� v =
�v� � a = �a� ������ ��������� ������� � ��������� �������� ���� ��� ��
������� ��������� ������� ���� ������� � ��������� ������ �������� ��� �� ��
��������� ����� � ���� �� ����� ������ ������ �� ������� � �� ������ �������

Napomena �. �� ����� ���� ������� �������� �� ������� ���� ������
������ �� ��������� t� ����� �� ������� � ����� ����� ����� ����� �� ��������
�� ��������� ���� �� ������� ������ v = ṙ� a = v̇� a = r̈� �

������ ����������� ����� �� ���������� ������������ ���� �������� ���� ���� ����
���������� ��� ���� ������� � ����� ������� �� ��������� �������� ������� � ������
��� �� ������� �� ������� ������� ������ ���� ����� ��� � ������ ������ �� ����������
������� ���� ��� ���������� ��� � ���� ��������

�� ���������� �� ���������� velocity �������� ������ v� � speed ����� ���������� v�



�� ������ � ������� ���

��� �� ������� ������ ��� �������� ��������� ���� ������ F� ��� �� �������
������ �������� �������

F = ma, ������� r��(t) =
1

m
F. ����

�� ������� ��� �������� F ��� �� �������������� ��������� ������ ���� ��
���������� r� ���� ������ ������� ������� ����������� ������

������� �� ������� ������ �� ������ ������ ��� � ������ ������ ������� ��
������������� ���� � ���������� r ��� �������� �� ������������ � R ��� R2�
��� ���������� ������� ��� ����������� ����� � �������������� ���������
������ ������� �� ������� �������������

r : I → R3 ×R3 ∼= R6.

���� �� �������� ����� ������ ����� ���� � ������ ������� ���������� ���
�������������� ��������� �� ���������� ��������

r : I → Rk

�� ����������� � k������������ ���������

Primer �. Tangenta na krivu. ������ ������ v(t0) = r�(t0) �� ���������
�� ����� r(I) ⊂ Rk � ����� r(t0)� ������������ ��������� ��������� ����� ��
����� r(I) � ����� r(t0) �� t �→ r(t0) + tv(t0)� �

Zadatak ��. ���� �� γ ����� � R3 �� ����� �� ���� ��� ��������

x2 + y2 = 5 � y2 + z2 = 8.

���� ��������� ����� L ���� �� ��������� �� γ � ����� P (1, 2,−2) � ���������
����� ���� P ���� �� �������� �� L� �

Primer ��. Kretaǌe u odsustvu sile – Prvi ǋutnov zakon. ���
�� F = O� ����� ������ ����� ���� �����

r��(t) = O, ��� v�(t) = O.

������ ����� ��������� ��������� � �� ���� ��� �� ����� ���������� ��������
v = c1� ��� �� c1 ���������� ������� ������ ������� ����

r�(t) = c1,

������ ����� �� �� ������ ���� ������� ���������� �����

r = tc1 + c2,

������ �� �� ���� �� ���� �� ������ ������� ���� ����� ���������� ����������
��� �������� � �������������� �� �� ������� ����� �������� ������� �

Primer ��. Kretaǌe sa konstantnim ubrzaǌem. ��� a �� ������ ��
t� ��������� ���������

v�(t) = a

��������

v(t) = v0 + ta, ����

���������� ��������� ��������� ���� �� ����� D �� ������������ F : D → Rk �����
D � k����������� ��������� ������� Rk� ��������� �� ��� ���� �������� ����������� �
������ ����� ����� D� � ����� ������� �� k = 3� � D ⊂ R3 ������� ���������� �������� �
���� �� ������� �������



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

��� �� v0 = v(0)� �������
r�(t) = v0 + ta.

��������� ��� ��������� ��������

r(t) = r0 + tv0 +
t2

2
a, ����

��� �� r0 = r(0) ������� ������� ����� ��� ��� ��� ����� ������ v0 �������
������ ���������� �� a� �� ���� ����� �� �� ������ v(t) ���������� �� a ��
����� t� �� �� ���� �������� ����� �� ������� ��� s(t) := �r(t)− r0�

s(t) = v0t+
at2

2
,

��� �� v0 = �v0� � a = �a�� �

Primer ��. Kosi hitac. ������������� �� �� �� ������������ �������
�������� ��������� ��� ����� θ0 � ������ �� ������������ ����� � �� ��������
������� v0� ��� ���������� ����� ���� ���� � ��� ������ �� �������������
�� �� ������� ������ � ������ ������ ��������� �� ���� �� x���� ���� ��������
������ � y���� ����������� �� ��������� ��������� ���� ������������ ��������
���������� �������

F = −mgj, ��� �� g = 9, 80665m/s2.

������� � �� ������ �������� ������� ����������� �� �� ������� ����������
������� ��������������� ����������

r��(t) = −gj.

�� �� ����� �� ��
r�(t) = −gtj+ v0,

� ������

r(t) = −1

2
gt2j+ tv0 + r0,

��� �� r0 = r(0) � v0 = v(0) ������� ������� � ������� ������� �� �����
�������� ��

r0 = O � v0 = v0 cos θ0i+ v0 sin θ0j,

��� �� v0 = �v0�� ������ �������� ��������� ������� � ������������

x(t) = v0 cos θ0t, y(t) = v0t sin θ0 −
1

2
gt2.

����������� �� θ0 = 0 � θ0 = π/2 �������� ��������� ������� �� ������������
� ���������� ������ �

Zadatak ��. ����� �� ������ ���������� � ��� �������� ������� 10m/s�
�������� ���������� ������ ���� ��� �������� �������� � ���� �� ������� �
�������� � ���� �� �� ����� �� ������ �

Zadatak ��. ����� �� ������ �� ���������� ������� 15m� � ��� ��� �����
π/4 � ������ �� ������������ ������ �������� ������� 10m/s�

��� ���������� ������������ � ���������� ���������� ������ ����� �����
��� ��������

��� ���� �� ����� �� ����� � �����
��� ������ ������ �� �������� ���������� �� ����� �� ����� � �����
��� ���� ������� ������ ����� �������� ���� �� ����� �� ���������



�� �������� ����������� ������� ���

��� ���� ����� ������� ������� ������ ����� �������� �����
��� � ��� �������� � �� ��� ��������� �� �������� ���������� �� �����

����� ��������
��� ������ �� ������ ����� � �������� ��� ����� � ����� �

Primer ��. Proste harmonijske oscilacije. ����������� ��� ����
m ���� �� ���������� �� ������� ���� �� �������� ��� ����� � �������������
������ ����� ��������� ������� ���� ���� �� ������ �� ��� ��

F = −kx

��� �� x ��������� ���� �� ����������� ��������� � k ��������� ������������
������ ������ �� ������� ������ �� ������� ���� F ������ �� ��������� ���
�������� �� ������ �������� ������ ����� �� �� ������� ���� ������� ����
�������

d2x

dt2
= − k

m
x. ����

���� �� ��������� ��

x(t) = c1 cos (ωt) + c2 sin (ωt), ��� �� ω =

�
k

m

���������� ����� ������ x(t) ���� �� �� ������ � � ������

x(t) = A cos (ωt− ϕ), ��� �� A =
�

c21 + c22, ϕ = arctan (c2/c1).

���� A �� ������ ����������� ω ������� ������������� ϕ ������ � T = 2π/ω
�������� ����������� �

Zadatak ��. � ��� �������� ��� �� ������� �� ��� ������� ������� � �
��� ������� �������� �

�� �������� ����������� �������

������ ��� ���� ������� ������� ����� ��� ����� ������������ �������
���� �� �� ������ ��� ����� � ���������� ������������ �������� ����� ���
�������� ������� �� ������ ��� ���� ����������� ������� ���� ���� �� �����
� ������ ���� ������� ���� � ������� ����� � ����� �� ������ ������ ��������
������ ��������

Primer ��. Polarni koordinatni sistem u ravni. ������������ �
����� �� �������� ������������ (r, θ)� �������

er = cos θ i+ sin θ j � eθ = − sin θ i+ cos θ j.

����� �Robert Hooke� ����������� �������� �������



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

��������� �� �� ������ er � ����� P ���������� ������� ��������
−−→
OP �����

P � ��������� �� �� �� ��� ������� ������������ ��� �� �� er · eθ = 0� � ���
�������� ��er� = �eθ� = 1�� ��� � ������ ����� ����� ��������� �����������
����������� ������� ���� �� ������ �������� ������������ ��������� �

Zadatak ��. �������� �� �� ������ � ������� ���� ���� �� ����� �� ����
��������� r(t) � �������� ������������ ������� ���������� ��� ������ ��
�������� �� � �����

v = ṙer + rθ̇eθ a = (r̈ − rθ̇2)er + (rθ̈ + 2rṙθ̇)eθ,

��� �� r = �r��
��������� ��������� �� �� r(t) = r(t)er = r(t)(cos θ(t)i+sin θ(t)j) � ������

��������� �

Zadatak ��. ���� �� ������� ����������� ����� ������� ��

r(t) = (t+ 1)i+ (t− 1)j.

�������� ������ ������ v ����� er � eθ� �

Primer ��. Cilindriqki koordinatni sistem u prostoru. ����
����

er = cos θ i+ sin θ j, eθ = − sin θ i+ cos θ j, k.

��������� ����������� ����������� ������ � ��������� ���� �� ������ ������

������� ������������ ��������� �

Zadatak ��. ������� ������� �� ������ � ������� � ������������ �����
�������� �������� �� ��������� �� �������� ��� �

Primer ��. Sferni koordinatni sistem u prostoru. ��������� ��
�� ����� � �������������� �������� ����������� �������� ������� (ρ,φ, θ)� ���
�� ρ ��������� ����� �� ������������ �������� φ ���� ������ ������� ��������
����� � ���������� ���� z���� � θ ���� ������ ���������� ������� ��������
����� �� 0xy������ � ���������� ���� x���� ���� θ �� ������� ����������
���������� ����� �� 0xy�������� �������

eρ = sinφ cos θ i+ sinφ sin θ j+ cosφk
eφ = cosφ cos θ i+ cosφ sin θ j− sinφk
eθ = − sin θ i+ cos θ j

��������� ����������� ����������� ������ � ��������� ���� �� ������ �����

��� ������������ ��������� �

Zadatak ��. �������� �� �� eρ × eθ = eφ� eθ × eφ = eρ� eφ × eρ = eθ� �

Zadatak ��. ������� ������� �� ������ � ������� � ������� ����������
��� �������� �� ��������� �� �������� ��� �

Primer ��. Frene�� – Sereov�� koordinatni sistem. ���� ��

r : I → R3

������� �Jean Frédéric Frenet� ����������� ��������� ����������� � ��������
������ �Joseph Alfred Serret� ����������� ��������� �����������



�� �������� ����������� ������� ���

������ ������������ ���������� �� ��������� I = [a, b] ⊂ R� � ����� � ���
������ �� �� ������ ����� r(I)

L =

� b

a

�v(t)� dt,

��� �� v(t) = r�(t)� ��� �� �� ����� t ������ v(t) �������� �� ����� ������ ��
�� ����� ���������� � ��� ������� ��

t �→
� t

a

�v(u)� du

������������� ��������� [a, b] �� [0, L]� ��� �� ����� ������������� ����� ����
����� �v� > 0 ������ ��������� �� ������ ��������� ���� �������������
�������� ����������������� ����� ����������

s =

� t

a

�v(u)� du

���� �� ������ ��������� ���������� ��������� ������ �� ds/dt = �dr/dt�
����� �� ��

T(s) :=
dr

ds
=

dr

dt

dt

ds
��������� ������ �� ����� s ∈ [0, L]� ������ �� ���������� ���������� ����

����� �� ����� r(I)� ��������

κ =

����
dT

ds
(s0)

����
������ �� �������� ����� r(I) � ����� r(s0)� ��� �� T ���� ��� ��������
����������� ��������� t� ���

T(t) =

����
dr

dt

����
−1

dr

dt
= �v�−1v,

���� ��

κ(t0) =

����
dr

dt
(t0)

����
−1����

dT

dt
(t0)

����.

���������� �������� 1/κ(t0) ������ �� ������������� ��������
�������������� ������ �T(s)�2 = T ·T = 1 �� ��������� ��������� s �

�������� ����������� ������� ��������

dT

ds
·T = 0,

��� ����� �� �� ������ dT/ds ����������� �� T � �� ���������� ������� �����
�� ��

N =
1

κ

dT

ds
��������� ������� ������ �� ���������� ��������� �������� ����� r(I)�

����� �������� ��������� T �N ������ �� ������������ ����� ����� r(I)�
��������� �������� ���������� ������� �� ��������� ������ �������� ��

���� ������

B := T×N

�������� ���������� ����������� �������� ����� r(I)� B �� ������ �����
������� ����� �� ������ ������� T� N� B �������� � ������ ����� �����



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

����������� ����������� ������� ���� ������ �� ������ ����� � ��������

��������� �������������� ��������� ������� ����� �� ��������� ������
B� �� ��������� ��������� s �������� ��������� ����������� ������� ��
���������� ������� ×�

dB

ds
=

dT

ds
×N+T× dN

ds
= T× dN

ds
,

��� �� N×N = 0� ������ ����� �� �� ������ dB/ds ����������� �� T� ������
��������� ������ �B�2 = 1 ����������� �� �� �� ����������� � �� B� �� ��
�������������� ������� N�

dB

ds
= −τN.

����������� τ � ���������� ������� �������� �������� ����� r(I)� �

Zadatak ��. �������� �� �� ������� κ ����� t �→ r(t) ��������� � ����
������ ������ v = ṙ � ������� a = v̇ ���

κ =
�v × a�
�v�3

��������� �� ������� ����� ���� ������ ����� ������� �� ����� ������ ��
����� ��� � ���� ��� �� κ = 0�� �������� �� ������� ���� ��������� ����� ��
����� ������ ���� � ������ ����� ��� � ���� ��� �� τ = 0�� �

Zadatak ��. ���� ��������� �������� � ����������� ����� �����

r(t) = ti+ t2j+ t3k

� ����� (1, 1, 1)� �

Zadatak ��. �������� �� ������� a ���� �� �� ������ � ����� � ��������
������������ ������� (T,N,B) ���

a = aTT+ aNN,

��� ��

aT =
d

dt
�v�, aN = κ�v�2.

������� ������ ������� ���������
��� ������ ������� ���� ���� � ����� (T,N) � �� ������ ����������� �

���� ������ ������� ������� �� �� ������
��� ��������� ������� ������� ���� ������� ����������� �������
��� �������� ���������� ������� ���� ������� ������ ��������
��� ���� �� ������ � ������� ��������� � �������� ������� ��� ����� κ� �

��� ����� ������ v = �v�� ��� �� �������� �������� ���������� �������������
���� FN = maN � �

Zadatak ��. ��� ���� �� ����������� ����� ����� ��� �������� ���� F ����
�������� ��������� ������� �v = �v� = const�� �������� �� �� ������ ���� F
� ������ ����� ���������� ������� ������� N �� ������������ �� �����������
������

��� ���� �� ����������� ����� ����� ��� �������� ���� ���� �� � ������
����� �������� �� ���� ������������� �������� �� �� �������� ������ ���
����������� ����� ���������� �v = �v� = const�� �



�� ����� ���

�� �����

��� ������� ����������� ����� �� ����� � �������� ������������� ��

r = eαt + e−αt, θ = t.

���� ������ ������� � ������� t = 0�
��� ������ ������ � R3 ����� �����������

x2 + y2 + z2 = 4, (x− 1)2 + y2 = 1.

���� ��� ������ ����� � ��������� �� ������ ��������������� �������
��� ��������� ��� ����� � 0xyz � ������������ ��������
��� ��������� ���������� ��� ����� �� ��� ��� ����������� ������
��� �������� �� ��

r(t) = (1 + cos t)i+ sin tj+ 2 sin (t/2)k

������������ ��������� ������������ ������
��� �������� ������ ������������ ����� ����� ���������� �����

����� ����� �����
��� �������� �� �� ������� � ������� ������������ ����� �������

κ(t) =

√
13 + 3 cos t

(3 + cos t)3/2
, τ(t) =

6 cos (t/2)

13 + 3 cos t
.

��� ����������� ����� �� ����� �� ������

r =
x

1− e cos θ

��� �������� ���� ���� F ���� �� � ������ ����� �������� �� �������
������ �������� �������� �� �� ���������� ���� F = �F� �������
�������� �������� 1/r2�

��� ������� ����������� ����� �� ������� ��

r = 4 cos ti+ 4 sin tj+ 4 cos tk.

��� ���������� ������ ������ � ��������
��� ���������� ������� ��� �������
��� �������� �� �� ������� ������ � ������ ����� � ���� ���������

�� ����� � ���������� �������������
��� �������� �� �� ������ �������

��� ����� (x− 1)2 +(y− 2)2 +(z− 3)2 ≤ 99 ������ ��� ����� ���� ������
����� (0, 0, 0) � (1, 1, 1) ����������� ������� ������� 6 rad/s� �������
������������ ������ (1, 2, 3) ����� � ���� ��� ������ �������

��� ���� ������� �����

x =
y4

4
+

1

8y2
.

��� � ����� ������� ������

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

�������� x = a cos t� y = b sin t� ��� �������� � � ����� ������� �����
����

���������� �Vincenzo Viviani� ����������� ����������� �����������



��� �� �������� �� ����������� � ���������� ��������

��� ��� ��������� ����� x = ρ2 cos t� y = ρ2 sin t� z = ct � R3� ������
����� ������ �� ����������� �������� �� ��� ��� ���������� �����
���� ��� �� c ���������� �� ���� ρ �� ������� ������� �������� �����
��� ���� ��� ��� �������� �� ��������� ������� ����������� ������
������� ������������ �������� �� �� ������� ��������� τ = c/(ρ2+c2)�
���� �� ������� �������� ������� ���������� ��� �� ρ ���������� � c ��
����� ����� �� ������������ �������������� ���� ����������

��� ���� �� L1 �������� �� ��������� x = cos t� y = sin t� z = t �
����� (1, 0, 0)� � L2 �������� � ����� (0, 1,π/2)� �������� �� �� L1 �
L2 ���������� ������ ���� ��������� ������ L1 � L2 � ���������
������������� ����� L ���� �� ����������� �� L1 � L2� ���� ���������
������������� ����� ���� ������ ����� (0, 0, 1/2) � ���� ����� L1 � L2�

��� ���� �� ����� � ����������� ������ ����������������

z(t) =

� t

0

ei
π
2 u2

du.

���� ���� ������� κ ��� �������� ������ ���� s� ������ �� �����
�������� ������� (0, 0)�

���� ��� ����� ����������� �� ������ ������������ �� ����� ������ �� m�
���� �� ����� ������� ������ �� m/s � ����� �� m/s�

��� ����� ������ ������� �� ����� �� ��� ��� ����� ���� �� ������
��� ������ ������ �� �������� ����� �� ����� �� ��� ��� �����

���� �� ������


