MeTpuuku nmpocTopu



1 YBox

Hedbununmja 1. Heka je dam cxyn X, npecauxasare d : X x X — [0, 400)
U 0COOUHE NPECAUKABAILA:

1. d(z,y) =0 x =y (nedezenepucanocm);

1.7 x=y=d(z,y) = 0;

2. d(z,y) = d(y,z) (cumempuunocm);

3. d(z,y) +d(y,z) > d(z,2) (nejednarocm mpoyena).

lpecarurasarse xoje 3adosonasa ocobune 1.,2. u 3. ce nazusa mempura,

a ypehenu nap (X, d) mempuyuru npocmop.
IIpecaurasare xoje sadosomasa ocobune 1., 2., 3. ce nasusa nceydomempura.
Ipecaurasare xoje 3ado6omasa ocobure 1. u 3. ce HA3UBA KBA3UMEMPUKG.

Hedbunnmuja 2. Axo cy sadame dee mempure di u dy HA UCMOM CKYNY
X wastcemo da cy ose mempure exeusasenmue (dy ~,, dy) ako nocmoje ko-
nemarme o, B > 0 maxo da 3a ceake dee maure x,y € X 6ascu:

adi(z,y) < do(z,y) < Bdi(x,y).

Hedbunnumja 3. Kaocemo da je mempuuxu npocmop (Y, dy) mempuuku
nodnpocmop mempuuroz npocmopa (X,dx) axo je Y C X u dx|yxy = dy.

Hedbununmja 4. lpecaurasare f : (X1,d1) — (Xa,dy) mempuukuz npo-
CTNOPA Ce NA3UBA USOMEMPUJOM aKo 34 ceake dsée mavke T,y € X| eascu:

dz(f(l'), f(y)) = dl(xay)'

1. orazaru na cy Ha R nedpmHmcane merpuke ca:
(a) d(z,y) = |arctgx — arctg y|;
(6) d(z,y) = arctg |z — yl.
Pememe:

(a) Ouurnenso je d no6po mepuHUCAHO MpecaukaBame n3 R x R
y [0, +00).
Kaxko je arctg MHjeKTMBHO IpeciuKaBame arctg r = arctgy ako
1 caMO aKO je T = y U3 dera cJeaud HeldereHePUCAHOCT.



CuMeTpuYHOCT ce Jako nobuja:
d(z,y) = |arctgx — arctgy| = |arctgy — arctg x| = d(y, ).

HejemmaxkocT Tpoyraa ciieam u3 HejeTHAKOCTU TPOYTJIa 3a
allCOJYTHY BPETHOCT PeaJIHOT Opoja:

d(z,y) +d(y,z) = | arctg x — arctgy| + | arctgy — arctg z| >

> |arctg x — arctgy + arctgy — arctg z| =
= |arctg x — arctg z| = d(z, 2).
OBuM je OKa3aHo 1a je JATO MPECIUKABAIE 3aUCTa METPUKA.

Kako je |xr—y| yBek mosutuBan 6poj u arctg mo3uTuBHOr O6poja
IO3UTUBAH, d je noO6po mepmHUCaHO npeciukaBame n3 R x R
y [0, +00).

Kako je arctg jemnak HyJIu akO ¥ caMO aKO je apryMeHT HyJia
cjleou HenereHePUCAHOCT.

CuMeTpUYHOCT CJIeau U3:
d(x,y) = arctg |x — y| = arctg |y — z| = d(y, ).
Kako Ou mokazanm HejeqHAKOCT TPOYTrJaa 3aajMO QYHKIUI]Y:
¢ :[0,400) = R
o(t) = arctgt + arctga — arctg(t + a), a > 0.
OBaro mepurmCcana GyHKIMja je AupepeHnnjadbniIHa 1 BasKu:

1 1 B 2at + a® >0
C1+2 T4 (a+t)?2 A+ 4 (a+1)2) T

@' (t)

Kako je ¢(0) = 0 cremu ma je QyHKIUMja NO3UTUBHA 3a CBe
[O3UTUBHE BPEIHOCTU t U a. 3aMeHama t = |z —y|, a = |y — 2|
13 HEjeTHAKOCTU TPOYTJA 32 AIICOJYTHY BPEIHOCT DPEAJHUX
O6pojeBa u kKako je arctg pacryha ¢ysrmuja nobujamo:

d(z,y) + d(y, z) = arctg |z — y| + arctg |y — z| >

> arctg (|z — y| + |y — 2|) > arctg |z — 2| = d(z, 2),

yuMe je MOKa3aHO MIa je W OBO METPUKa Ha CKyMy peaJHUX
OpojeBa.



2. Axo cy ma mpocrtopy X 3amare mBe MeTPUKe di U dy UCIUTATH 14
U je 3amaTa METPUKA Ha UCTOM IIPOCTOPY Ca:

(a)
(6)

d3(z,y) = di(z,y) +log(1 + da(7,y));
d4($,y) = max {d1<l’,y), d2<x7y)} ;

Pememe:

(a)

[IpecnukaBame dz jecte merpura. Kako cy d; u dy meTpuke
u sorapuraM Opoja Beher on jeman mo3uUTWBAH Cleu Oa je
d3 mobpo meprHMCAHO IMpECIVKaBame y HEHEraTUBHE DeajlHe
Opojese.

Ako 6u Baskuio na je ds(x,y) = 0 u momro cy oba cabupka
HeHeraTUBHA Mopa ma Baxku na je u di(z,y) = 0 u xako je d;
MeTPUKa CJeIV HeIereHePUCAHOCT.

N3 Tora mro cy d1 %1 dg METpPUEKE cjaer 1 CUMETPUYHOCT:
d3(l‘7y) = dl(w7y) + log (1 + d2($7y)) =

= dl(yax) + log (1 + dQ(yvx)) = d3(ya 1‘)7

Ka0 " HejeTHAKOCT TPOYTIJIa:
dg(ﬂf, y) + d3(y7 Z) =

= di(z,y) +log (1 + da(z,y)) + di(y, z) +1og (1 + d2(y, 2)) =
> dy(z, z) + log (1 4 do(z,y) + dao(y, 2) + da(x,y)d2(y, 2)) >
> dl(QZ,Z) + lOg (1 + d2('r7 Z)) = d3('r7 Z)

y3 KopUllNeme YNkheHIE [a je JjorapuraM pacTyha (yHKIm]ja.
OBuM je mokazaHo na je ds 3amcTa MEeTPUKA.

MakcumymMm mBe mMeTpuke Takohe mopa Outu merpuka. Kako
je MakCMMyM IBa HEHEraTWBHA OpOja HEHEraTUBAH CJIEIU Ia
je dy mobpo meduHUCAHO TMPECIUKABAMKE Y HEHETaTUBHE pe-
aJiHe Opojese.

Ako je makcumyMm dy(z,y) u do(x,y) jemHak HyIU cienn oa Cy
ob6a 6poja mymna. Ila xkako je peummo dy(z,y) = 0 mobujamo
[a je r =y 4yuMe je MOKa3aHa HeIereHEePUCAHOCT.



CuMeTpuYHOCT caeau M3 TOra ImTo cy di U dy MEeTPUKe:
da(z,y) = max{di(z,y), d2(z,y)} =
= max {di(y,z), d2(y, x)} = da(y, v)
Kako Baskm:
di(z,2) < dy(z,y) + di(y, 2z) <

< max {dl(x> y)v dg(l‘, y)} + max {dl(y> Z)’ dQ(yv Z)}

do(x,2) < do(z,y) + da(y, 2) <
< max {dl<x>y>vd2<x>y>} -+ max {dl(%z)ad?(y»Z)}

cirenu ma je:
max {d;(z, z),ds(x,2)} <

< max {dl(x7 y)? d2(x7 y)} + max {dl(y7 Z)? d2(y7 Z>}

OJHOCHO:!:

d4(£L’, Z) < d4($,y) + d4(y> Z)

yyMe je MOoKa3aHa HejeTHAKOCT TPOyIrJja W JOKa3aHO na je
MaKCUMyM JBE€ METPUKE OIEeT MEeTPUKA.

3. Axko je maro mpeciukaBame d: R x R — R koje je meTpuka ucmm-
Tatu ga au je Ha R? 3amara MeTpuEa ca:

[:R?xR* =R
L((z1,91), (w2,52)) = log (1 + (21 — $2)2) +d(y1, y2).-

Pemene:

IlaTo mpecaukaBame HUje METpUKa. 3aI0BOJLEHE Cy HeIereHe-
PUCAHOCT ¥ CUMETPUYHOCT, aJil HUje HejeTHAKOCT TPOYTIJa.

Moskemo yountu tauke A(—1,0), B(0,0) u C(1,0). Jlako ce moxe
n3padyHaTH Ia je:

I(A,B)=1(B,C) =log2, I(A,C)=1logh.

Kako je 2log2 = log4 < logh caemu ma | He ucoymaBa YCJIOB
HejeTHAKOCTU TPOyTIJia Ia He MOyKe OUTU MEeTPUKA.
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4. Ha ckyny N medununmemo npecimkaBame

1 1

IlokazaTu na je oBako 3aaTa METPUKA.
Pememe:

Ouursenno je nobpo 3amaro npeciaukaBame n3 N x N y mosutusue
peaJsine Opojese.

Rako je |% — ﬂ = (0 ako m caMO ako je m = n cjenu HelereHep-
UCAHOCT.

CumerpuyHocT mobujamo u3:

1 1
dim,n) = |— — —

m n

1 1
Z |l =d
m‘ (n,m),

n

IOK HejeqHAKOCT TPOyIrJa CJeau W3 HejeIHAKOCTU TPOyIrJia 3a
cabupame MpUpPOTHUX OpojeBa:

1 1 1 1
d dnk) = |— — ~|+ ]2 - =
(o) +dla by = | 2= 2 |12 >
1 1 1 1 1 1
> | — — — === =
“Ilm n n k‘ m k’ d(n, k)

OBuMe je mOKa3aHO Aa MaTO MPECIUKABAE jeCTe MEeTPUKA.

5. Ako je mar ckyn Z u merpuuru npoctop (X, d) mokazatu na wH-
jEKTUBHO mpeciukaBame [ : 7 — X MHOYKyje MeTpUkKy Ha /.
Pememe:

Ilepurncahemo mpeciankaBame

di: Z x Z = [0,+00) di(z,y) =d(f(z), f(y)).
Kako je d merpura 0BO je moOpoO nepUHUCAHO IPECINKABAHKE U
KooMeH jecre [0, +00).

Ako je di(z,y) =0 a d je meTpuka caemu na je f(z) = f(y) u rako
je f mHjerTmBHO Mopa Outm m r = y. Jlako ce Bumm ma 3a x =y
Bazku di(x,y) = 0 ma je HeoEreHepUCAHOCT UCILYH€HA.

N3 tora mTo je d meTpura moOMjaMO CUMETPUYHOCT:
dy(z,y) = d(f(x), f(y)) = d(f(y), f(x)) = dr(y, x)
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1 Heje THAKOCT TpOoyTJa:

dy(z, y)+di(y, 2) = d(f(z), f(y))+d(f(y), f(2)) = d(f(2), f(2)) = di(z, 2)

JyuMe je MOKa3aHo Oa di jeCTe MEeTPUKA.
Y cayuajy na f Huje uHjeKTUBHO di He Ou OWJIO MEeTpUKa, jep He

Ou Omia 3a00BOJbEHA HEIEereHePUCAHOCT.

. 3a Puman unrerpabuane ¢pyuruuje f,g: [a,b] - R nepununmmmo:

d(f,g) = /If )| da.

JlokazaTy ma je OBakKO 3ajaTa METPUKA HA IPOCTOPY HENPEKUI-
Hux ¢yuruuja Cla,b] n nceymomerpura Ha npocropy Puman wa-
rerpabunaux ¢gysrnuja Rla,b|.

Pememe:

Axo cy f m g HenpekunHe ¢yHEIUje oHe cy M Puman mHTErpa-
bunHe Te je mHTerpaJs mobpo meduHMCaH. ATCOTYTHA BPETHOCT
naje na je MoAMHTerpajHa (YHKOMja IO3UTUBHA IIa je BPEIHOCT
WHTerpaJja MO3UTUBaH OPOj.

b
Axo je d(f,g) = 0 ommocuo [ |f(z) — g(z)| dz =0 mopa monunTe-

a
rpaJjgHa (GyHKNUja OUTU HyJa U3 HEOPEKUIHOCTU. SAKJbYUYjeMO
na je f(x) = g(x) 3a cBako = € [a,b], ma je f = g, Tj. Bakm
HEIET€HePUCAHOCT.

CuUMeTPUYHOCT ce JIAaKO IpPOBEpaBa:

/|f |dw—/\g o) do = d(g, f).

HejemmaxocT Tpoyria cienm m3 JMHEAPHOCTU U MOHOTOHOCTU WH-
TerpaJjia U HejeJHAKOCTU TPOYTIJIa 3a allCOJIyTHE BPETHOCTHU pe-
aJiHUX OpojeBa:

d(f,g) +d(g,h) = /|()—9 Id:c+/|g )| dx =



b

Z/(If(fv)—g(x)ng(x)—h(fv)l) de/lf(l’)—h(x)l dx = d(f,h).

a

OBako 3a1aTO IpeCInKaBame 3a10BObABA U3 AHAJOTHUX PA3JIora
CUMETPUYHOCT M HEjemNHAKOCT TPOyria W Ha mIpocTopy Rla,b|.
MebyTtum oBme He Mopa OUTH 3aM0BOJbEHA HEAETEHEPUCAHOCT.
dyHKIUje Koje ce pas3ymKyjy Ha CKyIy Mepe Hyjaa Omhe Ha pac-
Tojamy Hysda. Moskemo yserm npumep ¢yuruuje f(zr) = 0 n
¢yHKIIjEe g 3amaTe ca:

9(%)2{ (1)’ o7

, rT=a

. Ha nceymomerpuukom npocropy (X, d) mepunumemo pesnanujy ~
ca x ~ y ako u camo ako je d(z,y) = 0. oraszaru na je oBako
3aJarTa pejaluja €KBUBAJICHIMja U Aa d UHAYKYje METPUKY Ha
KJIacaMa OBEe €KBUBAJIEHII]E.

Pememe:
Kako je d(z,x) = 0 3a cBako x penanuja je pedJeKCUBHA.

Ako je d(z,y) = 0 U3 cUMETPUYHOCTU NCEYAOMETPUKE CIENN A
je d(y,z) = 0 omHOCHO pesanuja je CUMETpPUUHA.

Axko Basku na je d(z,y) = 0 u d(y, z) = 0 U3 Heje AHAKOCTU TPOYTIA
cller TPAH3UTUBHOCT peJIaly]e:

0<d(y,z) <d(z,y) +d(y,z) =0.

W3 mperxomHOr MOKEMO 3aKBYUUTHU Oa je AaTa peJalunja €KBU-
BAJICHIIN]a W KJIACY €KBUBAJICHIM]€ TAYKE T MOKEMO O3HAUUTU Ca
C,. Tpeba npoBeputu na au je d noOPO 3a0aTO TIPECIUKABAKE HA
KJacaMa peJialuje, OQHOCHO na JU 3aBUCHU O u3bopa ejieMeHTa
kinace. Heka cy x1,22 € C, m y1,y2 € Cy. Illpumenyjyhu gsa myTa
HEjeTHAKOCT TPOYTJIa UMAMO:

d(zy,y1) < d(x1,x2) + d(x, y2) + d(y2, y1) = d(x2, y2).

Ca mpyre crpane takobe Basku:

d(x2,y2) < d(x, 21) + d(z1,y1) + d(y1, y2) = d(z1,91)-

N3 osora 3zakmyuyjemo ma je d(xi,y;) = d(xe,y2) OOHOCHO na
BPEIHOCT HE 3aBUCH OJ M300pa IMpeaCTABHUKA KJIACA.
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CuMeTpUYHOCT 1 HEjeTHAKOCT TPOYTJa e BayKUTU U Ha KiIacaMa,
a Ki1ace cy ne(UHUCAHE TAKO na NOOMjeMO HenereHepPUCAHOCT IIa
je mpecaukaBame Ha KjJacaMa €KBUBAJICHIVje METPUKA.

. Ako Cy OaTu IOACKYIIOBU PaBHN!:
Xl = [OJ 1] X [072]7 X2 = [072] X [07 1]
Ca €YRINICKOM METPHUKOM, Hahwu cBe I/IBOMeTpI/IjeZ

fZX1—>X2.

Pemene:

Youumo na cy oba CKyna nIpaBOYTaOHUIM Ca CTPAHUIAMA, TyKUHA
1 u 2. Kako cy y oBUM ImpaBOYTaOHUIIMMA HAjyAa/beHUje TadKe
TeMaHa KOja Cy Ha pacrojamy Vb na OM IpeciuKaBame OHIIOo
M30MeTpUja MOpa TeMe IPABOYTaOHUKA CIUKATU ¥ TeMe. Y CyIpo-
THOM aKO OM ce HEeKO TeMe CJIMKAJO Yy TauvKy Koja HUje TeMe
IPYTO TeMe Koje je Gmio Ha pacTojamy /b O ce IpeCiIuKaio
y TauKy KOja je Ha MameM pactojamy. CIMKOM jeqHOT TeMeHa
cy ompebene cimke u ocTasmx TeMeHa,a ako cy onpebene ciuke
TeMeHa onpebheHe Cy U CIMKe CBUX OCTAJUX TadvaKa, jep IOC-
TOjU jeIMHCTBEHA TauKa KOja je Ha JaTUM PacTojamuMa O TPU
tauke. VI3 oBora MokeMO 3aKJbYUYUTHU Ja MOCTOje HAJBUIIE YETUPU
n30MeTpuje.

[Tocmarpajmo caemeha yeTupu mpecivKaBamba:
f17f27f37f4 : Rz — R2
fl(xay) :(yax)a fQ(xay): (y,l—fﬂ),
f?(xvy):(Q_yax)a f4(l',y) (2_y71_$)

Nzabepumo (z,y) € X;. Tana je 0 <z <1wu 0<y<2. Tarobe
Baskr 1a je 0<1—2x<1u0<2—y <2 na nara npecjinkaBama
3aucTa caukajy X; y Xo.

Kako Basku:
d(fi(z1,y1), fi(ze, y2)) = d((y1, 21), (Y2, 72)) =

- \/(yl —y2)? + (21 — x9)% =
- \/(951 —29)%2 + (y1 — y2)? = d((z1, 1), (22, ¥2))
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d(f2(z1,91), fi(22,92)) = d((y1,1 — 21), (Y2, 1 — 22)) =
=V —y)? + (1 -2 — (1 —19))? =
= V(w1 = 22)> + (1 — 12)? = d((x1, 1), (72, 92))
d(f3(z1,91), fi(22,92)) = d((2 = y1,21), (2 = 42, 22)) =
= V2 -y —2—p)?+ (11 —12)? =
= V(w1 —22)? + (11 — 12)? = d((x1, 1), (2, 52))

d<f4(l‘1, yl)? fl(x27y2)) = d((2 — Y1, 11— Il)? (2 — Y2, 11— 1‘2)) =

= V2 - Q2P+ (21— (L —9))2 =
= V(w1 — 22)2 + (1 — 12)? = d((21, 1), (22, 1))

BUAMMO 7a Cy CBa YEeTUPU JaTa IPECINKaBama M30MeTpuje. Sa-
KJbYUYNJIW CMO PaHHje na MOCTOje HajBUIle YeTUPU H30MeTpUje
ma ciiequ 3aKbydvaK Aa MMOCTOje€ TAYHO YETHUPU M3OMETPHUje KOje
npecimkaBajy Xi; y Xo.

. Hokazaru na je npocrop Henperunaux ¢pyurnuja C|a, b ca meTpukom
d.(z,y) = n<1?<xb|x(t) —y(t)| mommpocTop mpocTopa OrpaHUYEHUX
dymxmmja Mla,b] ca merpurom dp,(z,y) = sup |z(t) — y(t)] .

a<t<b

Pememne:

Kako 3a z,y € M[a,b] u 3a cBako t Baxxu na je |z(t) — y(t)| mos-
UTUBAaH peajaH Opoj d,, je 1oOpo meprHUCAHO IPECIVKABAHKE U3
M{a,b]* y nmosuTusHe peasHe Gpojese.

Axo je dy(z,y) = 0 caemm ma je sup |z(t) —y(t)] = 0 ma xako

a<t<b

je cympemMyM HO3WTUBHUX OpojeBa HyJIa Mopa OUTH 3a CBako 1
x(t) = y(t) m3 dyera MO¥KEMO 3aKHYUATU Ja je T = Yy, Ia CJIeIu
HEIEereHePUCAHOCT.

Huje temrko mpoBepuTu CUMETPUYHOCT W HEjeTHAKOCT TPOYTJIA,
Te je d,, MeTpUKa Ha IPOCTOPY OrPAHMWUYEHUX (YHKIN]ja.

Cpara HempekuAHA (QYHKIUja TOCTIHKE MUHUMYM U MaKCAMyM Ha
cermMeHTy Te je m orpannuena, oxaocHo Cla,b] C Ma,b|.



Tarobe 3a cBake mBe z,y € Cla,b] Basku na je:

de(,y) = max |2(t) —y(t)] = sup [z(t) = y(t)| = dn(z,y)

a<t<b a<t<b

13 Yera cjenu TBpheme 3amaTKa.
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2 CkynoBu

Hedbununmja 5. Heka je dam mempuyuru npocmop (X, d). 3a maury x € X
ue >0 depuruwemo:

1. omeopeny KyeAY ca UEHMPOM Y T NOAYNPEYUKG €

B(z,e)={y € X | d(z,y) <e};

2. 3aMBOPEHY KY2AY CA UECHMPOM Y T NOAYNPEIYURA €

Blz,e]l={yeX | d(z,y) <e};

3. chepy ca ueRMPom Y T NOAYNPENUKG £

S(z,e)={ye X | dx,y) =¢}.

Hedbununmja 6. ITodckyn U mempuukoe npocmopa (X, d) je omsopen ako
3a ceaky mauky x € U nocmoju € > 0 maxko da je B(x,e) C U.

Ilodckyn F mempuukoe npocmopa (X, d) je sameopen ako my je komnie-
MEHM, 0MBOPEH.

DamMusujy 0MBOPEHUT CKYNOBE MEMPUYKO2 NPOCMOPG 03HAUGEANEMO Ca
T, a damunujy samsopenur ckynosa ca F.

o0 oxorurom mauke a nodpasymesahemo ckyn V' 3a Koju nocmoju ckyn
UeT maro da jeac U C V.

Teopema 1. Heka je (X, d) npoussoman mempuwku npocmop. Tada sasrcu:

1. X,0eT;
2. A eTicel=>JAcT;
el
3 AL Ay A ET=> (| AET

i€{1,2,...,n}

Teopema 2. Heka je (X, d) npoussoman mempuwku npocmop. Tada sasrcu:

1. X,0 e F;
2. Aief,iefiﬂAiEf;
el
% AL Ay A eF= U AeF

i€{1,2,...,n}
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Hedbunnnmja 7. Tauke a je mauxa nazomuiasarea ckyna A ako 36 c6aKo
e > 0 saorcu da je (B(a,e)\ {a}) N A # 0. Cryn mavara nazomuiasarsa
ckyna A osnauasahiemo ca A’.

Hedunnmnuja 8. 3a nodckyn A mempuuroz npocmopa MoxHcemo deurucama:
1. ynympawreocm:

intA:{:ceA‘Ele>OB(:c,8)§A};

2. 3ameoperve:

A=AUA,;
3. pyb:
0A = AN A
4. CNODHAULHOCTI: _
ext A= A°\ A.

Hedbununmja 9. Jujamemap cryna A y mempuukom npocmopy (X, d) deduru-
wemo ca:

diam A = sup {d(m,y) ‘ reA ye A}.

Hedunnnuja 10. Pacmojaree crxynosa A u B y mempuurom npocmopy
(X, d) defunuwemo ca:

d(A, B) = inf {d(z,y) |x €A, yeB}.

Hedbunnnuja 11. /lee mempure di u dy Ha ucmom ckyny cy monosousky
exeusanenmue (dy ~y dy) aro 2enepuiy ucme gamuiuje OmeopeHuL CKYNosa,
00HOCHO KO BAIICIU:

UeTy ©Ue€Ty,,

1. Ako cy A u B orBOpeHm ckymnosu Merpuukor mnpocropa (X, d)
ucnuratu ma au ckynosu A°N B¢ AN B u (AN B)° mopajy 6utu
OTBOPEHM, 3aTBOPEHU UM OTBOPEHO-3aTBOPCHM.

Pememe:

Axro cy A,B € T mana cy A°, B° € F na je mu A°N B® € F kao
IpeceK IBa 3aTBOPEHA.
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Hera je y R ca eyramncrkom merpurom A = (0,1) u B = (2,3).
Tana je AN B = (2,3) u orBopeH je u uuje 3atsopen. Ca npyre
CcTpaHe Ha UCTOM IpocTopy Mo:keMo y3etu na je A = R\ [0, 1] koju
je orBOpeH Kao yHMja nBa oTBOpeHa, 1 na je B = (—1,2). Tana je
A°N B = [0,1] u 3aTBOpEH je u Huje oTBOpeH. VI3 oBora BUANMO
a HEe MOKeMO 3HaTu na ju je A°N B oTBOpeH uiu 3aTBOpEH, a
MOKe C€ NEeCUTHU Ia HUje HU OTBOPEH HU 3aTBOPEH.

Kako je ANB € T kao mpecek IBa OTBOPEHA 33 HEerOB KOMILJIEMEHT
Mopa ma Baxku (AN B) e F.

. Axro je mar merpumuku npoctop (X,d) u merosu moackynosu A
n B nmorazatu ma Baskm (3a MHRIy3Hje MOKA3aTH Oa MOTY OWTH
crpore):

(a) (int A)* = (A°);

(6) A = int(A°);

(B) int(AN B) =int ANint B;
(r) int(AU B) D int AU int B;
(m) (AUB)=AUB;

(e) (ANB)C AN B;

() O(AUB) C0AUOIB.
Pememe:

(a)

x € (int A)° <= Ve > 0 B(z,e) € A <=
= Ve>0Br,e)NA° 4P <=z € AUA = Ac
(6) Kopucrehu npsu meo mmamo
A" = (A)7 = ((int(A%))°)° = int(A%)
(B) Ako je z € int(AN B) nocroju € > 0 Tako na je
B(z,e) CANB
ma je

B(r,e) CA=x€intA
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U aHAJOTHO
B(z,e) CB=z cintB

Cunemu na je
T € int ANint B.

Ca mpyre crpane ako je z € int AN int B mocroje
B(z,e1) CA B(z,e9) C B.
Tana je
B (z,min{e,e2}) CANB =z € int(AN B).
Axo je x € int AU int B mocrtoju € > 0 Tako ma je
B(z,e) C A nun B(x,e) C B.
Y cBakOM CIyd4ajy je
B(z,e) CAUB =z € int(AU B).
OsBa wmHKIy3Uja MOke OUTU cTpora. Y 3MUMO Oa CY
A=1[0,1 B=]1,2]
nonckynoBu R ca yobuuajenom meTrpuroM. Tama je
int AUint B = (0,2) \ {1}

int(AU B) = (0,2).

Ha ocuoBy nmperxomno nokaszanor u le MopranoBux 3akoHa

nooujamo:

AUB = (AUB") = int (AU BY)* = int (A° N B)° =

[

= (int(A°) Nint(B°%))° = (A"nB)" = (4"

Ako je x € (AN B) 31amo ma je
re ANBum x € (AN B).
Y mpBOM ciydajy je

reACAuxreBCB=x€ ANB.

14
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Axo je x Tauka HaroMmJIaBalHa Mpeceka bruhe u Tavka HAarOMUIABEA
ckynoBa A u B, OOQHOCHO y APYIOM CJIy4da]y BasKu:

reACAuzreB CB=—x€ ANB.
W oBa umurmy3uja moxke 6utu crpora. Heka cy:
A=(0,1)u B=(1,2)
nmonckynoBu R ca eykaumackoM MeTpukoMm. Tama je:
ANB=0= ANB=10
A=[0,1u B=[1,2] = AnB={1}.

(3x) ¥Y3mumo npousBossHO = € 0 (AU B). Tana kopucrehin nesnose
nox (d) u (e) mvamo:

r€ AUBN(AUB) = (AUB)N(A°NB°) C

C(AUB)N(A*NB°) C (ANA°)U (BN B°) =dAUIB.
3a mpuMep 3a CTPOrY WMHKJIY3U]y MOKEMO Y3€THU CKYIOBE:
A=10,2] B=(L1,3)
kKao noackymnoBe R ca eyrmumackom metrpuxkoM. Tanma je:
AUB=10,3) = 0(AUB) ={0,3}
0A ={0,2} 0B ={1,3} = 0AUOB =1{0,1,2,3}.

3. Heka je mat ckyn A = {(z,y) € Q? | r? +9y? <1} C R% Onpenutn
YHYTpamm®ocT, py6d u 3aTBOpeme ckymna A, axo je Ha R? 3amata
yobuJajeHa eyKIUACKA METPUKA.

Pememe:

Y3amumMo mpoumsBobHO (Zg,Y) € A. Ha ocmoBy rycrune upa-
nuoHaJHUX OpojeBa y R 3a cBako € > () mocToju mpammoHaJaH
6poj r; Tako ma je |r; — xo| < e. Cuennm:

(z1,90) € B ((w0,%0),¢) = B ((z0,%0), ) f@ A.
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Kako ckyn A Huje OKOJIMHA HUjeIHE CBOje TauvKe CIeau na je

int A =0.

[Tokazahemo na je:
A=D"={(z,y) eR* | 2* +y* < 1}.
Hawnme 3a cBaky Tauky (7o, o) € D? Ha OCHOBY I'yCTUHE PAIMOHAJ-

HuxX O6pojeBa mocroje x1,y; € ANQ Tako ma je:

€ €
|21 — x| < 5 u |y — ol < B = (z1,91) € B ((w0,%0),€) N A.

Kako y cBakoj orkonuum Tauke (rg,Yyp) MOCTOjU Tadyka CKyma A

pasnnunTa Of He, OHA je Tauyka HarOMUIaBama Ckyma A u Tume
cMO mokazaau ga je A = D2

Kako je Ha OCHOBY mpeTXOIHOT 3aaTKa

(A% = (int A)° = (0)° = R?
nobujaMmo na je:
0A = AN A =D*NR? = D%

. Axo je A C B noraszary na je uint A Cint B u A C B.
Pememe:

Ako je z € int A mocroju € > 0 rakBo na je B(z,e) € AC B, na je
x € int B. VI3 oBora cnenu na je int A C int B.

Ba x € Asnamo ma je v € A unmu x € A'. Kaxo je A C B y 06a
caydaja MMaMmo: o
re ACBCB,

rcACB CB
rkopucrehn na je Tauka HaroMmUIaBama HOACKYIIA U TAYKA HATOMIJIa-
Bama IEeJOr CKyma. Y CBAaKOM CiIydajy Baku = € B, OJHOCHO

ACB.

. Ilorazatu na aro je A 3aTBOpeH CKyl, a B OTBODEH CKyI CJieau
na je A\ B 3aTBOpeH CKyIL.

Pememe:

[Ipernocrasumo cynporao na A\ B ¢ F. Tana (A\ B) ¢ T.

Ca mpyre crpane (A\ B)° = A°UB. Kako je A€ TuBeTnu
Ipecek ABa OTBOPEHA CKyma oTBopeH ciaemn na je (A\ B)° € T,
ma CMO OBUM HOOWJIN KOHTPAAUKIA]Y.
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6. Ako cy A u B menpa3uu moAcKynoBu MeTpuukor npocropa (X, d)
NOKa3aTU Na BasKU:

(a)
(6)
(5)
(r)

diam A =0 < A = 1;

A C B = diam A < diam B;

AN B # () = diam(A U B) < diam A + diam B;
diam(A U B) < diam A + diam B + d(A, B).

Pememe:

(a)

Axo je A jemmounan ounrienHo my je mujemerap 0.

Aro A me Ou Owo jemHOUNAH CAIPKAO OU [IBE PA3TUUUTE
Tauke r u y. Kako Baxku memerenepucanoct d(z,y) =0 > 0,
u razga je n diam A = sup {d(z, y) ‘ z,y €A} >6>0.

Kaxko je cynpemywm mo Behem ckynmy Behu Basku:
sup {d(x,y) { r,ye€ AC B} < sup{d(x,y) ‘ T,y € B}

OJHOCHO:
diam A < diam B.

Ako cy z,y € A mana je d(z,y) < diam A u anasorso 3a
z,y € B Baxn d(z,y) < diam B.

Heka je cama v € A uy € B. Kako je AN B # () mocroju
z € ANB. U3 rora mro je z € A cienn na je d(z, z) < diam A,
a 13 Tora mro je z € B umamo d(z,y) < diam B. Ha ocrosy
OBOTa U HEjeIHAKOCTU TPOYTJIa CJIEIHU:

d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) < diam A + diam B.

MoskemMO 3aKBbYUNTH Oa TBpheme BaKU Yy CBAKOM CIydajy.

Ako cy z,y € A mana je d(z,y) < diam A u anasoruo 3a
z,y € B Baxkn d(z,y) < diam B.

Heka je d(A,B) = §. U3 mepunuumje nujamerpa 3a CBAKO
e > 0 mocroje a € A n b€ B rakse na je d(a,b) < J+e. Cana
3a x € Auy € B Baxkm:

d(z,y) < d(x,a) +d(a,b) + d(b,y) < diam A + diam B + 0 + «.
[Iymramem aumeca € — 0 mobujamo:
d(z,y) < diam A + diam B + ¢

OMHOCAHO TBpDhHeme 3amaTka.
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7. Axo je A menpasaH moackymn MmeTpudkor npocropa (X, d) nokazartu
Ia 3a CBaKe IBe Tauke r,y € X BaKu:

Pememe:

Ako 6u oGe Tauke Ouie u3 ckyma A rama 6u 6uno d(x,A) =
d(y, A) = 0 na tBpheme Bazku.

Axko je perumo tauka y € A u x ¢ A tana Basku:
|d(z, A) — d(y, A)| = d(z, A) = inf {d(z,2) | z € A} < d(z,y)

omHOCHO TBpheme je u cama TadHoO.

[IpernocraBumo cama ma obe Tauke xr u y HuUCy y ckymny A. DBes
yMambemha ONIITOCTH IpeTrnocTaBuMo aa je d(x, A) > d(y, A). Cana
3a CBaKy Tauky a € A Basku:

Az, y) + d(y, @) > d(z,a) > d(z, A)

OOHOCHO:

d(xz,A) —d(z,y) < d(y,a).

KRako je Tauka a Owmsia mpom3BOJbHA y3€BIIU WUHOUMYM IO CBUM
TavykaMa m3 ckymna A Basku:

IITO je eKBUBAJEHTHO TBpDhemy 3amarka.

8. Ompemuru pacrojame noxckynosa C[0,1] natnx ca A = B(z,3)
B = B(y,1), rae je # = 1+ 3sin(rt) m y = —1, ako je meTpuka
sanata ca d(f,g) = sup [f(t) — g(t)|.

0<t<1

Pememe:

3a cBako f € A Baxu na je d(f,z) < % Kaxko je x (%) = % MOpa
ouTu 3a QyHKIU]y U3 OBe KyTrie f (%) > 1.

Ca npyre crpane 3a ¢ymkimujy g € B Baxkum d(g,y) < 1 ma je

y(%) < 0.
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Ha OCHOBY IpeTXOoaHOI' OBOr'a CJIeau:

d(A,B)=inf{d(f,g) | fe Age B} =

mf{ sup 1£(t) — g(t) | feAgeB} >

0<t<1

i1 (B)-0(2) 1] 1 renen) =

Moskemo 3akmyuntu na je d(A, B) > 1.

Youumo cama HU30BE:

_1+1+1 in(rt)
an—2 - 2811171'
1
b, = ——.
n

—%<l3aCBaHonjean€A.

Kako je d(ay, z) = 3 5

Tarobe je d(b,,y) =1— % < 1 ma 3a cBako n Baxku b, € B.
dyurmnuje b, Cy KOHCTAHTHE, JOK (QYHKIUjE @, HOCTUAKY MaKCAMYyM
y Tayku t = %, mna je:

d(an,by) = sup |a,(t) —b,(t)] =

0<t<1

= (2) ()

[TyctuBmm numec n — 0o MOkeMO 3akpyuntu na je d(A, B) <1
1a je Ha OCHOBY MPETXOMHO TOKA3aHOI:

2
=1+2.
n

d(A,B) = 1.

9. Iartu npumep momupoctopa A tako ma diam A # diam (int A).
Pememe:

MoskeMo y3eTu mpuMep IMOACKYIa peaHuX OpojeBa:
A=10,1]U{5}.
Tana je diam A = 5.

Jlako ce Bumu ma je int A= (0,1), ma je diam(int A) = 1.
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10. IDaru npumep asa 3arBopena ckyna A u B taksa na je d(A, B) =0

11.

uANB=10.
Pemene:

Youumo CKyIoBe:

A:{an:n|n€N}

1
B—{bn—n—i—— ‘ n22}
n
ca HaciaebheHoM yobMUajeHOM METPUKOM Ha CKYIy peaJHuX Opo-
jeBa.

Hwuje Temko nmpoBeputy na Cy OBU CKyNOBU 3aTBODEHU, KAO U 13
Cy IUCjYHKTHHU.

Kako 3a mpousBosmHO £ > () mOCTOjU N TaKoO na je % < € caenu ga
nocroje a, u b, 3a roje Basku d(a,,b,) = |a, —b,| < e. Crnemn ma
je inf {d(an,b,) | n € N\ {1}} =0, ommocno d(4, B) = 0.

Axo cy mBe merpuke di u dy Ha CKyny X €KBUBAJICHTHE TOKA3aTU
Ia Cy U TOHOJIOUIKY €KBUBAJIEHTHE.

Pemene:

Axko je dy ~,, dy Tama mocrtoje «,3 > 0 Tako ma je 3a CBaKO
r,y € X:
ad1($,y) S dg(l’,y) g Bdl<x7y)

Y3mumo npousBosmaln U € Ty, n npousBosbro = € U.

Kako je U orBopen mocroju € > 0 Tako ma je:

By, (z,e) CU.

W3 npBe mHejennakocTtu mobujamo ma je:
By, (x,ag) C By, (z,e) CU.

Taura r je busa TpoOU3BOJ/LHA U MOKA3AJIU CMO Aa je ckyn U meHa
okoymHA U y MeTpuru dy na je U € Ty,.

Amnanoruo ako je U € Ty, mocroju € > 0 Tako na je:

Bd2 (ZL‘,€> Q U.
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W3 npyre HejemnaxkocTtu modbujamo:

Bdl (‘ru %) - de (.13,8) cvU

na je U € Ty,.

OBuM CcMO TTOKa3aJu 1a je:
UeTy <= Uce€cT,,

OIIHOCHO:

dl ~t dQ.
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3 KoHBepreHnmnmja, HENpeKUIHOCT

Hedununuja 12. 3a nuz mavara mempuyroe npocmopa {an}, .y € (X, d)
Kaotcemo da kousepeupa arxo nocmoju r € X u 3a ceako € > 0 nocmoju
no € N maxo da sa ceaxo n > ng easrcu d(a,,r) < e. To osnauasamo ca:

lim a, = .
n——4o00

Hedununuja 13. Hus mavaxa mempuroz npocmopa {ay}, .y € (X, d) ce
nasuea Kowujes axo 3a cearo € > 0 nocmoju ng € N maxo da 3a m,n > ny
saotcu d(ap, ay,) < €.

Hedbunnunuja 14. Hexa je damo npecaukrasarve:
[ (Xy,di) — (X, da)

MEMPUYKUT NPOCMopa u mavka T € X7.
Tauka y € Xy je epanuyuna epednocm npecaurasarsa [ y mauku T ako 3a

cearu nus {Tn}, oy € X1\ {2} eancu:

lim z, == lim f(z,)=y.

n—-+oo n—-+oo

Hedbununuja 15. Ipecaurasarve:
[ (X di) = (Xg,d2)

METNPUYKUL NNPOCITNOPa j@ Henpe%:udﬁo axro je UHEBEP3HA CAUKA CB8AKO0O2 0MTMBOPEHO2
CKYna omeoper cCryrm.

Teopema 3. 3a npecaukrasare:
f . (Xl,dl) — (XQ, dg)
MEMPUYKUT NPOCTOPA EKEUSANEHMHA ¢y mepherva:
1. f je nenpexudo;
2. UHBEP3HA CAUKG C8AKO2 3AMBOPEHO2 CKYNA j€ 3AMBOPEH CKYN,

3. 3a ceaxu ckyn A C X; sasrcu:

f(4) C f(A);
4. 3a ceary maywry ro € X1 u ceaxo € > 0 nocmoju 0 > 0 maxo da easrcu:

di(x,x0) < § = do(f(x), f(xg)) < &.

22



1. Ilato je memperummuo mpecaukaBame [ : X — Y wuzmebhy met-
puukux npocropa X m Y. Axo je {a,}>?, KOHBepreHTaH HU3 Y
npocropy X ma su {f(a,)}3>, Mopa OGuUTH KOHBEPIEHTAH HU3 Y
npocropy Y7 Axko je {a,}5°, Koumjes au3 y npocropy X na mam
{f(an)}>, mopa 6utn Komwujes Hu3 y npocropy Y7

Pememe:

Heka je zamaro € > 0.

[ToznaTo je m3 Teopuje ma ako je [ HEIPEKUIHO TPECIVKABAHE
nocroju 6 > 0 Tako ma BayKuU:

d(z,a) <0 = d(f(z), fa)) <e.

Heka je lim a, = a. Tanma mocroju ng Tako ma je 3a n > ng:
n—+00

d(an,a) <.

W3 oBe nBe ummeHUIe cienu na je 3a n > ng:

d(f(an), f(a)) <€

na MOYKeMO 3akbyuutu na Hu3 f(a,) KOHBEprupa.
Henmperknnaua cauka KomujeBor Husa me mopa 6mtu KomujeB HU3.

Y3mumo 3a npumep npoctop X = R Ha KOMe je MeTpuKa 3amaTa
ca d(z,y) = |arctgx — arctgy|, mpoctop Y = R ca yobuuajenom
eYKINICKOM METPUKOM, a IPeCIuKaBame [ UIEHTUTETA, OTHOCHO
f(x) ==.

Huje Temko mpoBepuTn; na je MHBEP3HA CJIWKA ITPOU3BOJLHE OTBO-
peHe KyrJje Ipu OBOM IIPECIMKABAIBY OTBOPEH CKYI, Ia je Ipec-
JTUKABAHE HEMPEKUIHO.

[Tocmarpajmo U3 x, = n. OBaj HU3 je KommujeB HM3 y MeTpuiwu

d. Rako je arctg pacryha ¢yuknuja n lim arctgn = I moskemo

n—-+o0o 2
3aKJ/JYUYUTU Oa 3a CBAKO & > 0 IIOCTOJH! Mg & N TaKO Oa 3a 1, m Z Un)

BAKM:
T T
arctg m, arctgn € (5 — g, 5)

na je m:

d(n,m) <e
OsBaj Hu3 nuje Komujes y yobuuajenoj meTpunu jep je 3a m # n:

|m —n| > 1.
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2. Har je merpuuku npoctop (X, d), rue je:

X:{O}U{% | neN} d(z,y) = |z — yl.

Axo je {a,}nen TpoOU3BOMAH HU3 peasHUX OpoOjeBa MOKA3aTH 1A
Cy €eKBUBAJIEHTHA TBpDhema:

°
lim a, =A
n—-+4o0o

o dynrnmja nedpuHMCcaHA ca:

f: X—=>R f(%):an flo)=A

je HempeKugHa.

Pememne:

[IpernocraBumo na je lim a, = A.
n——+00

Kako 3a cBako ng € N u cako n € N\ {ng} Basxu:

1 1

o n

1
~ ng(no+1)

3aKbYUyjEMO ma je:

(o mmra) () 0

I pyruMm peumma cBaka Tauka u3 X ceMm Tauke ( je m3oi0BaHA
TadvKa, jep MOCTOjU HEHA OKOJIMHA y KOjOj HeMa, APYTUX TadvakKa
n3 X ma je caMuM TUM (pYHKIVja HEOPEKUIHA Y TUM TadKaMa.

Heka je zamato € > 0. Tanma u3 KOHBepreHuuje HU3a d, MOCTOjU
Ny TAKO mOa:
n>ny = la, — Al <e.

Nzabepumo ma je 6 = n—lo Tana cy y B(0,6) taurke uz X obauka

% 3a kKoje je n > ny. Rako je rana:

‘f<0>—f(%)‘=;,4_an|gg.

24



3akmyudyjeMo na je ¢pyurumja [ HemperumHa u y tauku 0, ma je
HeIpeKuaHa Ha mejaoM X.
Ca mpyre crpane ako je ¢ynrumja f HenpekmaHa Ha X oHa he

crenujaano 6utw HemperunHa u y tauku 0. Tama he 3a cBako
e > 0 mocrojaTtu § = nlo TAKBO Oa je:

<e.

=>‘A=f(0)—f<l)=an

To 3mauu ma: n > ng — |a, — A| < £ ma MOKEMO 3aKILYYUTH 1A
je:

lim a, =A
n—-+o0o

mTo je u Tpebasio JoKa3aTu.

. Ha ckymy cBux peajnux H:M30Ba X [aTO je TpeciukKaBame d :
X x X — [0, 400):

+o0
|mn _ynl
d = .
(J},y) 22"(1+|xn—yn|)

n=1

(a) Hokaszatu na je d nobpo meGpUHUCAHO MPECINKABAKE;

(6) Ilokasatu ma je d MeTpUKA;

(8) Ucnuraru kouseprennujy ausa ¢, = (0,0,...,0, %, 2%, ).
Pememe:
(a) Kako je:
|xn - yn’ S i
2*(1+ |zn —ynl) — 27

+o00o

upen . 2% KOHBEPIUpa, TO U Pel 3a1aT ca d KOHBEPrupa Io
n=1

nmopendbeHoM KpuTepujymy. Pem ca mMo3auTUBHUM YJIaHOBUMA

MOKe Ma KOHBEpPrupa caMoO Ka MO3UTUBHOM Opojy, ma je f
no6pO 3aMaTO MpecauKaBame U KogoMeH My je [0, 400).

(6) Cyma pena ca MO3UTUBHUM UJIAHOBUMA je HyJa aKO U CAMO
aKO Cy My CBU WIAHOBU HyJa Ia je:

dz,y) =0<=VneN |z, —y,| =0 <=z =v.
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OBuUM CMO TOKA3aJIM HEIEereHEePUCAHOCT.

CrUMeTpUYHOCT Cce JIAKO HOKa3yje M3 CUMETPUUYHOCTH 3a all-
COJIyTHY BPEIHOCT.

Youumo cana QyHKIU]Y:

72 [0,400) = [0, +00)  f(@) = 77—
Kaxko je: .

¢yurnuja je pacryha. 3HaMo na je:
|Tn—2n] < |Tn=Ynl+Yn—2n] < [Z0—Yn|+|Yn—20 |+ Tn—Yn||yn—2n].

[IpyumenVBIIN HA TPBU U MOCJHEIHU UJIaH OBE HEjeTHAKOCTU
¢yurnujy f rako je pyHrumja pactyha HejeTHAKOCT ce 0Uy-
BaBa I1a MMaMo:

|xn_zn| |xn_yn|+|yn_zn|+|xn_yn||yn_zn|
1+|xn_2n| N 1+|xn_ynl+|yn_zn|+|xn_yn||yn_zn| N

|mn - yn| + |yn - Zn| + Q‘xn - ynHyn — an
— 1+ ‘l’n - ynl + ‘yn - Zn' + ‘xn - ynHyn - Zn’ o

[ Tr, — Un| [Yn — 2n|

AKO mpocyMupaMo Mo CBUM UJaHOBUMA HOOMjaMO HEjeTHAKOCT
TpoyTrJaa:

+00
|Q§'n _Zn|
d(x,z) = <
( ) ;2n(1+|xn_zn|> B
= a\r,y Y, Z).
=2 (14 | —yal) = 2(1+ Jyn — 2al)

[IpumernMo pBO na HU3 ¢, HE MOYKE KOHBEPIUPATUA K& HEKOM
HU3Y KOju mMa Oap jemaH djaH pa3auduT o1 Hyxe. Aro 6um
KOHBEPIrUpao Ka HU3Y 4 TaKBOM na je a, = 0 # 0 Tama O6u 3a
N > p BaKUJIO:

)
d(a,c,) > o 0

IMTO je KOHTPAIUKIU]a Ca TUM A C, — Q.
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Ca mpyre cTpane pacrojame OO HyJIa HU3A je:

d(c O)—+2.O [ = 0] —+§¢<§i
el 2k(1+ |ex — 0]) 26(1+ |e]) — ok’

k=1 k=n k=n

Kako je mocnenmu m3pa3 pen KOHBEPTEHTHOI Pela MOMKEMO
ra YYMHUTU IPOM3BOJLHO MaJyuM. VI3 Tora mTo je pacTojame
Ol HU3a ¢, [0 HyJla HU3a IPOU3BOJLHO MAJIO 3aKJbYUY]EeMO 13
JaTU HU3 KOHBEpPrupa Ka HyJaa HU3Y.

4. Iaro je mpecauraBame [ : R — R TakBo na nHBep3HA CJIMKA CBaKe
Tauyke uMa KapauHaiaHoct 2. Jla sm f Moke OUTU HENPEKUIHO
IpeciInKaBame, aKo ce Mmoapa3dyMeBa yobuvyajena MeTpura’

Pememe:

[IpernocraBumMo na je [ HempekumaHa (yHKOUja KOja 3aTOBOJHABA
yCJIOBE 3aaTKA.

3a mpon3BossHO m € R moctoje a,b € R TaxkBu na je:
fla) = f(b) = m.

Kako je cermenr [a,b] komnakran ckyn no BajepmrpacoBoj Teo-
peMu HenpekuaHa (YHKIVja Ha HeMy DOCTIKE MUHUMYM U MakK-
cumyMm. Bap jeman om oBa nBa eKCTpeMyMa MOpa OUTU Pa3TUYUT
om m, unave Ou (yHKIUja OUia KOHCTAHTHA HA [a,b] 1 MHBEpP3HA
cauka Tadke m 6m umasia kapanaagHoct sehy on 2. Bes ryburka
OIIITOCTYU HEKA (QYHKIUja HOCTU:KE MAKCUMyM y ¢ € (a,b) Tako ma
je fle) = M # m.

Osnaunvo § = 244,

dyHKIM]a je HeNPEeKuIHA Ha IOBE3aHOM CKYIY [a, ¢| Ia meHa CiInKa
MOpa OUTH OBE3aH CKYI OJHOCHO MHTEPBAJI T€ MOPa Y3UMATHU CBE
mebyBpennocTu Tako ga mocroju x1 € (a,c) TakBo xa je f(xy) = ¢&.

[ToTmyHO aHAJIOHO HA MMOBE3AHOM CKymy [c, b] GpyHKIM]a y3uMma cBe
mebyBpennocTu na nmocroju z; € (¢,b) Tako ma je f(za) =¢.

dyurmuja mopa yzetu u Bpenaoct M + 1 y Hekoj tauku r. Kako
je M makcumywm dyurnuje f mHa [a,b] 3axmyuyjemo na = ¢ [a,b].

Ako je x > b ¢pyHKIMja Ha MOBE3AHOM CKyIy [b, z] MOpa y3eTu cBe
mebyBpennocTu na mocroju 3 Takso ma je f(x3) =¢&.

Anasorso ako je r < a GpyHKIUja HA MOBE3AHOM CKyIy [z, a] y3uma
cBe MehyBpennocTu ma omer mocroju 3 Tako na je f(xz) = &.
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Y oba mperxomHa ciaydaja cMO AOOWJIM KOHTPAAUKIU]Y, jep CMO
IPOHAILIN TAYKy YMja WHBEP3HA CJIMWKA UMa KapAUHAJIHOCT Behy
oI IBA.

Pasmarpame y cayuajy ma je y TaUYKA ¢ MUHUMYM Pa3JIAUYUT O
™M je aHaJOTHO.

s opeTxoaqHor MOKEMO 3aKJ/bYUYUTHU [da He HOCTOjI/I HeIIpeKu aHa

(YHKIIja KOja MCIOYHaBa yCJIOBE 331aTKA.

. IlokazaTu ma cy mpojeknuje Ha KOOpAuHaTe PAaBHOMEPHO HEITPEKU IHA
npeciaukaBama y R”, rae ce monpasymeBa yoOudajeHa eyKIUICKA
METPUKA.

Pemene:
Hexka je ca:

. n —
R >R mi(xy,xe,...,x,) =14

3allaTa NPOjeKlnrja Ha 1-Ty KOOpAMHATY.

Kaxo Basxu:

n

(s, y:) = o =yl < (| Y (@ —w)” = d(z,y)

k=1

MOKEMO yY3€TU Oa je y OepUHUIUjU PaBHOMEPHE HEIPEKUIHOCTU
= € jep BaKU:

d(z,y) <e=d(mz),m(y)) <dz)y <e.

OBuM je mokaszaHo ma Cy MPOjeKIrje Ha KOOPIWHATE PABHOMEPHO
HETPEKNIHA TPECIUKABABbA.

. Heka cy mara mempekumHa mpeciavKaBama METPUUKUX MPOCTOPA
fig: X — Y. Ilokasaru ma je ckyn A = {x eX | f(x) :g(x)}
3aTBOPEH.

Pememe:
Ilorazahemo ma je koMIIeMeHT CKyma A OTBOpEH.

Y3MuMo mpom3BOBHO Ty € A°. 3a 1o xy Baxku na je f(xg) # g(xo)
na je d(f(xo),g(xg)) =€ > 0.

N3 menpernmuocTu npeciukaBama f MOCTOjU 0] TAKBO Oa:

d(x,x0) < 61 = d(f(z), f(70)) <

DN ™
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[ToTnyHO aHAJIOTHO M3 HENPEKUIHOCTU IPECJUKaBama ¢ MOCTOjU
09 TAKO Ia:

d(r,20) < 0y = d(g(x), g(0)) <

DO | ™

Capna 3a d(z, o) < min {0, 02} 13 HEjeAHAKOCTM MHOIOYTJIA BAKU:

e =d(f(wo), g(x0)) < d(f(2), f(xo)) +d(f(x),9(x)) + d(g(x0), g(x))

mna je:
d(f(x),g(x)) = € —d(f(x), f(zo)) — d(g(x), g(z0)) > 0.

Kako je d(f(z),g(z)) > 0 u d je merpura mopa 6utu f(x) # g(x)
ma je z € A°.

3a IpOM3BOJLHY TAUKY Ty € A° CMO MOKa3au na MOCTOjU OKOJIMHA
Koja je mesa y A° u3 gera caemu ma je A° € T ommocuo A € F.

. ITat je merpuuru npoctop (X,d) m ckyn A C X, A # (. Axo
mocroju HenpekumHa cypjekmuja f : X — A TtakBa ma 3a CBako
a € A Baxu f(a) = a moraszatu ma je A sarBopen. (OakBo
IpEeCIVKaBame Ce HA3UBa PeTPaKIuja. )

Pemene:

[IpernocraBumo cymporao mna A ¢ F. Tama A° ¢ T, omHocHO
int A # A°, ma nocroju y € A°\ int A°. 3a TakBoO y mOCTOjU HU3
{zn},en € A = A TakaB na je lim z, =y.

n—oo

Ca mpyre crpane Kako je [ HENIPEKUIHO U CBAKO &, € A Baku ma
je:

f(xn) =z,
y = lim z, = lim f(z,) = f(lim z,) = f(y).
n—00 n—00 n—o0
Kako je nmumec jemnHCTBEH Y METPUUYKOM MIPOCTOPY AOOUjaMO ma

je f(y) =y mTo je koHTpamUKIUja ca TUM na y ¢ A omHOCHO Ha y
HUje y CJINNU NpPeCciuKaBama f.

[IpumeTuMo ma ce 3amaTak MOTAO PEIUTH HA APYTY HAYWH IPU-
MEHOM IPETXOIHOT 3alaTKa Ha (QyHKIUje f u idy.
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8. OmnucaTu KOHBEPreHTHE HU30BE Y IUCKPETHOM METPUYKOM IPOC-
TOPY.

Pemene:

Heka je a, KOHBepreHTan HU3 y OUCKPETHOM METPUYKOM IIPOC-
topy. lla 6u HU3 OGmo KOoHBeprenTan Mopa Outu RomujeB. Heka
je maro ¢ € (0,1). Taga Mmopa ma mocToju ny Tako ma je:

n>ng = d(a,,ay,) <e¢.
Axo Basku 1a je a, # a,, BHUXOBO PacTojame je:
d(ap,a,,) =1>¢.
3aKbyUyjeMo:
n > Ny = Ay = Gy,
OHOCHO Ja KOHBEPIEeHTAH HU3 y AUCKPETHOM METPUUYKOM IMIPOC-

TOPY MODa OUTU KOHCTAHTAH IIOYEBIIN Ol HEKOT' 4YJIaHa.

9. Ilatu npumep MeTpudkor npocropa (X, d), BeroBor noanpocropa
S u npecaukaBama f duje cy pecTpUKIje HeIpeKuaHe Ha S 1 Ha
S¢, a mpeciuKaBame HUje HEIPEKUIHO Ha IeJOM HpocTopy X.
Ila nu 6u ce MOrao maTW TaKaB IpUMeEp y ciaydajy ma cy S m S¢
3aTBOPEHU TPOCTOPU.

Pememe:

Heka je mpoctop X = R ca yobuuajeHOM MeTPUKOM mn3abepumo
cryn S = [0,400) 1 HEKA je HATO IPECIUKABAMKE:

f(x)Z{(l) w2

,x <0

[IpeciukaBame je KOHCTAHTHO Ha ckymy S = [0,400) u Ha CKyIy
S¢ = (—00,0), ma je camum TuMm u Henpekuauno. MebhyTum npec-
JVKaBame HUje HeIpPeKUIHO Ha 1esoM R jep je:

lim f(z) =07 f(0) =1

z—0~

na f uMa OpeKun y HyJIu.

OsakaB nmpuMep ce He OU MOrao JaTHU Y CIyYajy Oa cy oba ckyma
3aTBOpeHa. Hawmme Tama Ou m oba ckyma Ouisa OTBOpeHa. 3a
CBaKy Tadyky T IOCTOjasia 6u oTBOpeH Kyria B(z,e) koja 6u memna
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10.

Ouaa y UCTOM CKYILy, ITa OU U3 HEMPEKUAHOCTU HA TUM CKYIIOBUMA
BAKMJIO Mla j€ HENPEKUIHO Ha TOj KYyIJId Ma WM y caMO] TadKUd
r. Kako Ou mpecnukaBame OUIO HEIPEKUAHO y CBAKOj TaAUKU
6uno 6u HemperumHO u Ha nesioMm npocropy. (Hempermmmoct je
JIOKAJIHO CBOjCTBO. )

Ako je y merpuukom npocropy (X,d) lim z, =z u lim y, = y
n—oo n—oo
rana je u lim d(z,,y,) = d(z,y).
n—oo
Pememe:
Heka je mato € > 0.

Kako je lim z, = x mocToju n; Tako na:
n—oo

n>ny = d(x,z,) <

DN ™

1 aHaJIOTHO KaKO W HU3 Y, KOHBEPIrUupa HOCTOjI/I N9 TAKO HOa:

N ™

Canma 3a n > max {n;,ny} Ha OCHOBY HEjeJHAKOCTU YETBOPOYTJIA
MOKEMO 3aKJbYUUTH Ha Baske caenehie mse mejemmaxocTu:

(T, Yn) < d(zy, ) + d(z,y) + d(yn,y) < d(z,y) +€

Kako je m3 mperxonHor:
d(xa y) —e< d({L‘n, yn) < d({L‘,y) te

MOKEMO 3aKJbYUUTU A je:

lim d(z,,y,) = d(z,y).

n—o0
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4 KoMIIaKTHOCT

Hedbunumuja 16. Mempuuku npocmop je KOMNGKMAH KO Ce U3 CBAKO2
0MBOPEH02 NOKPUBAHA MONHCE U3OJUMU KOHAYAH NOMNOKPUBIY.

Teopema 4. Henpekudha cAuka KOMNaKmmoz ckyna je KOMnaKmar Cxyn.
Henpexudna peasna gynkyuje Ha KOMNGKMHOM CKYNY 00CMUNCE MUHU-
MYM U MAKCUMYM.

Teopema 5. Ceaku beckonanuar nodckyn KOMNGKMHO2 NPOCMOPG UM MAYKY
HA2OMUNGBAIDA.
Casku HU3 Y KOMNGKMHOM NPOCMOPY UMG KOHBEPLEHMAH NOOHUS3.

Teopema 6. Csaxu Komnaxman ckyn je 3ameopen u 02paHUYEN.

3ameopen nodckyn KoOMNaKmmoz cKYna je KOMNaKman.

Y R" je exeusarenmmo je mehere de je ckyn xomnaxman u mepherve da
je cKyn 3ameopen U 02paHUYEH.

Teopema 7. Axo je dama wenpexudna dywxuuja [+ K — Y 2de je K
Komnaxmar ckyn mada je gynryuja [ u pasHomepro nenperuona.

1. I1a siv mHBEpP3HA CIVKA KOMIAKTHOT CKyIla MPY HETPEKU THOM IIPeC-
JUKaBa®khy MOpa OUTU KOMIAKTAH CKYII?

Pemene:

MuBep3na camka KOMHIAKTHOI CKyIa He MOpa OUTU KOMIIAKTAH
ckyn. MoskeMo mocMaTpaT IpeciInKaBamhe TPOU3BOJLHOT HEKOM-
MMaKTHOT MpocTopa y jenHny Taury. Ha mpumep:

f:R—=R f(z) =1

Ckyn koje ce cactoju ox jense tauke {1} je KOMIakTaH, a Herosa
WHBEP3HA CJIUKA je 1eo R Koju HapaBHO HUje KOMIIAKTaH.

2. /lokazaTu ma je KOHAYHA YHUja KOMIAKTHUX CKYIIOBAa KOMIIAKTAH
CKYII.
Pememe:

Heka je mar komauam Opoj kommakTHuUX ckymoBa Aj, As, ... A,.
N3abepumo mpomn3BObaH MOKPUBAY OTBOPEHUM CKYIIOBUMA:

OAZ-Q UBQ B,€eT.
=1

a€cA
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Kako je cBaku o ckymoBa A; KOMIaKTaH MOKEMO n3abpaT KOHAYAH
OTBOPEH MOTIOKPUBAY:

Tana he m ynuja A; OUTVM TOKPUBEHA YHUjOM OBUX IMOKPUBAYA
KOJUX je OoIleT KOHAYHO MHOTO:

n n  1(3)
k
(ael) Ut
=1 i=1 k=1
KaKO CMO M3 HpOI/I3BO.TbHOF HOKpHBaqa I/I3IIBOjI/IJII/I KOHa4YaH IIO0OT-
HOKpI/IBaq NTOKa3aHa je KOMIIaAKTHOCT.

. Mcouratu xoMmaxTHOCT IIOACKYIIOBA PaBHU 3aJaTUX Ca:

(a) A= {(z,9) eR* | 2* <y <arctgz};
(6) B:{(w,y)ER2 ‘ ISOSygewz};
(B) C = {(z,y) € R? ‘ e —x+e—y<al;

roe ce nmoapa3dyMeBa €YRINICKa METPUKa.

Pememe:

(a) Kako je y <arctge < I m 2! <y < I MOKEMO 3aKbYyUUTH 18
je cxyn A monckyn kyriue B ((0,0),7), ma je CKyn orpaHudeH.
Youumo mpeciuKaBame:

p:R* =R (r,y) =arctgr — .

[TpecnukaBame @ je HENIPEKUIHO KAO KOMIIO3UIN]ja HEIPEKU -
HUX NIpeciauKaBama. [lepmHumumo cky:

Ar = ¢7([0,+00)).

Ckym A; je 3aTBOpPEH Ka0 MHBEP3HA CJIMKA 3aTBOPEHOT CKYTIA.

Taxobe mosxemo nedmHMCATH TpECIUKABAHE:
VR R Y(z,y) =y — 2
KOj€e je HeIpEeKUIHO, KaO U CKYII:
Ay = 1971([0, 00)).
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Ckym A, je Takobe 3aTBOpeH jep je MHBEP3HA CIUKA 3aTBOPEHOT
CKyIIa.

Moskemo 3akmyunTtu Kako je A = A; N Ay na je u ckyn A
3aTBOPEH KAa0 NMPECEK IBA 3aTBOPEHA CKYIA.

Ckyn A je zaTBopeH u orpanmder y R? ma mopa OUTH KOM-
MTaKTaH.

Cryn B Huje KOMIaKTaH jep HuUje orpanuver. MoxkeMo yo-

UNTU HU3:
—Tn
(&
)

Karxo je —n <0 u 0 < 67;”

cBako n € N Bawxu a,, € B.

< 7™ MOXKEMO 3aKbYUUTU 13 34

N3 rora mro je d(an,(0,0)) > n u raura (0,0) € B 3armydy-
jeMo ma ckyn B Huje KOHAYHOT aujaMeTpa Ia HUje OTpaHuYeH
 CAMUM TUM HUj€ KOMIIAKTaH.

[TosuaTo je ma 3a cBako r € R Basku €¢* > xr+ 1 ma je 3a a < 2
ckyn C mpa3saH, a caMUM TUM U KOMITAKTaH.

Taxkobe je € = x + 1 ako u camo ako je r =0 na je 3a a = 2
ckyn C' = {(0,0)} jenrousman ma u KOMIAKTAH.

Pasmarpahemo vanasme cayuaj kaga je a > 2 U qOKa3aTy 1a
je u tanma ckyn C' orpaHUYeH U 3aTBOPEH.

Axo O6u x O6umao Behe om Hyle MOKEMO UCKOPUCTUTU UU-
. 2 . .
merHuny na je €’ > 1+z+ % u na je eV —y > 1. Ilobujamo

na je:
72
2+?§ex—x+ey—y§a

OIHOCHO:

z <20 — 4.
Ca gpyre crpane 3a r < 0 umamo:
e —rz<a

OJTHOCHO:
—r<a—¢" <«

ma je:
x> —a.

3aKBYyUMIN CMO 18 ¥ CBAKOM CJIIyYajy BaiKU:

a<zr<+V2a—14
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a MOTIYHO aHAJOTHO MOYKEMO TBPIUATHU 14 je U:
a<y<v2a—4

13 Yera HUje TEIMIKO YTBPAUTU Aa je ckyn C' orpaHudYeH.

Akro mepuHUIIEMO MPECIUKABALE:
¢: R =R flr,y)=ec"—a+e —y
OBO IPECINKABaWHE je HEeIPEeKuIHO. Kako je:
B = ¢~ ((—00,0a])

ckyn C je 1 3aTBOPEH Ka0 MHBEP3HA CJIMKA 32TBOPEHOT CKYTIA.

3aTBOpEH U orpaHmdeH ckyn y R” je KOMIakTaH, ma je CKym
C KOMTIaKTaH.

4. Axo je (X, d) koMmakTan METPUYKY IPOCTOD JUjaMeTpa p HOKA3ATU
na mocroje Tadke a,b € X rtakse na je d(a,b) = p.
Pememe:

Kako je mujamerap mpocrtopa X jemmak p 3a cBako € > () mocroje
TavKe Koje Cy Ha pacrtojamy Behem om p —e.

. o 1 . .
Y3Mumo na je € = - m popMupajMo ABa HU3A A, U b, TakBa na je

1
d(ap,by) > p — -

Hus ap Y KOMIIAKTHOM METPUYKOM IIPDOCTOPY MOPpa MaTH KOHBEP-
T'€HTaH IIOJHWM13 ank — Q. OSHaLII/IMO IIOOJHN30BE€ Ca OBMM MHIECK-
CuMa Cca:

= U bnk = Vg.

(U,

Canma je HU3 U KOHBEpPTEHTAH, a HU3 U, MMa KOHBEPTEeHTAH IO IHU3
Vg, —> b. Basxkuhe ma je 3a cBako n:

1
d(a,b) > p— —
(a,b) > p——
ma MOpa BaKUTHU 04 je

d(a,b) = p.

5. Mcnuraty KOMIOAKTHOCT MOJACKYIOBA MPOCTOPAa KBaAPATHUX Ma-
Tpuma:
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1<ij<3

(a) C= {A € Mg(R) ‘ Z |6Lij| = 1} g Rg.

(6) B={A€ M(R) | detA=1} CR"

Merpura va M, (R) je 3amara ca d(A,B) =,/ > (a;; — b;;)?.

(a) Kako 3a cBako i, j Baku na je |a;;| < 1 crenn na je pacrojame
IpOn3BOJbHE MaTpune u3 ckyna C' 1o HyJa MaTpuie:

n

d(A,0) < | (a; —0)2 <3,

1,j=1

Ckyn C je TOICKYT KyTJie ca IMEeHTOM y HYJIU U TOJYIIPEYHUKA
3 ma je orpaHUYeH.

AxkO mepuHUIIEMO TPECIUKABAHE:

o Ms(R) >R p(A)= > ayl
1<i,j<3
JIAKO je MPUMETUTHU A je HEPEKUTHO.

Kaxo je C = ¢ 1({1}) Bumumo na je ckyn C 3aTBOpeH Kao UH-
BEP3HA CJIWKA 32TBOPEHOT. 3aTBOPEH M OTPAHUYEH MOACKYTI
R"™ je kommakTaH.

(6) Ckyn B HMje KOMIAKTaH, jep HUje OrpaHUYEH. Y OUMMO HU3:

| n+l n
Bn_{ ! 1]

Jlako je mposepuru na je det(B,) = 1. Kako je pacrojame
IO jeuHUYHEe MaTpuie F:

d(B,,E) =vn+2
OUUMIJIETHO Ce CKyIN DB He MOKe CMECTUTU Yy HeKY KyTJy.

6. Axo cy A m B menpasHu, QUCjYHKTHA U KOMIIAKTHU TIOICKYITOBU
MEeTPUYKOT POCTOpa qokaszatu na je d(A, B) > 0. Ila nu aHAIOTHO
tBpbheme Basku 3a 3arBopene ckynoBe? [la su TBpheme Baku ako
je jemaH CKym KOMIIAKTaH, a jedaH 3aTBOPEH?
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Pemene:

Heka je ckym A s3arBopen, a ckym B KOMIAKTaH U CKYIOBU CY
nucjyaktHu. [Ipernocrasumo na je d(A, B) = 0. Tana 3a cBako n

MOpajy mocrojatu Tauke a, € Au b, € B takse na je d(a,,b,) < %

Ha ocuoBy Tora mrro je ckyn B rkoMmakras ciaemu na Hu3 b, Mopa
VMaTy KOHBepPreHTaH monsms b, — b€ B.

Kako 3a cBako k mocroju a,, € A taro ma je d(an,,b) < n—lk BayKM
ma jebe A C A, jep je ckyn A 3aTBOpEH.

Hobunu cmo na je b € AN B mTo je KOHTPAIUKINUja Ca yCIOBOM
3aJaTKa. 3aJaTak cé MOTao YPAaIUTHU U HAApyru HauuH. Mosxkemo
nedHUCATU PYHKIU]Y:

o(x) =d(z, A).

Huje temko yTBpmuTy na je oBa (yHKIVja HENIPEKUIHA U IIO3-
utuBHAHA CKyny B. Kako je B KoMIakTaH CKyI HEMIPEKUIHA
GyHKIMja HA BeMYy MOpa AJOCTUNU MUHUMYM, KOjU ¥ OBOM CJIy4Ya]y
MOpa OUTU MO3UTUBAH.

Tepbewme He MOpa BakUTH aKO Oap jemaH CKYyI HUje KOMIIAKTAH

3a IMTa je IpuMep IaT paHuje.

. Hera cy V, K C R" ca eykaunckom merpukoM. Ako je V orBOpeH,
K rommakran u K C V mokaszaTu ga MOCTOjU KOMIAKTAH CKYMI S
TakaB Ia Baxku K CintSC S cCV.

Pememe:

3a mpom3Bomuo r € K C V u3 orBopenoctu ckymna V mocrtoju
kyraa B(z,e,) C V. HanpaBumo orBopeH mokpusad ckyna K:

UB(z,%) 5 K.

zeK

M3 kommakTHOCTM CKyna K mOCTOju KOHAYaH IIOAINOKPUBAY:

OB (x %) 5 K.
=1

Ilepuaumumo na je:



Baxu na je:
" €u
K B( —) S.
C Z:U1 0, 5") C
Takobe je:
B [x,,i} C| |B(xi,e:) CV.
H : U1 (@i, €2,)

Ckym S je 3aTBOpEH, jep je KOHAUYHA yHUja 3aTBOPEHUX CKYIOBA,
Tj. 3aTBOpeHUX Kyrau. Takobhe je m orpaHuveH Kao KOHAYHA
yHmuja orpanundenux. OrpanudeH m 3aTBOopeH ckyn y R" je xom-
AaKTaH YMMe je MOKa3aHO TBpDheme.

. Axo je (X,d) koMmakTaH MeTPUUKM NPOCTOD U CBaKa (PyHKIUja
f X — R menperngna mokasaty na je X KOHAYAH CKYII.

Pemene:

[IpernmocTaBuMoO cynmpoTHO ma je mpoctop X OecKOHAYaH U KOM-
nakraH u cBaka ¢yuknuja f : X — R menpermmgna. Kako je ckyn
OeckOHAUYAH MOMKEMO HAIPABUTU HU3 CA CBUM DPA3JIUYUTUM eJie-
MEHTUMa, OTHOCHO 12 BaYKU:

V£ ] =T F X
Hwus z,, Mopa MMaTy KOHBEPIeHTAH IMONHU3 T, — Q.
Hepuanmuynvo GyHKIUjY:

1, z=a

ro={ g

Kaxko je z,, # a Baxn na je f(x,,) =0, oa je:

lim f(z,,)=0.

n—o0

Ca mpyre cTpaHe U3 HEOIPEKUIHOCTU (YHKIHje [ MMaMo:

lim f(z,,) = f(lim 2,,) = f(a) = L

n—o0 n—o0

Kako je mumec y MEeTpUYKOM MPOCTOPY jE€AMHCTBEH OBUM CMO JIO-
OUIM KOHTPAIUKINU]Y U MOKA3aJu TBPheme.
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9.

10.

[TorkazaTu ma He MOCTOjU HENMPEKUIHA CYPjEKTUBHA KOHTPAKIIA]a
KOMIIAKTHOT METPUUYKOI IPOCTOPA Ca BUIIE OJ IBe Tauke Ha cebe.

Pememe:

Ha ocuoBy 3amatka 4. mocroje tauke a u b Takse na je d(a,b) = p.
Ako je f cypjeruumja mocroje tauke r u y Tako ma je f(r) =an
f(y) =b. Hobujamo ma je:

d(z,y) < p=d(a,b) = d(f(z), f(y))
IITO je KOHTPAIUKIMja ca TUM aa je f KOHTpaKIWja.

(a) Har je 3arBopen ckyn A € R"™ u HENPEKUIHO MPECIUKABAHE
f:A—R"™ Axo je ckyn B C A orpaHnyen na ju U HEroBa
cauka f(B) Mopa GuTu OrpaHUYEH CKyII!

(6) Ha nu ucro rBpheme Basku arko A Huje 3aTBOpeH?

Pememne:

(a) Kako je: o
BC A=A

pyHEIUja f je HEIpeKuIHA U HA CKyIy B.
N3 Tora mto je diam B = diam B 3akmyuyjemMo 1a je ckym B
orpaHuveH. Kako je m 3aTBOpEH CKYyII je KOMIIAKTaH.
Henpexknnua ¢yHKIUja TpecinkaBa KOMIAKTAH CKYI Ha KOM-
nakTaH, na je u f(B) KOMIAaKTaH, & CAMUM TUM ¥ OTDAHNUEH.
Baxu nma je f(B) C f(B), na je u ckyn f(B) orpasmdesn mro
je tBpbeme 3amarka.

(6) Tepbeme me mopa BazkuTu ako ckyn A Huje 3arsoper. MoskeMo
y3eru na je ckyn A = (0,1) u npeciaukaBame 3a1aTO ca:

FASR f@):i

Ipy YeMy cMaTpaMoO Ia je U Ha JOMEHY M Ha KOJOMEHY 3a-

naTa yobudajeHa MeTpPUKA.

Axo je ckyn B = (0, 3), Tana je f(B) = (2,+00) mro HADABHO

HUje OTPaHUYEH CKYII.

39



5 KowmiJjaeTrHocT

Hedbunnunuja 17. Mempuuku npocmop je KoMNAEMAH GKO Y HeMY CEGKU
Kowujes nus woueepeupa.

Teopema 8. Zamsoper nodckyn KomMniemmoz MEMPUYKO2 NPOMOPA je KOM-
NAEMAH.

Hedbunumuja 18. 3a npecaurasarwe mempuukuxr npocmopa f : X — Y
Kaotcemo da je Jlunwuy HenpexudHo axo nocmoju HEHe2AMUSHA PEANHA KOH-
cmanma K maxo da je 3a cearo x,y € X:

d(f(x), f(y)) < d(z,y).

Hedbunumuja 19. Hexa je damo npeciukrasare mempuykoz npocmopa Y
ceoe [ : X — X. Ba npecaurasawe [ rascemo da je xkommparuuje axo
nocmoju, ¢ maxeo da je 0 < q < 1 u 3a ceake dse mauxe x,y € X sastcu

d(f(x), f(y)) < q d(z,y).

Teopema 9. Axo je [ nenpexuona KOHMPAKYUIG KOMNAEMHO2 MEMPUYKO2
npocmopa (X, d) onda nocmoju jeduncmeeno x € X maxo da je f(x) = x.
(Banazxosa meopem o dukcroj mauxu)

1. Ia nu HempekugHa CANKA KOMILIETHOT METPUUYKOT IPOCTOPa MOPa
OUTU KOMIIJIETAH METPUYKU IIPOCTOP?

Pememe:

Henperunana ciamka KOMIUIETHOT IPOCTOPA HE MOPa GUTU KOMILIe-
ran. Heka cy Ha ckyny R 3amare eyKInACKAa METPUKA € I METPUKA
d 3amara ca d(r,y) = |arctgx — arctgy|.

W nenTuuko mpeciaukaBame
fi(Re) = (Rd) flo)=2

j€ HEMPEKWIHO IMTO HUje TEITKO ITPOBEPUTH.
3uaMo ma je R ca eyKInICKOM METPUKOM KOMILJIETAH.

[Tokazahemo ma R ca merpumroMm d HHUje KOMIJIEeTaH. Y OUUMO HU3

Yuju je ONImITH 4YJaH 3amata ca r, = n. Oaj Hu3 je Komwu-
jeB. Kako je lim arctgn = § u Hu3 je pactyhm Baxwuhe nma je
n—oo

3a Mpom3BOJLHO € > 0 m 3a M, n > Nng:

us
5~ e < arctgm, arctgn <

ro| 3
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OHOCHO:
d(zpm, x,) < e.

MebyTtum oBaj HU3 HE KOHBEPTUpPA, jep ako O KOHBEPTUPAO MOPAO

. . . o
Ou KOHBeprupaTu Ka Opojy ¥ 3a KOju Baskm Ha je arctgr = 7 mTo
nuje moryhe. Kako je maru mu3 KommujeB u He KOHBeprupa mpoc-

TOP HUje KOMIIJIETAH.

. Mcnuratn KOMIJIETHOCT IPOCTOPA:

(a)
A={recio] | f(0)=0},

(6)
B={fecC0,1] | f(0)>0},

ako je merpukra Ha (10, 1] 3anara ca:

d(f,g) = sup |f(t) —g(t)].

0<t<1
Pememne:

(a) Yoummo mpecaukaBame:

:C[0,1] =R o(f) = f(0)

Huje Temko npoBepuTu na je 1aTo IpeciInKaBamhe HETPEKU IHO.
Kaxko je Tauka () 3aTBOpEH CKyl HeHA WHBEP3HA CJIUKA, & TO
je ckynm A = ¢1(0) mopa 6uTu 3aTBOpPeH ckym. I[losHaTo je
Ia je 3aTBOPEH MOACKYHI KOMIIIETHOT METPUYKOT IPOCTOPAa
KOMILJIETAH, 13 Yera CJeau a je AaTh IPOCTOP KOMIIJIETaH.

(6) OBaj mpocTOp HUje KOMIJIETAH.
YounMo HU3 KOHCTAHTHUX QYHKIUja T, (1) = %, KOjU OYMIJIE THO
npunana oBoMm npocropy. OBaj Hu3 je Komwujer. 3a 3amarto

e > 0 m3abepemo ny Tako ma je nlo < e. Tanma je 3a m,n > ng:

d(zpm, x,) = \i—l] < E < L <e.
m n m ~ ng

Y Behem mpocrtopy C[0,1] oBaj HM3 KOHBeprupa kKa HyJa
¢yurmmju. MebhyTtum oBa ¢yHKIUja HUje Yy OATOM IPOCTOPY,
a W3 jJeIWHCTBEHOCTU JMMECa OBaj HU3 HE KOHBEPTUPA Y
BEMY.

Karo cmo mamnm Komujes HU3 KOju HIje KOHBEPTeHTAH IPOC-
TOop B HUje KOMIJIETaH.
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3. Ha rommuernom merpuurom npocropy C[0, 1] ca merpukom 3anaToM
ca d(f,g) = sup |f(t) — g(t)| maro je mpecaukaBame:
0<t<1

F:C0,1]=C0,1]  F(f)) = é/o sin(z — ) f(£)dt.

a) IToraszaru ma je F' KOHTpakuuja;

6) Ilokazaru ma jemmauuwna F(f) = f uma jemuHCTBEHO pememe

f=0.
Pememe:
(a) 3a mee mpoussosmue ¢yurmuje f,g € C[0,1] kopucrehu nun-

€apHOCT MHTeraHa,OCHOBHy’MHTeraHHyIﬁﬂeﬂHaKOCT n
OT'PAHNUYECHOCT CHHYCa BaiKHU:

1 ) 1
= sup |- [ sin(z —1t)f — n(x —t)g(t) dt| <
0<z<1|O 5
0 0
1 :
< sup - Sln(l‘ —0)(f(t) —g(1))| <
0<z<1

< sup —/|smx—t 1F(t) — g()] dt <

0<m<1

1 1

<! / sup () — g(8)] dt < * d(f.g) /

o 0

d(f,g)

o
A
8
A
=
U] =
Cﬂlhﬂ

JyuMe je NOKAa3aHO Ja je NaTO IpeciauKaBame KOHTPAaKIWja.

(6) Kako je maro mpecivkaBame KOHTPAKINja KOMILIETHOD MeT-
puuror mpocropa jemuauusa F(f) = f mMopa mMaru jemun-
cTBeHo pemewe. Huje Ttemko yountu na je F(0) = 0 na caenn
TBpbheme.
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4. Hera je X mpocTop peajHUX HM30Ba Ca KOHAYHO MHOT'O YJIAHOBA
Pa3IUYUTUX O HYJIe, 1 HEKA je 3a1aTo npecinkaBame d : X X X —
+o0o
R ca d(z,y) = >, ‘ac’“k;j”“' Ilokazatu na je d MeTpuka, U 3aTUM
k=1
UCTUTATU KOMIIJIETHOCT OBAKO 331aTOT MIPOCTOPA.

Pememe:Huje Temko npoBeputu na je AaTo MpecauKaBame d m10-
Opo meduwHMCAHO U na je 3aucTa MEeTPUKA.

YounuMoO HU3 Y OBOM IIPOCTOPY:

331:(1,0,0...,0,...)

11 1
=(1.==.... 20, ..
. ( 2'3 )

Pacrojame nBa umana oBora Hu3a 3a m > n je:

1
d(xp, Tm) = Z =
k=n+1

Kako je mocimenmu m3pa3 pem KOHBEPrEeHTHOT pela MOKEMO ra
VUUHUTU MAmbUM O IPOU3BOJLHO MAJIOT € 3a MHOBOJLHO BEJIUKO N
u m, na je natu HU3 Komujes.

[IpermocTaBUMO na HM3 KOHBEPrUpa Ka HEKOM HU3Y T KOJU UMa P
YWIAHOBA Pa3JIMYUTUX On HyJde. Tama je 3a n > p pacrojame T, U
x:
n
1 1
d(x,x,) > E —_ > —
(@:2n) 2 kT (p+1)?
k=p+1
Kako mocaenmu m3pa3 HUje MambU OA NPOU3BOJLHO MAJIOT € 34

om0 Koje m > p moOuaM CMO KOHTPAIUKIU]y U HAT HU3 HE MOKE
KOHBEpruparTm. m3 OBOr'a CJeaur na IIPOCTOP HI/Ije KOMIIJIETAH.

5. Heka je S C R? xoHBekcaH CKyI M Heka je maTa Tauka a € R2
3a KOjy Baxkm na je d(a,S) = 6. Axo je mu3 tavara {bn},.y € S
takas na je lim d(a,b,) = § mokaszatu na Hu3 KoHBeprupa y RZ.

n—+oo

Ia nmu tBpheme Mopa BaKUTU aKO CKYI HUjeé KOHBEKCAH !
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Pemene:

Karo je R? xoMmIeraln IpoCTOp JOBOJHHO je MOKA3ATH N2 je HU3
Komujes. VM3 komBekcHOCTU cKyma S Bajku Oa je 3a NPOU3BOJbHE
nBe tavuke b, u b, u Tauka W y ckyny S. Ilpumenuhemo
KOCUHYCHY TeOpeMy Ha TPOyrao ca TeMeHuma b, % uamn

Ha TPOYTao Ca TeMeHmMa by,, 2Eb= u a:

2 2
d(a,b)? = d (a, b";bm) +d <bn, b”?’m) _

bn + b, bn + by,
—2d <a, 5 ) d <bn, 5 coS ¢
b

A b\ by + b\
ton a5 oo B

—2d (a, b —g bm) d (bm, W) cos (T — )

rIe CMO ca (p O3HAUUIM yrao m3aMebhy my:ku Koje cmajajy Tadke a
% U Oy»KU KOja CIlaja TadKe bngb’" u b,. CabupameM ropmux
jemHaumHa 1 Kopctehu ma je Taura % Ha cpeauHu my:xu 0,0,
noboujamMo:

n

b, +bm)2 d(bpy, by, )?
2 T

d(a,b,)? +d(a,by,)* = 2d (a, 5

OJHOCHO:

d(bm’ bn)2 = 2 (d(bm7 a)2 + d(bn; a/)2 - 2d (a, bn _; bm))

0 < d(bpm,bn)? < 2 (d(by, a)? + d(by, a)® — 26) .

Kako d(a,b,) u d(a,b,,) Teske § U3 ycaoBa 3a1aTKa TO HA OCHOBY

TeopeMe 0 aBa mosunajua mopa lim d(b,,b,) = 0.
n—-+4o0o

[lokazamu cMo ga je Em3 KommjeB m kako je R? xommieran om
MOpa KOHBEPTUPATH.
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KouBekcHOCT je HeomxomaH yCJIOB. 3a KOHTDAIPUMEDP MOKEMO
y3eTH! na je CKymn S KOMIIEMEHT je IMHUYHOL KPpyra U Ia je TadkKa
a = (0,0). Ako mocmaTpamo HU3:

() ) )

HUj€ TEeIIKO MPOBEPUTHU Ha je he 3a cBako n BaxkuTu na je b, € S
u 1a je
lim d(b,,a) =1=4d(S,a)

n—-+o0o
a Ja HU3 OUBEPTUpa.

. Mcnuratu ma au je CKyn MOJMHOMA
A={ag+at+at>+ - +a,t" |neN, ¢ €R, 0<t <1}
KOMILJIETAH Ca METPUKOM 331aTOM Ca

d(w,y) = puax [2(t) = y(0)].

Pememe:
Yourmo HU3 mONMHOMA 3a0aT ca Tpy(t) =14t + % + g—g; B
OsBaj mHu3 je Kommwujes jep je 3a n > m:

n

th — 1
_ _ _ ~< —
d(@m, ) = WX [20(t) — 2 (1)] = max S > A

k=m-+1 k=m+1

a IOCJIeAhU M3Pa3 MOKEMO YUMHUTHU ITPOM3BOJLHO MaJIMM jep je
pen KOHBEPI'eHTHOT pena.

MebyTum mo3uaTo je ma je rpaHMYHA BPEAHOCT OBOT HU3a IOJIU-
HOMa (QyHKOUja €* KOja ce He HaJla3U y CKyIly IOJMHOMA, IIa OBaj
HU3 Y CKYIly TOJUHOMAa AWBEPIUPA.

Kako cmo nmporamau KomujeB HU3 KOju auBeprupa IpocTop HUje
KOMIIJIETAH.

. IlaTo je mpecaukaBame d: N x N — R:

1+ -1 m#n
d(m’n):{ Om+n min

IlorkazaTu na je d MeTpuKa U UCIUTATU KOMIJIETHOCT OBAKO 3a,1aTOT
IpocTopA.
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Pemene:

HenereneprcaHOCT 1 CUMETPUYOCT Cy OUUIJIENHU, a HEjeTHAKOCT
TpOyrJja cleou u3:

1 1
dim,n)+d(n, k) =1+ +1+ k2221+—:d(m,k)

m-+n n+ m+k

na JaTo IpecIuKaBame jeCTe METPUKA.

3a npousBosHO () < € < 1 m mpousBoman RomujeB Hu3 Mopa outu
na je 3a m,n > ng Mopa ouTtu ma je

d(xpm, x,) <e < 1.

Kako je 3a x,, # z,:

> 1

d(xpm,x,) =14+
m+n

3aKJbydyjeMoO na 3a m,n > Ny BaKu
T = Tnp.

[IposBoman Komujer HU3 je KOHCTAHTAH MOYEBIIN O HEKOT UJaHA
ma MOpa KOHBEPrUpaTU M3 Yyera 3aKbYyUdyjeMo 1a je IPOCTOP KOM-
JIETAH.

. llokazaTu ma mpecauKaBame

f 1, +00) = [1,400) ﬂ@_$+i

cMamyje pacTojame, ajiid HUje KOHTPAKIU]a.
Pememe:

3a OpoOM3BOJbHE nIBE TAdke T,y € [1,4+00) Bawku:

1

1) = 50 = fo4 2=y = 2| =le—yl1- L <oy

OIHOCHO:
|f(@) = fW)] < |z -y
ma, IaTo NMPECIUKaBaIe 3aUCTa CMamyje pacTojame.

Axo Ou mpeciukaBame OMUI0O KOHTPAaKIMja Ha 3aTBOPEHOM IIOI-
ckymy [l,400) KOMIIETHOI METPUYKOr mpocTopa R jennaunHa
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10.

f(z) = x 6u umana jemuucTBeHO pememe. Mebyrtum mara jen-
HaYMHA HEMA pelleme:
1 1
fa)=r <=+ -—=2+= —=0.
x x
Ha ocmoBy oBOra MOK€MO 3aK/BYUYUTU & MAKO CMamyje PacTO-
jame maTo mpecJuKaBame HUje KOHTPAaKIWja.

. Ha rkommiernoM meTpuukom npocropy (X, d) je 3amaro npecanka-

Bame [ : X — X 3a kKoje Baku ma je:

d(f(z), fly)) > qd(z,y) q> 1.

IlokazaTu na f mMa (QUKCHY Tauky.
Pememe:

YouuMo na je maTo mpeciauKaBame MHjeKTUBHO. Hamme ako je

F(x) = f(y) mmanco:
0= d(f(2). /() > ¢ d(x.y) > 0

Ima Ha OCHOBY OBOTA 3aKJbYUyjeMO Ha je T = .

Ha ocuoBy oBOra mmamo Oumjexmnujy:
f:X = f(X)
a MOCTOjU MHBEP3HO MPECIUKABAME:
7 f(X) = X,
Ha ocHoBy 3anmare HejenHakoCcTH HOOMjaMo:

g d(f~H (@), [T y) < AU (@) F(F () = dla,y)

~—

d(f (), T (y)) < = d(z,y).

|

Rako je % < 1 3akmyuyjemMo ga je f~! KOHTpakmuja Ha KOMILIET-
HOM MEeTPUYKOM IPOCTOPY Ma TMOCTOju T TakBo aa je f~l(x) = x,
omHOoCHO T = f(x).

Heka je mar B, = Bla,,0,] onamajyhu U3 3aTBOpEHUX Kyriu
(y cMucay WHKIy3uje, OMHOCHO Baku B,.1 C B,) y KOMIIETHOM

MeTprUYKOM mpoctopy. JlokaszaTu ma ako je nh_}n(glo 0, =0 cnemu ma

47



je () B, jemmounan. [la au tBpbheme Baku ako IMPOCTOP HUje
neN
KOMILJIETaH?

Pemene:

YounMo HU3 {an}neN meaTapa osux kyrau. Osaj Hu3 je Komujes.
Kako je lim 4, =0 caemu ma mocTtoju ng Tako ma 3a cBako € > ()
n—oo

€
n2n0=>(5n§§.

3a cBakKo m,n > ng BaXKU 14 je:
A € B(am, 6m) C B(ang, Ong)
an, € B(an,0n) C B(angy, On,)-

. :
Kako ¢y ap,,a, y Kyrin mOIyOPEYHUKA Mamer O 5 Mopajy Ouru
Ha pacrojamy MameM on ¢. Kaxo je mu3 {a,},.y Romujes y
KOMIIJIETHOM METPUYKOM IIPOCTOPY MOpa OUTU U KOHBEPIEeHTaH,

omHOCHO mocTtoju lim a, = a.
n—oo

Osa rpannyna BpenHocT he OuUTH y TpeceKy CBUX KyIriad. 3a
OPOM3BOJLHO N U CBako m > n 6uhe a,, € Bla,, ,| na kako je oBaj
CKyIl 3aTBOPEH U I'PAHMYHA BPEIHOCT MOPa OUTU y OBOM CKYIIY.

[Ipecek je jennousan, jep ako Ou TOCTOjaJie IBE PA3JIUUUTE TAYUKE
a 1 by mpeceky CBUX KyrJu OHe OU Ouiie Ha HEKOM PACTOjarmy p

PR
u He Ou Morye na Oyny y KyTJIu MOJyNPEeYHUKA Mamer of § Koja
he mocrojaTtu y HU3Y jep HMONYIPEUHUNUN TEXKE HYJIU.

Tspbeme nHehe BakuT; y IpoCTOpPY KOjU HUje KOMIIeTan. Moskemo
nocmarpatu npoctop (0, +00) ca EyKInackoM METPUKOM U KyrJiie
B[+, 1]. Osaj mu3 xyrmm je omamajyhu mebyrtum mpecex my je

Ipa3aH CKyIl y JaTOM IPOCTOPY.
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6 IloBe3sanoct

Hedbununmja 20. Mempuuru npocmop (X, d) je nenosesan axo nocmoje
nodekynosu X1, Xo € X makeu da je X1UXo =X, XiNXo =0, X1, Xy #0
u Xl, XQ S T

IIpocmop je nosesar aro HUje HENOGEZAH.

Teopema 10. Mempuuru npocmop (X,d) je nenosezan axo u camo axo
nocmoju nenpexudna cypjexyuja f + X — {0,1}, ede na cxyny {0,1} no-
Opasymesamo JuCKpemmly Mempury.

Teopema 11. Ilpu HenpexudHom NPECAUKABAHY CAUKG NOBE3AHO2 CKYNG je
NOGE3AH, CKYMN.

Teopema 12. V R jedunu nosesanu ckynosu cy uHmepseasu.

Teopema 13. Axo cy A, a € A nosesanu ckynosu u B nosezan ckyn maxo
da 3a cearxo o € A eavicu BN Ay # () onda je nosesan u ckyn:

BU UAQ.

acA

Hedbunnumja 21. Mempuwrxu npocmop (X,d) je nymuo nosesan ako 3a
ceake dee mauke r,y € X nocmoju nenpexudno npecaurasarve v : [0,1] — X
maxo da je v(0) =z u (1) = v.

Teopema 14. Csaku nymmo noseaan npocmop je u nose3an, 0ok 00pammo
He 8aNHCU.
Y R" cearxu omeopen u nosezan cxyn je nymmo nose3an.

Teopema 15. [Ipu nenpekudHoOM NPECAUKGBAIDY CAUKG NYMHO NOBE3AH02
CKYNG je NYMHO NOBE3AH CKYN.

1. Axo cy ckynoBu A u B moBe3aHM UCOUTATU Aa JU MOpPajy OuUTU
nose3anu ckynosu O0A, int A, A AUB u AN B?
Pememe:

Hujenan ox oBux ckymoBa He Mopa Outu nmoBe3an. CBu mpumepu
he OuTy MOACKYIOBU paBHU Ca €YKIUIACKOM METPUKOM.

Axko je crym
A={(z,y) eR*|0<z <1}

Tana je:

8A:{(x,y)€R2 ‘ sz}U{(x,y)ERQ}le}
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OMHOCHO YHU]ja MOBE€ OWCJYHKTHE TpaBe IITO HUje MOBE3aH CKYII.
Tarkobe y oBoM cayuajy HU

AC:{(x,y)ERQ’x<O}U{(x,y)ER2’x>1}

HUj€e TOBe3aH CKYII.

Axo je ckym
A={(z,y) eR?* | (z—1)*+y* < 1} U
U{(z,y) eR* | (z+1)>+y* <1}
IMITO je TOBE3aH CKYII, Tala je
int A= {(z,y) eR* | (-1 +y* <1} U

U{(z.y) €R? | (2 + 12 +47 <1}

YHYTpaIIHOCT CKyNla je yHUja MBa MIUCjYHKTHA OTBOPEHA AUCKA
Ila HUje IOBe3aH CKYII.

3a yHUjy je HOBOJLHO y3eTHu Oa Cy CKymnoBu A u B aBe pasauuure
Tayke. lala je BHUXOBA YHUja HEIIOBE3aH CKYIL.

AKO Cy maTu CKyIOBH:
A=R*\{(z,y) eR* | =0y <0}

B=R\{(z,y) eR* | =0y >0}

Taga je
ANB={(z,y) eR® | >0} U{(z,y) eR* | 2 <0}
ITO HAPABHO HUj€ MOBE3aH CKYII.

2. Harum cy nmoackynosu C10,1]:

A:{feC[Oal] | f(%) Zf(i)}
B:{fGC[o,ll | f(%) >f(i)}
C:{femo,l] | f(%) <f(}1)}
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WcnuraTtu moBe3aHocT u myTHY moBe3aHocT ckynoBa AUC u BUC,
aKoO je MeTpuKa 3aJaTa ca:

d(f,g) = sup |f(z) —g(x)|.

z€[0,1]

Pememe:

Kako mopa Bamuru na je mma f (1) > f(3) mmm f(3) < f(3)
3ampaBo je:
AuC =Clo,1].

Osaj mpocrop je myTtHo mosesan: 3a f,g € C[0,1] moskemo KOH-
CTPYUCATU TYT:

~v:10,1] = C[0,1] ~(t)=(1—1t)f —tg.

3a cBako t je y(t) HempekuIHa (OYHKIN]a KAO KOMIIO3UI]a HEIPEKU -
Hux, ca nomenoM |0, 1], u Basu ga je v(0) = f u y(1) = g. Karo
je TpoCTOp IMyTHO MOBE3aH OH j€ U MOBE3aH.

B U C uwnje nosezan ckyn. CkymoBu B u (' Ccy OUCjYHKTHU U
OUUIJIETHO HETPA3HU.

Takobe cy orBopenu. 3a f € B MO:KEeMO y3eTU KyTJy
Ly _ f(d
3a OBy KyTJly BaKU na je:
B(f,0) € B
u Kako je f Oumsna mpouwsBosbHA ¢yHEIUja B € 7. Anasorso ce

MOske moka3aTu na je C' OTBOPEH CKYII.

Kako B U (' uuje moBe3an He MOKe OUTU HU IIyTHO MOBE3aH.

. ITokazaTu ma je S! mosezam cryT.
Pememe:

IlepmHUIIIMO TpECIUKaABaE:
f:[0,27) = R*  f(x) = (cosz,sinz).

[IpecaurkaBame f je HEOIPEKUIHO, jep je HEIPEKUIHO MO KOODI-
HaTaMa.

Cnuka mpecaukaBama [ je S! ma oBaj ckym Mopa OuTu moBe3an
Ka0 HEIPEKUIHA CJIMUKA IOBE3aHOT.
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4. Ako 3a nBa Hempas3Ha MOJACKYyIa MeTPUYKOr mpoctopa A u B
BasKM 4 je 3a CBaKy Tadky x u3 Tor mpocropa d(z,A) # d(z, B)
MOKA3aTU [a MPOCTOD HUje MOBE3aH.

Pemene:

JepuanmMo CKynoBe:
Xi={zeX |d A) <d(z B)}
Xo={zeX } d(z,A) > d(z,B)} .

Taure u3 Henpas3uor ckyna A cy y ckymy Xi, a Tauke U3 HEIPAa3HOT
ckyna B cy y X, ma Basku:

Xl#ﬁv X27é®

Kao je cako = € X Baxu ma je d(z,A) # d(z,B) caemu na je
cBaka Tavka mian y X; mau y X, OQHOCHO:

X1UXy =X.

YouuMo TPOM3BOJBHY TAUKY To € X1 UM KyTJay:

d(.f(]o, B) — d(CL’(), A)

B(.To,(5> 0= 9

3a npousBobHO T € B(x,d) Basku:
d(z, A) < d(z,z0) + d(zo, A) < d(x9,A) + 9

d(z, B) > d(xo, B) — d(z, ) > d(z¢, B) — 0.

CabupameM OBe ABe HejeTHAKOCTU a00MjaMo:
d(xz,B) +d(xg,A) + 6 > d(z, A) + d(xo,B) — 6
OJTHOCHO:
d(xz,B) —d(x,A) > d(zo, B) — d(x¢, A) — 26 = 0.
Kako je x Ouno npom3BoJLHO ciaenu na je:

B(Io,é) Q Xl.
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Tarkobe je xy Ommo TPOM3BOJLHO Ta je CKYm X; OKOJIMHA CBaKe
CBOj€ TayKe OTHOCHO:

X,eT, Xi=XyeF.

HMcruM mocTynkoM ce MOske mokas3aTu na je Xo € T, ma Kako Ipoc-
TOP MOJKE Jla Ce MPEeICTaBU KAao YHUja IBa IUCjYHKTHA HeIpa3aHa
OTBOPEHO3aTBOPEHAa CKyIla HUje MOBE3aH.

. Mcnuratu na au je moampocTop
X ={f:10,11 = 1[0,1] | f € C[0,1], f je cTporo monoTOHA }

IpoCcTOpa HENpEeKnIHUX (yHKNUja nose3aH. Ilonpa3ymena ce
merpuka d(z,y) = sup |z(t) — y(t)].

0<t<1
Pememe:

JleprHUMIMO CKyIIOBE:
X, = {f :[0,1] — [0, 1] ‘ f € Cl0,1], f je cTporo paCTyha}
Xy = {f :[0,1] — [0, 1] ! feCo,1], f je crporo onaﬂajyha}.

Kako je cBaka cTporo MoHOTOHa (YHKIMUja CTPOro pacrtyha niu
cTporo omanajyha:
X == Xl U XQ.

dyHKIMja HE MOKe OUTU CTPOro pacrtyha m CTpPoOro omanajyha

ma je:
XinX,=0.

Iokazyjemo jom ma cy ckynoBu X; m Xo OTBOPEHO3ATBOPEHU.

Younmo npon3BosbHO g € X;. Kako je x ctporo pacryha ¢gyskumja
MoOpa OuTn:

[TocmaTpajmMo Kyray B(xo,g) Y TPOM3BOJLHO T U3 OBE KyTIJeE.

Baxu na je d(z,xy) < % ma je CUrypHO:

2(0) < 20(0) +

9

z(1) > zo(1) —

NS NS
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N3 osora sakmyuyjemo ma je x(1) > z(0) ma kako je = cTpOro
MOHOTOHa Mopa buTu pactyha omHocHO T € X ma je u

B (l’o,g) g Xl-

Ckyn X, je okoJMHa CBake cBoje Tauke ma je X; € T.

WctuMm mocTynkoM ce MOke mokasaTu mna je u X, € T, ma cy oba
CKyIla W 3aTBOPEHA jep Cy jemaH APYTrOoM KOMIIJIEMEHTU.

[IpocTtop X cMo mpencraBuim Kao YHU]Y ABa HEMpas3Ha IUC]YHK-

THa OTBOPEHO3aTBOPEHaA CKYIIa IIa HI/Ije IIOBE3aH.

. Ilatu cy Henpasuu noackynosu A u B mOBe3aHOI METPUYKOT IIPO-

Ttopa (X, d).

(a) la au mopa mocrtojatu x € X Takso ma je d(x, A) = 2d(z, B)?

(6) Ako je d(A,B) = 2 ma nau Mopa TOCTOJATH T TAKBO nOa je
d(z,A) =d(z,B) =17

Pemene:

(a) Mopa mocrojaTu TakBa Tauka, MHAYE Ce MOCTYIKOM KaO Y
3agaTtaky 4. mobuja ma MpoCcTOpP HUje MOBE3aH.

(6) He mopa Baskutu. Hera je meo mpoctop R?\ {(0,0)}, a
ckymosu A = (1,0) mw B = (—1,0). IIpocrop je mosesan, a
jenuHa Tadka Koja je Ha pacrojamy 1 om A m B je Tauka
(0,0) xoja ce He HaJIA3M y IPOCTOPY.

. Hexka je X nosesan meTpuuru npoctop, f,g: X — [0, 1] nenpexkunana
npecaukaBama W Heka je f cypjekruBHO. JlokazaTu ma mocToju
x € X rmako na Baxku f(x) = g(z).

Pememe:

IlepmHUIIIMO TPECIUKABAE:

p: X = [0,1] (z) = f(z) —g(x).

OBo mpecamkaBame je HEOPEKUIHO KaO PA3JIUKA HEIPEKUITHUX U
Kako je X moBe3aH CJIVKa IpeIuKaBama MOpa OWTHU MOBE3aH CKYII,
Tj. MHTEPBAJ.

[IpecaurkaBame f je CypjeKTUBHO Ta MOCTOj€ | U To TAKO a4 je

fla1) =0m f(z2) = 1.
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3a OBe Tauke BayKU 1A je
p(x1) = f(z1) —g(x1) =0 —g(21) <0

o(x2) = f(x) — g(x1) =1 —g(z1) > 0.

Kako je ciamka mpecaukaBama (¢ WHTEPBAJ KOJU CAIPIKU U IO3U-
TUBHE U HETATUBHE BPEIHOCTU Mopa caap:xkatu u 0, Tj. mOCTOju
xo Tako ma je ¢(xg) = 0 oxHOCHO:

f(z0) = g(wo).

Ha MerpuukoMm mpocTopy aedUHUIIEMO PeJanujy T ~ Y aKO MOC-
Toju moBe3aH ckyn A rakaB ma cy xz,y € A. IHokaszaru mga je
OBO peJlalyja eKBUBAJIEHIje U Ja Cy Kjace HajBehm y cMumciy
WHKJIY3Wje IoBe3aHn cKynoBu. /Jloka3aTu na cy Kjaace U 3aTBOPEHU
ckynoBu. Jla mu cy kiace 3aTBOPEHU CKYNOBU U Y CIIYYajy IIyTHE
MTOBE3aHOCTU !

Pememe:
Kako je cBaka Tauka IOBe3aH CKyI peJlaluja je pedeKCUBHA.
Jlako ce Buam ma je pejainuja ¥ CUMETPUYHA.

Axo je x ~ y moctoju nmoBe3an ckyn A Ttako ma z,y € A. Tarkobe
aKo Cy Y ~ z IOCTOjU! CKyII MoBe3aH B tako na y,z € B. Ha ocuoBy
Teopeme nBeruh kako cy A u B moBesanu ckynoBu m y € AN B
na ANB # () u ckyn AU B je nosesan te je x ~ z. Cuenu na je
penamuja ¥ TpPaH3UTUBHA.

OBuM je mOKa3aHO Oa je ~ pejaluja eKBUBAJIEHIUje U KJIACY €eJI-
eMmenTa x hemo osmauasartu ca C.

[IpernocraBumo ma mocToju moBe3an ckyn A Tako ma je A D C, .
Tana nmocroju y € A\ C,. Kako cy y,x € A u A je nose3an ckyn
ciuenu ma Cy T ~ y IITO je KOHTpaIukiuja ca tuMme na y & C.
3akmpydyjeMo ma Cy KOMIIOHEHTE IMMOBE3aHOCTH 3aucTa HajBehwu
IIOBE3aHU CKYIOBU y CMUCJIY WHKJIY3Hje€.

Komnonenra mosesanoctu C, je moBe3aH CKYIl, a KAKO j& 3aTBO-
peme moBe3aHoOr cKyma mose3aH To je u C,. Kaxo je C, majsehu
nosesan ckyn mopa outu C, C C,, a OOpHYTa UHKIYy3Uja YBEK
Baxu te je C, = C,. Kaxo je C, jemnak cBom 3arBopemy C, cienn
Ia je 3aTBOPEH CKYII.
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Y caydajy myTHE IOBE3aHOCTU KOMIIOHEHTE He MOPajy OMTU 3aTBO-
peru ckynoBu. MokeMO y3eTH IpUMep TOIOJIOMKE CUHYCOUIE:

{(z,sinz) | 0 <z <1} U{0} x [-1,1] C R

[TosuaTo je ma je 0BO moOBe3aH CKYI KOjU HUje IIyTHO MOBe3aH. AKO
01 KOMIIOHEHTE Iy THE TOBE3aHOCTU OUIN 3aTBOPEHU CKYIIOBU, OHE
OU KaKoO Cy jemHa APYroj KOMIIJIEMEHTU Oujie U OTBOPEHU CKYIIOBU
u IpoCTOp Ou O6MO yHUMja OBa HEmpa3Ha OTBOPEHO3AaTBOPEHA CKYIa
ma He Ou OMO MOBE3aH.

. Axo je (X, d) moBesan merpuuku npoctop a,b € X, a # b u ako je
[aTO HeNmpeKuAHO mpeciukaBame f : X — R mokasaru ma mocToju
v € X maxso ma je 2(f(x))* = (f(a))” + (f(b))".

Pemene:

Hepunnmuymo GyHKIUjY:

p: X =R p(z)=(f(z)).

OBako mepUHMCAHO TMPECIUKABAKE j€ HEMPEKUIHO KaO KOMIIO3U-
ja HEMPEKUIHUX.

Kako je X moBe3aH mpoCTOp HEroBa HENPEKUIHA CIAUKA MOpPa
OuT;u mOBE3aH CKYyM, a jJeIUHU MOoBe3aHu CKymnmoBu y R cy mHTEP-
Basii, na je f(X) murepnadr.

Bes ryburka ommroctu Heka je ¢(a) < p(b). Tana je:

[p(a), p(D)] € p(X)

ma Mopa mocrojatu ¥ € X TakBO na je:

olz) = pla) +o(b)

3akmpydyjeMo ma je:

mTo je u Tpebasio JoKa3aTu.
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10. Ako je (X, d) nosesan merpuuku npoctop u M, N C X rako na je
X=MUN MN #0

diam M + diam N < diam X
noka3aTu fa X HUje MOBe3aH.
Pememe:

Kako yBek Baku ma je:
diam X < diam M + diam N + d(M, N)
13 MPETIOCTABKE 3aaaTaka MOKEMO 3aK/bYUUTU Oa je
d(M,N)=§>0, MNN=40.

3a mpossosmuo © € M xyraa B(z,d)NN = () ma je ckyn M oTBOpeH.
Amnasioruo u ckyn N je orBopen. Ila kako cy ckymoBu M u N
OTBOPEHO 3aTBOPEHU, MUC]YHKTHU, HEIPA3HU U [1ajy II€0 IPOCTOD,
npocTtop X HUje MOBE3aH.

11. Har je merpuuru npoctop (X, d) ca 6apem nsa enemenra. ledu-
HummMo npeciukasame f: X — R ca f(x) =d(x, X \ {z}).

(a) IlorazaTtu ma je f HEIPEKUITHO;

(6) Ako je mpocrtop mosesan nokazatu na je f = 0.

Pememe:

(a) IIpumerumo ma 3a mpom3BOJBHE T,y € X Bajke HejeTHAKOCTU:

0< flz) =d(z, X\ {z}) = zei?\f{x} d(z,2) < d(z,y)

0< fly) =dly, X \{y}) = Zegl\f{y}d(% z) <d(z,y)

YUjuM OIy3UMarkeM 1o0ujaMo aa je:

|f(x) = f(y)| < d(x,y)

na je GyHKIUja [ HeIpeKkuaHa y TadKy T, & Kako je m360p
Tavyke OMO TPOM3BOJbAH HEIPEKUAHA je W Ha meaoM X.
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12.

13.

(6) IIpermocTaBUMO CympoOTHO ma MOCTOjU Ty € X TAKBO Oa je:
f(zo) = d(xo, X \ {zo}) =0 > 0.
Tana MOEEMO NeGUHUCATUA CKYTIOBE
X1 ={z0}

XQZX\{CEO}

OBu CKymOBU Cy HENpPa3HU, MUC]YHKTHU U Aajy MEO TPOCTOP.
Tarkobe cy oTBopeHU 3aTBOpEHU, jep CY HA MO3UTUBHOM PAacC-
TOjamy, YnMe Najy AMCKOHEKCHU]Y MMOBE3aHOT MPOCTOPA IITO
jé KOHTPaAUKIIN]a.

Aro X; u X, mpaBe mMCKOHEKCHUjy MeTpudkor npocropa (X, d) u
ako je A C X rtakaB na je ANX; #0 u AN X, # 0 nokaszaru na
A uuje moBesaH.

Pememne:

IlepumunmumMo CKymoBe
Al - A N X1

A2 = A N XQ.
Ilo ycnoBy 3amaTka OBU CKyIIOBU Ce HENMPA3HU U HUXOBA je YHUja

meo crym A.

Tarkobe cy mmcjyHKTHU, jep CYy MOJACKYNOBU IBA PA3JIUUUTA JUC-
JYHKTHaA CKyIIa.

Axo m3zabepemo mpoum3BOBHO T € A oHO je m y X; ma Kako je
X, € T nocroju ryraa B(z,d) C Xj.

N3 Tora mro je XN Ay = () 3axmyuyjemo na je u B(x,0)N Ay = ()
ma je A; orBopen y A.

Amnasorao je u Ay orBopen. VM3 oBora ce MoOke 3aKLYUUTH 14 je
A HemoBe3aH CKYTI.

Axo je (X,d) mosesan merpuuku npoctop u a,b € X, a # b
nokazatu na 3a #Henperunny ¢yurnujy f: X — R moctoju x € X
TaKO 13 BaYKU jeTHAKOCT:

sin(f(b))—sin(f(a)) = (f(b)—f(a)) COS(f(a))—%(f(b)—f(a))QSin(f(fr))'
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Pemene:

Tejmopos nonuaOM ca ocraTtkoM y JlarpamxoBoMm oONIVKY GyHKIje
sint y OKOJIMHU TadvKe (@ je:

1
sint =sina + (t — o) cosa — §(t —a)?siné

3a HeKO £ € (t,«).O3nauuBmm f(b) =t u f(a) = a mobujamo:

1

sin f(b) = sin f(a) + (f(b) = f(a)) cos f(a) = 5(f(b) = f(a))’sin&.

Moskemo yseru na je f(a) < f(b).

Kako je & € [f(a), f(b)] a mpoctop X moBe3an Mopa mocrtojaru
x € X TakBo na je f(z) = ¢. OBum je nokazano tepbheme 3amarka.

14. Hexka je (X,d) merpuuku npoctop u A C X.

(a) Ako je C' C X moBe3aH CKyI, JOKA3aTU Ia BaKUA TAYHO jeIHA
ol peianmja

CCintA CC(X\A4) C'N oA #.

(6) Hera je f:[0,1] - X menperkunna ¢pyurnuja, f(0) € A, f(1) €
X \ A. Iloraszaru ma mocroju t € [0,1] Tako ma je f(t) € 0A.

Pemene:

(a) IIpernmocraBumo cymporaHo nma je C' moBe3aH CKyI KOJU He
3a710BOJbaBa HU jJeIHY O HATUX CKYIOBHUX peJjalyja.

IlepuHUIIIMO CKYyTIOBE:
C;=Cnint A

Cy=CnN(X\A.

Tpusujanno je ma je:
C=CUCs.

3 Tora mTo je int AN (X \ A) =0 cremn ma je u:
CiNCy=0.

Bramo ma je X =int AUJAU (X \ A).
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Kako je CNOA =0 u C ¢ int A 3mamo na C, Huje mpasan
CKYII.

Amnasorso xaxo C ¢ (X \ A) mu cxyn C) muje mpasam.
Crynosu int A u (X \ A) cy orBoperu y X Ha Cy OTBODCHE 1
y C.

OBuM cMmoO mokazanu na ce ckyn (' MOke IPEeACTABUTU Kao

VHU]a OBa ANC]YHKTHA HeOIpa3Ha OTBOPEHO3ATBOPEHA CKYIa
IMTO je KOHTPAAUKIUja ca TUM A4 je IIOBE3aH.

WNurepsau [0, 1] je moBesaH CKym, Ia je U BHEroBa HEIPEKUIHA
cauka noBe3aH ckyn. O3Haummo ca:

fo,1)=C={zeX |z=f(t), te[01]}.

Kaxko je f(0) € A mopa 6uru f(0) € int A wnm f(0) € 0A. Y
IPYTOM CJydYajy je 3aJaTak 3aBpIIEH [a IPeINOCTaBUMO 14
Bazxu npso. Tama je C ¢ (X \ A).

Ucro tako xako je f(1) € (X \ A) mopa Bawut unu f(1) €
O(X\ A) = 0A mma f(1) € int(X \ A). Y mpBom cayuaajy je
UCIYHEH yCJIOB 3aJaTKa, Ha NeMO HPeIIOCTaBUTU Ia BarKW
npyru cay4aj u taga C' ¢ int A.

Cana ce MOKEMO IIO3BATU HA IIPBU J€0 3aMATKA U KAKO HUCY
UCIyH-€He TIpBe nBe penanuje u ckyn C' je moBe3an Mopa ouTu

CNIA # () na nocroju x = f(t) € OA.

15. Ako je (X,d) mosesan merpuuku mpoctop u a,b € X, mokasaru
na 3a Henperunnny ¢yuruujy f: X — R nmocroju x € X TakBo na
BaKU:

D (F@) (fo) ™" =8(f(x))".

k=0

Pemene:

Axko je f(a) = f(b) TBpheme TpuBHMjaIHO BaKU.

Heka je, 6e3 ryburka ommroctu f(b) > f(a). IIpumernmo na je:

7
k=

0

D (@) (F@)F = FO) + f(@)f(0)° + -+ f(a)° F(0) + f() =




16.

_fb) (e
f(0) = f(a)
dyurnuja [ je HempermmHA, Ma je CIAUKA MOBE3aHOT IPOCTOPA
IOBE3aH, OJHOCHO MHTEpBaJ /.
3a QyHRIAjY:

o: I =R ox)=2"

JIAKO BUAVIMO Ja UCIyHaBa yciioBe Jlarpan:xoBe TeopeMe Ha CKYILY

[f(a), f(b)] € I, ma mocroju & € [f(a), f(b)] Taxo ma je:

A=l 19 = s

Kako ce ¢ wmanaszm y caunu mpeciaukaBama [ MoOpa MOCTOjaTu
tauka r € X rmako ma je f(r) = £ umme je moraszaHo TBpDheme
3a1aTKA.

Heka je (X,d) mosesan merpuuru mpoctop u a,b € X, a # b.
Heduannmmvo npecnukasame [ : X — Rca f(z) = |d(z,a) — d(z,b)|.
(a) Hokaszatu na je f memperummHo Ha X ;

(6) Tocroju £ € X Tako nma je f(&) =0;

(B) Hoxkazaru ma je Im(f)=[0,d(a,b)].

Pememe:

(a) Huje Temko yTBpauTu na je pacTojame O TaYKe HEIIPEKU IHO
npeciVKaBame, Ta je W NPeCIUKaBame [ HEeMpPEeKUIHO Kao
KOMITO3UIja HEMPEKUIHUX IPECIUKaBama.

(6) Mopa nocrojaru Tauka 3a kKojy Baxku na je d(r,a) = d(x,b) na
camuM tuM u f(z) = 0. Y cymporHoM 6u ce ckym X MOrao
NpPEeACTABUTU KAO YHUja ABA HENPa3Ha OTBOPEHO3ATBOPEHA
CKyTmia:

Xi={z e X | dz,a)>d(z,b)}
Xo={z e X | dx,a)<d(z,b)}
IITO je KOHTPAAWKIUja ca TUM na je X TOBe3aH.

(B) 3a mpousBosbHO = € X BaKu :
d(l’, CL) - d(.I, b) < d(a7 b>7

d(xz,b) —d(z,a) < d(a,b).
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17.

18.

19.

W3 oBe mBe HejemHakoCTU n00MjaMO:
[IpumeTumo na je:

fla) = f(b) = d(a,b).

Kaxko je X moBe3aH u meroBa ciamka MOpa OUTHU MOBE3aH CKYII,
OMHOCHO MHTEepBaJ. V3 mNperxomHOr MOKEMO 3aKbYUUTH 1A
je:
Im(f) = [0, d(a,b)].
Heka je f: I — R menpexkunno npeciukaBame, Tae je I naHTepBadI.
Hoxrasatu na je ckyn I' = {(z, f(z)) | # € I} nosesan.
Pememe:

Axko mocMaTpaMo IpeCcInKaBame:

fiI=R f(z)=(z, f(2))

HUje TEIKO YTBPIOWUTHU Ma je Hempekuano. Hawmme mo mpBOj KOOp-
AUHATU j€ UAEHTUTETA, a MO APYILOj je HEeIpPEeKUITHO [ u3 ycaoBa
3a1aTKa, a je HEMPEKUIHO jep je HEIPEKUTHO MO KOOPAUHATAMA.

Kako je mHTepBas [ moBe3aH CKyN HEroBa HENPEKUIHA CIUKA
Mopa OuTm moBe3aH ckyn Te je I' moBesas.

Hokazatu na je moBesan Merpuuku npoctop (X, d) ca 6apem nse
TavKe HempeOpojuB.

Pememe:

Heka je a € X mpomsBo/bHA Tauka U Je(PUHUIINMO NIPEIUKABAHKE
f: X = Rca f(x) =d(x,a). OBO npeciukaBame je HEIPEKUIHO, a
KaKO MOCTOje IBe pa3UuvnTe TauyKe CJIUKA IIpecInKaBama he Outu
HETpUBUjaJaH UHTEPBaJ, KOju je HempebpojuB. Kako mpoctop

X mopa mMmaTtu Behy KapAWHAJHOCT O CJIUKE W OH MOpa OuTum
HenpeOpojuB.

Axko cy A u B nonckynosu merpuuror npocropa (X, d), A nosesan
u Basku na je A C B C A rana je u B moBesan CKyTI.
Pememe:

[IpernocTaBuMo cynpoTtHO na B Huje moBe3aH ckym. Tama moc-
Toju HenperuaHa cypjexnuja f : B — {0,1}. Kako je A mosesan
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20.

21.

CKyIl MOpa OuTU ma je mpecaukaBame [ Ha CKymy A KOHCTAHTHO.
Be3 ryburka ommrocTtu perumo na je 3a csako ¢ € A f(z) = 0.
Kao je f cypjekruBro Ha B mocroju y € B C A TakBo ma je
f(y) = 1. U3 rora mro je f(y) =1 caenn na y Huje y A, u Kako
je y A mopa nocrojaru mu3 {z,},.y C A Takas na je nh—>Holo T =Y.

N3 oBora mobujamMo KOHTPAIUKIIUA]Y jep BaKuU:

0= lim f(x,) = f(lim z,) = f(y) = 1

n—oo

IlokazaTtu ma jemuHWYHA KyTJia y MOBE3aHOM MPOCTOPY HE MOpa
OUTU TTOBE3aH CKYII.

Pememe:

Heka je mpoctop:
X=R*\{(z,y) eR* | z=0, y >0}

ca yobuyajeHOM MEeTPUKOM. Y OUuMO KyTJIy:

o-((3a)).

OBa kyrJia HHUje MOBE3aH CKYI jep MMaMO AUCKOHEKCU]Y
By =Bn{(z,y) eR* | 2> 0},
By =BnN{(z,y) eR* | z <0}.

Iokazatu na axko cy ckymnoBu A;,i € [ u B myTHO IOBE3aHU U 33

cBako i Baxku ma je BN A; # () ouma je u cxkyn Bl |J A; myTHO
i€l

[IOBE3aH.

Pememe:

N3zabepumo nse npomssosHe tauke x,y € BJ|J Ai. Aro mocroju
iel

1 TaKo ma cy r,y € A; Kako je A; MyTHO MOBE3aH CJeIU Ia IMOCTOjU

IIyT KOju MOBE3yje T U Yy, U CIUYHO aKO Cy =,y € B.

Heka je © € A; a y € B. W3 Tora mTo je A; N B # () mocroju
z € A;NB. Cryn A; je myTHO TOBe3aH Ia MOCTOJU HYT 71 KOju
moBe3yje r U z, a Takohe B je mMyTHO MOBe3aH IMa MOCTOJU YT 7o
koju moBe3yje z u y. Cama MOkeMO KOHCTpyuUcaTu ciaenehu myT:

1<2t)7
() = { ’72?215 — 1),
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22.

Ha ocuoBy Tora mto je v1(1) = 7(0) = z oBaj myT je HENpeKUIAH.
Bate[0,3] myrjey A;, asate (i 1] nyr jey B, ma cmo Ha
0Baj HAUYWH KOHCTPYUCAJU IMyT KOju moBe3yje r uy 'y B U A;.

Heka je cama z € A;, a y € A;. W3 ycnoBa 3amaTka mocroje
2€A,NBuuc BNA;j, Kao 1 myTeBU 7, KOjU HMOBE3Yje T U 2, V2
KOjU TIOBe3yje z U U, Ka0 U 73 KOju 1moBe3yje u u y. KoHcTpyuriemo
oyT:

71 (3t), ogtgé
()= 2Bt—1), $<t<2
(3t —2), £<t<1

N3 Tora mro je v1(1) = 12(0) = z u 2(1) = 73(0) = u moskemoO 3a-
KJbYUUTH I je 7y Henpekunan. Takobe Basku na je y(0) = (0) =
u (1) =v3(l) =y u oyT je y marom mpocTopy ma CMO MPOHAILIA
IIyT KOjU IIOBE3yje T U .

Kako cMo 3a mpou3Bosban m300p Tavyaka MPOHAIIN IYT KOjU UX
MMOBe3yje MPOCTOP je MYyTHO IMOBE3aH.

ITokaszatn aa je npocrop X = {(0,0)} U {(z,y) € R? | 0 <y < 2?},
ca eYKJIUICKOM METPUKOM, IIyTHO IOBE3aH, a HUje IMOJUTOHAJHO
noBe3aH. (CKyIl je HOJUTIOHAJHO TOBE3aH aKO 34 CBAKE IBE TAUKE
13 CKyIla IOCTOjU MY T OJ KOHAYHOT Opoja IysKU KOjU UX TMOBe3yje. )

Pememe:

Hokazahiemo ma mpousBosbHY Tadry (z,y) € X MOKEMO CHOjUTH
nyreMm ca taukoM (0,0) koja je takobe y X, ma u3 tora caemu na
je IpoCTOp MYyTHO MOBE3aH.

Heka je (z,y) € X taksa na je x > 0.

t ot
t)=1\(=, = ).
Y1 (1) (2 8)
Kako 3a cBako t € (0, 1] Baku na je % < (%)2 MOZKEMO 3aKJbYUYUTU
na je 3a cBako t y(t) € X m HamIM CMO IyT KOJU CIaja TAdKy
11

(0,0) ca raurom (3,3).

Kako Taury (z,y) MO¥keMO ca qBe IysKM JIAKO CIOJUTU Ca TAYKOM
11 . 1 )
( —) nobujamo 3a r > 5 TyT:

YouuMoO TPBO IyT:

278
3t 27t3 1
(57T 0st<3
W= Q- +te,l) Lt<t<?
(2, 51—t)+ty) ,5<t<1



Amnamoruo 3a r < % “UMaMO Iy T:

(3.2 ES

= 11 1 2
7(#) (3501 =1) +ty) jSt<3
GA—t)+ta, g1 —t)+ty) ,F<t<1

VcTtu mocTynak MOKEMO HPUMEHUTH U 3a Tadke u3 ckyna X 3a
koje je z < 0 rako mro hemo npso tauky (0,0) cmojuty ca TauKOM

Eip— 3
m(t) = (—%, %) :

Ha ocHOBY mpeTxomHor BUANMO Oa CBAKy TAUKY CKyma X MOKEMO
cnojuty myteMm ca tadkoM (0,0) ma je mpoCcTOp IIyTHO IOBE3aH.

[IpermocTaBuMO ma je MPOCTOP M MOJIMTOHAJHO MOBE3aH. Y TOM
cayuajy mocTtoju my:k koja cmaja taury (0,0) u Tauky (xg, kzg),
k > 0 xoja je y mpoctopy X. Ha ocHoBy oBOra MopaJso Ou
BaskMTH 1a je kx < 2%, omEocHOo kK < 7 3a CBakO I TaKo mda je
0 <z < z9. Mebhyrum mHEje Moryhe mahu oBakBO k, ma m3 Tora
3akmyuyjemo na muje moryhe cmojutu tauky (0,0) HEeKOM IysKu
ca APYroM TAYKOM TpocTopa X, Te MPOCTOP HUje HMOJIUTOHAIHO
IIOBE3aH.
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CgBe u cBailira

. Har je ckyn A C C[0, 1] koju canp:xu cBe pyHkmje obauka f,(t) =
at+1—a, rme je 0 < a < 2. Onpemurtu mujamerap cryma A,
a 3aTUM WCIUTATU HETOBY KOMILIETHOCT WM KOMIAKTHOCT, aKO je

merpuka Ha C]0, 1] 3amara ca d(f,g) = max |f(t) —g(t)].

Pememe:

Kako je 3a mpousBosmno «, ( € (0,2] Bawku:

d(fa, fo) = max |fa(t) — f5(t)] = maxjat +1—a - ft —1+ 5| =

0<t<1
— — D <la=8l<
max |(a =)t — 1] <o —p| <2

MOYKEMO 3aKJbYUUTH Oa je:
diam A < 2.

Youumo cana uu3 f1(t) 1 mocMaTpajMo HBEroBy yIa/beHOCT OX fo:

d(f%qu) = max

0<t<1

f10 = £0) =

n

) —
n

—max |—t+1———2t—1+4+2
0<t<1|n n

= max
0<t<1

2-D)a-1

1 1
n

‘ 1
3a CBaKO M MOCTOjU WJIAH HU3A TAKO 14 je:

1

n

d(fi, f2) 22—
U U3 TOTA MOKEMO 3aKJBbYyUUTHU 14 je:
diam A > 2
OJMHOCHO HA OCHOBY IIPETXOIHOT:

diam A = 2.

[IpumeTrnmo na je:

A(£13) =

Ha ocuoBy oBora Bummmo na je vu3 fi1 Kommujes.
n

1 1‘ 1
S S< o
n n
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Y mpocropy C0, 1] Basku na je pacrojame 4iaHOBA HU3A 10 (OyHKIMje
g(t) = 1:

1 1
A(f2.0) = pmax [ 11— (0] = o 5”1‘5‘1' =
1 1
= max |—(t — 1)‘ = —
0<t<1|m n
ma, MOKEMO 3aKJbYyUYUTHU 14 je:
D lr =9

Mebytum ¢yurumja ¢ me npunana ckymy A. Hawmme axko 6u 3a
HEKO (v Ba)KWUJIO na je f, = g mobuau ducMmo:

at+1—-—a=1
a 13 oBora cieny na je o = () mTo je y KOHTPAAUKIMU Ca yCIOBUMA

3aJaTKa.

Kako je mumec y METPUYKOM NIPOCTOPY jeIVWHCTBEH, a (YHKIUja
g He mpunana ckyny A 3akmyuyjemMo nma Hu3 fi muBeprupa y A.
[Iponamau cmo KomujeB HU3 KOju KOHBeprMpg ma ckyn A Huje
KOMIIJIETAH.

Ha ocmOBYy mperxomHor pasMaTpama HyJa (QUHKIUja je Tadka
HaroMmiaBama Ckymna A a He Hajga3u ce y meMmy ma ckyn A Huje
3aTBOpEH, IIa CAMUM TUM HUje HU KOMIIAKTaH.

. Har je merpuukn npocrop (X,d) n Hempekunzasa cypjeknuja f :
X — N, rme je ma N 3anara eyraunacka merpuka. Vcnuratu na
au X Mo:ke OuTu moBes3aH MeTpuduku mpoctop. [la am X moike
OUTU KOMIIAKTAH METPUUYKUA MPOCTOP?!

Pememe:

IlepmHUIIIMO TPECIUKABAKE:

¢:N—={0,1} go(n)—{(lj Z;}

Huje Temko BumeTw ma je OBO MpeciWKaBame HEMPEKUIHO, Ma je
HEMPEKUIHO U MPECIUKABAE:

pof: X —{0,1}.
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Kako cy f m ¢ CypjeKTMBHM U HBUXOBa KOMIO3UIUja je Takobhe
cypjexktuBHa. Jlobunm cMO HEMPEKUIHY CYPjeKIUjy M3 MPOCTOPA
X y cryn {0,1}, ma X He Moke OUTH mOBE3aH IIPOCTOP.

[IpernocTaBuMo na je X KOMIAKTAH.

N3zabepumo mpousBobaH OTBOPEH NpeKpuBad ckymna N:

JU.2N U, eT.

a€A
3HaMoO fa je f HempeKuIHO IpPecIUKaBame Ia 33 CBAKO ( BasKW
na je f~1(U,) € T na u wmuxosa yauja |J f~!(U,) € T. Oaro

acA
cMO MOOMIM OTBOPEH MOKPUBAU MpocTopa X:

Urw,)ox

acA

KOju 300T KOMIIAKTHOCTU MOPa MMATU KOHAYAH MOTIOKPUBAY:

U f(Us) 2 X, A romauan.
acA

3axBasyjyhu CypjeKTUBHOCTU IpeEC/JIUKaBama [ mMaMo ma je:

Flrfyrion ) | =UJv.aN
acA acA

KOHAYaH OTBOPEH MOTHOKpuUBaY ckyna N. Kako cMo 3 mpou3BOJbHOT
OTBOPEHOI MOKpUBaYa JOOMIM KOHAUYAH IOTIOKPUBAY CJIeqUIO O
na je N kommakras mro HapaBHO HUje Tauno. Ciemu ma ckym X
He MO:ke OUTU KOMIIAKTaH.

. Vlcnuraru orpannyeHoCT, MOBE3AHOCT M KOMIAKTHOCT CKyna A =
{feClo,1] | f(t) =at+b, a,be[0,1]}, ako je merpura na C[0, 1]
samara ca d(f,g) = max |f(t) —g(t)].

Pememe:

YOounuMoO TpecInKaBame:
¢ :R* = C[0,1] o(z,y) =at+y

rae ce y R? mnoapasymeBa eyKIUICKa METPUKA.
y pasy y p
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[IpumeTnmo na je:

d(p(x1,9), p(T2,12)) = nax |z1t + Y1 — ot — yo| <

<zr =22+ y1 — yo| <z — za| 4+ [y1 — vo| < d((z1,91), (22, 92))
Ia je IMpecilnKaBame ( HEIPEKUIHO.

Crym [0, 1)? je noBezan u komnakTan y R? ca eyKIMICKOM METPUKOM,
a U HEeroBa HEeIPEKUIHA CIUKA MOpa OUTHU MOBE3aH U KOMIIAKTAH
ckyn. Ha ocHoBy oBora je ckym A moBe3aH u KOMIOAakTaH. Kako
je A KOMIAaKTaH CKyIl MOpa OUTU M OrPAHUYEH.

Axo je nar mosesan merpuuku npoctop (X,d) ca Gapem mBe pa-
3numumTe Tadke gokasarty ga X \ {a} Huje KoMmakTaH 3a IPOU3BO-
JbaH m30op tauke a € X. /[la gu tBpbheme Baxkum y caydajy mna
MPOCTOP HUje MOBEe3aH?!

Pemene:

Kaxko je mpocrop X mosesan 3a cako € > 0 mocroju = € B (a,¢) \
{a}. Y cymporHOM MO}KeEMO nepuHMCATU CKYIOBE:

X1:X\{CL} XQZ{CL}.

CkymoBu X; 1 Xy Cy OuurienHo HEMPA3HU AUCjYHKTHU U BHUXOBA
je yuuja meo npoctop. Tarkobe Huje Temko mpoBeputu ma cy oba
CKylla W OTBOPEHa IMa Oajy AWCKOHEKCU]y IOBE3aHOT IMPOCTOPa
IITO JOBOAW O KOHTPAIUKIIK]E.

Ha ocHOBY mpeTX0IHOT MO&EMO (OPMUPATU HU3 {Ty, ),y 32 UHje
4JIaHOBE BarKU:

x| € B(a, 1)

1
xy €B (a, 5)

1
r3 € B (a, §>

3a cBako € > () mocToju Ny TAKO Oa je 3a CBAKO 1 > Ny, % <e¢g, maje
u x, € B(a,e). MoxkeMO 3aKbYUNTH Ja HU3 T;, KOHBEPIUPA TAUKU
a. OBaj Hu3 He MOke uMaTu KouBeprenras nonuus y X \{a}. Kaxro
CMO IPOHAILIN HU3 KOJU HEMA KOHBEPI'eHTAH [0 IHU3 3aKJbY Iy ]eMO
na X \ {a} HUje KOMIakTaH.
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Y cayuajy ma mpoctop X HUje mOoBe3aH TBpheme He MOpa BaKUTH.
Y 3MuMo 3a mpumep:

X =1[0,1]U {3}
ca eyrJIuACKOM MeTpuroM. Ouuriemno je:
XA {3 =1[0.1]

KOMIIaKTaH, YAME CMO IIOKa3aJI HEOIXOAHOCT IIOBE3aHOCTUA Y (Op-
MyJanuju TBpbhema.

. Axo je x € C|0, 1] ca meTpuroMm 3anarom ca d(x,y) = max lx(t) — y(t)]
VCIUTATU KOHBEPTeHNn]y Hu3a GyHKRuuja T, (t) = x <t1+%>.
Pememe:

YounMo noMohHY ¢QyHKIU]jY:

g(t) =t —t.

Ouurnenno je:
9(0) = g(1) = 0.

dyurnmja g je mudepeHnujadbuIIHA Ta MOKEMO MOTPAKUTU M3BOI

oBe (DyHKIUje:
1
J(t) = (1 + —) tn —1
n

g’(t):0<:>t:< n )n

n+1

) () )

- ‘e(1+%)log(ﬁ1) - 1’,

mna je:

MoskeMo 3aKkBYyIUTH 18 je:

pasor=b((52))] -
(ni1>1+i !

Huje Temko mpoBepuTm na mociaenmU U3pa3 TEXRUA HYIU KA N
TeXRN DECKOHAYHOCTH, I1a MOYKEMO 3aKJbYUUTH 18 ITOCTOJU N TAKO

. 1
Ia 3a CBaKO N > ng BAXKU 1Oa je ‘tHn —t‘ < 0 3a TpoOU3BOJHAH

u36op d >0 u t € [0,1]. Ca mapyre cTrpane z je HEUIpeKUIHA, A U
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PaBHOMEPHO HENIPpEKUIHa Ha KOMIaKTHOM CRYIIY T€ 3a IIPO3BOJbaH
1 1
tra — t’ <6, z(t'TR) —x(t) <e.

n36op € > 0 Baxku ma je 3a

Ha ocHOBY mpeTxomHOT MOKEMO 3aK/bYydUTHU 1A je:

lim x,(t) = z(t).

n—-+4o0o

. Axo je f:S' — R menperumsa ¢yHEIUja JOKa3aTU Aa MOCTOJU
z € S! Takso ma je f(x) = f(—x).

Pemene:

Cryn S! je koMnakTaH, a HempeKUIHA (GYHKIUja [ Ha HeMy T0C-
TIKEe MaKCUMyM M MUHUMYM y HEKMM TadkaMma i, T € Si.

Axko je f(x1) = f(z2) dyHEIUIja je KOHCTaHTHA U TBpDHEme BaKuU.
Axko 0BO HUje ciaydaj MOKEeMO He(UHUCATU (YHKIN]Y:

p:S' =R @)= f(z) - f(-2)

KOja je OYUrJIenHO HEIPEKUIHA.

Y Tayku r; je MaKCUMyM Ia je:

flx1) = f(=21) >0

a y Ta4YKU T9 MUHVMMYM T€ BaiKHU:

f(z2) — f(=x2) <0.

Cryn S! je moBesan ma je merosa HENpEKUIHA CJIMKA MTOBE3aH,
OMHOCHO MHTEPBAJI. TaJ MHTEPBaJ CadpPiKM IMO3UTUBAH U HEraTu-
BaH OpOj ma Mopa caap:KaTu HYJIy, OOHOCHO MOCTOjU T TAaKO Oa
je:

p(z) =0= f(z) = f(-2).
. llokazaTm ma ako je CBaka jeIUMHUYHA KyTrJa KOMIIAKTAH CKYII 4
je TpOoCTOp KOMILJIETAH.
Pememe:

N3abepumo npomssoman Komwujes mus {z,},.y u € > 0. Hus je
Komujes na Basku:

Vn >ng  d(zn, Th) <

N ™M
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OHOCHO:
Vn>ng x, € B(zp,,1).

JenuHuyHa Kyriia je KOMIIAKTaH OIPOTOD M3 NPETIOCTAaBKe IIa HU3

T, MMa KOHBEDPIeHTaH IONHU3 T, — T, IIa je 3a TOBOJLHO BEIUKO
g

k d(z,,,z) < 5.

Cnemu ma je 3a MOBOJHHO BEJIUKO N

d(zp, z) < d(Tn, Tp,) + d(xg,,z) <€

0omHOCHO HU3 KOHBeprupa. [lokazanu cMo ma nmpousBosban Kormum-
jeB HU3 KOHBEPTHUpa, Ma MPOCTOP jeCTe KOMILJIETAH.

. Hexka je mat merpuuku npoctop (X, d) u 3arBopenu ckynosu A, B C
X takBu ma je ANB = 0.

(a) okaszaTu ga mOCTOjU HeNpeKuIHO npeciankaBame f: X — R
raxo ma je A= f1({0}), a B = £~ ({1}).

(6) Iorazaru ma nocroje U,V € T raksu na je:

ACU BCV UNV =40.
Pemene:

(a) lepuHUIIEMO IpECIUKABAbE:

d(z, A)

frX =R @) = e T aw B)

KOje je HEeIpPEeKUIHO Kao KOMIO3UIMja Hempekumnux. Huje
TEIIKO BUIETH Ja je uMeHuaal Behu on Opojuona, na gyHKIIja
f moxke yseru BpemHocTu camo u3 ckyma [0, 1].

Ckyn A je 3aTBODEH IIa Cy HA PACTOjalmy HyJa O HEera CaMmo
HETOBE TauKe, Te je:

d(z, A)

= A.
d(z,A) + d(z, B) Ve=we

f(z) =0

Tarobe u3 3aTBOpeHOCTU CKymna B Baku:

d(xz, A)
d(z,A) + d(z, B)

flz) =1+ =1l<=z€B.
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(6) 3a mpeciukaBame [ neGUHUCAHO y IPBOM HEJy Pellena 3a/1a-
JMO CKyTIOBE:

v-r(0p) v=rt(ga).

Crymnosu |0, %) u (%, 1] cy orBopenu y mpocrtopy [0, 1], na cy u
ckynosu U,V takobe orBopenu. Kako je f(A) =0 cnenu na
je ACU, a raro je f(B)=1 umamo na je B C V. Ckynosu
UwnuV cy uz nedpuHunmje OUCjyHKTHU ITa CMO IOKA3aJU TBP-

beme 3amarTka.

9. 3a cBarku ckyn A C N medpurumemo ¢pyuarumjy fa : N — R TaxBy
na je:
1 ,x€A

fA(x)—{ 0 ,z¢A.

3a cBaka mBa ckyna A, B C N me¢umuumemMo mpecinkaBame:

d(A,B) =" |fa(n) — fe(n)|-27".

(a) IlorasaTu ma je mpeciaukaBame d 10OpO HePUHUCAHO HA CKYILY

P(N) x P(N);
(6) ITokazaru na je (P(N),d) merpuukn npocrTop;

(B) Hegurnmumo mms ckynosa ca A, = {k € N | k > n},n €
N. Mcnuratm KOHBepreHnujy oBako Ne(GUHUCAHOT HU3A U Y
ciIy4yajy Oa OH KOHBEPIHpPa OOPENUTU I'PDAHUYHY BPEITHOCT.

Pememne:

(a) Kako 3a mpowusBossHe monckynose A u B ckyna mpupomHux
OpojeBa Bajku na je:

[fa(n) = fa(n)-27" < 27"

a 3HaMO Ja peJ] ca ONITUM YJaHOM 2~ " KOHBeprupa 3a-
KJbYy4dyjeMO na IO IOpenbeHOM KPUTEPUjyMy 3a IO3UTHBHE
peloBe naTy pel KOHBEpPrupa, Ia je mpeciukaBame d 100po
ne(GUHUCAHO.
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(6)

Pen ca mo3utuBHUM umaHOBMMA MOpPa KOHBEPTUPATHU Ka MO3-
UTUBHOM OpOJjy Tla KOJOMEeH mpeciukaBama d jecte [0, 4+00).

Axo je d(A,B) = 0 mopajy CBU 4JIaHOBU pela OWTH HyJa,

OTHOCHO:
VneN  fa(n) = fg(n)

ma jeu A= B.

CuMeTpUYHOCT cienu m3:

d(A,B) = |fa(n) = fa(n)|-27" =

=S ) — falm)]- 27 = d(B. A)
Kaxo Basku HejZILIHaKOCT TPOYTIIA 3a IPUpOHE GpOjene:
Fa(n) = fa(n)| + 1 fan) — fo(n)] =
> |faln) = fa(n) + fa(n) = fo(m)| = |fa(n) — fe(n)]

1 MHOKEHmEM ca 27" M CyMUpameM Ce HejeTHAKOCT OUuyBaBa
nooujamo:

> Ifa(n) = fem)[ 27"+ > |fs(n) = fo(n)| - 27" >

+oo
> |fan) = fe(n)]-27"
n=1
OMHOCHO HEjeTHAKOCT TPOyTIJa:
d(A,B)+d(B,C) > d(A,C).

OsBuMm je morazano na d jecTe METPUKA.
+00
Kako pen Y 27" kouBeprupa 3a cBako € > () mOCTOju ng TAKO
n=1
—+00
na je Yo 27" <e.
n=ng
W3 oBora cienu ma maTu pen KOHBEPrupa Ka Ipa3HoM CKYIY,
jep 3a € > 0 mocToju ng Tako ma je 3a n > ng d(A,,0) <e.
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10. IlaTo je mpeciukaBame:
d:R*xR* - R
lzll+lyll
d _ e T #y
e ={ 3 7Y
a) Ilorazatu na je d METPUKA;
6) Omnucaru OTBOpEHE KyrJie:

B ((0,0,0),1) B((0,2,2),2);

B) Vcnuraru OTBOPEHOCT, 32TBOPEHOCT U IOBE3aHOCT CKyma A
3a1aTOT ca:

A={(z,y,2) eR® | 2=0,y=2,1<2<3}U{a e R’ | [|a]<1};
r) VICIMTATH HEMPEKMIHOCT MPECTHKABAIA:
[ (R d) = (R%e) f(z)==
g: (R%e) = (R*,d) g(z)==
rIe je ca e O3HAUECHA €YKIMICKA METPUKA.

Pemene:

(a) Kako je mopma yBerk HeneratmBaH Opoj d je mobpo medu-
HUCAHO TpeciukaBame y [0, 400).

AKo cy T u y pazauuure Tayke Oap jemHa HOpMa je pa3Jiu-
yuta on 0, ma je u d(x,y) > (0 omHOCHO cjenu HeIereHe-
PUCAHOCT.

CuMeTpUYHOCT U HEje IHAKOCT TPOYIrJa Cy OUMUIJIeAHU, ma d
3a1CcTa jecTe MEeTPUKA.

(6) Axo je xz € B((0,0,0),1) omuocuo d(zx, (0,0,0)) < 1 mopa Guru
na je || x ||< 2, ma je:

B((0,0,0),1) ={z eR*®| |z |<2}.
3a x € B((0,2,2),2) mopa Baxkutu ga je x = (0,2,2) uin

[z ][ +11(0,2,2) |
2

omrocHO || z ||< 4 — 2v/2, ma je:

<2

B((0,2,2),2) = {s e R | |z |<4-2v2}U{(0,2,2)}.
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(B) 3a cBako (z,y,z) # (0,0,0) younMo Kyray ca IMEHTPOM Y TOj
TaUYKM U MOJYyIPEYHUKA § = M Ha ocroBy nedunurnmje

MeTpuke d MOKEMO YOUUTHU 14 je:

B ((z,y,2),0) = {(z,y,2)}

Ha OCHOBY OBOT'a Cy CB€ Ta4Ke pa3/JU4YUTE O KOOPAMHATHOT
IIO4YEeTKa OTBOPEHMU CKYIIOBMU.

3a Tauky KOOOPAMHATHOT TOYETKA HUj€ TEIIKO IPOBEPUTHU 1A
Cy KyrJjie Koje je camp:ke yoOuuajeHe eyRJIUICKE KyrJe.
3akmpydyjeMo ma je ckym A OTBOpPEH Kao yHHja OTBOPEHUX
Ky TJIN.

Takobe je rommiemenT ckyma A OTBOpPEH CKyHm Kao yHUja
OTBOpEHUX, ma A mMopa OUTU U 3aTBOPEH.

Ckyn A mehe Outu; moBe3aH jep MOKEMO U3ABOJUTU TIPOUBOLHY
TAUKy Pa3JIUdUTy OX HyJe Koja he OUTU OTBOPEH CKYI, a
 OCTATaK Ne OCTAaTU OTBOPEH M TAaKO MOKEMO HAIPABUTHU
IOVCKOHEKCH]Y.

(r) Kako je ckyn A u3 mperxomHOr mesia 3aJaTKa OTBODEH Y
MeTpun d, a HUje y EYKIUICKO] METPUIM MOKEMO 3aKJbYy-
UMTU A MHBEP3HA CJIMKA OTBOPEHOr CKyIa IpPU IPECIUKa-
Bamy ¢ He MOpa OUTU OTBOPEH, I1a IPECIUKABAH¢ HUje HEIIPEKU IHO.

Ca gpyre cTpaHe CBaKU OTBOPEH CKYI Y €YKINICKO] METPUIA
j€ CKyIl Tayaka pa3jIuynTUX O HyJIe WU CAAPKN HEKY OKOJIUHY
HyJe, ma je orBopeH u y merpunu d. W3 oBora cimemu na f
jecTe HENPEKUIHO IIPECIVKABAILE.

A canm camo pan
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