
Metriqki prostori



1 Uvod

Definicija 1. Neka je dat skup X, preslikava�e d : X×X → [0,+∞)
i osobine preslikava�a:

1. d(x, y) = 0⇔ x = y (nedegenerisanost);

1.' x = y ⇒ d(x, y) = 0;

2. d(x, y) = d(y, x) (simetriqnost);

3. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (nejednakost trougla).

Preslikava�e koje zadovo	ava osobine 1., 2. i 3. se naziva metrika,
a ure�eni par (X, d) metriqki prostor.

Preslikava�e koje zadovo	ava osobine 1.′, 2., 3. se naziva pseudometrika.
Preslikava�e koje zadovo	ava osobine 1. i 3. se naziva kvazimetrika.

Definicija 2. Ako su zadate dve metrike d1 i d2 na istom skupu
X ka�emo da su ove metrike ekvivalentne (d1 ∼m d2) ako postoje ko-
nstante α, β > 0 tako da za svake dve taqke x, y ∈ X va�i:

αd1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ βd1(x, y).

Definicija 3. Ka�emo da je metriqki prostor (Y, dY ) metriqki
podprostor metriqkog prostora (X, dX) ako je Y ⊆ X i dX |Y×Y = dY .

Definicija 4. Preslikava�e f : (X1, d1) → (X2, d2) metriqkih pro-
stora se naziva izometrijom ako za svake dve taqke x, y ∈ X1 va�i:

d2(f(x), f(y)) = d1(x, y).

1. Dokazati da su na R definisane metrike sa:

(a) d(x, y) = | arctg x− arctg y|;
(b) d(x, y) = arctg |x− y|.

Rexeǌe:

(a) Oqigledno je d dobro definisano preslikavaǌe iz R×R
u [0,+∞).
Kako je arctg injektivno preslikavaǌe arctg x = arctg y ako
i samo ako je x = y iz qega sledi nedegenerisanost.
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Simetriqnost se lako dobija:

d(x, y) = | arctg x− arctg y| = | arctg y − arctg x| = d(y, x).

Nejednakost trougla sledi iz nejednakosti trougla za
apsolutnu vrednost realnog broja:

d(x, y) + d(y, z) = | arctg x− arctg y|+ | arctg y − arctg z| ≥

≥ | arctg x− arctg y + arctg y − arctg z| =
= | arctg x− arctg z| = d(x, z).

Ovim je pokazano da je dato preslikavaǌe zaista metrika.

(b) Kako je |x−y| uvek pozitivan broj i arctg pozitivnog broja
pozitivan, d je dobro definisano preslikavaǌe iz R×R
u [0,+∞).
Kako je arctg jednak nuli ako i samo ako je argument nula
sledi nedegenerisanost.
Simetriqnost sledi iz:

d(x, y) = arctg |x− y| = arctg |y − x| = d(y, x).

Kako bi dokazali nejednakost trougla zadajmo funkciju:

ϕ : [0,+∞)→ R

ϕ(t) = arctg t+ arctg a− arctg(t+ a), a ≥ 0.

Ovako definisana funkcija je diferencijabilna i va�i:

ϕ′(t) =
1

1 + t2
− 1

1 + (a+ t)2
=

2at+ a2

(1 + t2)(1 + (a+ t)2)
≥ 0.

Kako je ϕ(0) = 0 sledi da je funkcija pozitivna za sve
pozitivne vrednosti t i a. Zamenama t = |x− y|, a = |y− z|
iz nejednakosti trougla za apsolutnu vrednost realnih
brojeva i kako je arctg rastu�a funkcija dobijamo:

d(x, y) + d(y, z) = arctg |x− y|+ arctg |y − z| ≥

≥ arctg (|x− y|+ |y − z|) ≥ arctg |x− z| = d(x, z),

qime je dokazano da je i ovo metrika na skupu realnih
brojeva.
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2. Ako su na prostoru X zadate dve metrike d1 i d2 ispitati da
li je zadata metrika na istom prostoru sa:

(a) d3(x, y) = d1(x, y) + log(1 + d2(x, y));

(b) d4(x, y) = max {d1(x, y), d2(x, y)} ;

Rexeǌe:

(a) Preslikavaǌe d3 jeste metrika. Kako su d1 i d2 metrike
i logaritam broja ve�eg od jedan pozitivan sledi da je
d3 dobro definisano preslikavaǌe u nenegativne realne
brojeve.
Ako bi va�ilo da je d3(x, y) = 0 i poxto su oba sabirka
nenegativna mora da va�i da je i d1(x, y) = 0 i kako je d1
metrika sledi nedegenerisanost.
Iz toga xto su d1 i d2 metrike sledi i simetriqnost:

d3(x, y) = d1(x, y) + log (1 + d2(x, y)) =

= d1(y, x) + log (1 + d2(y, x)) = d3(y, x),

kao i nejednakost trougla:

d3(x, y) + d3(y, z) =

= d1(x, y) + log (1 + d2(x, y)) + d1(y, z) + log (1 + d2(y, z)) ≥

≥ d1(x, z) + log (1 + d2(x, y) + d2(y, z) + d2(x, y)d2(y, z)) ≥

≥ d1(x, z) + log (1 + d2(x, z)) = d3(x, z)

uz korix�eǌe qiǌenice da je logaritam rastu�a funkcija.
Ovim je dokazano da je d3 zaista metrika.

(b) Maksimum dve metrike tako�e mora biti metrika. Kako
je maksimum dva nenegativna broja nenegativan sledi da
je d4 dobro definisano preslikavaǌe u nenegativne re-
alne brojeve.
Ako je maksimum d1(x, y) i d2(x, y) jednak nuli sledi da su
oba broja nula. Pa kako je recimo d1(x, y) = 0 dobijamo
da je x = y qime je pokazana nedegenerisanost.
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Simetriqnost sledi iz toga xto su d1 i d2 metrike:

d4(x, y) = max {d1(x, y), d2(x, y)} =

= max {d1(y, x), d2(y, x)} = d4(y, x)

Kako va�i:

d1(x, z) ≤ d1(x, y) + d1(y, z) ≤

≤ max {d1(x, y), d2(x, y)}+ max {d1(y, z), d2(y, z)}

d2(x, z) ≤ d2(x, y) + d2(y, z) ≤

≤ max {d1(x, y), d2(x, y)}+ max {d1(y, z), d2(y, z)}

sledi da je:
max {d1(x, z), d2(x, z)} ≤

≤ max {d1(x, y), d2(x, y)}+ max {d1(y, z), d2(y, z)}

odnosno:

d4(x, z) ≤ d4(x, y) + d4(y, z)

qime je pokazana nejednakost trougla i dokazano da je
maksimum dve metrike opet metrika.

3. Ako je dato preslikavaǌe d : R×R→ R koje je metrika ispi-
tati da li je na R2 zadata metrika sa:

l : R2 × R2 → R

l ((x1, y1), (x2, y2)) = log
(
1 + (x1 − x2)2

)
+ d(y1, y2).

Rexeǌe:

Dato preslikavaǌe nije metrika. Zadovoǉene su nedegene-
risanost i simetriqnost, ali nije nejednakost trougla.

Mo�emo uoqiti taqke A(−1, 0), B(0, 0) i C(1, 0). Lako se mo�e
izraqunati da je:

l(A,B) = l(B,C) = log 2, l(A,C) = log 5.

Kako je 2 log 2 = log 4 < log 5 sledi da l ne ispuǌava uslov
nejednakosti trougla pa ne mo�e biti metrika.
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4. Na skupu N definixemo preslikavaǌe

d(m,n) =

∣∣∣∣ 1

m
− 1

n

∣∣∣∣ .
Dokazati da je ovako zadata metrika.

Rexeǌe:

Oqigledno je dobro zadato preslikavaǌe iz N×N u pozitivne
realne brojeve.

Kako je
∣∣ 1
m
− 1

n

∣∣ = 0 ako i samo ako je m = n sledi nedegener-
isanost.

Simetriqnost dobijamo iz:

d(m,n) =

∣∣∣∣ 1

m
− 1

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1n − 1

m

∣∣∣∣ = d(n,m),

dok nejednakost trougla sledi iz nejednakosti trougla za
sabiraǌe prirodnih brojeva:

d(m,n) + d(n, k) =

∣∣∣∣ 1

m
− 1

n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1n − 1

k

∣∣∣∣ ≥
≥
∣∣∣∣ 1

m
− 1

n
+

1

n
− 1

k

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

m
− 1

k

∣∣∣∣ = d(n, k).

Ovime je pokazano da dato preslikavaǌe jeste metrika.

5. Ako je dat skup Z i metriqki prostor (X, d) dokazati da in-
jektivno preslikavaǌe f : Z → X indukuje metriku na Z.

Rexeǌe:

Definisa�emo preslikavaǌe

d1 : Z × Z → [0,+∞) d1(x, y) = d(f(x), f(y)).

Kako je d metrika ovo je dobro definisano preslikavaǌe i
kodomen jeste [0,+∞).

Ako je d1(x, y) = 0 a d je metrika sledi da je f(x) = f(y) i kako
je f injektivno mora biti i x = y. Lako se vidi da za x = y
va�i d1(x, y) = 0 pa je nedegenerisanost ispuǌena.

Iz toga xto je d metrika dobijamo simetriqnost:

d1(x, y) = d(f(x), f(y)) = d(f(y), f(x)) = d1(y, x)
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i nejednakost trougla:

d1(x, y)+d1(y, z) = d(f(x), f(y))+d(f(y), f(z)) ≥ d(f(x), f(z)) = d1(x, z)

qime je dokazano da d1 jeste metrika.

U sluqaju da f nije injektivno d1 ne bi bilo metrika, jer ne
bi bila zadovoǉena nedegenerisanost.

6. Za Riman integrabilne funkcije f, g : [a, b]→ R definiximo:

d(f, g) =

b∫
a

|f(x)− g(x)| dx.

Dokazati da je ovako zadata metrika na prostoru neprekid-
nih funkcija C[a, b] i pseudometrika na prostoru Riman in-
tegrabilnih funkcija R[a, b].

Rexeǌe:

Ako su f i g neprekidne funkcije one su i Riman integra-
bilne te je integral dobro definisan. Apsolutna vrednost
daje da je podintegralna funkcija pozitivna pa je vrednost
integrala pozitivan broj.

Ako je d(f, g) = 0 odnosno
b∫
a

|f(x)− g(x)| dx = 0 mora podinte-

gralna funkcija biti nula iz neprekidnosti. Zakǉuqujemo
da je f(x) = g(x) za svako x ∈ [a, b], pa je f ≡ g, tj. va�i
nedegenerisanost.

Simetriqnost se lako proverava:

d(f, g) =

b∫
a

|f(x)− g(x)| dx =

b∫
a

|g(x)− f(x)| dx = d(g, f).

Nejednakost trougla sledi iz linearnosti i monotonosti in-
tegrala i nejednakosti trougla za apsolutne vrednosti re-
alnih brojeva:

d(f, g) + d(g, h) =

b∫
a

|f(x)− g(x)| dx+

b∫
a

|g(x)− h(x)| dx =
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=

b∫
a

(|f(x)− g(x)|+ |g(x)− h(x)|) dx ≥
b∫

a

|f(x)− h(x)| dx = d(f, h).

Ovako zadato preslikavaǌe zadovoǉava iz analognih razloga
simetriqnost i nejednakost trougla i na prostoru R[a, b].
Me�utim ovde ne mora biti zadovoǉena nedegenerisanost.
Funkcije koje se razlikuju na skupu mere nula bi�e na ras-
tojaǌu nula. Mo�emo uzeti primer funkcije f(x) ≡ 0 i
funkcije g zadate sa:

g(x) =

{
0, x 6= a
1, x = a

7. Na pseudometriqkom prostoru (X, d) definixemo relaciju ∼
sa x ∼ y ako i samo ako je d(x, y) = 0. Dokazati da je ovako
zadata relacija ekvivalencija i da d indukuje metriku na
klasama ove ekvivalencije.

Rexeǌe:

Kako je d(x, x) = 0 za svako x relacija je refleksivna.

Ako je d(x, y) = 0 iz simetriqnosti pseudometrike sledi da
je d(y, x) = 0 odnosno relacija je simetriqna.

Ako va�i da je d(x, y) = 0 i d(y, z) = 0 iz nejednakosti trougla
sledi tranzitivnost relacije:

0 ≤ d(y, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) = 0.

Iz prethodnog mo�emo zakǉuqiti da je data relacija ekvi-
valencija i klasu ekvivalencije taqke x mo�emo oznaqiti sa
Cx. Treba proveriti da li je d dobro zadato preslikavaǌe na
klasama relacije, odnosno da li zavisi od izbora elementa
klase. Neka su x1, x2 ∈ Cx i y1, y2 ∈ Cy. Primeǌuju�i dva puta
nejednakost trougla imamo:

d(x1, y1) ≤ d(x1, x2) + d(x2, y2) + d(y2, y1) = d(x2, y2).

Sa druge strane tako�e va�i:

d(x2, y2) ≤ d(x2, x1) + d(x1, y1) + d(y1, y2) = d(x1, y1).

Iz ovoga zakǉuqujemo da je d(x1, y1) = d(x2, y2) odnosno da
vrednost ne zavisi od izbora predstavnika klasa.
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Simetriqnost i nejednakost trougla �e va�iti i na klasama,
a klase su definisane tako da dobijemo nedegenerisanost pa
je preslikavaǌe na klasama ekvivalencije metrika.

8. Ako su dati podskupovi ravni:

X1 = [0, 1]× [0, 2], X2 = [0, 2]× [0, 1]

sa euklidskom metrikom, na�i sve izometrije:

f : X1 → X2.

Rexeǌe:

Uoqimo da su oba skupa pravougaonici sa stranicama du�ina
1 i 2. Kako su u ovim pravougaonicima najudaǉenije taqke
temana koja su na rastojaǌu

√
5 da bi preslikavaǌe bilo

izometrija mora teme pravougaonika slikati u teme. U supro-
tnom ako bi se neko teme slikalo u taqku koja nije teme
drugo teme koje je bilo na rastojaǌu

√
5 bi se preslikalo

u taqku koja je na maǌem rastojaǌu. Slikom jednog temena
su odre�ene slike i ostalih temena,a ako su odre�ene slike
temena odre�ene su i slike svih ostalih taqaka, jer pos-
toji jedinstvena taqka koja je na datim rastojaǌima od tri
taqke. Iz ovoga mo�emo zakǉuqiti da postoje najvixe qetiri
izometrije.

Posmatrajmo slede�a qetiri preslikavaǌa:

f1, f2, f3, f4 : R2 → R2

f1(x, y) = (y, x), f2(x, y) = (y, 1− x),

f2(x, y) = (2− y, x), f4(x, y) = (2− y, 1− x).

Izaberimo (x, y) ∈ X1. Tada je 0 ≤ x ≤ 1 i 0 ≤ y ≤ 2. Tako�e
va�i da je 0 ≤ 1− x ≤ 1 i 0 ≤ 2− y ≤ 2 pa data preslikavaǌa
zaista slikaju X1 u X2.

Kako va�i:

d(f1(x1, y1), f1(x2, y2)) = d((y1, x1), (y2, x2)) =

=
√

(y1 − y2)2 + (x1 − x2)2 =

=
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 = d((x1, y1), (x2, y2))
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d(f2(x1, y1), f1(x2, y2)) = d((y1, 1− x1), (y2, 1− x2)) =

=
√

(y1 − y2)2 + (1− x1 − (1− x2))2 =

=
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 = d((x1, y1), (x2, y2))

d(f3(x1, y1), f1(x2, y2)) = d((2− y1, x1), (2− y2, x2)) =

=
√

(2− y1 − (2− y2))2 + (x1 − x2)2 =

=
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 = d((x1, y1), (x2, y2))

d(f4(x1, y1), f1(x2, y2)) = d((2− y1, 1− x1), (2− y2, 1− x2)) =

=
√

(2− y1 − (2− y2))2 + (1− x1 − (1− x2))2 =

=
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 = d((x1, y1), (x2, y2))

vidimo da su sva qetiri data preslikavaǌa izometrije. Za-
kǉuqili smo ranije da postoje najvixe qetiri izometrije
pa sledi zakǉuqak da postoje taqno qetiri izometrije koje
preslikavaju X1 u X2.

9. Dokazati da je prostor neprekidnih funkcija C[a, b] sa metrikom
dc(x, y) = max

a≤t≤b
|x(t)− y(t)| podprostor prostora ograniqenih

funkcija M [a, b] sa metrikom dm(x, y) = sup
a≤t≤b

|x(t)− y(t)| .

Rexeǌe:

Kako za x, y ∈ M [a, b] i za svako t va�i da je |x(t)− y(t)| poz-
itivan realan broj dm je dobro definisano preslikavaǌe iz
M [a, b]2 u pozitivne realne brojeve.

Ako je dm(x, y) = 0 sledi da je sup
a≤t≤b

|x(t)− y(t)| = 0 pa kako

je supremum pozitivnih brojeva nula mora biti za svako t
x(t) = y(t) iz qega mo�emo zakǉuqiti da je x ≡ y, pa sledi
nedegenerisanost.

Nije texko proveriti simetriqnost i nejednakost trougla,
te je dm metrika na prostoru ograniqenih funkcija.

Svaka neprekidna funkcija dosti�e minimum i maksimum na
segmentu te je i ograniqena, odnosno C[a, b] ⊆M [a, b].
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Tako�e za svake dve x, y ∈ C[a, b] va�i da je:

dc(x, y) = max
a≤t≤b

|x(t)− y(t)| = sup
a≤t≤b

|x(t)− y(t)| = dm(x, y)

iz qega sledi tvr�eǌe zadatka.
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2 Skupovi

Definicija 5. Neka je dat metriqki prostor (X, d). Za taqku x ∈ X
i ε > 0 definixemo:

1. otvorenu kuglu sa centrom u x polupreqika ε:

B(x, ε) =
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) < ε
}

;

2. zatvorenu kuglu sa centrom u x polupreqika ε:

B[x, ε] =
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) ≤ ε
}

;

3. sferu sa centrom u x polupreqika ε:

S(x, ε) =
{
y ∈ X

∣∣ d(x, y) = ε
}
.

Definicija 6. Podskup U metriqkog prostora (X, d) je otvoren ako
za svaku taqku x ∈ U postoji ε > 0 tako da je B(x, ε) ⊆ U .

Podskup F metriqkog prostora (X, d) je zatvoren ako mu je komple-
ment otvoren.

Familiju otvorenih skupova metriqkog prostora oznaqava�emo sa
T , a familiju zatvorenih skupova sa F .

Pod okolinom taqke a podrazumeva�emo skup V za koji postoji skup
U ∈ T tako da je a ∈ U ⊆ V.

Teorema 1. Neka je (X, d) proizvo	an metriqki prostor. Tada va�i:

1. X, ∅ ∈ T ;

2. Ai ∈ T , i ∈ I ⇒
⋃
i∈I
Ai ∈ T ;

3. A1, A2, . . . , An ∈ T ⇒
⋂

i∈{1,2,...,n}
Ai ∈ T

Teorema 2. Neka je (X, d) proizvo	an metriqki prostor. Tada va�i:

1. X, ∅ ∈ F ;

2. Ai ∈ F , i ∈ I ⇒
⋂
i∈I
Ai ∈ F ;

3. A1, A2, . . . , An ∈ F ⇒
⋃

i∈{1,2,...,n}
Ai ∈ F
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Definicija 7. Taqka a je taqka nagomilava�a skupa A ako za svako
ε > 0 va�i da je (B(a, ε) \ {a}) ∩ A 6= ∅. Skup taqaka nagomilava�a
skupa A oznaqava�emo sa A′.

Definicija 8. Za podskup A metriqkog prostora mo�emo definisati:

1. unutrax�ost:

intA =
{
x ∈ A

∣∣ ∃ε > 0 B(x, ε) ⊆ A
}

;

2. zatvore�e:
A = A ∪ A′;

3. rub:
∂A = A ∩ Ac;

4. spo	ax�ost:
extA = Ac \ A.

Definicija 9. Dijametar skupa A u metriqkom prostoru (X, d) defini-
xemo sa:

diamA = sup
{
d(x, y)

∣∣ x ∈ A, y ∈ A} .
Definicija 10. Rastoja�e skupova A i B u metriqkom prostoru
(X, d) definixemo sa:

d(A,B) = inf
{
d(x, y)

∣∣x ∈ A, y ∈ B} .
Definicija 11. Dve metrike d1 i d2 na istom skupu su topoloxki
ekvivalentne (d1 ∼t d2) ako generixu iste familije otvorenih skupova,
odnosno ako va�i:

U ∈ Td1 ⇔ U ∈ Td2
.

1. Ako su A i B otvoreni skupovi metriqkog prostora (X, d)
ispitati da li skupovi Ac ∩Bc, Ac ∩B i (A∩B)c moraju biti
otvoreni, zatvoreni ili otvoreno-zatvoreni.

Rexeǌe:

Ako su A,B ∈ T tada su Ac, Bc ∈ F pa je i Ac ∩ Bc ∈ F kao
presek dva zatvorena.
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Neka je u R sa euklidskom metrikom A = (0, 1) i B = (2, 3).
Tada je Ac ∩B = (2, 3) i otvoren je i nije zatvoren. Sa druge
strane na istom prostoru mo�emo uzeti da je A = R\ [0, 1] koji
je otvoren kao unija dva otvorena, i da je B = (−1, 2). Tada je
Ac ∩ B = [0, 1] i zatvoren je i nije otvoren. Iz ovoga vidimo
da ne mo�emo znati da li je Ac ∩ B otvoren ili zatvoren, a
mo�e se desiti da nije ni otvoren ni zatvoren.

Kako je A∩B ∈ T kao presek dva otvorena za ǌegov komplement
mora da va�i (A ∩B)c ∈ F .

2. Ako je dat metriqki prostor (X, d) i ǌegovi podskupovi A
i B dokazati da va�i (za inkluzije pokazati da mogu biti
stroge):

(a) (intA)c = (Ac);

(b) A
c

= int(Ac);

(v) int(A ∩B) = intA ∩ intB;

(g) int(A ∪B) ⊇ intA ∪ intB;

(d) (A ∪B) = A ∪B;

(e) (A ∩B) ⊆ A ∩B;

(�) ∂(A ∪B) ⊆ ∂A ∪ ∂B.

Rexeǌe:

(a)
x ∈ (intA)c ⇐⇒ ∀ε > 0 B(x, ε) * A⇐⇒

⇐⇒ ∀ε > 0 B(x, ε) ∩ Ac 6= ∅ ⇐⇒ x ∈ Ac ∪ Ac′ = Ac

(b) Koriste�i prvi deo imamo

A
c

= (Ac)c
c

= ((int(Ac))c)c = int(Ac)

.

(v) Ako je x ∈ int(A ∩B) postoji ε > 0 tako da je

B(x, ε) ⊆ A ∩B

pa je
B(x, ε) ⊆ A =⇒ x ∈ intA
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i analogno
B(x, ε) ⊆ B =⇒ x ∈ intB

Sledi da je
x ∈ intA ∩ intB.

Sa druge strane ako je x ∈ intA ∩ intB postoje

B(x, ε1) ⊆ A B(x, ε2) ⊆ B.

Tada je

B (x,min {ε1, ε2}) ⊆ A ∩B =⇒ x ∈ int(A ∩B).

(g) Ako je x ∈ intA ∪ intB postoji ε > 0 tako da je

B(x, ε) ⊆ A ili B(x, ε) ⊆ B.

U svakom sluqaju je

B(x, ε) ⊆ A ∪B =⇒ x ∈ int(A ∪B).

Ova inkluzija mo�e biti stroga. Uzmimo da su

A = [0, 1] B = [1, 2]

podskupovi R sa uobiqajenom metrikom. Tada je

intA ∪ intB = (0, 2) \ {1}

int(A ∪B) = (0, 2).

(d) Na osnovu prethodno dokazanog i De Morganovih zakona
dobijamo:

A ∪B =
(
A ∪Bc)c

= int ((A ∪B)c)c = int (Ac ∩Bc)c =

= (int(Ac) ∩ int(Bc))c =
(
A
c ∩Bc)c

=
(
A
c)c ∪ (Ac)c = A ∪B.

(e) Ako je x ∈ (A ∩B) znamo da je

x ∈ A ∩B ili x ∈ (A ∩B)′.

U prvom sluqaju je

x ∈ A ⊆ A i x ∈ B ⊆ B =⇒ x ∈ A ∩B.
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Ako je x taqka nagomilavaǌa preseka bi�e i taqka nagomilavǌa
skupova A i B, odnosno u drugom sluqaju va�i:

x ∈ A′ ⊆ A i x ∈ B′ ⊆ B =⇒ x ∈ A ∩B.

I ova inkluzija mo�e biti stroga. Neka su:

A = (0, 1) i B = (1, 2)

podskupovi R sa euklidskom metrikom. Tada je:

A ∩B = ∅ =⇒ A ∩B = ∅

A = [0, 1] i B = [1, 2] =⇒ A ∩B = {1} .

(�) Uzmimo proizvoǉno x ∈ ∂ (A ∪B). Tada koriste�i delove
pod (d) i (e) imamo:

x ∈ A ∪B ∩ (A ∪B)c =
(
A ∪B

)
∩ (Ac ∩Bc) ⊆

.

⊆
(
A ∪B

)
∩
(
Ac ∩Bc

)
⊆
(
A ∩ Ac

)
∪
(
B ∩Bc

)
= ∂A ∪ ∂B.

Za primer za strogu inkluziju mo�emo uzeti skupove:

A = [0, 2] B = (1, 3)

kao podskupove R sa euklidskom metrikom. Tada je:

A ∪B = [0, 3) =⇒ ∂(A ∪B) = {0, 3}

∂A = {0, 2} ∂B = {1, 3} =⇒ ∂A ∪ ∂B = {0, 1, 2, 3} .

3. Neka je dat skup A = {(x, y) ∈ Q2
∣∣ x2 + y2 ≤ 1} ⊆ R2. Odrediti

unutraxǌost, rub i zatvoreǌe skupa A, ako je na R2 zadata
uobiqajena euklidska metrika.

Rexeǌe:

Uzmimo proizvoǉno (x0, y0) ∈ A. Na osnovu gustine ira-
cionalnih brojeva u R za svako ε > 0 postoji iracionalan
broj x1 tako da je |x1 − x0| < ε. Sledi:

(x1, y0) ∈ B ((x0, y0), ε) =⇒ B ((x0, y0), ε) * A.
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Kako skup A nije okolina nijedne svoje taqke sledi da je

intA = ∅.

Pokaza�emo da je:

A = D2 =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x2 + y2 ≤ 1

}
.

Naime za svaku taqku (x0, y0) ∈ D2 na osnovu gustine racional-
nih brojeva postoje x1, y1 ∈ A ∩Q tako da je:

|x1 − x0| ≤
ε

2
i |y1 − y0| ≤

ε

2
=⇒ (x1, y1) ∈ B ((x0, y0), ε) ∩ A.

Kako u svakoj okolini taqke (x0, y0) postoji taqka skupa A
razliqita od ǌe, ona je taqka nagomilavaǌa skupa A i time
smo pokazali da je A = D2.

Kako je na osnovu prethodnog zadatka

(Ac) = (intA)c = (∅)c = R2

dobijamo da je:

∂A = A ∩ Ac = D2 ∩ R2 = D2.

4. Ako je A ⊆ B dokazati da je i intA ⊆ intB i A ⊆ B.

Rexeǌe:

Ako je x ∈ intA postoji ε > 0 takvo da je B(x, ε) ∈ A ⊆ B, pa je
x ∈ intB. Iz ovoga sledi da je intA ⊆ intB.

Za x ∈ A znamo da je x ∈ A ili x ∈ A′. Kako je A ⊆ B u oba
sluqaja imamo:

x ∈ A ⊆ B ⊆ B,

x ∈ A′ ⊆ B′ ⊆ B

koriste�i da je taqka nagomilavaǌa podskupa i taqka nagomila-
vaǌa celog skupa. U svakom sluqaju va�i x ∈ B, odnosno
A ⊆ B.

5. Dokazati da ako je A zatvoren skup, a B otvoren skup sledi
da je A \B zatvoren skup.

Rexeǌe:

Pretpostavimo suprotno da A \B /∈ F . Tada (A \B)c /∈ T .
Sa druge strane (A \B)c = Ac ∪ B. Kako je Ac ∈ T i B ∈ T i
presek dva otvorena skupa otvoren sledi da je (A \B)c ∈ T ,
pa smo ovim dobili kontradikciju.
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6. Ako su A i B neprazni podskupovi metriqkog prostora (X, d)
dokazati da va�i:

(a) diamA = 0⇔ ]A = 1;

(b) A ⊆ B ⇒ diamA ≤ diamB;

(v) A ∩B 6= ∅ ⇒ diam(A ∪B) ≤ diamA+ diamB;

(g) diam(A ∪B) ≤ diamA+ diamB + d(A,B).

Rexeǌe:

(a) Ako je A jednoqlan oqigledno mu je dijemetar 0.
Ako A ne bi bio jednoqlan sadr�ao bi dve razliqite
taqke x i y. Kako va�i nedegenerisanost d(x, y) = δ > 0,
i tada je i diamA = sup

{
d(x, y)

∣∣ x, y ∈ A} ≥ δ > 0.

(b) Kako je supremum po ve�em skupu ve�i va�i:

sup
{
d(x, y)

∣∣ x, y ∈ A ⊆ B
}
≤ sup

{
d(x, y)

∣∣ x, y ∈ B}
odnosno:

diamA ≤ diamB.

(v) Ako su x, y ∈ A tada je d(x, y) ≤ diamA i analogno za
x, y ∈ B va�i d(x, y) ≤ diamB.
Neka je sada x ∈ A i y ∈ B. Kako je A ∩ B 6= ∅ postoji
z ∈ A∩B. Iz toga xto je z ∈ A sledi da je d(x, z) ≤ diamA,
a iz toga xto je z ∈ B imamo d(z, y) ≤ diamB. Na osnovu
ovoga i nejednakosti trougla sledi:

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ≤ diamA+ diamB.

Mo�emo zakǉuqiti da tvr�eǌe va�i u svakom sluqaju.

(g) Ako su x, y ∈ A tada je d(x, y) ≤ diamA i analogno za
x, y ∈ B va�i d(x, y) ≤ diamB.
Neka je d(A,B) = δ. Iz definicije dijametra za svako
ε > 0 postoje a ∈ A i b ∈ B takve da je d(a, b) ≤ δ+ ε. Sada
za x ∈ A i y ∈ B va�i:

d(x, y) ≤ d(x, a) + d(a, b) + d(b, y) ≤ diamA+ diamB + δ + ε.

Puxtaǌem limesa ε→ 0 dobijamo:

d(x, y) ≤ diamA+ diamB + δ

odnosano tvr�eǌe zadatka.
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7. Ako je A neprazan podskup metriqkog prostora (X, d) dokazati
da za svake dve taqke x, y ∈ X va�i:

d(x, y) ≥ |d(x,A)− d(y, A)| .

Rexeǌe:

Ako bi obe taqke bile iz skupa A tada bi bilo d(x,A) =
d(y, A) = 0 pa tvr�eǌe va�i.

Ako je recimo taqka y ∈ A i x /∈ A tada va�i:

|d(x,A)− d(y, A)| = d(x,A) = inf
{
d(x, z)

∣∣ z ∈ A} ≤ d(x, y)

odnosno tvr�eǌe je i sada taqno.

Pretpostavimo sada da obe taqke x i y nisu u skupu A. Bez
umaǌeǌa opxtosti pretpostavimo da je d(x,A) ≥ d(y, A). Sada
za svaku taqku a ∈ A va�i:

d(x, y) + d(y, a) ≥ d(x, a) ≥ d(x,A)

odnosno:
d(x,A)− d(x, y) ≤ d(y, a).

Kako je taqka a bila proizvoǉna uzevxi infimum po svim
taqkama iz skupa A va�i:

d(x,A)− d(x, y) ≤ d(y, A)

xto je ekvivalentno tvr�eǌu zadatka.

8. Odrediti rastojaǌe podskupova C[0, 1] datih sa A = B(x, 1
2
) i

B = B(y, 1), gde je x = 1 + 1
2

sin(πt) i y = −1, ako je metrika
zadata sa d(f, g) = sup

0≤t≤1
|f(t)− g(t)|.

Rexeǌe:

Za svako f ∈ A va�i da je d(f, x) < 1
2
. Kako je x

(
1
2

)
= 3

2
mora

biti za funkciju iz ove kugle f
(
1
2

)
> 1.

Sa druge strane za funkciju g ∈ B va�i d(g, y) < 1 pa je
y
(
1
2

)
< 0.
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Na osnovu prethodnog ovoga sledi:

d(A,B) = inf
{
d(f, g)

∣∣ f ∈ A g ∈ B
}

=

inf

{
sup
0≤t≤1

|f(t)− g(t)|
∣∣ f ∈ A g ∈ B

}
≥

inf

{∣∣∣∣f (1

2

)
− g

(
1

2

)
≥ 1

∣∣∣∣ ∣∣ f ∈ A g ∈ B
}
≥ 1.

Mo�emo zakǉuqiti da je d(A,B) ≥ 1.

Uoqimo sada nizove:

an =
1

2
+

1

n
+

1

2
sin(πt)

bn = − 1

n
.

Kako je d(an, x) = 1
2
− 1

n
< 1

2
za svako n je an ∈ A.

Tako�e je d(bn, y) = 1− 1
n
< 1 pa za svako n va�i bn ∈ B.

Funkcije bn su konstantne, dok funkcije an dosti�u maksimum
u taqki t = 1

2
, pa je:

d(an, bn) = sup
0≤t≤1

|an(t)− bn(t)| =

∣∣∣∣an(1

2

)
− bn

(
1

2

)∣∣∣∣ = 1 +
2

n
.

Pustivxi limes n → ∞ mo�emo zakǉuqiti da je d(A,B) ≤ 1
pa je na osnovu prethodno dokazanog:

d(A,B) = 1.

9. Dati primer podprostora A tako da diamA 6= diam (intA).

Rexeǌe:

Mo�emo uzeti primer podskupa realnih brojeva:

A = [0, 1] ∪ {5} .

Tada je diamA = 5.

Lako se vidi da je intA = (0, 1), pa je diam(intA) = 1.
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10. Dati primer dva zatvorena skupa A i B takva da je d(A,B) = 0
i A ∩B = ∅.
Rexeǌe:

Uoqimo skupove:

A =
{
an = n

∣∣ n ∈ N
}

B =

{
bn = n+

1

n

∣∣ n ≥ 2

}
sa nasle�enom uobiqajenom metrikom na skupu realnih bro-
jeva.

Nije texko proveriti da su ovi skupovi zatvoreni, kao i da
su disjunktni.

Kako za proizvoǉno ε > 0 postoji n tako da je 1
n
< ε sledi da

postoje an i bn za koje va�i d(an, bn) = |an − bn| < ε. Sledi da
je inf

{
d(an, bn)

∣∣ n ∈ N \ {1}
}

= 0, odnosno d(A,B) = 0.

11. Ako su dve metrike d1 i d2 na skupu X ekvivalentne dokazati
da su i topoloxki ekvivalentne.

Rexeǌe:

Ako je d1 ∼m d2 tada postoje α, β > 0 tako da je za svako
x, y ∈ X:

αd1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ βd1(x, y).

Uzmimo proizvoǉan U ∈ Td1 i proizvoǉno x ∈ U .
Kako je U otvoren postoji ε > 0 tako da je:

Bd1 (x, ε) ⊆ U.

Iz prve nejednakosti dobijamo da je:

Bd2 (x, αε) ⊆ Bd1 (x, ε) ⊆ U.

Taqka x je bila proizvoǉna i pokazali smo da je skup U ǌena
okolina i u metrici d2 pa je U ∈ Td2.
Analogno ako je U ∈ Td2 postoji ε > 0 tako da je:

Bd2 (x, ε) ⊆ U.
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Iz druge nejednakosti dobijamo:

Bd1

(
x,
ε

β

)
⊆ Bd2 (x, ε) ⊆ U

pa je U ∈ Td1 .
Ovim smo pokazali da je:

U ∈ Td1 ⇐⇒ U ∈ Td2

odnosno:
d1 ∼t d2.
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3 Konvergencija, neprekidnost

Definicija 12. Za niz taqaka metriqkog prostora {an}n∈N ⊆ (X, d)
ka�emo da konvergira ako postoji x ∈ X i za svako ε > 0 postoji
n0 ∈ N tako da za svako n ≥ n0 va�i d(an, x) ≤ ε. To oznaqavamo sa:

lim
n→+∞

an = x.

Definicija 13. Niz taqaka metriqkog prostora {an}n∈N ⊆ (X, d) se
naziva Koxijev ako za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za m,n ≥ n0

va�i d(an, am) ≤ ε.

Definicija 14. Neka je dato preslikava�e:

f : (X1, d1)→ (X2, d2)

metriqkih prostora i taqka x ∈ X ′1.
Taqka y ∈ X2 je graniqna vrednost preslikava�a f u taqki x ako za

svaki niz {xn}n∈N ⊆ X1 \ {x} va�i:

lim
n→+∞

xn = x =⇒ lim
n→+∞

f(xn) = y.

Definicija 15. Preslikava�e:

f : (X1, d1)→ (X2, d2)

metriqkih prostora je neprekidno ako je inverzna slika svakog otvorenog
skupa otvoren skup.

Teorema 3. Za preslikava�e:

f : (X1, d1)→ (X2, d2)

metriqkih prostora ekvivalentna su tvr�e�a:

1. f je neprekidno;

2. inverzna slika svakog zatvorenog skupa je zatvoren skup;

3. za svaki skup A ⊆ X1 va�i:

f
(
A
)
⊆ f(A);

4. za svaku taqku x0 ∈ X1 i svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da va�i:

d1(x, x0) < δ =⇒ d2(f(x), f(x0)) < ε.
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1. Dato je neprekidno preslikavaǌe f : X → Y izme�u met-
riqkih prostora X i Y . Ako je {an}∞n=1 konvergentan niz u
prostoru X da li {f(an)}∞n=1 mora biti konvergentan niz u
prostoru Y ? Ako je {an}∞n=1 Koxijev niz u prostoru X da li
{f(an)}∞n=1 mora biti Koxijev niz u prostoru Y ?

Rexeǌe:

Neka je zadato ε > 0.

Poznato je iz teorije da ako je f neprekidno preslikavaǌe
postoji δ > 0 tako da va�i:

d(x, a) ≤ δ =⇒ d(f(x), f(a)) ≤ ε.

Neka je lim
n→+∞

an = a. Tada postoji n0 tako da je za n ≥ n0:

d(an, a) ≤ δ.

Iz ove dve qiǌenice sledi da je za n ≥ n0:

d(f(an), f(a)) ≤ ε

pa mo�emo zakǉuqiti da niz f(an) konvergira.

Neprekidna slika Koxijevog niza ne mora biti Koxijev niz.

Uzmimo za primer prostor X = R na kome je metrika zadata
sa d(x, y) = | arctg x − arctg y|, prostor Y = R sa uobiqajenom
euklidskom metrikom, a preslikavaǌe f identiteta, odnosno
f(x) = x.

Nije texko proveriti da je inverzna slika proizvoǉne otvo-
rene kugle pri ovom preslikavaǌu otvoren skup, pa je pres-
likavaǌe neprekidno.

Posmatrajmo niz xn = n. Ovaj niz je Koxijev niz u metrici
d. Kako je arctg rastu�a funkcija i lim

n→+∞
arctg n = π

2
mo�emo

zakǉuqiti da za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za n,m ≥ n0

va�i:
arctgm, arctg n ∈ (

π

2
− ε, π

2
)

pa je i:
d(n,m) ≤ ε.

Ovaj niz nije Koxijev u uobiqajenoj metrici jer je za m 6= n:

|m− n| ≥ 1.
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2. Dat je metriqki prostor (X, d), gde je:

X = {0} ∪
{

1

n

∣∣ n ∈ N
}

d(x, y) = |x− y|.

Ako je {an}n∈N proizvoǉan niz realnih brojeva dokazati da
su ekvivalentna tvr�eǌa:

•
lim

n→+∞
an = A

• Funkcija definisana sa:

f : X → R f

(
1

n

)
= an f(0) = A

je neprekidna.

Rexeǌe:

Pretpostavimo da je lim
n→+∞

an = A.

Kako za svako n0 ∈ N i svako n ∈ N \ {n0} va�i:∣∣∣∣ 1

n0

− 1

n

∣∣∣∣ ≥ 1

n0(n0 + 1)

zakǉuqujemo da je:

B

(
1

n0

,
1

n0(n0 + 2)

)
∩
(
X \

{
1

n0

})
= ∅.

Drugim reqima svaka taqka iz X sem taqke 0 je izolovana
taqka, jer postoji ǌena okolina u kojoj nema drugih taqaka
iz X pa je samim tim funkcija neprekidna u tim taqkama.

Neka je zadato ε > 0. Tada iz konvergencije niza an postoji
n0 tako da:

n ≥ n0 =⇒ |an − A| ≤ ε.

Izaberimo da je δ = 1
n0
. Tada su u B (0, δ) taqke iz X oblika

1
n
za koje je n ≥ n0. Kako je tada:∣∣∣∣f(0)− f

(
1

n

)∣∣∣∣ = |A− an| ≤ ε.
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Zakǉuqujemo da je funkcija f neprekidna i u taqki 0, pa je
neprekidna na celom X.

Sa druge strane ako je funkcija f neprekidna na X ona �e
specijalno biti neprekidna i u taqki 0. Tada �e za svako
ε > 0 postojati δ = 1

n0
takvo da je:

1

n
≤ 1

n0

=⇒
∣∣∣∣A = f(0)− f

(
1

n

)
= an

∣∣∣∣ ≤ ε.

To znaqi da: n ≥ n0 =⇒ |an − A| ≤ ε pa mo�emo zakǉuqiti da
je:

lim
n→+∞

an = A

xto je i trebalo dokazati.

3. Na skupu svih realnih nizova X dato je preslikavaǌe d :
X ×X → [0,+∞):

d(x, y) =
+∞∑
n=1

|xn − yn|
2n(1 + |xn − yn|)

.

(a) Dokazati da je d dobro definisano preslikavaǌe;

(b) Dokazati da je d metrika;

(v) Ispitati konvergenciju niza cn = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1
2
, 1
22
, . . . ).

Rexeǌe:

(a) Kako je:
|xn − yn|

2n(1 + |xn − yn|)
≤ 1

2n

i red
+∞∑
n=1

1
2n

konvergira, to i red zadat sa d konvergira po

poredbenom kriterijumu. Red sa pozitivnim qlanovima
mo�e da konvergira samo ka pozitivnom broju, pa je f
dobro zadato preslikavaǌe i kodomen mu je [0,+∞).

(b) Suma reda sa pozitivnim qlanovima je nula ako i samo
ako su mu svi qlanovi nula pa je:

d(x, y) = 0⇐⇒ ∀n ∈ N |xn − yn| = 0⇐⇒ x = y.
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Ovim smo pokazali nedegenerisanost.
Simetriqnost se lako dokazuje iz simetriqnosti za ap-
solutnu vrednost.
Uoqimo sada funkciju:

f : [0,+∞)→ [0,+∞) f(x) =
x

1 + x
.

Kako je:

f ′(x) =
1

(1 + x)2
> 0

funkcija je rastu�a. Znamo da je:

|xn−zn| ≤ |xn−yn|+|yn−zn| ≤ |xn−yn|+|yn−zn|+|xn−yn||yn−zn|.

Primenivxi na prvi i posledǌi qlan ove nejednakosti
funkciju f kako je funkcija rastu�a nejednakost se oqu-
vava pa imamo:

|xn − zn|
1 + |xn − zn|

≤ |xn − yn|+ |yn − zn|+ |xn − yn||yn − zn|
1 + |xn − yn|+ |yn − zn|+ |xn − yn||yn − zn|

≤

≤ |xn − yn|+ |yn − zn|+ 2|xn − yn||yn − zn|
1 + |xn − yn|+ |yn − zn|+ |xn − yn||yn − zn|

≤

≤ |xn − yn|
1 + |xn − yn|

+
|yn − zn|

1 + |yn − zn|
.

Ako prosumiramo po svim qlanovima dobijamo nejednakost
trougla:

d(x, z) =
+∞∑
n=1

|xn − zn|
2n(1 + |xn − zn|)

≤

+∞∑
n=1

|xn − yn|
2n(1 + |xn − yn|)

+
+∞∑
n=1

|yn − zn|
2n(1 + |yn − zn|)

= d(x, y) + d(y, z).

(v) Primetimo prvo da niz cn ne mo�e konvergirati ka nekom
nizu koji ima bar jedan qlan razliqit od nule. Ako bi
konvergirao ka nizu a takvom da je ap = δ 6= 0 tada bi za
n > p va�ilo:

d(a, cn) ≥ δ

2p
> 0

xto je kontradikcija sa tim da cn → a.
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Sa druge strane rastojaǌe do nula niza je:

d(cn, 0) =
+∞∑
k=1

|ck − 0|
2k(1 + |ck − 0|)

=
+∞∑
k=n

|ck|
2k(1 + |ck|)

≤
+∞∑
k=n

1

2k
.

Kako je posledǌi izraz rep konvergentnog reda mo�emo
ga uqiniti proizvoǉno malim. Iz toga xto je rastojaǌe
od niza cn do nula niza proizvoǉno malo zakǉuqujemo da
dati niz konvergira ka nula nizu.

4. Dato je preslikavaǌe f : R→ R takvo da inverzna slika svake
taqke ima kardinalnost 2. Da li f mo�e biti neprekidno
preslikavaǌe, ako se podrazumeva uobiqajena metrika?

Rexeǌe:

Pretpostavimo da je f neprekidna funkcija koja zadovoǉava
uslove zadatka.

Za proizvoǉno m ∈ R postoje a, b ∈ R takvi da je:

f(a) = f(b) = m.

Kako je segment [a, b] kompaktan skup po Vajerxtrasovoj teo-
remi neprekidna funkcija na ǌemu dosti�e minimum i mak-
simum. Bar jedan od ova dva ekstremuma mora biti razliqit
od m, inaqe bi funkcija bila konstantna na [a, b] i inverzna
slika taqke m bi imala kardinalnost ve�u od 2. Bez gubitka
opxtosti neka funkcija dosti�e maksimum u c ∈ (a, b) tako da
je f(c) = M 6= m.

Oznaqimo ξ = m+M
2

.

Funkcija je neprekidna na povezanom skupu [a, c] pa ǌena slika
mora biti povezan skup odnosno interval te mora uzimati sve
me�uvrednosti tako da postoji x1 ∈ (a, c) takvo da je f(x1) = ξ.

Potpuno analogno na povezanom skupu [c, b] funkcija uzima sve
me�uvrednosti pa postoji x2 ∈ (c, b) tako da je f(x2) = ξ.

Funkcija mora uzeti i vrednost M + 1 u nekoj taqki x. Kako
je M maksimum funkcije f na [a, b] zakǉuqujemo da x /∈ [a, b].

Ako je x > b funkcija na povezanom skupu [b, x] mora uzeti sve
me�uvrednosti pa postoji x3 takvo da je f(x3) = ξ.

Analogno ako je x < a funkcija na povezanom skupu [x, a] uzima
sve me�uvrednosti pa opet postoji x3 tako da je f(x3) = ξ.
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U oba prethodna sluqaja smo dobili kontradikciju, jer smo
pronaxli taqku qija inverzna slika ima kardinalnost ve�u
od dva.

Razmatraǌe u sluqaju da je u taqki c minimum razliqit od
m je analogno.

Iz prethodnog mo�emo zakǉuqiti da ne postoji neprekidna
funkcija koja ispuǌava uslove zadatka.

5. Dokazati da su projekcije na koordinate ravnomerno neprekidna
preslikavaǌa u Rn, gde se podrazumeva uobiqajena euklidska
metrika.

Rexeǌe:

Neka je sa:

πi : Rn → R πi(x1, x2, . . . , xn) = xi

zadata projekcija na i-tu koordinatu.

Kako va�i:

d(xi, yi) = |xi − yi| ≤

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2 = d(x, y)

mo�emo uzeti da je u definiciji ravnomerne neprekidnosti
δ = ε jer va�i:

d(x, y) < ε⇒ d(πi(x), πi(y)) ≤ d(x)y ≤ ε.

Ovim je dokazano da su projekcije na koordinate ravnomerno
neprekidna preslikavaǌa.

6. Neka su data neprekidna preslikavaǌa metriqkih prostora
f, g : X → Y . Dokazati da je skup A =

{
x ∈ X

∣∣ f(x) = g(x)
}

zatvoren.

Rexeǌe:

Dokaza�emo da je komplement skupa A otvoren.

Uzmimo proizvoǉno x0 ∈ Ac. Za to x0 va�i da je f(x0) 6= g(x0)
pa je d(f(x0), g(x0)) = ε > 0.

Iz neprekidnosti preslikavaǌa f postoji δ1 takvo da:

d(x, x0) ≤ δ1 =⇒ d(f(x), f(x0)) <
ε

2
.
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Potpuno analogno iz neprekidnosti preslikavaǌa g postoji
δ2 tako da:

d(x, x0) ≤ δ2 =⇒ d(g(x), g(x0)) <
ε

2
.

Sada za d(x, x0) ≤ min {δ1, δ2} iz nejednakosti mnogougla va�i:

ε = d(f(x0), g(x0)) ≤ d(f(x), f(x0)) + d(f(x), g(x)) + d(g(x0), g(x))

pa je:

d(f(x), g(x)) ≥ ε− d(f(x), f(x0))− d(g(x), g(x0)) > 0.

Kako je d(f(x), g(x)) > 0 i d je metrika mora biti f(x) 6= g(x)
pa je x ∈ Ac.
Za proizvoǉnu taqku x0 ∈ Ac smo pokazali da postoji okolina
koja je cela u Ac iz qega sledi da je Ac ∈ T odnosno A ∈ F .

7. Dat je metriqki prostor (X, d) i skup A ⊆ X, A 6= ∅. Ako
postoji neprekidna surjekcija f : X → A takva da za svako
a ∈ A va�i f(a) = a dokazati da je A zatvoren. (Ovakvo
preslikavaǌe se naziva retrakcija.)

Rexeǌe:

Pretpostavimo suprotno da A /∈ F . Tada Ac /∈ T , odnosno
intAc 6= Ac, pa postoji y ∈ Ac \ intAc. Za takvo y postoji niz
{xn}n∈N ⊆ Ac

c
= A takav da je lim

n→∞
xn = y.

Sa druge strane kako je f neprekidno i svako xn ∈ A va�i da
je:

f(xn) = xn

y = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

f(xn) = f( lim
n→∞

xn) = f(y).

Kako je limes jedinstven u metriqkom prostoru dobijamo da
je f(y) = y xto je kontradikcija sa tim da y /∈ A odnosno da y
nije u slici preslikavaǌa f .

Primetimo da se zadatak mogao rexiti na drugi naqin pri-
menom prethodnog zadatka na funkcije f i idX.
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8. Opisati konvergentne nizove u diskretnom metriqkom pros-
toru.

Rexeǌe:

Neka je an konvergentan niz u diskretnom metriqkom pros-
toru. Da bi niz bio konvergentan mora biti Koxijev. Neka
je dato ε ∈ (0, 1). Tada mora da postoji n0 tako da je:

n ≥ n0 =⇒ d(an, an0) ≤ ε.

Ako va�i da je an 6= an0 ǌihovo rastojaǌe je:

d(an, an0) = 1 > ε.

Zakǉuqujemo:
n ≥ n0 =⇒ an = an0

odnosno da konvergentan niz u diskretnom metriqkom pros-
toru mora biti konstantan poqevxi od nekog qlana.

9. Dati primer metriqkog prostora (X, d), ǌegovog podprostora
S i preslikavaǌa f qije su restrikcije neprekidne na S i na
Sc, a preslikavaǌe nije neprekidno na celom prostoru X.
Da li bi se mogao dati takav primer u sluqaju da su S i Sc

zatvoreni prostori.

Rexeǌe:

Neka je prostor X = R sa uobiqajenom metrikom izaberimo
skup S = [0,+∞) i neka je dato preslikavaǌe:

f(x) =

{
1 , x ≥ 0
0 , x < 0

Preslikavaǌe je konstantno na skupu S = [0,+∞) i na skupu
Sc = (−∞, 0), pa je samim tim i neprekidno. Me�utim pres-
likavaǌe nije neprekidno na celom R jer je:

lim
x→0−

f(x) = 0 6= f(0) = 1

pa f ima prekid u nuli.

Ovakav primer se ne bi mogao dati u sluqaju da su oba skupa
zatvorena. Naime tada bi i oba skupa bila otvorena. Za
svaku taqku x postojala bi otvoren kugla B(x, ε) koja bi cela

30



bila u istom skupu, pa bi iz neprekidnosti na tim skupovima
va�ilo da je neprekidno na toj kugli pa i u samoj taqki
x. Kako bi preslikavaǌe bilo neprekidno u svakoj taqki
bilo bi neprekidno i na celom prostoru. (Neprekidnost je
lokalno svojstvo.)

10. Ako je u metriqkom prostoru (X, d) lim
n→∞

xn = x i lim
n→∞

yn = y

tada je i lim
n→∞

d(xn, yn) = d(x, y).

Rexeǌe:

Neka je dato ε > 0.

Kako je lim
n→∞

xn = x postoji n1 tako da:

n ≥ n1 =⇒ d(x, xn) ≤ ε

2

i analogno kako i niz yn konvergira postoji n2 tako da:

n ≥ n2 =⇒ d(y, yn) ≤ ε

2
.

Sada za n ≥ max {n1, n2} na osnovu nejednakosti qetvorougla
mo�emo zakǉuqiti da va�e slede�e dve nejednakosti:

d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(x, y) + d(yn, y) ≤ d(x, y) + ε

d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, yn) + d(yn, y) ≤ d(xn, yn) + ε.

Kako je iz prethodnog:

d(x, y)− ε ≤ d(xn, yn) ≤ d(x, y) + ε

mo�emo zakǉuqiti da je:

lim
n→∞

d(xn, yn) = d(x, y).
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4 Kompaktnost

Definicija 16. Metriqki prostor je kompaktan ako se iz svakog
otvorenog pokrivaqa mo�e izdojiti konaqan potpokrivaq.

Teorema 4. Neprekidna slika kompaktnog skupa je kompaktan skup.
Neprekidna realna funkcija na kompaktnom skupu dosti�e mini-

mum i maksimum.

Teorema 5. Svaki beskonaqan podskup kompaktnog prostora ima taqku
nagomilava�a.

Savki niz u kompaktnom prostoru ima konvergentan podniz.

Teorema 6. Svaki kompaktan skup je zatvoren i ograniqen.
Zatvoren podskup kompaktnog skupa je kompaktan.
U Rn je ekvivalentno je tv�e�e de je skup kompaktan i tvr�e�e da

je skup zatvoren i ograniqen.

Teorema 7. Ako je data neprekidna funkcija f : K → Y gde je K
kompaktan skup tada je funkcija f i ravnomerno neprekidna.

1. Da li inverzna slika kompaktnog skupa pri neprekidnom pres-
likavaǌu mora biti kompaktan skup?

Rexeǌe:

Inverzna slika kompaktnog skupa ne mora biti kompaktan
skup. Mo�emo posmatrati preslikavaǌe proizvoǉnog nekom-
paktnog prostora u jednu taqku. Na primer:

f : R→ R f(x) = 1.

Skup koje se sastoji od jedne taqke {1} je kompaktan, a ǌegova
inverzna slika je ceo R koji naravno nije kompaktan.

2. Dokazati da je konaqna unija kompaktnih skupova kompaktan
skup.

Rexeǌe:

Neka je dat konaqan broj kompaktnih skupova A1, A2, . . . , An.
Izaberimo proizvoǉan pokrivaq otvorenim skupovima:

n⋃
i=1

Ai ⊆
⋃
α∈A

Bα Bα ∈ T .
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Kako je svaki od skupova Ai kompaktan mo�emo izabrati konaqan
otvoren potpokrivaq:

Ai ⊆
l(i)⋃
k=1

Bk
α.

Tada �e i unija Ai biti pokrivena unijom ovih pokrivaqa
kojih je opet konaqno mnogo:

n⋃
i=1

Ai ⊆
n⋃
i=1

l(i)⋃
k=1

Bk
α.

Kako smo iz proizvoǉnog pokrivaqa izdvojili konaqan pot-
pokrivaq dokazana je kompaktnost.

3. Ispitati kompaktnost podskupova ravni zadatih sa:

(a) A =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x4 ≤ y ≤ arctg x

}
;

(b) B = {(x, y) ∈ R2
∣∣ x ≤ 0 ≤ y ≤ eπx};

(v) C =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ ex − x+ ey − y ≤ α

}
;

gde se podrazumeva euklidska metrika.

Rexeǌe:

(a) Kako je y ≤ arctg x < π
2
i x4 ≤ y < π

2
mo�emo zakǉuqiti da

je skup A podskup kugle B ((0, 0), π), pa je skup ograniqen.
Uoqimo preslikavaǌe:

ϕ : R2 → R ϕ(x, y) = arctg x− y.

Preslikavaǌe ϕ je neprekidno kao kompozicija neprekid-
nih preslikavaǌa. Definiximo skup:

A1 = ϕ−1([0,+∞)).

Skup A1 je zatvoren kao inverzna slika zatvorenog skupa.
Tako�e mo�emo definisati preslikavaǌe:

ψ : R2 → R ψ(x, y) = y − x4

koje je neprekidno, kao i skup:

A2 = ψ−1([0,∞)).
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Skup A2 je tako�e zatvoren jer je inverzna slika zatvorenog
skupa.
Mo�emo zakǉuqiti kako je A = A1 ∩ A2 da je i skup A
zatvoren kao presek dva zatvorena skupa.
Skup A je zatvoren i ograniqen u R2 pa mora biti kom-
paktan.

(b) Skup B nije kompaktan jer nije ograniqen. Mo�emo uo-
qiti niz:

an =

(
−n, e

−πn

2

)
.

Kako je −n ≤ 0 i 0 ≤ e−πn

2
≤ e−πn mo�emo zakǉuqiti da za

svako n ∈ N va�i an ∈ B.
Iz toga xto je d(an, (0, 0)) > n i taqka (0, 0) ∈ B zakǉuqu-
jemo da skup B nije konaqnog dijametra pa nije ograniqen
i samim tim nije kompaktan.

(v) Poznato je da za svako x ∈ R va�i ex ≥ x+ 1 pa je za α < 2
skup C prazan, a samim tim i kompaktan.
Tako�e je ex = x+ 1 ako i samo ako je x = 0 pa je za α = 2
skup C = {(0, 0)} jednoqlan pa i kompaktan.
Razmatra�emo nadaǉe sluqaj kada je α > 2 i dokazati da
je i tada skup C ograniqen i zatvoren.
Ako bi x bilo ve�e od nule mo�emo iskoristiti qi-
ǌenicu da je ex ≥ 1 + x + x2

2
i da je ey − y ≥ 1. Dobijamo

da je:

2 +
x2

2
≤ ex − x+ ey − y ≤ α

odnosno:
x ≤
√

2α− 4.

Sa druge strane za x < 0 imamo:

ex − x ≤ α

odnosno:
−x ≤ α− ex < α

pa je:
x > −α.

Zakǉuqili smo da u svakom sluqaju va�i:

α < x ≤
√

2α− 4
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a potpuno analogno mo�emo tvrditi da je i:

α < y ≤
√

2α− 4

iz qega nije texko utvrditi da je skup C ograniqen.
Ako definixemo preslikavaǌe:

φ : R2 → R f(x, y) = ex − x+ ey − y

ovo preslikavaǌe je neprekidno. Kako je:

B = φ−1((−∞, α])

skup C je i zatvoren kao inverzna slika zatvorenog skupa.
Zatvoren i ograniqen skup u Rn je kompaktan, pa je skup
C kompaktan.

4. Ako je (X, d) kompaktan metriqki prostor dijametra ρ dokazati
da postoje taqke a, b ∈ X takve da je d(a, b) = ρ.

Rexeǌe:

Kako je dijametar prostora X jednak ρ za svako ε > 0 postoje
taqke koje su na rastojaǌu ve�em od ρ− ε.
Uzmimo da je ε = 1

n
i formirajmo dva niza an i bn takva da je

d(an, bn) > ρ− 1

n
.

Niz an u kompaktnom metriqkom prostoru mora imati konver-
gentan podniz ank → a. Oznaqimo podnizove sa ovim indek-
sima sa:

ank = uk bnk = vk.

Sada je niz uk konvergentan, a niz vk ima konvergentan podniz
vkj → b. Va�i�e da je za svako n:

d(a, b) > ρ− 1

n

pa mora va�iti da je

d(a, b) = ρ.

5. Ispitati kompaktnost podskupova prostora kvadratnih ma-
trica:
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(a) C =

{
A ∈M3(R)

∣∣ ∑
1≤i,j≤3

|aij| = 1

}
⊆ R9.

(b) B =
{
A ∈M2(R)

∣∣ detA = 1
}
⊆ R4.

Metrika na Mn(R) je zadata sa d(A,B) =

√
n∑

i,j=1

(aij − bij)2.

(a) Kako za svako i, j va�i da je |aij| ≤ 1 sledi da je rastojaǌe
proizvoǉne matrice iz skupa C do nula matrice:

d(A, 0) ≤

√√√√ n∑
i,j=1

(aij − 0)2 ≤ 3.

Skup C je podskup kugle sa centom u nuli i polupreqnika
3 pa je ograniqen.
Ako definixemo preslikavaǌe:

ϕ : M3(R)→ R ϕ(A) =
∑

1≤i,j≤3

|aij|

lako je primetiti da je neprekidno.
Kako je C = ϕ−1({1}) vidimo da je skup C zatvoren kao in-
verzna slika zatvorenog. Zatvoren i ograniqen podskup
Rn je kompaktan.

(b) Skup B nije kompaktan, jer nije ograniqen. Uoqimo niz:

Bn =

[
n+ 1 n

1 1

]
.

Lako je proveriti da je det(Bn) = 1. Kako je rastojaǌe
do jediniqne matrice E:

d(Bn, E) =
√
n+ 2

oqigledno se skup B ne mo�e smestiti u neku kuglu.

6. Ako su A i B neprazni, disjunktni i kompaktni podskupovi
metriqkog prostora dokazati da je d(A,B) > 0. Da li analogno
tvr�eǌe va�i za zatvorene skupove? Da li tvr�eǌe va�i ako
je jedan skup kompaktan, a jedan zatvoren?
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Rexeǌe:

Neka je skup A zatvoren, a skup B kompaktan i skupovi su
disjunktni. Pretpostavimo da je d(A,B) = 0. Tada za svako n
moraju postojati taqke an ∈ A i bn ∈ B takve da je d(an, bn) ≤ 1

n
.

Na osnovu toga xto je skup B kompaktan sledi da niz bn mora
imati konvergentan podniz bnk → b ∈ B.
Kako za svako k postoji ank ∈ A tako da je d(ank , b) ≤ 1

nk
va�i

da je b ∈ A′ ⊆ A, jer je skup A zatvoren.

Dobili smo da je b ∈ A ∩ B xto je kontradikcija sa uslovom
zadatka. Zadatak se mogao uraditi i nadrugi naqin. Mo�emo
defnisati funkciju:

ϕ(x) = d(x,A).

Nije texko utvrditi da je ova funkcija neprekidna i poz-
itivnana skupu B. Kako je B kompaktan skup neprekidna
funkcija na ǌemu mora dosti�i minimum, koji u ovom sluqaju
mora biti pozitivan.

Tvr�eǌe ne mora va�iti ako bar jedan skup nije kompaktan
za xta je primer dat ranije.

7. Neka su V,K ⊂ Rn sa euklidskom metrikom. Ako je V otvoren,
K kompaktan i K ⊂ V dokazati da postoji kompaktan skup S
takav da va�i K ⊂ intS ⊂ S ⊂ V .

Rexeǌe:

Za proizvoǉno x ∈ K ⊂ V iz otvorenosti skupa V postoji
kugla B(x, εx) ⊂ V . Napravimo otvoren pokrivaq skupa K:⋃

x∈K

B
(
x,
εx
2

)
⊃ K.

Iz kompaktnosti skupa K postoji konaqan podpokrivaq:

n⋃
i=1

B
(
xi,

εxi
2

)
⊃ K.

Definiximo da je:

S =
n⋃
i=1

B
[
xi,

εxi
2

]
.
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Va�i da je:

K ⊂
n⋃
i=1

B
(
xi,

εxi
2

)
⊂ S.

Tako�e je:
n⋃
i=1

B
[
xi,

εxi
2

]
⊂

n⋃
i=1

B (xi, εxi) ⊂ V.

Skup S je zatvoren, jer je konaqna unija zatvorenih skupova,
tj. zatvorenih kugli. Tako�e je i ograniqen kao konaqna
unija ograniqenih. Ograniqen i zatvoren skup u Rn je kom-
paktan qime je dokazano tvr�eǌe.

8. Ako je (X, d) kompaktan metriqki prostor i svaka funkcija
f : X → R neprekidna dokazati da je X konaqan skup.

Rexeǌe:

Pretpostavimo suprotno da je prostor X beskonaqan i kom-
paktan i svaka funkcija f : X → R neprekidna. Kako je skup
beskonaqan mo�emo napraviti niz sa svim razliqitim ele-
mentima odnosno da va�i:

i 6= j ⇒ xi 6= xj.

Niz xn mora imati konvergentan podniz xnk → a.

Definiximo funkciju:

f(x) =

{
1, x = a
0, x 6= a

Kako je xnk 6= a va�i da je f(xnk) = 0, pa je:

lim
n→∞

f(xnk) = 0.

Sa druge strane iz neprekidnosti funkcije f imamo:

lim
n→∞

f(xnk) = f( lim
n→∞

xnk) = f(a) = 1.

Kako je limes u metriqkom prostoru jedinstven ovim smo do-
bili kontradikciju i dokazali tvr�eǌe.
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9. Pokazati da ne postoji neprekidna surjektivna kontrakcija
kompaktnog metriqkog prostora sa vixe od dve taqke na sebe.

Rexeǌe:

Na osnovu zadatka 4. postoje taqke a i b takve da je d(a, b) = ρ.
Ako je f surjekcija postoje taqke x i y tako da je f(x) = a i
f(y) = b. Dobijamo da je:

d(x, y) ≤ ρ = d(a, b) = d(f(x), f(y))

xto je kontradikcija sa tim da je f kontrakcija.

10. (a) Dat je zatvoren skup A ∈ Rn i neprekidno preslikavaǌe
f : A→ Rm. Ako je skup B ⊆ A ograniqen da li i ǌegova
slika f(B) mora biti ograniqen skup?

(b) Da li isto tvr�eǌe va�i ako A nije zatvoren?

Rexeǌe:

(a) Kako je:
B ⊂ A = A.

funkcija f je neprekidna i na skupu B.
Iz toga xto je diamB = diamB zakǉuqujemo da je skup B
ograniqen. Kako je i zatvoren skup je kompaktan.
Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kom-
paktan, pa je i f(B) kompaktan, a samim tim i ograniqen.
Va�i da je f(B) ⊆ f(B), pa je i skup f(B) ograniqen xto
je tvr�eǌe zadatka.

(b) Tvr�eǌe ne mora va�iti ako skup A nije zatvoren. Mo�emo
uzeti da je skup A = (0, 1) i preslikavaǌe zadato sa:

f : A→ R f(x) =
1

x

pri qemu smatramo da je i na domenu i na kodomenu za-
data uobiqajena metrika.
Ako je skup B = (0, 1

2
), tada je f(B) = (2,+∞) xto naravno

nije ograniqen skup.
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5 Kompletnost

Definicija 17. Metriqki prostor je kompletan ako u �emu svaki
Koxijev niz konvergira.

Teorema 8. Zatvoren podskup kompletnog metriqkog protora je kom-
pletan.

Definicija 18. Za preslikava�e metriqkih prostora f : X → Y
ka�emo da je Lipxic neprekidno ako postoji nenegativna realna kon-
stanta K tako da je za svako x, y ∈ X:

d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y).

Definicija 19. Neka je dato preslikava�e metriqkog prostora u
sebe f : X → X. Za preslikava�e f ka�emo da je kontrakcija ako
postoji q takvo da je 0 < q < 1 i za svake dve taqke x, y ∈ X va�i
d(f(x), f(y)) ≤ q d(x, y).

Teorema 9. Ako je f neprekidna kontrakcija kompletnog metriqkog
prostora (X, d) onda postoji jedinstveno x ∈ X tako da je f(x) = x.
(Banahova teorem o fiksnoj taqki)

1. Da li neprekidna slika kompletnog metriqkog prostora mora
biti kompletan metriqki prostor?

Rexeǌe:

Neprekidna slika kompletnog prostora ne mora biti komple-
tan. Neka su na skupu R zadate euklidska metrika e i metrika
d zadata sa d(x, y) = |arctg x− arctg y|.
Identiqko preslikavaǌe

f : (R, e)→ (R, d) f(x) = x

je neprekidno xto nije texko proveriti.

Znamo da je R sa euklidskom metrikom kompletan.

Pokaza�emo da R sa metrikom d nije kompletan. Uoqimo niz
qiji je opxti qlan zadata sa xn = n. Ovaj niz je Koxi-
jev. Kako je lim

n→∞
arctg n = π

2
i niz je rastu�i va�i�e da je

za proizvoǉno ε > 0 i za m,n ≥ n0:

π

2
− ε ≤ arctgm, arctg n ≤ π

2

40



odnosno:
d(xm, xn) ≤ ε.

Me�utim ovaj niz ne konvergira, jer ako bi konvergirao morao
bi konvergirati ka broju x za koji va�i da je arctg x = π

2
xto

nije mogu�e. Kako je dati niz Koxijev i ne konvergira pros-
tor nije kompletan.

2. Ispitati kompletnost prostora:

(a)
A =

{
f ∈ C [0, 1]

∣∣ f(0) = 0
}
,

(b)
B =

{
f ∈ C [0, 1]

∣∣ f(0) > 0
}
,

ako je metrika na C[0, 1] zadata sa:

d(f, g) = sup
0≤t≤1

|f(t)− g(t)|.

Rexeǌe:

(a) Uoqimo preslikavaǌe:

ϕ : C[0, 1]→ R ϕ(f) = f(0)

.
Nije texko proveriti da je dato preslikavaǌe neprekidno.
Kako je taqka 0 zatvoren skup ǌena inverzna slika, a to
je skup A = ϕ−1(0) mora biti zatvoren skup. Poznato je
da je zatvoren podskup kompletnog metriqkog prostora
kompletan, iz qega sledi da je dati prostor kompletan.

(b) Ovaj prostor nije kompletan.
Uoqimo niz konstantnih funkcija xn(t) = 1

n
, koji oqigledno

pripada ovom prostoru. Ovaj niz je Koxijev. Za zadato
ε > 0 izaberemo n0 tako da je 1

n0
< ε. Tada je za m,n ≥ n0:

d(xm, xn) = | 1
m
− 1

n
| < 1

m
≤ 1

n0

≤ ε.

U ve�em prostoru C[0, 1] ovaj niz konvergira ka nula
funkciji. Me�utim ova funkcija nije u datom prostoru,
pa iz jedinstvenosti limesa ovaj niz ne konvergira u
ǌemu.
Kako smo naxli Koxijev niz koji nije konvergentan pros-
tor B nije kompletan.
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3. Na kompletnom metriqkom prostoru C[0, 1] sa metrikom zadatom
sa d(f, g) = sup

0≤t≤1
|f(t)− g(t)| dato je preslikavaǌe:

F : C[0, 1]→ C[0, 1] F (f)(x) =
1

5

∫ x

0

sin(x− t)f(t)dt.

a) Pokazati da je F kontrakcija;

b) Dokazati da jednaqina F (f) = f ima jedinstveno rexeǌe
f ≡ 0.

Rexeǌe:

(a) Za dve proizvoǉne funkcije f, g ∈ C[0, 1] koriste�i lin-
earnost integrala, osnovnu integralnu nejednakost i
ograniqenost sinusa va�i:

d(F (f), F (g)) =

= sup
0≤x≤1

∣∣∣∣∣∣15
x∫

0

sin(x− t)f(t) dt− 1

5

x∫
0

sin(x− t)g(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup

0≤x≤1

1

5

∣∣∣∣∣∣
x∫

0

sin(x− t)(f(t)− g(t))

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup

0≤x≤1

1

5

x∫
0

| sin(x− t)||f(t)− g(t)| dt ≤

≤ 1

5

1∫
0

sup
0≤x≤1

|f(t)− g(t)| dt ≤ 1

5
d(f, g)

1∫
0

dt ≤ 1

5
d(f, g)

qime je dokazano da je dato preslikavaǌe kontrakcija.

(b) Kako je dato preslikavaǌe kontrakcija kompletnog met-
riqkog prostora jednaqina F (f) = f mora imati jedin-
stveno rexeǌe. Nije texko uoqiti da je F (0) = 0 pa sledi
tvr�eǌe.
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4. Neka je X prostor realnih nizova sa konaqno mnogo qlanova
razliqitih od nule, i neka je zadato preslikavaǌe d : X×X →

R sa d(x, y) =
+∞∑
k=1

|xk−yk|
k2

. Dokazati da je d metrika, i zatim

ispitati kompletnost ovako zadatog prostora.

Rexeǌe:Nije texko proveriti da je dato preslikavaǌe d do-
bro definisano i da je zaista metrika.

Uoqimo niz u ovom prostoru:

x1 = (1, 0, 0 . . . , 0, . . . )

x2 =

(
1,

1

2
, 0, 0, . . . , 0, . . .

)
x3 =

(
1,

1

2
,
1

3
, 0, 0, . . . , 0, . . .

)
...

xn =

(
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, 0, . . .

)
Rastojaǌe dva qlana ovoga niza za m > n je:

d(xn, xm) =
m∑

k=n+1

1

k3
.

Kako je posledǌi izraz rep konvergentnog reda mo�emo ga
uqiniti maǌim od proizvoǉno malog ε za dovoǉno veliko n
i m, pa je dati niz Koxijev.

Pretpostavimo da niz konvergira ka nekom nizu x koji ima p
qlanova razliqitih od nule. Tada je za n > p rastojaǌe xn i
x:

d(x, xn) ≥
n∑

k=p+1

1

k3
>

1

(p+ 1)3

Kako posledǌi izraz nije maǌi od proizvoǉno malog ε za
bilo koje n > p dobili smo kontradikciju i dat niz ne mo�e
konvergirati. iz ovoga sledi da prostor nije kompletan.

5. Neka je S ⊆ R2 konveksan skup i neka je data taqka a ∈ R2

za koju va�i da je d(a, S) = δ. Ako je niz taqaka {bn}n∈N ⊆ S
takav da je lim

n→+∞
d(a, bn) = δ dokazati da niz konvergira u R2.

Da li tvr�eǌe mora va�iti ako skup nije konveksan?
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Rexeǌe:

Kako je R2 kompletan prostor dovoǉno je dokazati da je niz
Koxijev. Iz konveksnosti skupa S va�i da je za proizvoǉne
dve taqke bm i bn i taqka bn+bm

2
u skupu S. Primeni�emo

kosinusnu teoremu na trougao sa temenima bn, bn+bm
2

i a i
na trougao sa temenima bm, bn+bm

2
i a:

d (a, bn)2 = d

(
a,
bn + bm

2

)2

+ d

(
bn,

bn + bm
2

)2

−

−2d

(
a,
bn + bm

2

)
d

(
bn,

bn + bm
2

)
cosϕ

d (a, bm)2 = d

(
a,
bn + bm

2

)2

+ d

(
bm,

bn + bm
2

)2

−

−2d

(
a,
bn + bm

2

)
d

(
bm,

bn + bm
2

)
cos (π − ϕ)

gde smo sa ϕ oznaqili ugao izme�u du�i koje spajaju taqke a
i bn+bm

2
i du�i koja spaja taqke bn+bm

2
i bn. Sabiraǌem gorǌih

jednaqina i korste�i da je taqka bn+bm
2

na sredini du�i bnbm
dobijamo:

d(a, bn)2 + d(a, bm)2 = 2d

(
a,
bn + bm

2

)2

+
d(bm, bn)2

2

odnosno:

d(bm, bn)2 = 2

(
d(bm, a)2 + d(bn, a)2 − 2d

(
a,
bn + bm

2

))
0 ≤ d(bm, bn)2 ≤ 2

(
d(bm, a)2 + d(bn, a)2 − 2δ

)
.

Kako d(a, bn) i d(a, bm) te�e δ iz uslova zadatka to na osnovu
teoreme o dva policajca mora lim

n→+∞
d(bn, bm) = 0.

Pokazali smo da je niz Koxijev i kako je R2 kompletan on
mora konvergirati.
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Konveksnost je neophodan uslov. Za kontraprimer mo�emo
uzeti da je skup S komplement jediniqnog kruga i da je taqka
a = (0, 0). Ako posmatramo niz:

bn =

((
1 +

1

n

)
cos
(nπ

2

)
,

(
1 +

1

n

)
sin
(nπ

2

))
nije texko proveriti da je �e za svako n va�iti da je bn ∈ S
i da je

lim
n→+∞

d(bn, a) = 1 = d(S, a)

a da niz divergira.

6. Ispitati da li je skup polinoma

A =
{
a0 + a1t+ a2t

2 + · · ·+ ant
n
∣∣ n ∈ N, ai ∈ R, 0 ≤ t ≤ 1

}
kompletan sa metrikom zadatom sa

d(x, y) = max
0≤t≤1

|x(t)− y(t)|.

Rexeǌe:

Uoqimo niz polinoma zadat sa xn(t) = 1 + t+ t2

2
+ t3

3!
+ · · · tn

n!
.

Ovaj niz je Koxijev jer je za n > m:

d(xm, xn) = max
0≤t≤1

|xn(t)− xm(t)| = max
0≤t≤1

n∑
k=m+1

tk

k!
≤

n∑
k=m+1

1

k!

a posledǌi izraz mo�emo uqiniti proizvoǉno malim jer je
rep konvergentnog reda.

Me�utim poznato je da je graniqna vrednost ovog niza poli-
noma funkcija ex koja se ne nalazi u skupu polinoma, pa ovaj
niz u skupu polinoma divergira.

Kako smo pronaxli Koxijev niz koji divergira prostor nije
kompletan.

7. Dato je preslikavaǌe d : N× N→ R:

d(m,n) =

{
1 + 1

m+n
m 6= n

0 m = n

Dokazati da je d metrika i ispitati kompletnost ovako zadatog
prostora.
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Rexeǌe:

Nedegenerisanost i simetriqost su oqigledni, a nejednakost
trougla sledi iz:

d(m,n) + d(n, k) = 1 +
1

m+ n
+ 1 +

1

n+ k
≥ 2 ≥ 1 +

1

m+ k
= d(m, k)

pa dato preslikavaǌe jeste metrika.

Za proizvoǉno 0 < ε < 1 i proizvoǉan Koxijev niz mora biti
da je za m,n ≥ n0 mora biti da je

d(xm, xn) ≤ ε < 1.

Kako je za xm 6= xn:

d(xm, xn) = 1 +
1

m+ n
> 1

zakǉuqujemo da za m,n ≥ n0 va�i

xm = xn.

Prozvoǉan Koxijev niz je konstantan poqevxi od nekog qlana
pa mora konvergirati iz qega zakǉuqujemo da je prostor kom-
letan.

8. Dokazati da preslikavaǌe

f : [1,+∞)→ [1,+∞) f(x) = x+
1

x

smaǌuje rastojaǌe, ali nije kontrakcija.

Rexeǌe:

Za proizvoǉne dve taqke x, y ∈ [1,+∞) va�i:

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣x+

1

x
− y − 1

y

∣∣∣∣ = |x− y|
∣∣∣∣1− 1

xy

∣∣∣∣ ≤ |x− y|
odnosno:

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y|

pa dato preslikavaǌe zaista smaǌuje rastojaǌe.

Ako bi preslikavaǌe bilo kontrakcija na zatvorenom pod-
skupu [1,+∞) kompletnog metriqkog prostora R jednaqina
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f(x) = x bi imala jedinstveno rexeǌe. Me�utim data jed-
naqina nema rexeǌe:

f(x) = x⇐⇒ x+
1

x
= x⇐⇒ 1

x
= 0.

Na osnovu ovoga mo�emo zakǉuqiti da iako smaǌuje rasto-
jaǌe dato preslikavaǌe nije kontrakcija.

9. Na kompletnom metriqkom prostoru (X, d) je zadato preslika-
vaǌe f : X → X za koje va�i da je:

d(f(x), f(y)) ≥ q d(x, y) q > 1.

Dokazati da f ima fiksnu taqku.

Rexeǌe:

Uoqimo da je dato preslikavaǌe injektivno. Naime ako je
f(x) = f(y) imamo:

0 = d(f(x), f(y)) ≥ q d(x, y) ≥ 0

pa na osnovu ovoga zakǉuqujemo da je x = y.

Na osnovu ovoga imamo bijekciju:

f : X → f(X)

pa postoji inverzno preslikavaǌe:

f−1 : f(X)→ X.

Na osnovu zadate nejednakosti dobijamo:

q d(f−1(x), f−1(y)) ≤ d(f(f−1(x)), f(f−1(y))) = d(x, y)

d(f−1(x), f−1(y)) ≤ 1

q
d(x, y).

Kako je 1
q
< 1 zakǉuqujemo da je f−1 kontrakcija na komplet-

nom metriqkom prostoru pa postoji x takvo da je f−1(x) = x,
odnosno x = f(x).

10. Neka je dat Bn = B[an, δn] opadaju�i niz zatvorenih kugli
(u smislu inkluzije, odnosno va�i Bn+1 ⊂ Bn) u kompletnom
metriqkom prostoru. Dokazati da ako je lim

n→∞
δn = 0 sledi da
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je
⋂
n∈N

Bn jednoqlan. Da li tvr�eǌe va�i ako prostor nije

kompletan?

Rexeǌe:

Uoqimo niz {an}n∈N centara ovih kugli. Ovaj niz je Koxijev.
Kako je lim

n→∞
δn = 0 sledi da postoji n0 tako da za svako ε > 0

n ≥ n0 =⇒ δn ≤
ε

2
.

Za svako m,n ≥ n0 va�i da je:

am ∈ B(am, δm) ⊆ B(an0 , δn0)

an ∈ B(an, δn) ⊆ B(an0 , δn0).

Kako su am,an u kugli polupreqnika maǌeg od ε
2
moraju biti

na rastojaǌu maǌem od ε. Kako je niz {an}n∈N Koxijev u
kompletnom metriqkom prostoru mora biti i konvergentan,
odnosno postoji lim

n→∞
an = a.

Ova graniqna vrednost �e biti u preseku svih kugli. Za
proizvoǉno n i svako m > n bi�e am ∈ B[an, δn] pa kako je ovaj
skup zatvoren i graniqna vrednost mora biti u ovom skupu.

Presek je jednoqlan, jer ako bi postojale dve razliqite taqke
a i b u preseku svih kugli one bi bile na nekom rastojaǌu ρ
i ne bi mogle da budu u kugli polupreqnika maǌeg od ρ

2
koja

�e postojati u nizu jer polupreqnici te�e nuli.

Tvr�eǌe ne�e va�iti u prostoru koji nije kompletan. Mo�emo
posmatrati prostor (0,+∞) sa Euklidskom metrikom i kugle
B[ 1

n
, 1
n
]. Ovaj niz kugli je opadaju�i me�utim presek mu je

prazan skup u datom prostoru.
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6 Povezanost

Definicija 20. Metriqki prostor (X, d) je nepovezan ako postoje
podskupovi X1, X2 ⊆ X takvi da je X1∪X2 = X, X1∩X2 = ∅, X1, X2 6= ∅
i X1, X2 ∈ T .

Prostor je povezan ako nije nepovezan.

Teorema 10. Metriqki prostor (X, d) je nepovezan ako i samo ako
postoji neprekidna surjekcija f : X → {0, 1}, gde na skupu {0, 1} po-
drazumevamo diskretnu metriku.

Teorema 11. Pri neprekidnom preslikava�u slika povezanog skupa je
povezan skup.

Teorema 12. U R jedini povezani skupovi su intervali.

Teorema 13. Ako su Aα, α ∈ A povezani skupovi i B povezan skup tako
da za svako α ∈ A va�i B ∩ Aα 6= ∅ onda je povezan i skup:

B ∪
⋃
α∈A

Aα.

Definicija 21. Metriqki prostor (X, d) je putno povezan ako za
svake dve taqke x, y ∈ X postoji neprekidno preslikava�e γ : [0, 1]→ X
tako da je γ(0) = x i γ(1) = y.

Teorema 14. Svaki putno povezan prostor je i povezan, dok obratno
ne va�i.

U Rn svaki otvoren i povezan skup je putno povezan.

Teorema 15. Pri neprekidnom preslikava�u slika putno povezanog
skupa je putno povezan skup.

1. Ako su skupovi A i B povezani ispitati da li moraju biti
povezani skupovi ∂A, intA, AC,A ∪B i A ∩B?
Rexeǌe:

Nijedan od ovih skupova ne mora biti povezan. Svi primeri
�e biti podskupovi ravni sa euklidskom metrikom.

Ako je skup
A =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ 0 ≤ x ≤ 1
}

tada je:

∂A =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x = 0

}
∪
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x = 1

}
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odnosno unija dve disjunktne prave xto nije povezan skup.
Tako�e u ovom sluqaju ni

Ac =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x < 0

}
∪
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 1

}
nije povezan skup.

Ako je skup

A =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ (x− 1)2 + y2 ≤ 1

}
∪

∪
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ (x+ 1)2 + y2 ≤ 1

}
xto je povezan skup, tada je

intA =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ (x− 1)2 + y2 < 1

}
∪

∪
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ (x+ 1)2 + y2 < 1

}
.

Unutraxnost skupa je unija dva disjunktna otvorena diska
pa nije povezan skup.

Za uniju je dovoǉno uzeti da su skupovi A i B dve razliqite
taqke. Tada je ǌihova unija nepovezan skup.

Ako su dati skupovi:

A = R2 \
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x = 0 y ≤ 0

}
B = R2 \

{
(x, y) ∈ R2

∣∣ x = 0 y > 0
}

tada je

A ∩B =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 0

}
∪
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x < 0

}
xto naravno nije povezan skup.

2. Dati su podskupovi C[0, 1]:

A =

{
f ∈ C[0, 1]

∣∣ f (1

2

)
≥ f

(
1

4

)}

B =

{
f ∈ C[0, 1]

∣∣ f (1

2

)
> f

(
1

4

)}
C =

{
f ∈ C[0, 1]

∣∣ f (1

2

)
< f

(
1

4

)}
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Ispitati povezanost i putnu povezanost skupova A∪C i B∪C,
ako je metrika zadata sa:

d(f, g) = sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)| .

Rexeǌe:

Kako mora va�iti da je ili f
(
1
2

)
≥ f

(
1
4

)
ili f

(
1
2

)
< f

(
1
4

)
zapravo je:

A ∪ C = C[0, 1].

Ovaj prostor je putno povezan: za f, g ∈ C[0, 1] mo�emo kon-
struisati put:

γ : [0, 1]→ C[0, 1] γ(t) = (1− t)f − tg.

Za svako t je γ(t) neprekidna funkcija kao kompozicija neprekid-
nih, sa domenom [0, 1], i va�i da je γ(0) = f i γ(1) = g. Kako
je prostor putno povezan on je i povezan.

B ∪ C nije povezan skup. Skupovi B i C su disjunktni i
oqigledno neprazni.

Tako�e su otvoreni. Za f ∈ B mo�emo uzeti kuglu

B(f, δ), δ =
f(1

2
)− f(1

4
)

2
.

Za ovu kuglu va�i da je:

B(f, δ) ⊆ B

i kako je f bila proizvoǉna funkcija B ∈ T . Analogno se
mo�e pokazati da je C otvoren skup.

Kako B ∪ C nije povezan ne mo�e biti ni putno povezan.

3. Dokazati da je S1 povezan skup.

Rexeǌe:

Definiximo preslikavaǌe:

f : [0, 2π)→ R2 f(x) = (cos x, sinx).

Preslikavaǌe f je neprekidno, jer je neprekidno po koordi-
natama.

Slika preslikavaǌa f je S1 pa ovaj skup mora biti povezan
kao neprekidna slika povezanog.
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4. Ako za dva neprazna podskupa metriqkog prostora A i B
va�i da je za svaku taqku x iz tog prostora d(x,A) 6= d(x,B)
dokazati da prostor nije povezan.

Rexeǌe:

Definiximo skupove:

X1 =
{
x ∈ X

∣∣ d(x,A) < d(x,B)
}

X2 =
{
x ∈ X

∣∣ d(x,A) > d(x,B)
}
.

Taqke iz nepraznog skupa A su u skupu X1, a taqke iz nepraznog
skupa B su u X2 pa va�i:

X1 6= ∅, X2 6= ∅.

Kao je svako x ∈ X va�i da je d(x,A) 6= d(x,B) sledi da je
svaka taqka ili u X1 ili u X2, odnosno:

X1 ∪X2 = X.

Uoqimo proizvoǉnu taqku x0 ∈ X1 i kuglu:

B(x0, δ) δ =
d(x0, B)− d(x0, A)

2
.

Za proizvoǉno x ∈ B(x0, δ) va�i:

d(x,A) ≤ d(x, x0) + d(x0, A) < d(x0, A) + δ

d(x,B) ≥ d(x0, B)− d(x, x0) > d(x0, B)− δ.

Sabiraǌem ove dve nejednakosti dobijamo:

d(x,B) + d(x0, A) + δ > d(x,A) + d(x0, B)− δ

odnosno:

d(x,B)− d(x,A) > d(x0, B)− d(x0, A)− 2δ = 0.

Kako je x bilo proizvoǉno sledi da je:

B(x0, δ) ⊆ X1.
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Tako�e je x0 bilo proizvoǉno pa je skup X1 okolina svake
svoje taqke odnosno:

X1 ∈ T , Xc
1 = X2 ∈ F .

Istim postupkom se mo�e dokazati da je X2 ∈ T , pa kako pros-
tor mo�e da se predstavi kao unija dva disjunktna neprazana
otvorenozatvorena skupa nije povezan.

5. Ispitati da li je podprostor

X =
{
f : [0, 1]→ [0, 1]

∣∣ f ∈ C[0, 1], f je strogo monotona
}

prostora neprekidnih funkcija povezan. Podrazumeva se
metrika d(x, y) = sup

0≤t≤1
|x(t)− y(t)| .

Rexeǌe:

Definiximo skupove:

X1 =
{
f : [0, 1]→ [0, 1]

∣∣ f ∈ C[0, 1], f je strogo rastu�a
}

X2 =
{
f : [0, 1]→ [0, 1]

∣∣ f ∈ C[0, 1], f je strogo opadaju�a
}
.

Kako je svaka strogo monotona funkcija strogo rastu�a ili
strogo opadaju�a:

X = X1 ∪X2.

Funkcija ne mo�e biti strogo rastu�a i strogo opadaju�a
pa je:

X1 ∩X2 = ∅.

Dokazujemo jox da su skupovi X1 i X2 otvorenozatvoreni.

Uoqimo proizvoǉno x0 ∈ X1. Kako je x strogo rastu�a funkcija
mora biti:

x0(1)− x0(0) = δ > 0.

Posmatrajmo kuglu B
(
x0,

δ
2

)
i proizvoǉno x iz ove kugle.

Va�i da je d(x, x0) <
δ
2
pa je sigurno:

x(0) < x0(0) +
δ

2
,

x(1) > x0(1)− δ

2
.
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Iz ovoga zakǉuqujemo da je x(1) > x(0) pa kako je x strogo
monotona mora biti rastu�a odnosno x ∈ X1 pa je i

B

(
x0,

δ

2

)
⊆ X1.

Skup X1 je okolina svake svoje taqke pa je X1 ∈ T .
Istim postupkom se mo�e dokazati da je i X2 ∈ T , pa su oba
skupa i zatvorena jer su jedan drugom komplementi.

Prostor X smo predstavili kao uniju dva neprazna disjunk-
tna otvorenozatvorena skupa pa nije povezan.

6. Dati su neprazni podskupovi A i B povezanog metriqkog pro-
tora (X, d).

(a) Da li mora postojati x ∈ X takvo da je d(x,A) = 2d(x,B)?

(b) Ako je d(A,B) = 2 da li mora postojati x takvo da je
d(x,A) = d(x,B) = 1?

Rexeǌe:

(a) Mora postojati takva taqka, inaqe se postupkom kao u
zadataku 4. dobija da prostor nije povezan.

(b) Ne mora va�iti. Neka je ceo prostor R2 \ {(0, 0)}, a
skupovi A = (1, 0) i B = (−1, 0). Prostor je povezan, a
jedina taqka koja je na rastojaǌu 1 od A i B je taqka
(0, 0) koja se ne nalazi u prostoru.

7. Neka je X povezan metriqki prostor, f, g : X → [0, 1] neprekidna
preslikavaǌa i neka je f surjektivno. Dokazati da postoji
x ∈ X tako da va�i f(x) = g(x).

Rexeǌe:

Definiximo preslikavaǌe:

ϕ : X → [0, 1] ϕ(x) = f(x)− g(x).

Ovo preslikavaǌe je neprekidno kao razlika neprekidnih i
kako je X povezan slika prelikavaǌa mora biti povezan skup,
tj. interval.

Preslikavaǌe f je surjektivno pa postoje x1 i x2 tako da je
f(x1) = 0 i f(x2) = 1.
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Za ove taqke va�i da je

ϕ(x1) = f(x1)− g(x1) = 0− g(x1) ≤ 0

ϕ(x2) = f(x2)− g(x1) = 1− g(x1) ≥ 0.

Kako je slika preslikavaǌa ϕ interval koji sadr�i i pozi-
tivne i negativne vrednosti mora sadr�ati i 0, tj. postoji
x0 tako da je ϕ(x0) = 0 odnosno:

f(x0) = g(x0).

8. Na metriqkom prostoru definixemo relaciju x ∼ y ako pos-
toji povezan skup A takav da su x, y ∈ A. Dokazati da je
ovo relacija ekvivalencije i da su klase najve�i u smislu
inkluzije povezani skupovi. Dokazati da su klase i zatvoreni
skupovi. Da li su klase zatvoreni skupovi i u sluqaju putne
povezanosti?

Rexeǌe:

Kako je svaka taqka povezan skup relacija je refleksivna.

Lako se vidi da je relacija i simetriqna.

Ako je x ∼ y postoji povezan skup A tako da x, y ∈ A. Tako�e
ako su y ∼ z postoji skup povezan B tako da y, z ∈ B. Na osnovu
teoreme cveti� kako su A i B povezani skupovi i y ∈ A ∩ B
pa A ∩ B 6= ∅ i skup A ∪ B je povezan te je x ∼ z. Sledi da je
relacija i tranzitivna.

Ovim je pokazano da je ∼ relacija ekvivalencije i klasu el-
ementa x �emo oznaqavati sa Cx.

Pretpostavimo da postoji povezan skup A tako da je A ) Cx .
Tada postoji y ∈ A \ Cx. Kako su y, x ∈ A i A je povezan skup
sledi da su x ∼ y xto je kontradikcija sa time da y /∈ Cx.
Zakǉuqujemo da su komponente povezanosti zaista najve�i
povezani skupovi u smislu inkluzije.

Komponenta povezanosti Cx je povezan skup, a kako je zatvo-
reǌe povezanog skupa povezan to je i Cx. Kako je Cx najve�i
povezan skup mora biti Cx ⊆ Cx, a obrnuta inkluzija uvek
va�i te je Cx = Cx. Kako je Cx jednak svom zatvoreǌu Cx sledi
da je zatvoren skup.
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U sluqaju putne povezanosti komponente ne moraju biti zatvo-
reni skupovi. Mo�emo uzeti primer topoloxke sinusoide:{

(x, sinx)
∣∣ 0 < x ≤ 1

}
∪ {0} × [−1, 1] ⊆ R2.

Poznato je da je ovo povezan skup koji nije putno povezan. Ako
bi komponente putne povezanosti bili zatvoreni skupovi, one
bi kako su jedna drugoj komplementi bile i otvoreni skupovi
i prostor bi bio unija dva neprazna otvorenozatvorena skupa
pa ne bi bio povezan.

9. Ako je (X, d) povezan metriqki prostor a, b ∈ X, a 6= b i ako je
dato neprekidno preslikavaǌe f : X → R dokazati da postoji
x ∈ X takvo da je 2 (f(x))2 = (f(a))2 + (f(b))2.

Rexeǌe:

Definiximo funkciju:

ϕ : X → R ϕ(x) = (f(x))2 .

Ovako definisano preslikavaǌe je neprekidno kao kompozi-
cija neprekidnih.

Kako je X povezan prostor ǌegova neprekidna slika mora
biti povezan skup, a jedini povezani skupovi u R su inter-
vali, pa je f(X) interval.

Bez gubitka opxtosti neka je ϕ(a) ≤ ϕ(b). Tada je:

[ϕ(a), ϕ(b)] ⊆ ϕ(X)

pa mora postojati x ∈ X takvo da je:

ϕ(x) =
ϕ(a) + ϕ(b)

2
.

Zakǉuqujemo da je:

2ϕ(x) = (f(a))2 + (f(b))2

xto je i trebalo dokazati.
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10. Ako je (X, d) povezan metriqki prostor i M,N ⊆ X tako da je

X = M ∪N M,N 6= ∅

diamM + diamN < diamX

dokazati da X nije povezan.

Rexeǌe:

Kako uvek va�i da je:

diamX ≤ diamM + diamN + d(M,N)

iz pretpostavke zadataka mo�emo zakǉuqiti da je

d(M,N) = δ > 0, M ∩N = ∅.

Za prozvoǉno x ∈M kugla B(x, δ)∩N = ∅ pa je skupM otvoren.
Analogno i skup N je otvoren. Pa kako su skupovi M i N
otvoreno zatvoreni, disjunktni, neprazni i daju ceo prostor,
prostor X nije povezan.

11. Dat je metriqki prostor (X, d) sa barem dva elementa. Defi-
niximo preslikavaǌe f : X → R sa f(x) = d(x,X \ {x}).

(a) Dokazati da je f neprekidno;

(b) Ako je prostor povezan dokazati da je f ≡ 0.

Rexeǌe:

(a) Primetimo da za proizvoǉne x, y ∈ X va�e nejednakosti:

0 ≤ f(x) = d(x,X \ {x}) = inf
z∈X\{x}

d(x, z) ≤ d(x, y)

0 ≤ f(y) = d(y,X \ {y}) = inf
z∈X\{y}

d(x, z) ≤ d(x, y)

qijim oduzimaǌem dobijamo da je:

|f(x)− f(y)| ≤ d(x, y)

pa je funkcija f neprekidna u taqki x, a kako je izbor
taqke bio proizvoǉan neprekidna je i na celom X.
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(b) Pretpostavimo suprotno da postoji x0 ∈ X takvo da je:

f(x0) = d(x0, X \ {x0}) = δ > 0.

Tada mo�emo definisati skupove

X1 = {x0}

X2 = X \ {x0} .

Ovi skupovi su neprazni, disjunktni i daju ceo prostor.
Tako�e su otvoreni zatvoreni, jer su na pozitivnom ras-
tojaǌu, qime daju diskoneksiju povezanog prostora xto
je kontradikcija.

12. Ako X1 i X2 prave diskoneksiju metriqkog prostora (X, d) i
ako je A ⊆ X takav da je A ∩X1 6= ∅ i A ∩X2 6= ∅ dokazati da
A nije povezan.

Rexeǌe:

Definiximo skupove

A1 = A ∩X1

A2 = A ∩X2.

Po uslovu zadatka ovi skupovi se neprazni i ǌihova je unija
ceo skup A.

Tako�e su disjunktni, jer su podskupovi dva razliqita dis-
junktna skupa.

Ako izaberemo proizvoǉno x ∈ A1 ono je i u X1 pa kako je
X1 ∈ T postoji kugla B(x, δ) ⊆ X1.

Iz toga xto je X1 ∩A2 = ∅ zakǉuqujemo da je i B(x, δ)∩A2 = ∅
pa je A1 otvoren u A.

Analogno je i A2 otvoren. Iz ovoga se mo�e zakǉuqiti da je
A nepovezan skup.

13. Ako je (X, d) povezan metriqki prostor i a, b ∈ X, a 6= b
dokazati da za neprekidnu funkciju f : X → R postoji x ∈ X
tako da va�i jednakost:

sin(f(b))−sin(f(a)) = (f(b)−f(a)) cos(f(a))−1

2
(f(b)−f(a))2 sin(f(x)).
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Rexeǌe:

Tejlorov polinom sa ostatkom u Lagran�ovom obliku funkcije
sin t u okolini taqke α je:

sin t = sinα + (t− α) cosα− 1

2
(t− α)2 sin ξ

za neko ξ ∈ (t, α).Oznaqivxi f(b) = t i f(a) = α dobijamo:

sin f(b) = sin f(a) + (f(b)− f(a)) cos f(a)− 1

2
(f(b)− f(a))2 sin ξ.

Mo�emo uzeti da je f(a) ≤ f(b).

Kako je ξ ∈ [f(a), f(b)] a prostor X povezan mora postojati
x ∈ X takvo da je f(x) = ξ. Ovim je pokazano tvr�eǌe zadatka.

14. Neka je (X, d) metriqki prostor i A ⊆ X.

(a) Ako je C ⊆ X povezan skup, dokazati da va�i taqno jedna
od relacija

C ⊆ intA C ⊆ (X \ A) C ∩ ∂A 6= ∅.

(b) Neka je f : [0, 1]→ X neprekidna funkcija, f(0) ∈ A, f(1) ∈
X \ A. Dokazati da postoji t ∈ [0, 1] tako da je f(t) ∈ ∂A.

Rexeǌe:

(a) Pretpostavimo suprotno da je C povezan skup koji ne
zadovoǉava ni jednu od datih skupovnih relacija.
Definiximo skupove:

C1 = C ∩ intA

C2 = C ∩ (X \ A).

Trivijalno je da je:

C = C1 ∪ C2.

Iz toga xto je intA ∩ (X \ A) = ∅ sledi da je i:

C1 ∩ C2 = ∅.

Znamo da je X = intA ∪ ∂A ∪ (X \ A).
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Kako je C ∩ ∂A = ∅ i C * intA znamo da C2 nije prazan
skup.
Analogno kako C * (X \ A) ni skup C1 nije prazan.
Skupovi intA i (X \A) su otvoreni u X pa su otvoreni i
u C.
Ovim smo pokazali da se skup C mo�e predstaviti kao
unija dva disjunktna neprazna otvorenozatvorena skupa
xto je kontradikcija sa tim da je povezan.

(b) Interval [0, 1] je povezan skup, pa je i ǌegova neprekidna
slika povezan skup. Oznaqimo sa:

f([0, 1]) = C =
{
x ∈ X

∣∣ x = f(t), t ∈ [0, 1]
}
.

Kako je f(0) ∈ A mora biti f(0) ∈ intA ili f(0) ∈ ∂A. U
drugom sluqaju je zadatak zavrxen pa predpostavimo da
va�i prvo. Tada je C * (X \ A).
Isto tako kako je f(1) ∈ (X \ A) mora va�iti ili f(1) ∈
∂(X \ A) = ∂A ili f(1) ∈ int(X \ A). U prvom sluqaaju je
ispuǌen uslov zadatka, pa �emo predpostaviti da va�i
drugi sluqaj i tada C * intA.
Sada se mo�emo pozvati na prvi deo zadatka i kako nisu
ispuǌene prve dve relacije i skup C je povezan mora biti
C ∩ ∂A 6= ∅ pa postoji x = f(t) ∈ ∂A.

15. Ako je (X, d) povezan metriqki prostor i a, b ∈ X, dokazati
da za neprekidnu funkciju f : X → R postoji x ∈ X takvo da
va�i:

7∑
k=0

(f(a))k(f(b))7−k = 8(f(x))7.

Rexeǌe:

Ako je f(a) = f(b) tvr�eǌe trivijalno va�i.

Neka je, bez gubitka opxtosti f(b) > f(a). Primetimo da je:

7∑
k=0

(f(a))k(f(b))7−k = f(b)7 + f(a)f(b)6 + · · ·+ f(a)6f(b) + f(b)7 =

(f(b)7 + f(a)f(b)6 + · · ·+ f(a)6f(b) + f(b)7) (f(b)− f(a))

f(b)− f(a)
=
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=
f(b)8 − f(a)8

f(b)− f(a)
.

Funkcija f je neprekidna, pa je slika povezanog prostora
povezan, odnosno interval I.

Za funkciju:
ϕ : I → R ϕ(x) = x8

lako vidimo da ispuǌava uslove Lagran�ove teoreme na skupu
[f(a), f(b)] ⊆ I, pa postoji ξ ∈ [f(a), f(b)] tako da je:

ϕ(f(b))− ϕ(f(a))

f(b)− f(a)
= ϕ′(ξ) = 8(f(ξ)))7.

Kako se ξ nalazi u slici preslikavaǌa f mora postojati
taqka x ∈ X tako da je f(x) = ξ qime je dokazano tvr�eǌe
zadatka.

16. Neka je (X, d) povezan metriqki prostor i a, b ∈ X, a 6= b.
Definiximo preslikavaǌe f : X → R sa f(x) = |d(x, a)− d(x, b)|.

(a) Dokazati da je f neprekidno na X;

(b) Postoji ξ ∈ X tako da je f(ξ) = 0;

(v) Dokazati da je Im(f) = [0, d(a, b)].

Rexeǌe:

(a) Nije texko utvrditi da je rastojaǌe od taqke neprekidno
preslikavaǌe, pa je i preslikavaǌe f neprekidno kao
kompozicija neprekidnih preslikavaǌa.

(b) Mora postojati taqka za koju va�i da je d(x, a) = d(x, b) pa
samim tim i f(x) = 0. U suprotnom bi se skup X mogao
predstaviti kao unija dva neprazna otvorenozatvorena
skupa:

X1 =
{
x ∈ X

∣∣ d(x, a) > d(x, b)
}

X2 =
{
x ∈ X

∣∣ d(x, a) < d(x, b)
}

xto je kontradikcija sa tim da je X povezan.

(v) Za proizvoǉno x ∈ X va�i :

d(x, a)− d(x, b) ≤ d(a, b),

d(x, b)− d(x, a) ≤ d(a, b).
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Iz ove dve nejednakosti dobijamo:

f(x) = |d(x, a)− d(x, b)| ≤ d(a, b).

Primetimo da je:

f(a) = f(b) = d(a, b).

Kako je X povezan i ǌegova slika mora biti povezan skup,
odnosno interval. Iz prethodnog mo�emo zakǉuqiti da
je:

Im(f) = [0, d(a, b)].

17. Neka je f : I → R neprekidno preslikavaǌe, gde je I interval.
Dokazati da je skup Γ =

{
(x, f(x))

∣∣ x ∈ I} povezan.

Rexeǌe:

Ako posmatramo preslikavaǌe:

f̃ : I → R2 f̃(x) = (x, f(x))

nije texko utvrditi da je neprekidno. Naime po prvoj koor-
dinati je identiteta, a po drugoj je neprekidno f iz uslova
zadatka, pa je neprekidno jer je neprekidno po koordinatama.

Kako je interval I povezan skup ǌegova neprekidna slika
mora biti povezan skup te je Γ povezan.

18. Dokazati da je povezan metriqki prostor (X, d) sa barem dve
taqke neprebrojiv.

Rexeǌe:

Neka je a ∈ X proizvoǉna taqka i definiximo prelikavaǌe
f : X → R sa f(x) = d(x, a). Ovo preslikavaǌe je neprekidno, a
kako postoje dve razliqite taqke slika preslikavaǌa �e biti
netrivijalan interval, koji je neprebrojiv. Kako prostor
X mora imati ve�u kardinalnost od slike i on mora biti
neprebrojiv.

19. Ako su A i B podskupovi metriqkog prostora (X, d), A povezan
i va�i da je A ⊆ B ⊆ A tada je i B povezan skup.

Rexeǌe:

Pretpostavimo suprotno da B nije povezan skup. Tada pos-
toji neprekidna surjekcija f : B → {0, 1}. Kako je A povezan

62



skup mora biti da je preslikavaǌe f na skupu A konstantno.
Bez gubitka opxtosti recimo da je za svako x ∈ A f(x) = 0.
Kao je f surjektivno na B postoji y ∈ B ⊂ A takvo da je
f(y) = 1. Iz toga xto je f(y) = 1 sledi da y nije u A, i kako
je u A mora postojati niz {xn}n∈N ⊆ A takav da je lim

n→∞
xn = y.

Iz ovoga dobijamo kontradikciju jer va�i:

0 = lim
n→∞

f(xn) = f( lim
n→∞

xn) = f(y) = 1.

20. Dokazati da jediniqna kugla u povezanom prostoru ne mora
biti povezan skup.

Rexeǌe:

Neka je prostor:

X = R2 \
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x = 0, y > 0

}
sa uobiqajenom metrikom. Uoqimo kuglu:

B = B

((
1

2
, 1

)
, 1

)
.

Ova kugla nije povezan skup jer imamo diskoneksiju

B1 = B ∩
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x > 0

}
,

B2 = B ∩
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ x < 0

}
.

21. Dokazati da ako su skupovi Ai, i ∈ I i B putno povezani i za
svako i va�i da je B ∩ Ai 6= ∅ onda je i skup B

⋃ ⋃
i∈I
Ai putno

povezan.

Rexeǌe:

Izaberimo dve proizvoǉne taqke x, y ∈ B
⋃ ⋃

i∈I
Ai. Ako postoji

i tako da su x, y ∈ Ai kako je Ai putno povezan sledi da postoji
put koji povezuje x i y, i sliqno ako su x, y ∈ B.
Neka je x ∈ Ai a y ∈ B. Iz toga xto je Ai ∩ B 6= ∅ postoji
z ∈ Ai ∩ B. Skup Ai je putno povezan pa postoji put γ1 koji
povezuje x i z, a tako�e B je putno povezan pa postoji put γ2
koji povezuje z i y. Sada mo�emo konstruisati slede�i put:

γ(t) =

{
γ1(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

γ2(2t− 1), 1
2
≤ t ≤ 1.
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Na osnovu toga xto je γ1(1) = γ2(0) = z ovaj put je neprekidan.
Za t ∈ [0, 1

2
] put je u Ai, a za t ∈ [1

2
, 1] put je u B , pa smo na

ovaj naqin konstruisali put koji povezuje x i y u B ∪ Ai.
Neka je sada x ∈ Ai, a y ∈ Aj. Iz uslova zadatka postoje
z ∈ Ai ∩B i u ∈ B ∩Aj, kao i putevi γ1 koji povezuje x i z, γ2
koji povezuje z i u, kao i γ3 koji povezuje u i y. Konstruixemo
put:

γ(t) =


γ1(3t), 0 ≤ t ≤ 1

3

γ2(3t− 1), 1
3
≤ t ≤ 2

3

γ3(3t− 2), 2
3
≤ t ≤ 1.

Iz toga xto je γ1(1) = γ2(0) = z i γ2(1) = γ3(0) = u mo�emo za-
kǉuqiti da je γ neprekidan. Tako�e va�i da je γ(0) = γ1(0) = x
i γ(1) = γ3(1) = y i put je u datom prostoru pa smo pronaxli
put koji povezuje x i y.

Kako smo za proizvoǉan izbor taqaka pronaxli put koji ih
povezuje prostor je putno povezan.

22. Pokazati da je prostor X = {(0, 0)} ∪
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ 0 < y < x2

}
,

sa euklidskom metrikom, putno povezan, a nije poligonalno
povezan. (Skup je poligonalno povezan ako za svake dve taqke
iz skupa postoji put od konaqnog broja du�i koji ih povezuje.)

Rexeǌe:

Dokaza�emo da proizvoǉnu taqku (x, y) ∈ X mo�emo spojiti
putem sa taqkom (0, 0) koja je tako�e u X, pa iz toga sledi da
je prostor putno povezan.

Neka je (x, y) ∈ X takva da je x > 0.

Uoqimo prvo put:

γ1(t) =

(
t

2
,
t3

8

)
.

Kako za svako t ∈ (0, 1] va�i da je t3

8
<
(
t
2

)2 mo�emo zakǉuqiti
da je za svako t γ(t) ∈ X i naxli smo put koji spaja taqku
(0, 0) sa taqkom

(
1
2
, 1
8

)
.

Kako taqku (x, y) mo�emo sa dve du�i lako spojiti sa taqkom(
1
2
, 1
8

)
dobijamo za x ≥ 1

2
put:

γ(t) =


(

3t
2
, 27t

3

8

)
, 0 ≤ t ≤ 1

3(
1
2
(1− t) + tx, 1

8

)
, 1
3
≤ t ≤ 2

3(
x, 1

8
(1− t) + ty

)
, 2
3
≤ t ≤ 1.
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Analogno za x < 1
2
imamo put:

γ(t) =


(

3t
2
, 27t

3

8

)
, 0 ≤ t ≤ 1

3(
1
2
, 1
8
(1− t) + ty

)
, 1
3
≤ t ≤ 2

3(
1
2
(1− t) + tx, 1

8
(1− t) + ty

)
, 2
3
≤ t ≤ 1.

Isti postupak mo�emo primeniti i za taqke iz skupa X za
koje je x < 0 tako xto �emo prvo taqku (0, 0) spojiti sa taqkom(
−1

2
, 1
8

)
putem:

γ1(t) =

(
− t

2
,
t3

8

)
.

Na osnovu prethodnog vidimo da svaku taqku skupa X mo�emo
spojiti putem sa taqkom (0, 0) pa je prostor putno povezan.

Pretpostavimo da je prostor i poligonalno povezan. U tom
sluqaju postoji du� koja spaja taqku (0, 0) i taqku (x0, kx0),
k > 0 koja je u prostoru X. Na osnovu ovoga moralo bi
va�iti da je kx < x2, odnosno k < x za svako x tako da je
0 < x ≤ x0. Me�utim nije mogu�e na�i ovakvo k, pa iz toga
zakǉuqujemo da nije mogu�e spojiti taqku (0, 0) nekom du�i
sa drugom taqkom prostora X, te prostor nije poligonalno
povezan.
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7 Sve i svaxta

1. Dat je skup A ⊆ C[0, 1] koji sadr�i sve funkcije oblika fα(t) =
αt + 1 − α, gde je 0 < α ≤ 2. Odrediti dijametar skupa A,
a zatim ispitati ǌegovu kompletnost i kompaktnost, ako je
metrika na C[0, 1] zadata sa d(f, g) = max

0≤t≤1
|f(t)− g(t)| .

Rexeǌe:

Kako je za proizvoǉno α, β ∈ (0, 2] va�i:

d(fα, fβ) = max
0≤t≤1

|fα(t)− fβ(t)| = max
0≤t≤1

|αt+ 1− α− βt− 1 + β| =

= max
0≤t≤1

|(α− β)(t− 1)| ≤ |α− β| ≤ 2

mo�emo zakǉuqiti da je:

diamA ≤ 2.

Uoqimo sada niz f 1
n
(t) i posmatrajmo ǌegovu udaǉenost od f2:

d(f 1
n
, f2) = max

0≤t≤1

∣∣∣f 1
n
(t)− f2(t)

∣∣∣ =

= max
0≤t≤1

∣∣∣∣ 1nt+ 1− 1

n
− 2t− 1 + 2

∣∣∣∣ = max
0≤t≤1

∣∣∣∣(2− 1

n
)(1− t)

∣∣∣∣ = 2− 1

n
.

Za svako n postoji qlan niza tako da je:

d(f 1
n
, f2) ≥ 2− 1

n

i iz toga mo�emo zakǉuqiti da je:

diamA ≥ 2

odnosno na osnovu prethodnog:

diamA = 2.

Primetimo da je:

d
(
f 1
n
, f 1

m

)
=

∣∣∣∣ 1n − 1

m

∣∣∣∣ ≤ 1

n
.

Na osnovu ovoga vidimo da je niz f 1
n
Koxijev.
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U prostoru C[0, 1] va�i da je rastojaǌe qlanova niza do funkcije
g(t) = 1:

d
(
f 1
n
, g
)

= max
0≤t≤1

∣∣∣f 1
n
− g(t)

∣∣∣ = max
0≤t≤1

∣∣∣∣ 1nt+ 1− 1

n
− 1

∣∣∣∣ =

= max
0≤t≤1

∣∣∣∣ 1n(t− 1)

∣∣∣∣ =
1

n

pa mo�emo zakǉuqiti da je:

lim
n→+∞

f 1
n

= g.

Me�utim funkcija g ne pripada skupu A. Naime ako bi za
neko α va�ilo da je fα = g dobili bismo:

αt+ 1− α = 1

a iz ovoga sledi da je α = 0 xto je u kontradikciji sa uslovima
zadatka.

Kako je limes u metriqkom prostoru jedinstven, a funkcija
g ne pripada skupu A zakǉuqujemo da niz f 1

n
divergira u A.

Pronaxli smo Koxijev niz koji konvergira pa skup A nije
kompletan.

Na osnovu prethodnog razmatraǌa nula finkcija je taqka
nagomilavaǌa skupa A a ne nalazi se u ǌemu pa skup A nije
zatvoren, pa samim tim nije ni kompaktan.

2. Dat je metriqki prostor (X, d) i neprekidna surjekcija f :
X → N, gde je na N zadata euklidska metrika. Ispitati da
li X mo�e biti povezan metriqki prostor. Da li X mo�e
biti kompaktan metriqki prostor?

Rexeǌe:

Definiximo preslikavaǌe:

ϕ : N→ {0, 1} ϕ(n) =

{
1 n = 1
0 n 6= 1

Nije texko videti da je ovo preslikavaǌe neprekidno, pa je
neprekidno i preslikavaǌe:

ϕ ◦ f : X → {0, 1} .
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Kako su f i ϕ surjektivni i ǌihova kompozicija je tako�e
surjektivna. Dobili smo neprekidnu surjekciju iz prostora
X u skup {0, 1}, pa X ne mo�e biti povezan prostor.

Pretpostavimo da je X kompaktan.

Izaberimo proizvoǉan otvoren prekrivaq skupa N:⋃
α∈A

Uα ⊇ N Uα ∈ T .

Znamo da je f neprekidno preslikavaǌe pa za svako α va�i
da je f−1 (Uα) ∈ T pa i ǌihova unija

⋃
α∈A

f−1 (Uα) ∈ T . Ovako

smo dobili otvoren pokrivaq prostora X:⋃
α∈A

f−1(Uα) ⊇ X

koji zbog kompaktnosti mora imati konaqan potpokrivaq:⋃
α∈Ã

f−1(Uα) ⊇ X, Ã konaqan.

Zahvaǉuju�i surjektivnosti preslikavaǌa f imamo da je:

f

f−1
⋃
α∈Ã

f−1(Uα)

 =
⋃
α∈Ã

Uα ⊇ N.

konaqan otvoren potpokrivaq skupa N. Kako smo iz proizvoǉnog
otvorenog pokrivaqa dobili konaqan potpokrivaq sledilo bi
da je N kompaktan xto naravno nije taqno. Sledi da skup X
ne mo�e biti kompaktan.

3. Ispitati ograniqenost, povezanost i kompaktnost skupa A ={
f ∈ C[0, 1]

∣∣ f(t) = at+ b, a, b ∈ [0, 1]
}
, ako je metrika na C[0, 1]

zadata sa d(f, g) = max
0≤t≤1

|f(t)− g(t)| .

Rexeǌe:

Uoqimo preslikavaǌe:

ϕ : R2 → C[0, 1] ϕ(x, y) = xt+ y

gde se u R2 podrazumeva euklidska metrika.
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Primetimo da je:

d (ϕ(x1, y1), ϕ(x2, y2)) = max
0≤t≤1

|x1t+ y1 − x2t− y2| ≤

≤ |x1 − x2 + y1 − y2| ≤ |x1 − x2|+ |y1 − y2| ≤ d ((x1, y1), (x2, y2))

pa je preslikavaǌe ϕ neprekidno.

Skup [0, 1]2 je povezan i kompaktan u R2 sa euklidskom metrikom,
pa i ǌegova neprekidna slika mora biti povezan i kompaktan
skup. Na osnovu ovoga je skup A povezan i kompaktan. Kako
je A kompaktan skup mora biti i ograniqen.

4. Ako je dat povezan metriqki prostor (X, d) sa barem dve ra-
zliqite taqke dokazati da X \ {a} nije kompaktan za proizvo-
ǉan izbor taqke a ∈ X. Da li tvr�eǌe va�i u sluqaju da
prostor nije povezan?

Rexeǌe:

Kako je prostor X povezan za svako ε > 0 postoji x ∈ B (a, ε) \
{a}. U suprotnom mo�emo definisati skupove:

X1 = X \ {a} X2 = {a} .

Skupovi X1 i X2 su oqigledno neprazni disjunktni i ǌihova
je unija ceo prostor. Tako�e nije texko proveriti da su oba
skupa i otvorena pa daju diskoneksiju povezanog prostora
xto dovodi do kontradikcije.

Na osnovu prethodnog mo�emo formirati niz {xn}n∈N za qije
qlanove va�i:

x1 ∈ B (a, 1)

x2 ∈ B
(
a,

1

2

)
x3 ∈ B

(
a,

1

3

)
...

Za svako ε > 0 postoji n0 tako da je za svako n ≥ n0, 1
n
≤ ε, pa je

i xn ∈ B (a, ε). Mo�emo zakǉuqiti da niz xn konvergira taqki
a. Ovaj niz ne mo�e imati konvergentan podniz u X\{a}. Kako
smo pronaxli niz koji nema konvergentan podniz zakǉuqujemo
da X \ {a} nije kompaktan.
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U sluqaju da prostor X nije povezan tvr�eǌe ne mora va�iti.
Uzmimo za primer:

X = [0, 1] ∪ {3}

sa euklidskom metrikom. Oqigledno je:

X \ {3} = [0, 1]

kompaktan, qime smo pokazali neophodnost povezanosti u for-
mulaciji tvr�eǌa.

5. Ako je x ∈ C[0, 1] sa metrikom zadatom sa d(x, y) = max
0≤t≤1

|x(t)− y(t)|

ispitati konvergenciju niza funkcija xn(t) = x
(
t1+

1
n

)
.

Rexeǌe:

Uoqimo pomo�nu funkciju:

g(t) = t1+
1
n − t.

Oqigledno je:
g(0) = g(1) = 0.

Funkcija g je diferencijabilna pa mo�emo potra�iti izvod
ove funkcije:

g′(t) =

(
1 +

1

n

)
t
1
n − 1

pa je:

g′(t) = 0⇐⇒ t =

(
n

n+ 1

)n
.

Mo�emo zakǉuqiti da je:

max
0≤t≤1

|g(t)| =
∣∣∣∣g(( n

n+ 1

)n)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

n

n+ 1

)((
n

n+ 1

)1+ 1
n

− 1

)∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
(

n

n+ 1

)1+ !
n

− 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣e(1+ 1

n) log( n
n+1) − 1

∣∣∣ .
Nije texko proveriti da posledǌi izraz te�i nuli kad n
te�i beskonaqnosti, pa mo�emo zakǉuqiti da postoji n0 tako
da za svako n ≥ n0 va�i da je

∣∣∣t1+ 1
n − t

∣∣∣ ≤ δ za proizvoǉan

izbor δ > 0 i t ∈ [0, 1]. Sa druge strane x je neprekidna, pa i
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ravnomerno neprekidna na kompaktnom skupu te za prozvoǉan
izbor ε > 0 va�i da je za

∣∣∣t1+ 1
n − t

∣∣∣ ≤ δ , x(t1+
1
n )− x(t) ≤ ε.

Na osnovu prethodnog mo�emo zakǉuqiti da je:

lim
n→+∞

xn(t) = x(t).

6. Ako je f : S1 → R neprekidna funkcija dokazati da postoji
x ∈ S1 takvo da je f(x) = f(−x).

Rexeǌe:

Skup S1 je kompaktan, pa neprekidna funkcija f na ǌemu dos-
ti�e maksimum i minimum u nekim taqkama x1, x2 ∈ S1.

Ako je f(x1) = f(x2) funkcija je konstantna i tvr�eǌe va�i.
Ako ovo nije sluqaj mo�emo definisati funkciju:

ϕ : S1 → R ϕ(x) = f(x)− f(−x)

koja je oqigledno neprekidna.

U taqki x1 je maksimum pa je:

f(x1)− f(−x1) ≥ 0

a u taqki x2 minimum te va�i:

f(x2)− f(−x2) ≤ 0.

Skup S1 je povezan pa je ǌegova neprekidna slika povezan,
odnosno interval. Taj interval sadr�i pozitivan i negati-
van broj pa mora sadr�ati nulu, odnosno postoji x tako da
je:

ϕ(x) = 0 =⇒ f(x) = f(−x).

7. Dokazati da ako je svaka jediniqna kugla kompaktan skup da
je prostor kompletan.

Rexeǌe:

Izaberimo proizvoǉan Koxijev niz {xn}n∈N i ε > 0. Niz je
Koxijev pa va�i:

∀n ≥ n0 d(xn, xn0) ≤
ε

2
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odnosno:
∀n ≥ n0 xn ∈ B (xn0 , 1) .

Jediniqna kugla je kompaktan protor iz pretpostavke pa niz
xn ima konvergentan podniz xnk → x, pa je za dovoǉno veliko
k d(xnk , x) ≤ ε

2
.

Sledi da je za dovoǉno veliko n:

d(xn, x) ≤ d(xn, xnk) + d(xnk , x) ≤ ε

odnosno niz konvergira. Pokazali smo da proizvoǉan Koxi-
jev niz konvergira, pa prostor jeste kompletan.

8. Neka je dat metriqki prostor (X, d) i zatvoreni skupovi A,B ⊆
X takvi da je A ∩B = ∅.

(a) Dokazati da postoji neprekidno preslikavaǌe f : X → R
tako da je A = f−1 ({0}), a B = f−1 ({1}).

(b) Dokazati da postoje U, V ∈ T takvi da je:

A ⊆ U B ⊆ V U ∩ V = ∅.

Rexeǌe:

(a) Definiximo preslikavaǌe:

f : X → R f(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)

koje je neprekidno kao kompozicija neprekidnih. Nije
texko videti da je imenilac ve�i od brojioca, pa funkcija
f mo�e uzeti vrednosti samo iz skupa [0, 1].
Skup A je zatvoren pa su na rastojaǌu nula od ǌega samo
ǌegove taqke, te je:

f(x) = 0⇐⇒ d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
= 0⇐⇒ x ∈ A.

Tako�e iz zatvorenosti skupa B va�i:

f(x) = 1⇐⇒ d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
= 1⇐⇒ x ∈ B.
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(b) Za preslikavaǌe f definisano u prvom delu rexeǌa zada-
jmo skupove:

U = f−1
(

[0,
1

2
)

)
V = f−1

(
(
1

2
, 1]

)
.

Skupovi [0, 1
2
) i (1

2
, 1] su otvoreni u prostoru [0, 1], pa su i

skupovi U, V tako�e otvoreni. Kako je f(A) = 0 sledi da
je A ⊆ U , a kako je f(B) = 1 imamo da je B ⊆ V . Skupovi
U i V su iz definicije disjunktni pa smo pokazali tvr-
�eǌe zadatka.

9. Za svaki skup A ⊂ N definixemo funkciju fA : N → R takvu
da je:

fA(x) =

{
1 , x ∈ A
0 , x /∈ A.

Za svaka dva skupa A,B ⊂ N definixemo preslikavaǌe:

d(A,B) =
+∞∑
n=1

|fA(n)− fB(n)| · 2−n.

(a) Dokazati da je preslikavaǌe d dobro definisano na skupu
P(N)× P(N);

(b) Pokazati da je (P(N), d) metriqki prostor;

(v) Definiximo niz skupova sa An = {k ∈ N
∣∣ k ≥ n}, n ∈

N. Ispitati konvergenciju ovako definisanog niza i u
sluqaju da on konvergira odrediti graniqnu vrednost.

Rexeǌe:

(a) Kako za proizvoǉne podskupove A i B skupa prirodnih
brojeva va�i da je:

|fA(n)− fB(n)| · 2−n ≤ 2−n

a znamo da red sa opxtim qlanom 2−n konvergira za-
kǉuqujemo da po poredbenom kriterijumu za pozitivne
redove dati red konvergira, pa je preslikavaǌe d dobro
definisano.
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(b) Red sa pozitivnim qlanovima mora konvergirati ka poz-
itivnom broju pa kodomen preslikavaǌa d jeste [0,+∞).
Ako je d(A,B) = 0 moraju svi qlanovi reda biti nula,
odnosno:

∀n ∈ N fA(n) = fB(n)

pa je i A = B.
Simetriqnost sledi iz:

d(A,B) =
+∞∑
n=1

|fA(n)− fB(n)| · 2−n =

=
+∞∑
n=1

|fB(n)− fA(n)| · 2−n = d(B,A).

Kako va�i nejednakost trougla za prirodne brojeve:

|fA(n)− fB(n)|+ |fB(n)− fC(n)| ≥

≥ |fA(n)− fB(n) + fB(n)− fC(n)| = |fA(n)− fC(n)|

i mno�eǌem sa 2−n i sumiraǌem se nejednakost oquvava
dobijamo:

+∞∑
n=1

|fA(n)− fB(n)| · 2−n +
+∞∑
n=1

|fB(n)− fC(n)| · 2−n ≥

≥
+∞∑
n=1

|fA(n)− fC(n)| · 2−n

odnosno nejednakost trougla:

d(A,B) + d(B,C) ≥ d(A,C).

Ovim je pokazano da d jeste metrika.

(v) Kako red
+∞∑
n=1

2−n konvergira za svako ε > 0 postoji n0 tako

da je
+∞∑
n=n0

2−n ≤ ε.

Iz ovoga sledi da dati red konvergira ka praznom skupu,
jer za ε > 0 postoji n0 tako da je za n ≥ n0 d(An, ∅) ≤ ε.
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10. Dato je preslikavaǌe:

d : R3 × R3 → R

d(x, y) =

{ ‖x‖+‖y‖
2

, x 6= y
0 , x = y.

a) Dokazati da je d metrika;

b) Opisati otvorene kugle:

B ((0, 0, 0), 1) B ((0, 2, 2), 2) ;

v) Ispitati otvorenost, zatvorenost i povezanost skupa A
zadatog sa:

A =
{

(x, y, z) ∈ R3
∣∣ x = 0, y = 2, 1 ≤ z ≤ 3

}
∪
{
a ∈ R3

∣∣ ‖ a ‖< 1
}

;

g) Ispitati neprekidnost preslikavaǌa:

f :
(
R3, d

)
→
(
R3, e

)
f(x) = x

g :
(
R3, e

)
→
(
R3, d

)
g(x) = x

gde je sa e oznaqena euklidska metrika.

Rexeǌe:

(a) Kako je norma uvek nenegativan broj d je dobro defi-
nisano preslikavaǌe u [0,+∞).
Ako su x i y razliqite taqke bar jedna norma je razli-
qita od 0, pa je i d(x, y) > 0 odnosno sledi nedegene-
risanost.
Simetriqnost i nejednakost trougla su oqigledni, pa d
zaista jeste metrika.

(b) Ako je x ∈ B ((0, 0, 0), 1) odnosno d(x, (0, 0, 0)) < 1 mora biti
da je ‖ x ‖< 2, pa je:

B ((0, 0, 0), 1) =
{
x ∈ R3

∣∣ ‖ x ‖< 2
}
.

Za x ∈ B ((0, 2, 2), 2) mora va�iti da je x = (0, 2, 2) ili

‖ x ‖ + ‖ (0, 2, 2) ‖
2

< 2

odnosno ‖ x ‖< 4− 2
√

2, pa je:

B ((0, 2, 2), 2) =
{
x ∈ R3

∣∣ ‖ x ‖< 4− 2
√

2
}
∪ {(0, 2, 2)} .
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(v) Za svako (x, y, z) 6= (0, 0, 0) uoqimo kuglu sa centrom u toj
taqki i polupreqnika δ = ‖(x,y,z)‖

4
. Na osnovu definicije

metrike d mo�emo uoqiti da je:

B ((x, y, z), δ) = {(x, y, z)} .

Na osnovu ovoga su sve taqke razliqite od koordinatnog
poqetka otvoreni skupovi.
Za taqku kooordinatnog poqetka nije texko proveriti da
su kugle koje je sadr�e uobiqajene euklidske kugle.
Zakǉuqujemo da je skup A otvoren kao unija otvorenih
kugli.
Tako�e je komplement skupa A otvoren skup kao unija
otvorenih, pa A mora biti i zatvoren.
Skup A ne�e biti povezan jer mo�emo izdvojiti proizvoǉnu
taqku razliqitu od nule koja �e biti otvoren skup, a
i ostatak �e ostati otvoren i tako mo�emo napraviti
diskoneksiju.

(g) Kako je skup A iz prethodnog dela zadatka otvoren u
metrici d, a nije u euklidskoj metrici mo�emo zakǉu-
qiti da inverzna slika otvorenog skupa pri preslika-
vaǌu g ne mora biti otvoren, pa preslikavaǌe nije neprekidno.
Sa druge strane svaki otvoren skup u euklidskoj metrici
je skup taqaka razliqitih od nule ili sadr�i neku okolinu
nule, pa je otvoren i u metrici d. Iz ovoga sledi da f
jeste neprekidno preslikavaǌe.

A sad samo rad
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