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O ITPCTEHY TPUT'OHOMETPNJCKHNX IIOJIMHOMA
CA IITPUMEHAMA Y TEOPNJN
AHAJINTNYERNX HEJEITHARKOCTNM

CAKRETAK

OBa moKTOpCKa aucepTaluja cacToju ce u3 aBa mesa. llenrpaana Tema mp-
BOT Jlejla MUCEPTAIUje Cy IPCTEHN TPUTOHOMETPUjCcKuX noaunoma. [Ipukazano
je ma je mpCTeH KOMIUIEKCHUX TpUroHoMerpujckux moamHoma, Clcosz,sin x|,
JOMEH ca jJeJHO3HAYHOM (PaKTOPU3aIMjoM, NOK IPCTEH PEaJHUX TPUTrOHOME-
TpUjCcKuX moauHOoMa, R[cosz,sin x|, HUje mOMEH ca jeAHO3HAYHOM (PAKTOPU3A-
nujoM. latm cy morpebHU M DOBOJBHU YCJIOBU 3a CIyYa] Kada Y IPCTEHY
Clcosz,sinz], 3a pasnury oxn mpcreHa Rcosz,sinz|, cremen mpomsBoia nBa
TPUTOHOMETPHUjCKA IIOJMHOMA HUje jeqHaK 30Upy CTeleHa HeroBUX (GakxTopa.

Teopuja TPUTOHOMETPUjCKUX MOJMHOMA MPOMKUPEHA je Ha XUIePOOTUIKO-
TpuroHomerpujcke nonmuome, ckpaheno XT-nonmmHoMe, Koju cy meduHUCAHU
0 yrjeny Ha TPUTOHOMETDPUjCKe HoJumHOMe. PeasHu OIHOCHO KOMIIJIEKCHU
XT-nmomumroMu 06pasyjy npcreH, mrasuiie nHTerpasan fomer R|cosh x, sinh z],
omaocHO Clcosh x,sinh z]. Pasmarpana je ¢pakropusanuja y OBUM JOMEHUMA U
MOKA3aHO je Ja Cy TO IOMEHU ca jeqHo3HAUHOM ¢axTopusanujoMm. Onpebhenn
Cy HepacTaB/bUBU €JIEMEHTU, Ka0 M OOJUK MAKCUMAJHUX uaeaia oba oBa
noMeHa. Pasmarpany cy aiaropurmu 3a gejbeme, paKTOpUcame, HaJaKeme
HajBeNuX 3ajeTHUYKUX NeJUTesha, KAa0 U AJITOPUTMU 3a yIpOolmihaBame KOJIU-
YyHUKa ABa X' T-TOJWMHOMA HA MOJHEM PAIMOHAJHUX OpojeBa.

Y mpyrom meny moucepTalnuje, KOju Ce OMHOCU Ha NMPUMEHe, OMMCaHa CY
IBa METOa NOKa3uBama HejenHakocTu obauka f(r) > 0 HAXL DATUM KOHAYHUM
naTepBaioM (a,b) C R, a < 0 < b, rkoju kopumhemem koHayanx MakiopeHo-
BUX Pa3BOja IeHEpUIIly IOJUHOMCKE alpOoKCUMalmje, kaxa je ¢pyaruuja f(x)
eJleMeHT pammpemna npcrera Rlcos z, sin x|, omrocuo Rlcosh z, sinh x|, y o3naunun
Rz, cos z, sin x], omnocuo R[x, cosh x, sinh x]. 3a uznosxkene meTone morasana je
BUXOBa MOTIYHOCT, a KOHKPETHU PE3YJITATU OBUX METONa WIyCTPOBAHU CYy

KpPO3 IpUMepe MOKAa3MBaMma aKTYyEeJIHUX HejeTHAKOCTH.



Konyune peum: mHTErpajgHu OOMeH, (GaKTOpU3aluja, JOKAJIM3ANUja, TPUTO-
HOMETPUjCKA MOJMHOM, XUMEPOOTUYKO-TPUTOHOMETPUJCKUA MMOJIUHOM, TPUTO-

HOMETPUjCKe HEjeTHAKOCTHU, XUMEPOOINYKe HEjeTHAKOCTH.
Hayuna obsact: Martemarura

Yxa mayuna obsact: Anrebpa



ON TRIGONOMETRIC POLYNOMIAL RING
WITH APPLICATIONS IN THE THEORY OF
ANALYTIC INEQUALITIES

ABSTRACT

This doctoral dissertation comprises two parts. Trigonometric polynomial rings
are the central topic of the first part of the dissertation. It is presented that the
ring of complex trigonometric polynomials, C[cos x,sin z], is a unique factorization
domain, and that the ring of real trigonometric polynomials, R[cos z, sin z], is not a
unique factorization domain. Necessary and sufficient conditions for the case when
in the ring C|cos z, sin ], unlike the ring R[cos z, sin x|, the degree of the product of
two trigonometric polynomials is not equal to the sum of degrees of its factors, are
given.

The theory of trigonometric polynomials is extended to hyperbolic-trigonometric
polynomials, or HT-polynomials for short, which are defined similarly to trigonome-
tric polynomials. Real or complex HT-polynomials form a ring and even an integral
domain R[cosh z, sinh z|, or C[cosh z, sinh z|. Factorization in these domains is con-
sidered, and it is shown that these are unique factorization domains. The irreducible
elements, as well as the form of the maximal ideals of both these domains are deter-
mined. The algorithms for dividing, factoring, computing greatest common divisors,
as well as the algorithms for simplifying ratios of two HT-polynomials are considered
over the field of rational numbers.

In the second part of the dissertation, related to applications, two methods of
proving inequalities of the form f(x) > 0 are described over the given finite in-
terval (a,b) C R, a < 0 < b, which by using the finite Maclaurin series expan-
sion generate polynomial approximations, when the function f(z) is element of the
ring extension of R[cos z, sin x|, or R[cosh z, sinh z|, denoted by R[z, cos z, sin z], or
Rz, cosh z,sinh z|. The completeness of the presented methods is proved and the
concrete results of these methods are illustrated through examples of proving actual

inequalities.



Keywords: integral domain, factorization, localization, trigonometric polynomial,
hyperbolic-trigonometric polynomial, trigonometric inequalities, hyperbolic inequa-

lities.
Research area: Mathematics

Research sub-area: Algebra
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ITIPEJAT'OBOP

OBa MOKTOpPCKA AucepTalyja CAAP:KU ABE IeJINHE.

[IpBu meo mucepranuje je TeOpPUjCKU, a caMa Teopuja Mpumamga obJacTu
koMmyTaTuBHe asredbpe. Ilomemen je Ha Tpu riase.

Y TmpBOj TyIaBM OBOI pala, YKPATKO CY U3JOKEHU OCHOBHU IOJMOBU U
TEPMUHOJIOTHja U3 TEOPUje KOMyTaTUBHUX IpcTeHa. l[lopen Tora, HaBeneHe
cy nmoctojehe Teopeme u TBphema Koja KOPUCTUMO y HACTaBKY pada U Koja
cy morpebHa 3a Oosbe pazymeBame Marepuje koja ciaenu. Ca TBphema mara
cy 0Oe3 mokaza, y3 HaBeleHe pedepeHIle OlaKiie Cy Ipey3eTa.

Ipyra rnaBa 0aBu ce TPUTOHOMETPHUjCKUM IMOJIUHOMUMA, Tj. €JI€MEHTUMA

CKyIIa
n

Z(ak coskx + by sinkx) | n € Nyag, b, € A ¢,

k=0
rae je A=R umu A = C, koju ob6pasyje npcren. To je, yjeaHo, u neHTpaJHO
MECTO TPBOT JeJjia AucepTanuje. 1 pUroHoMeTprjCKU MOJUHOMU 3aCTYIJhHEHU
Cy y pa3ianyuTuM o0JIaCTUMAa MaTeMaTUKe U HEeHUM IpUMEeHaMa, HAPOUUTO
Y UHKEHEPCTBY. Y OBOM paly TPUTOHOMETPU]CKU TMOJUHOMU pa3MaTpaHU
cy ca anredapcKOr acHeKTa, a IJIaBHA TeMa NCTPaKMBamba Cy CBOjCTBA (Dak-
TOpHU3aIje y MPCTEHWMa TPUTOHOMETPHUjCKUX mojauHoMa. (OBakaB MPUCTYI
TPUTOHOMETPU)CKUM IOJIUMHOMUMA HUje YeCT Yy JIUTEPATypPH, Ila OTyda U Uaeja
Ia ce UCTpakMBaIma Ha OBy TeMmy mpoaybdbe. Mebhyrum, y mocienme Bpeme
OBa TeMa IocTaje akTyesiHa. Haj3HauajHuju pam Ha OBy TEMY, KOjU je W IO-
Ja3Ha Tavka y HaIleM UCTpakuBamy, je pan [71]. Ocranu GutHu pamnoBu cy
(64, 86, 87, 93, 94].

OsBa ryaBa mopen MO3HATUX Pe3yJaTara, U3 IPeTXOIHO HaBeIeHUX PaaoBa,
CaIpyKU M NOTIPUHOCE TEOPUjU MPCTEHA TPUTOHOMETPHjCKUX MOJMHOMA. Kako

je oBa TeMaTWKa PEeTKO M3yYyaBaHa W HENOBOJLHO ONMCAHA Yy JIUTEPATyPH,



HaIll I1Jb je na, y OBOj IJIaBUW, MOPEN HABENEHUX MCKa3a MO3HATUX TeopeMa
u TBpbhewma mpukraskeMo u BUXOBe moka3e. [Ipu Tome, MHOrM On TUX DOKa3a
[eTaJbHUje Cy U3JIOKEHU HEero y M3BOpHUM panoBuma. Ha oBaj mauuu, Behuna
pe3yaTaTa Be3aHUX 3a MPCTEHE TPUTOHOMETPUjCKUX IMoJuHOMa Omhe o0jemnu-
BEHA HA jeJHOM MecTy. Y HACTaBKy HABOIUMO MAOTPUHOCE TEOPUjU MPCTEHA
TPUTOHOMETPHUjCKUX TOJMHOMA, IO PEeNOCciieny NPUKA3UBamha y OBOj TJIABU:
HamoMeHa H8; Teopema 66; Teopema 70; y mokasy Teopeme 71 meraspHO je
objammeHa AUMEH3Mja HABEAEHOT NOMeHa, ITO Huje ypabheHo y m3BOpHOM
pany; moka3 Teopeme 74 maT je 3HATHO NeTaJbHUjE€ HETO Y M3BOPHOM pamy;
npuMep 87 je meTaJbHHMje ONMCaH; y moriyaBiby 2.4 KopuroBaHe cy Tabede,
KOje cy pesyarar pamosa [86, 87, 94]; reopema 147 (maBemeHa ca HOKa30M y
riaBu 4, a KOPDUCTU Ce U y TJIABU 2).

Y tpehoj rmaBm, mo yriemy Ha TPUTOHOMETPUjCKE MOJUHOME, YBEIEH je
mojaM XuIepOOINYKO-TPUTOHOMETPHU)jCKOT MTOJINHOMA, KA0 KOHAUYHE JIMHEAPDHE
koMOuHanuje ¢ysrnuja sinhnx n coshnz 3a n € N. ¥YcranosibeHo je na u oBu
noiauHEOMHU (popMupajy mpcreH. Pasmarpana cy cBojcTBa (akTopusanuje y
IPCTEHY XUMEPOOINYKO-TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA, UCTAKHYBIIN TPUTOM
CIUYHOCTU M pa3iuke mdMehy OBOT MPCTEHA U MPCTEHA TPUTOHOMETPUjCKUX
nonuHOMa. llema oBa rmaBa je opurmHasgHA.

Hpyru meo mucepranuje, koju obyxBaTta riaase 4 u 5, OAHOCU Ce HA TPU-
mene. Cama ¢parkropusanuja y IpCTEHUMA TPUTOHOMETPUjCKUX U XUIepOoau-
YKO-TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA OTBapa MOTYNHOCT NPUMEHE Y TEOPUju
AHAJTUTUYKUX HejenHakocTu. OBIe cy ommcaHa ABa METOMA TOKA3UBAMma He-
jeTHAKOCTMU.

Y 4YerBpTO] IIAaBM M3JIOKEHU Cy pe3ynarary npema pany [55]. Hamwme,
IeTaJbHO je ONMCaH HOB METOX JNOKa3uBama HejemHakocTu obmmka f(x) > 0
HAJ 3aJaTUM KOHauHUM naTepBaioM (a,b) C R, a <0 < b, rae je f(x) memosur

TPUTOHOMETPUjCKUA TMOJUHOM jeaHe MPOMEHJbUBE, Tj. ODJJIUKA

n

f(x) = E a;zP" cos?x sin"x,
i=1
a; € R\ {0}, pi,qi,rs € Nog, n € N. OBu TOIMHOMU TPENCTABILAJY €Jie-
MEHTE PAMUPEHa MPCTEHA PEATHUX TPUTOHOMETPU]CKUX TOJUHOMA, Y O3HAIM
Rz, cosz,sinz]. HejemmakocTu OBOT TUIa Cy y BEJIWKO] MEPU 3aCTYIJbEHE Y

auTeparypu. 3HadajaH Opoj BUX je JOKA3aH HA PA3JIUYUTE HAYWHE, TOK CY



MHOTE OJ BUX maTe Kao oTBopeHum mpobsemu. Crora je HacTasa maeja na
ce TOCTYyNaK MOKa3WBama OBe Kjace HejeTHAKOCTU, Y M3BECHOj MepU, ayTo-
matu3dyje. Meron je umycrpoBan Ha BeheMm OpoOjy MO3HATHUX W OTBOPEHUX
nmpobJjieMa u3 Teopurje aHAJUTUIKNX HejeTHAKOCTU.

[IpuponHo ce mocTaB/ha MUTAIKE MOKA3UBaWHa HEjEeTHAKOCTU KOje OO0yXBa-
Tajy MENIOBUTE XUMEPOOIUIYKO-TPUTOHOMETPUjCKE MMOJIMHOME jeTHE MPOMEH-

JbUBE, Tj. MOJIUHOME ODOIUKA

n
g(x) = Z a;xPt cosh®x sinh" x,
i=1
a; € R\ {0}, pi,qi, 7 € No, n € N. OBakBr HONMHOMU Cy €JIEMEHTU DAIIIPEHA
IPCTEHA PEAJHUX XUMEPOOIUUYKO-TPUTOHOMETPUJCKUX MOJUHOMA, Y O3HAIU
Rz, cosh z,sinh z|. IIpemMer mcrpaskuBama IeTe riaBe je yIPaABO METOI HO-
KasuBama HejenHakoctu obuuka g(zr) > 0, 3a = € (a,b) C R, a < 0 < b, koju
je macrao mpuiaarobhaBameM MeTOma ONMCAHOT y TJaBU 4 OBOj HOBO] KJacCu
Hejennakoctu. Canpskaj mere riase je objaBibeH y pany [56]. 3a usnoxkene
MeTOoIe NOKA3UBamha MCIOMTAHA je M JOKA3aHA HUXOBA IIOTIIYHOCT.
Hajzan, y rnaBu 6 cymMwmpanm Cy 3ak/bydlyl U HaBEOEHW HEKU IIPABIU

oynyher pana.

3axBaJpyjeM ce CBOM MeHTODY, npo¢d. np Dpanky Manemesuhy, Ha anra-
’KOBamYy, TOMONM, MOAPIIIN 1 pa3yMeBamy TOKOM pala Ha OBOj AUCEPTAIN]U.

3axBasmyjem ce nmpod. ap Anexkcamapy Jlunkosckom, mpod. ap 3opany
[Terposuhy u npo¢d. np Hebojmm WrommuHoBuhy Ha gparouneHuM caBeTHMa
Y KOMEHTapuMa KOjUu Cy 3HadajHO YHANPEeIWJIN CaAP:Kaj U KBAJIUTET OBE OU-
cepranuje.

IlparuMm KoJsieraMa, IpujaTe/hbuMa ¥ KyMOBUMA 3aXBaJbyjeM ce Ha TOME IIITO
Cy Ce YBeK MHTEPEeCOBAJU KAaKO Hallpeayje paa U MITO cy Me DOApuian ma Ha
MCTOM HCTPAajeM.

Hajsehy 3axBasHOCT, KOjy je Temko m3pas3uTu peumMma, oceham mpema
CBOJUM POIUTEFUMA M CYNPYTY KOJU CY CBOjOM IOJAPIIKOM M pa3yMeBameM
yJIeNImaJm Moje IpodecrnoHaHo ycaspmasame. OHU ¢y yBEeK OUIU Ty U Bep-
oBaJim y MeHe U OHOa Kaja cama Humcam. CBako o BUX je, HA CBOj HAUNH,

JOIPUHEO OBOj] AVCEPTALNjU.

Beorpan, ampun 2018. Muauya Maxpazuh



I'NIABA 1

PARTOPN3SALINIJA Y NJOMEHY

1.1 IIpocTu m MakCcCUMaJIHU U O€AJIU

Y oBOM moOTrJaB/by MOAaT je KpaTak Iperjen TeopHrje Koja ce OTHOCU Ha

OpoCTe W MaKCUMaJHe uieaJe, npema Kmurama |7, 28, 44].

Hepuunmuja 1. Komyrarusan npcrer A ca jeUHANOM y KOME HEMa IPaBUX
nmenuressa Hyne, 1j. (Va,b € A) (ab=0=a=0Vb=0), 30BeMO uHTErpaIHU

oMeH (0BJIACT IeNNX) WIM CaMO TOMEH.

Hekn on mpummepa momeHa cy: OpcTeH Z, CBAaKO IOJE je JOMEH, HPCTEHU
nonuaoMa Z[x] m Rz], npcrer monmmHOMA N NPOMEHJBUBUX €A KOMIIEKCHUM
rkoepurujentuma Clry, ..., z,| (Tj. OpcTeHn noNMMHOMA YMjU Cy KOE(DUIMjEeHTH
13 IOMeHa), IPCTeH Z, 3a IPOCT OPOj p UTL.

Y HacTaBRy, YKOJHMKO ce He Harjacu apyraduje, ca A hemo ozmauasarn
momeHn. Y3 To, A* mpexncraipalie MyarTunnukaTuBHy rpyny jeauHuna (Tj.

UHBEPTUOUIHE eneMeHTe) moMeHa A.
Hedbunumnmja 2. Unean P momena A je mpocT ako:
P#A nu abe P = (a€ P VbeP).

ExBUBAJIEHTHO Basky na je KOIUYHUUKM TpcTeH A/P momew.

Ha mpumep, ckym cBux mapHux OpojeBa je mIpOoCT uaeas npcTreHa Z; y IPpCTEeHy
Z[x] npean remepucan ca 2 u X, Tj. TPCTEH IOJUHOMA YUJjU CY CBU KOe(U-

nujeHTu mapHu, je mpoct uupeas. C ob63upoM na je Hyjda uaeas y AOMEHY



YBEK IPOCT, MPOCTE HAcaJe pazjuduTe O HyJae 3BaheMo npasum npocmum

udeaAuUMa.

Hedbununmja 3. Unean M nomena A je MakcuMaJsiaH ako:
M#A u MCICA= (I=MV I=A).
ExBuBaJIeHTHO Basku na je KoNMudHUYKYM npcred A/M moisbe.

Ilakne, MmakcuMaJiaH Uaeas je IPaBU UAeaJ 3a KOjU He IOCTOjU IPABU MAeaJI
pa3anymuT O Hera KOju ra CaIpyKu Kao cBOj nmoackyn. Ha npumep, y npcreny
7, MaKCUMAJHU UIEATN Cy TIABHU maeaiu (Bumetu nepununujy 17) remepu-
CaHM TPOCTUM OpojeM (OmIITHUje BaKU Ha Cy CBU HEHYJTH, IPOCTU KON
y TJIABHOUIEAJICKOM NOMeHYy (BumeTu nepuHunujy 18) MaKCUMAJHU); aKo je
F nose, jemuuu makcumainan upead je {0}; MakcuMaJsHu moeanaud y OpPCTEHY
nosnnaoMa Clz| cy riaBHM uneanu remepucanu ca = — ¢, 3a ¢ € C.

Ha ocuoBy mperxomHe nBe nepuHUINje MOKEMO 3aK/bYUYUTHU N4 je CBAKU

MaKCHUMaJIaH naceaJ JOMEHa IIPOCT.

Hedbunumnuja 4. 3a exement p # 0 qomena A kKaskeMo na je aToM Wil aa je

HEepaCTaB/bUB aKO:

p¢E A" u p=ab = ac A" Vbe A"

Hedbuuunmja 5. 3a exement p # 0 nomena A kakeMo ma je IpOCT ako:
pgA" m plab= plaVp|b

HpeTXO,Z[HO HaBCOCHN HOjMOBI/I MOI'y C€ Ha €KBUBaJICHTAH HAa4YMH OKapaKTEPpU-

catu moMohy maeaJia.

Teopema 6. Hexa je p # 0 eanemenm domena A. Tada saxncu:
(1) p je npocm axko je (p) npasu npocm udean;

(i1) p je amom axko je (p) marcumanran mehy c6UM NPABUM 2AABHUM UOEAAUMA
y A.

Beza u3mebhy npocTtux m HepacTaBBUBUX eJeMeHAaTa y MPOU3BOJHLHOM TO-

MeHy mata je ciaemehum TBphemeM.



Tepbeme 7. Ceaxu npocm esemenm y OMeEHY je HEPACMABHUS.

ITpumep 8. Y nomeny A = Z[iv/5] enement 2 je HepacTaB/bUB, aIM HAje IPOCT.

Hajope, mmamo na je
Z[iV/5] := {p(iV/5) : p € Z[X]}.
JacHo je nma u3 meduHMNMje cienu na je
Z[iv5] = {a+biv/5 : a,b € Z}.

[Toka:kumo mpBo ma je 2 arom. IIpermocraBumo ma je 2 = wv. O3HAUMMO
ca N(z) := 2%, 3a z € Z[iv/5], mopmy enementa z. Jacuo je ma je N(z12) =
N(z1)N(z2), 3a cBe 21, 25. IIpema tome, nobujamo na je N(2) = N(u)N(v) =
4 = N(u)N(v). Harxne, moryhuaoctu cy (N(u), N(v)) = (£1,+4) (nan ob6pryTO
ako u u v 3amene mecra) u (N(u), N(v)) = (£2,42). 3a u € A Baxku N(u) =
uti = (a+ biv/5)(a — biv/5) = a? 4 5b*. VBepTubunanu eqementu y A cy oHnm ca
HopMoM +1. Jemmua menoGpojHa pemema jemHaumue a’ -+ 5b% = £1 cy a = +1,
b=0, na je A* = {1,—1}. Mebyrum, raro y nomeny A mema enemenara ca
HOpMOM 2, jep jemmaumua a’ + 5b° = 2 HeMma HeJT0OpPOJHUX pellema, CAeIn I3
je N(u) = £1 mmu N(v) = 1, na u3 yumeHune na je 2 = uv, Cleou na je
jeman on ¢gaxkTopa mHBepTHOUWIaH. 10 3ampaBo 3HAUYM 1a je 2 HEPACTABJHUB
€JIEMEHT.

Ocraje ma mokaskemo ma 2 Huje mpoct. To Bummmo u3 caenmeher mpumepa:
216 =(1+iV5)(1 —iV5),
21 (1+iV5), 24 (1 —iV5).

[Tocnenme Basku jep cy 1+ iV 1 1 —i\/5 HepacTABLUBYU €IIEMEHTH, IITO CE
Moxke BugeTn nopebemem HopMmu. 3ampaso, ako je 14 iv/5 = uv, onmga je 6 =
N(u)N(v). Harkne, moryhuoctu cy (N(u),N(v)) = (£1,£6), (N(u),N(v)) =
(£2,43), unu o6pHYTO, Kana u u v 3aMeHe MecTa. Kako jemnauune a’+5h% = 2
u a® + 50> = 3 memajy memoGpojHux pemema, mMopa outu N(u) = +1 nam
N(v) =41, ma je 1 +iv/5 aToM. AHAJOTHO BaykU 1a je 1 —iv/5 arom. Onasnme

MOKEMO 3aKBYUYUTU Oa je Opoj 2, Koju je mpocT y Z, n3ryomo TO CBOjCTBO Y

Z[iN/5).

Maxkcumasian nmeasa y CBAKOM TOMEHY HMOCTOjU. 3ampaBo, Basku ciaeneha

TeopeMa.



Teopema 9. Hexa je I npasu udeas y domeny A. Tada nocmoju marxcumanar

udean M 3a xoju je I C M.

1.2 <PakTopm3anuja 1 JIOKAJIM3AIAjA

Y oBOM mOTJIaBJbY MOAT je KpaTak MIperJiel Teopuje Koja ce OTHOCU Ha

pakTopusaMjy y ZOMEHY U JIOKaJu3annjy qoMena, npema [13, 19, 28, 75, 84].

Hedmuumnmja 10. Enementy a u b nomena A cy npuapyskeHu ako Ju € A*

TakKo ma je a = ub.

Ouursenno je mga je npuapy:KEHOCT eJieMeHATa peJalrja eKBuBajieHnuje. AKo
je eJleMeHT a HepacTaBJbWB, OHIA je TO U CBAKU HeMy IPUAPYKEH eJeMeHT.

OBo Baxku U 3a IIpocTe eJIeMeHTe NJOMEHa.

Hedbuuumnmja 11. /lomen A je aroMuyuaH ako je CBaKU HEHYJITU, HEMHBEPTU-

OulaH eJeMeHnT Ipom3BO g aTOMa.

Jepuannuja 12. Tomen A je nomeH ca jenHO3HAYHOM (parkTopuammjoM (pax-
ropujanan, UFD) ako 3anoBomasa ciaenehe yciose:

(i) A je aromuuam;

(ii) Parkropusamuja je jennosuauna y ciaenehem cmucay: /IBe aromuune dak-
TOpHU3alMje UCTOr eJleMeHTa ¢ € A jemHake Cy [0 Ha PeIOCien aToMa y (ak-

TOpI/I3aHI/IjI/I 1 0O Ha MHOKCHC I/IHBepTI/I6I/IJIHI/IM CJICMCHTHMA.

[Tpema Ttome, axo je A UFD u a € A Tako na je:

a=pipP2---Pn = 4192 - - - Gm,

roe cy p; u ¢; aromun 'y A, Mmopa outu n = m, u y3 oaroBapajyhy mpenyme-

pamujy p; U ¢; Cy OPUAPYKEHU, Tj. p; = U;q;, 38 u; € A*.
Tepbeme 13. Hexa je domen A UFD. Eaemenm p € A je npocm axko je amom.

N3 oBor tBphema BuamMo ma y (akTOPHjaJHUM JOMEHMMa HepPaCTaBJLVBU
eJIeMEHTU KOJU YYeCTBY]y y (aKTOpU3alUju HUMajy jadye CBOJCTBO - IIPOCTU

cy. Unak, tpeba Outu o6a3puB y mpuMeHaAMa OBOT TBpDhema.



Ipumep 14. Y mpcreny A = Z[V/3] Bamu 2 - 11 = (5 4+ v/3)(5 — v/3), onakie
61 MOrJIM 3aK/LYUNTU Aa (pakTopr3anuja Huje jenHosnHauna. Mebyruwm, Z[\/g]
jecte UFD. OBo cnenu u3 ynmenuie na npoctu meau 0pojesu 2 u 11 y npcreny
Z[\/3] mucy aTomu, ma TuMe Hu npoctu. Emementu a = 1+v3u B = —1+v/3 cy
OBIEe HEPACTABJLUBU, jeP aKO MPETIOCTABUMO M4 je (v = UV, CIeOU JeTHAKOCT
Hopmu N(a) = N(u)N(v), 1j. —2 = N(u)N(v). Onmasne cinenu na mMopa Ouru
N(u) = £1 nnmu N(v) = 41, na cy jemuru neauressum Opoja  TPUAPYKEHU
wemy. IIpema Tome, o je arom. M3 ucrtux pasmnora u § je arom. Cauyno ce
MOKe TOKa3aT! na Cy ejgeMeHTH 7 = 1 + 2v/3 u 6 = —1 + 2v/3 mepacraBmuBM
y OBOM IPCTeHy. YOuuMO na je 5 + V3=adub—+3 = Bvy. JemmarocTu
2 =af u 11 = 70 nokasyjy na 2 u 11 mucy aromu. Meby darropuzanujama
2-11, (5+v3)(5—v3) u (1+v3)(—1+v3)(1+2v3)(—1+2v/3) 6poja 22, camo

nocjeqma je aTOMAYHA Tj. (pakTopu3aluja y CMUCIY Halle ne@UuHUIMje.
Tepbeme 15. IIpocma gaxmopusayuja esemenama 0omena yeer je je0H03HaAHa.

KoMm6unyjyhu nperxomua tepbhema, ycaosu (i) u (ii) u3 gepununuje 12 ce
MOT'Yy 3aMEHUTU €KBUBAJEHTHUM yCJIOBOM:
(iii) CBaku HEHyJITH, HEMHBEDTUOWJIAH €JIEMEHT IOMEHA KMMa IPOCTY (haKTO-
pusanujy.
Y ckaanmy ca TuM, najeMmo u ciaenehy neduHUIA]jy.

Jepunnmnuja 16. Jomer A je UFD aro 3amoBossasa ycios (iii).
[Toncerumo ce canxa rIaBHOUAEAICKOr HOMeHa, nmpema [70].

Hepuaunuja 17. 3a a € A unean (a) = {r-a : r € A} ce HasuBa riaaBHU

naeaJl reEeprucCan €JeMEHTOM a.

Heduannmja 18. Jomen A je rmauouneasicku (PID) yronuko je cBaku umean

y HBEeMy IJIaBHU.

Ha npumep, Z u K|[X]|, 3a npousBosHOo nosbe K, Cy rIIaBHOUIEATCKA JOMEHHU,

ok Z[X] Huje riaBHOMIEATICKUA TOMEH.
Teopema 19. Csaxu zaasnoudeancru domen (PID) je u domen ca jeOH03HaAUHOM
paxmopusayujom (UFD).

3a onpebene kmace momeHa jemaH ol HAUYMHA 3a padyyHame HajBeher 3a-

jemHMUKOr menuTesba je Eykmmmos! amropuram.

'Eyrmun n3 Anexcannpuje (oko 330. mHe. - oko 275. THE. ), AaHTUUKA MAaTEMATAYAD



Hedumuumnmja 20. lomen A je EykmumoB ako moctoju ¢yHKIHIja
v : A\ {0} — Ny ca ocobunama:

ab # 0 = p(ab) > ¢(a);
(Va,be A, b#0) (3g,r€ A) a=bg+r u @(r) < o).

IIpumep 21. Heku on npumepa EykammoBux momeHa cy:

1. Momwe K ca eykaunckom ¢pyHrmujom o(x) = 1, 3a cBako x # 0;
2. llpcren Z ca eyraunckoMm ¢yHKIUjoM @(n) = |nl;

3. IIpcren monuuOMa HaM OmeM K ca eyKIMACKOM ()yHKIjOM

¢ : K[X]\ {0} — Ny mepunucanom ca p(p) = deg(p).

dyurmnuja ¢ n3 nperxonue nedpununyje je Eyknnnos anropuram. OH He MOpa
MIOCTOjaTU, a U aKO MOCTOju He Mopa Obutu oapeben jemnozmauno. Kapakre-
puctuka EykammoBmx momeHa je ga ce y mUMa MOKE CIPOBECTU AJTOPUTAM
nejbema ca ocTaTkoM. KieMmeHte ¢ m r u3 mepumHUIUje (QYHKOUje @ 30BEMO

CYRKINIACKYM KOJIMYHUKOM M OCTaTKOM.

Teopema 22. Eyxaudos 0omeH je 2Aa8HOUOEANCKU, TG MUME U QOMEH CG JEOHO-

BHAYHOM Parmopus3ayujom.

[Ipebumo canma Ha Ba)kaH METOI A0KAAU3GYUUJE, KOJUM CE O AATOT AOMEHA
nmpeJsia3yd HA HOBU JOMEH, a y KOMe Cy HEKU M3adbpaHu eJeMeHTU M3 TMOUYETHOT

JOMEHa I/IHBepTI/I6I/IJIHI/I Y HOBOM AIOMEHY.

Jepuannuja 23. Hera je A nomen u S C A\ {0}. 3a ckyn S kaxxemo ma je

MYJITUIIMKATUBAH ako 1 € S m ako u3 s,t € S caenn na st € S.

Heka je S 6umo roju mynruniauraruBaH moackyn momena A. Ha ckymy

A x S nmedpuHUMIIEMO pesanujy ~ ca:
(a,s) ~ (b,t) <= ta = sb.

Ouursnenno je ma je ~ pejanuja €eKBUBAJIEHIN]E.

Ca S™'A osmaumMmo CKyn CBUX KjIaca eKBUBaJCHIH]E, & Ca ¢ KJacy eKBU-

BaJsiennje ememenTa (a,s). Ha S™'A medbunumemo omepamuie + u - ca:
J ) p J

a b._ ta~|—sb.

t st



a b ab

st st
Crpykrypa (S7'A, +,:) je komyTaTuBan npcred ca jemununom. Obaj mp-
CTEH Ce Ha3UuBa JIOKAJIU3alurja qoMeHa A y 0mHOCY Ha MyJATUILIMKATUBAH CKYTI

S. 3a S7'A kopuctu ce u o3Hara Ag.

Hamomena 24. 1. Y momeny A je ¢ = % akko at — bs = 0.

2. Ilocroju mpuponan xomomoppusam i : A — Ag mar ca i:a — 7,

ommTeM ciaydajy Huje 1-1. Ilpumerumo na je ker(i) = {a | { = 0} = {a | as = 0,

KOju y

s € S}; mpema tome ker(i) = 0, Tj. i je 1-1 akko S He cagp:ku meauTesLe HyJe.
[Tomro je A momen, To je ¢ 1-1. ¥ cayuajy ma je ¢ 1-1 cmarpamo mga je
A < Ag, 1j. As je pamupeme momena A.

3. Aro je s € S, Tanma je i - % =1y Ag, ma je As HOBU IOMEH y KOME CMO

noMeHy A monanau mMHBEPpTUOUIHE ejleMeHTe u3 S.

Yromuko je S = A\ {0}, y npcrery S™'A je cBaku eseMeHT paziIUUUT
On HyJe MHBepTHUOWIaH, Ma je y oBoM ciayuajy S A 1j.Ag mome. OBo mome
HA3UBA C€ NOME PANOMAKG WA KOAUYHUYKO nosme noMeHa A m o3HauaBa ce
ca Q(A) mau Frac(A). Tume je mokazano ma ce, Ha OBaj HAUWH, CBAKU JOMEH
MOKE€ YTONUTHU y HEKO moJsbe. [Ipumerumo na je oBme S HajIIUPU MOACKYT 11O
KoMe ce Moske JoraausoBatu. CyskaBameM cKymna S, omrosapajyhe mokamnu-
samuje S™' A 6ulie motnpcrenn KomuuHMUKOr osba Frac(A), na ma ngokammusza-

I_II/Ije JOMEHa MOKEeMO I'jieJaT! KaO Ha IIOTIPCTEHE HEeroBor IIO0Jba pa3JjiIoOMaKa.

Heka je B pamupeme nmomena A. MuTepecanTHO je mocMaTpartu (haKkTO-
pujamsocT U y pammpemny. Ha mpumep, akxo je A = Z u B = Z[i\/5], umamo
na je A moMmeH ca jemHO3HAYHOM (akTopu3anujoM, a B Huje (mpumep 8).

O mocebHoOr 3HauUaja je Be3a Mehy mpocTuM uaeauMa JOMEHA U HerOBOT
pamupema. Axo je P < B npoct nnean y B, ouna je PN A = P npocrt unean
y A, ®Koju 30BeMO Komwmpaxyujom nmeana P. Axo je P mpoct mmean y A,
ouna uneaa PB <1 B 30BeMO exkcmensujom umeasia P. YHuBep3aHe ocobuHe
Koje cy 3HadajHe y cBakoM pamupewy cy: LO (lying-over, markpusame), GU
(going-up, pacr), GD (going-down, onaname) u INC (incomparability, aeymo-

pPeIMBOCT).



Hedbumuunmja 25. Heka je B pamwupeme npcrera A. Ozmaummo ca P u @
npocre uneane y A, u ca P u Q npocte uneane y B. Ilap (A, B) 3am0BosmaBa
pemom LO, GU, GD u INC, ako je ucnymeHo:

(LO) VP 3 P Tako ma je PNA=P.

(GU)VP VQ VP (PCQ, PNA=P)(3Q) Tako naje PCQ, QNA=Q.
(GD) VP VQ VQ (PCQ, QNA=Q) (3P) tako na je PCQ, PNA=P.
(INC)VP VQ PNA=QNA= P=Q.

Besa um3mebhy upmeasna y momeny A u meroBom pamwupemny Ag mormyHo je
onpebena TeopeMoM 0 KOpecmogeHI]N.

Teopema 26. Hexa je A domen, S C A myamunaiukamueno 3ameopen noockyn
u Ag odzosapajyha sokxanrusauuja domerna A.

(1) Ceu udeanru uz Ag cy excmensuje udeana uz A, mj. obauxa [ Ag 3a nexu udean
I < A. IHpeyusnuge, J = (J N A)Ag 3a cearu udean J < Ag, u npecaukasamwe
J — JN A je pacmyha unjexuyuja ypehenoz ckyna ceur udeanra us Ag y ypehen
ckyn ceux udeana u3 A.

(17) IIpocmu udeanu uz Ag cy y Yy3ajammo jeOH03HAUHO] KOPECTOOEHUUIU Ca NPOC-
mum udeaaruma uz A ducjynkmmuum ca S. IIpeuusnuje, axo je P <1 Ag npocm,
npecaukasanwe P — PN A cxyna ceux npocmuz udeana uz Ag y cxyn npocmux

udeana uz A oucjynkmmnux ca S je bujekmueno u wysa ypehemwe.

OBa Teopema KOPUCTU Ce y HOKa3y HapeIHe BasKHE TeOpPeMe.

Teopema 27. Hexa je A domen ca jednosnaurnom daxmopuzayujom v S C A
MyamuUnaukamuero 3ameopen nodckyn. Tada je uw Ag daxmopujanarn domen,

mj. aoxasuzavuja UFD-a je UFD.

1.3 <Parkropm3anuja y Herepuaum n
Ile neKmHIOBUM OOMEHUMA

Paznumunre kiace KOMyTATWBHUX IPCTEHA HUCY (GAKTOPUjaJIHU JTOMEHU.
Heku on mux mmajy mHemTo ciabuja CBOjCcTBa, KOja MOKEMO MOCMATPATUA KAO
HEKy BPCTy yOININTEeHa jeqHo3HauHe (paxropusamuje. Y Herepunum® mpcte-
HUMAa, YMeCTO (aKTOpU3aIMje ejieMeHaTa IocMaTpa ce ,,pakropusanuja’ uue-

asa. JemHosHauHa (paxkTopum3aluja ejeMeHarTa y npousBon atoma y UFD-y ce

2Amalie Emmy Noether (1882-1935), nemauka MaTeMaTudapka



y HerepuruMm npcreHmMa MO:Ke 3aMEHUTH TPUMAPHOM TEKOMITO3UIIM]OM UIe-

ana, IOk ce y JlenexkuEaoBuMm®

noMeHUMa, mocebHoj kiaacu HerepumHnux mo-
MeHa, MOKE 3aMEHUTU jeTHO3HAUHOM ,,(paKTOpU3alujoM’ uaeasa y IPOU3BOL
HpOCTI/IX mnaeaJia.

Hepnunmumo cana Herepun nomen mpema [7].

Hedbununuja 28. Komyrarusan npcren A je Hetepun ako 3am0Bo/baBa HEKU
O/l €eKBUBAJEHTHUX yCJIOBA:

1) Ceaku pacryhwn nanan npeana y A je konavan (ACC).

2) CBaku HempasaH CKyI uueasia y A mMa MakCUMaJIaH eJIEeMEHT Yy ONHOCY Ha
UHKJIY3U]y.

3) CBaku mmeas npcreHa A je KOHAYHO F€HEPUCAH.

Herepunu npcrenu umHe mMUPOKY U BeoMa 3HaudajHy kjaacy npcrtena. Ca
CTAHOBUIITA (haKTOpM3alMje HAPOUYUTO Cy 3aHMMJILUBU [lenekmHnoBu m ria-
BHOUIEAJICKU JOMEHU, Kao nocebue kiace Herepunux nomena. OBme he dutu
CIIOMEHYTe caMO HEKe OJ] TeopeMa Koje ce omHoce Ha (¢arkTtopuzanujy. lerasn-
HUja aHAJIN3a OBUX IIPCTEHA, KAO U NOKAa3U CBUX HABENEHUX TeopeMa U TBpDe-
ma Mory ce nahu y [13, 48, 59]. Jemna o1 HAjBaKHUjUX TeOpPEMa BE3AHUX 3a

oBe mpcrere je Kpynosa! rmaBrOmneasicka Teopema, Koja TIacH:

Teopema 29. Hexa je npcmen A Hemepun, v € A, x ¢ A* v P munumanan
npocm udean npcmena A xoju cadpacu zaasnu udean (x). Tada je ht(P) < 1.

Cneyujanno, axo je A domen, saxncu jednarxocm myj. ht(P) = 1.

[Ipucernmo ce mojMa MUHUMAAHOZ Npocmoz udeaaa, npema [75], koju ce

jaBJba y IPETXOMHO] TEOPEMMU.

Heduuaunuja 30. [Ipoct unean P je Bucube uiaum panra n, y o3nauu ht(P) = n,
aKoO IIOCTOJM JIaHAIl IpoCcTux uneana P = F, 2 P, 2 ... 2 P, u Hema Ioy&ux

JIaHalla. HpOCTe naeaJjiec BUCHUHE 1 30BEMO MUHMMAJHUM IpoCTUM MAcaJrMa.

Nuaue, MakcuMaJIHa, Ty:KUHA [TOMEHYTOr JIAHIA MPOCTUX Maeasa goMeHa A
Ha3uBa Ce joum W OumeHsuja domewa, y o3Hamu dim. Y oBOM ciayuajy je
dim(A) = n.

3a MUHUMAJIHE TMPOCTe muease Baxku ciemeha Tteopema.

3Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), memauku MaTemMaTudap
4Wolfgang Krull (1899-1971), Hemaukn MaTeMaTHdap



Teopema 31. Hexa je A UFD. Munumaaru npocmu udeant, ¢y oHOG 2Aa8HU.
Y HerepunuMm momMeHMMa je CBAKM pacTynu JiaHal uaeasa:
LCLCI;...
korauan. CrTora, uMaMo [a je U CBaKU pACTyNu JIaHAIl TJIABHUX UIEAJA:

(a1) C (ag) C (as) - ..

KOHAYAH.

Ako mocroju a € A, a ¢ A*, Koju HEMa ATOMUYHY IEKOMIIO3WUIU]Y, TAIa
a HUje aTtoM, jep y CYHOpPOTHOM O6m a = a -1 OMIO aTOMUYHO pa3siarame.
[Ipema Tome, mocrtoje emementu b,c € A, b,c ¢ A*, 3a koje je a = bc. Arxo
ou b 1 ¢ UMaaIuM aTOMUYHY NEKOMIO3UIU]y, oHma Ou je mmao u a. Crora,
IPEeTIOCTABUMO [a jelaH O BUX, HIOp. b, HeMa aTOMUYHO pasJjarame. lama
“MaMo:

a=bc=b|a= (a) S ().

Kako ¢ ¢ A*, Basmu crpora umkiaysuja (a) # (b). C o63upom ma (b) Hema
ATOMUYHY NOEKOMIIO3UIN]y, OBaj MOCTyIakK ce Moxke HacTaBuTu. Ha 0Baj
HAUMH, CBAaKOM eJleMeHTY a € A, Koju ce He MOKe pPaCTaBUTU HA IIPOU3-
BOJ aTOMa, MOKe Ce MPUIAPYKUTU CTPOro pacTyhu jgaHall riIaBHAX KIeasa:
(a) € (a1) & (ag) & ... . IloBO/aH YCJIOB 3a ATOMUYHOCT IOMEHA je yCJOB
KMIama OBAKBUX JaHAlla, Tj. CBAKU CTPOTO pacTyhu jaHal riaBHAX HACAJA
y A je koauaH, unu ce Moske pehu na 3a cBaku nanan (a) & (a1) & (as) & ...
HOCTOjU N Tako Ja je (a,) = (app1) = ... .

KRarko rkon Herepurux nomena, rue je morogHuje paguTd ca KIEaTVMA,
BayKU YCJIOB KMAaa JaHalla, cjJeau Oa je cBaku HeTepuH mOMeH aTOMUYAH.
Tume je 3amoBosmen mpBu ycioB nedpuuuimje 12. I[Ipema tome, ma 6mu He-
TEPVH IOMEeH Omo ¢akTopujanaH, Tpeda na 3aI0BOJBY U APYTU yCJIOB IIOMe-
HyTe neUHUNNje NI HEKU O] KeIOBUX eKBUBaJIeHATA (IeTaJbHUje je ONUCAHO
y [75]):

— CBaku aToM je mpocCT.

— CBaka nBa emementa y A mmajy H3IL.

— Csaka nBa exemenrta y A mmajy H3C.

— Ilpecek cBaka nBa riaBHa umeasa y A je TIIaBHU UIEaJI.

C TtuMm y Be3u, HABOAUMO TBpDeme Koje maje OAroBOp Ha MUTAkmE Kaaa je

Herepun momen UFD.
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Tepbeme 32. Hemepun domen A je UFD axo zadosomasa jedan 00 caedehux
ycaosa:
(1) Ceaxu amom y A je npocm.

(17) IIpecex zaasnux udeana y A je znasnu udean.

[Topen oBora, mpumenom KpyioBe riaBHOMIEaJICKE TEOPpEME MOKE Ce€ TO-
kazaru na y Herepuaum momenuma Baku u obpat reopeme 31. C tum y Beswn,

Basku ciaeneha Tteopema.

Teopema 33. Hemepun domen A je UFD axkxo je ceaxu MUHUMAAGH NPOCM

udean P znaenu.

Y HactaBky, 6aBuheMO ce MpUMAapHOM JIeKOMIo3uljom uaeana y Here-
punum nomennMa. bBuhe nar kpahu npukas oBux pasnarama npema [44], rae
ce MOske Hahu meTas/bHUjU OMUC OBE TEMAaTUKE.

Heka je A rnaBmomneasncku nomen, tume u UFD, u a € A wenynru, Heun-

BepTubunan exement nomena A. Tanma a mma npocty ¢daxkropuzanujy:
a=pi'py? ... .ok (1.3.1)

[IpocT mmean nmomena A je Ha HEKM HAUMH yONIITEHEe mpocTor Gpoja. Ompro-

Bapajyhe yommreme cTerneHa IpoCcTOr Opoja je npumapar udean.

HNebvraunuja 34. Unean [ < A je mpumapan axo: ab€ [ = a € IV b* € I,
3a #Heko k > 0. Umean [ je mepacramus ako: [ = JNK = [I=JVI=K,

3a cBe unpeatne J, K npcrena A 3a koje je [ CJul C K.

JacHo je ma je cBakm mpoct mueasn npumapad (3a k = 1), mok obparHO He
MOpa Oa BayKu.
Axo ymecto enemenara momena y (1.3.1) mocmarpamo uneasie, To 6u 3HA-

YMIIO A CBAKU mpaBu muaead (a) << A uMa jeIHO3HAUHY ,,pakTopU3anujy’ :

(a)y = (p1)" (P2)" - .. (pr)™ = (p1)™ N {p2)™ N ... O (pe)™, (1.3.2)

rae cy p; mpoctu exementu, n; > 0 u (p;)™ = (p"). OnaBme MOKEMO 3aKJbY-
UATU N4 je apUTMETHUKA TJIABHOUACAJCKAX JOMEHA CJIMYHA APUTMETUIN TIpP-
creHa Z, mTO ux ymHU yaoOHUM 3a pan. Moske ce mokazaru na mmeanu (p;)™
y mexkomnosunuju (1.3.2) numajy ocobumny: be € (p;)™, b ¢ (p;)" = c € (p;)™,

Tj. OHU cy IpuMapHH. [lakie, BUOVMO na Ce CBAKU HIeaJl TVIABHOWIEAJICKOT
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MOMEHA, MOKE Ha je IMHCTBEH HAUMH PAa3JIOAKUTH Y IPECeK IPUMapPHUX KIeasa.
Y rnasrouMmeasickuM momernuMa je (p¥) = (p)*, ma je csakm mpumapan mmeas
cTemeH mpocTor uaeata. MebyTtuMm, To He Basku y npou3ssosHOM HerepuroMm
nomeny. Hmp., y npcreny nomunoma k[X,Y] man nomem k umean (X,Y?) je
npuMapaH “ Huje creneH npoctor. [wm mHam je ma mobujeMo HEKY BPCTY
yOIIITeHa jeJHO3HaUHe (paKTOpH3allje MAeasa y OBUM AOMEHHMa, IIa CTOTa
OpPOU3BOJ MEHaMO IIPECEKOM MIeatia, MOK CTEeIeH MPOCTOr MEHaMO IIpUMap-
HUM M IOEAJIOM.

Moske ce morasatu na je y HerepuHuM moMeHMMa CBaKU HEPACTABJHUB
unnean npumapan (Bumeru [7]). Cremen mpocror mmeana He MOpa OUTHU IPU-
MapaH, HUTU IpUMapaH Mopa ouTtu cremed npoctor. CTelneHn MakKCHUMAaJHUX
uneana cy npumapau. MebhyTtum, cBakoM mpuMapHOM umeaay () MOKEMO

OPUIAPYKUTU jelaH MPOCT UIEAT, HEeroB paduka.n

P=+/Q={zxecA|z"ecQ 3amnexo k >0} = ﬂ J.
JDOQ,J mpocT
Y Tom cayuajy, kaxkemo na je (Q P-npumapan ninu na je P npudpyacen npocm
udean umeany Q. 3a npumapan uaean , unean P = /Q onpebesn je jemHo-
3HAYHO, aju uaeas P Moke OuTy TpUAPYKEH W APYTUM IPUMapPHUM UIea-
numa. Hup., y npcreny Z npumapau uneanu (p°), (p), ... umajy uctu npuapy-
skeH mpocT upean (p). CBaku mmeas je caap:kad y CBOM paaukauay. Vnease
KOJU Cy jeJHAKU CBOM PaIUKAIY 30BeMO paldukasrum udeasuma. CBaKU TpoOCT
uaeas je mpeMa ToMe M paaukasiaH. Ako je | paaukaJjiaH umeati, OHIA je:
I=VI=(P
POI
a je pagvKaJaH Ueall Ipecek GaMuianje IPOCTUX Uealia KOjU ra caIpike.
Mo:keMo ce y 0OBOM IpPECeKy OTPAHUYUTHU CaMO Ha MUHUMAJIHE MIPOCTE UIeasie
wan I, kojux je y Herepunom mpcreny konauno muoro. Ilpema Tome, cBaku

panukanaH nneas HereprwHOr mpcTeHa je mpecek KOHAYHO MHOI'O IPOCTUX.

Hedmuunmja 35. Mnean [ < A nva npuMapHy IEKOMIO3UNN]Y aKO IOCTOje
npuMmapHu uneaau (i, ...,Q, TakBu ga je [ = Q1 N...NQ,. OBa mekommo-
3UIrja je peayKOBaHa ako HUjemaH O uaeasia (); He caap:KU MPECeK OCTAJIUX

U aKoO Cy IPUAPY:KEeHU npoctu uneanu P; = /(Q); mehycobrno pazmnuuru.

YcaoB kupama JsaHana y HerepwHuM momeHuMa TOBOJbAH je ma Ou ce

CBaKM MAOcaJ MIpeacCTaBrMO KaO KOHaYaH IIPECEK HepaCTaBJ/LUBUX HIeaJtla. Axo
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Taj yCJOB He Ou OMO 3aM0BOJLEH, TTOCTOjA0 OM MakcuMmaJjaH upeas I ca Tom
ocobunowMm, jep je momen Herepun. Taj nmeas HUje HepacTaBbUB, 14 je jeTHAK
npeceky nBa uneasa I = JNK. Kako cy J u K npema mpeTnocTaBiu KOHAYHA
mpecenu HEpPacTaB/LUBUX maeasia, nqobuja ce koHTpamuknuja. l[Ipema Towme,

cBaku uneas I HerepuHor nomena mMa KOHAUYHY HEKOMIIO3UIU]Y:
I=JNnJnNn...NJ,, roe cy J; HEpacTaB/bUBU.

MebyTtuMm, jemHo3HAYHOCT OBE OEKOMIIO3UWIMje HUje UCIYHEHA U MOKEe OUTHU
HapyIIEHA.

Basxku cneneha Tteopema 0 IeKOMIO3UIU)U.

Teopema 36. (Jlackep’—Herep) Hexa je A Hemepun domen u I udean y A.

Tada nocmoje npumapru udearu Q1,...,Q, maxsu da je:

I=0Q,NQyN...00Q.

Hoearu Q; umajy pazauvume npudpyxcene npocme udeane P;, u nujedan 00 muz
He cadpucu npecex ocmaaux. Y cearxoj 0pyeoj npumaproj dexomnosuyuju 3a I

Mopa bumu n udeana, u CKYn NPuoPYHCERUT NPOCMUT je UCTMAL.

[Ipema 0BOj TeopeMmu, OIPUAPYHKEHU IpocTu uzeanu P = /Q; jenHo3HadHo
cy ompebenu mmeasom [, M MOTIYyHO Cy HE3aBUCHU OJ M300pa IpUMAPHUX
koMmmorenaTa ;. Ha osaj mauwmn, csakom mneany I Herepuror mpcerena mo-
KEMO HIPUAPYKUTHA jeJHO3HAUYHO oapebhen mpupoman Gpoj n 1 KOHAYAH CKYII
npoctux nneana Ass(I) ={P, P, ..., P,}.

Omumumo yrpatko u Ilenexkmnnose momene mpema [28, 48, 57]. To cy
MOMEHU y KOJUMAa Ce CBAKU UAeall je THO3HAUHO (hAKTOPWUIIE y MPOU3BOI MPOC-
tux maeasa. OBy OCOOMHY MMAjy M INIABHOMACAJCKUA NOMEHU. 34 Pa3JIUKY
on umeana, paxkropusanuja eaeMmenara Jle1eKMHIOBOT JOMeHA HE MOpa OUTHU
jemHO3HaUHA. 3aTO Ce Ha OBE JOMEHE MOKe TJIeJaTHh Kao Ha YOIIITeHe IJa-
BHOUIEAJICKUX IOMeHa. Jle IeKMHIOBU HOMEHU Ce MOTY Ie(pUHUCATU HA PA3IIU-
ynTe exkBUBaJieHTHe HaumHe. Hajuemha nedurmnuja /lenekmHmoBuUx moMeHA

je careneha.

Hedmuunmja 37. lomen A je Ilenexkunnos axo je Herepun, narerpasno 3ar-
BODEH M CBakKy IpaBu npocT mupean y A je makcumanan (Moske ce pehwm u

dim(A4) < 1).

®Emanuel Lasker (1868-1941), Hemauku maxucTta, MaTeMaTauap u puiosod
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[IpucernMo ce caja MHTErpaJHO 3aTBOPEHUX HOMeHa, mpema [59].

Heduuunmja 38. Heka je A morupcren npcrena B. Emxement a € B je meo

Hax A ako mocroju MoHMdYaH monuHoM g € A[X] Takas ma je g(a) = 0.

Ckynu cBux nenux enemenara A’ = {a € B | « neo nan A} je jeman norupcren
npcresa B Koju 30BeMO unmezpasnum sameopemwem npcrena A y B. Cnemnu-
jaano, ako je A’ = B kamxemo ma je B ueno pawupewe npcmena A, a ako je

A" = A raxxemo na je A unmezpaano zameopen y B.

Heduannuja 39. Heka je A nomen u k = Frac(A) meroBo mosbe pasioMaka.

Ilomen A je mHTErpaJiHO 3aTBOPEH aKO je MHTErpPaJiHO 3aTBOpPEH y k.

JeprHunmMo cana MOjMOBE PA3AOMMDENOZ U UHBEPMUOUANOZ U0EAAA, TIPE-
Mma [44].

Hedpuannmja 40. Heka je A nomen u k = Frac(A). A-nommonyn I moma k je

pasnomier unean ako nocroju d € A\ {0} Tako na je dI C A.

[Ipema oBOj meduHUIIMjU, OOMIHEN nAEaANU HOMEHA A CY PA3JIOMJIbEHN U 30BEMO
UX IeJuM npeaauMa. Pa3ioMibeH mupeas je mIpaBU Pa3iIOMJLEH MOEA aKo je
paznanuut on Hysae. CKyI CBHUX IPaBUX Pa3jOMJLEHUX UIeaJia O3HaUYaBaMoO Ca
I(A).

3a pasmomimen unean [ momena A medunume ce meros uaBep3nu [ ! ca:
I'"'=A:I={rvck|zl CA},

rae je k = Frac(A). Ouurnenno ysek Bazku [[1 C A. Kon uaBepTUOMIHUX

nneasia Baku 1 OOPHYTa MHKIy3Wja, Tj. AePUHUIMja TVIACH:

Hedbunumnuja 41. Pasnommen umean [ momena A je mHBepTUOUIAH aKO je

It = A.
Y HacTaBKy majeMo HeKe O Kapakrepuialuja /leneknHmoBUX TOMEHA.

Teopema 42. YV Jedexurndogom domeny A ceaxu wenyasmu udean jedHO3HAUHO

ce paxmopuwe y npou3sod npocmus udeana.

Mory ce Hah u Apyre eKBUBAJICHTHE KapaKTEPU3aIje OBUX JOMEHA, KO
u obpar mperxonre teopeme. Heke om Tux kapakrepusamuja Ouhe HaBemeHe
y CRJIOIY HapemHor TBpbhema. Jlokasm cBUX eKBUBaJIeHNUja MOTY ce Hahwu y

(13, 44, 57, 78].
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Tepbeme 43. 3a domen A caedehu ycaosu cy exsusansenmmu:

(1) Ceaxu npasu udean y A jednosnauno ce gaxmopuwe y npoussod npocmus
udeanaq.

(2) Ceaxu npasu udean y A ce gaxmopuuie y npou3sod npocmus uoeanq.

(3) Ceaxu npasu udean y A je uneepmubusan.

(4) Cearu paznommen udeanr y A je uneepmubusan.

(5) Ckyn ceux npasux pazsommenur udeana y A je epyna y 00HoCy Ha MHOACEBE.
(

(7) A je Hemepun u Ay je DVR 3a ceaxu marxcumanan uoean M y A.

(

)
)
)
6) A je Hemepuwn, unmezpaaro sameopen u dim(A) = 1.
)
)

8) A je Hemepun u Ap je DVR 3a ceaxu npocm udean P y A.

W3 jenmnosmauHe ¢akTopu3anuje uaeaja He MOopa Oa clIelu jeTHO3HAYHA
paxkropusammja ememenara (Bumeru npumep 4.4.1. u3 [75]). He mopa na Ba-
&ku HU 0OpHyTo. Ha mpumep, npcren nomuuoma k[X, Y] van nomwewm k je UFD,
anu Huje lemekmunos, jep je mumen3uje 2. OmgHOC QaKTOpU3AIMjE €IEeMEHATA,

1 umeasia gatT je caemehoM TeopemMoM.

Teopema 44. /ledexundos domen A je UFD axko je enasnoudearcru.

Ilakiyie, mpeTxoaHa TeopeMa KapaKTepulle TJIaBHOUIeAJICKe ToMeHe kKao [le-
nexkunnoBe UFD momene.

Axo ca D ozmaummo kiacy llemekmanoBux momena, ca U kaacy (axTopu-
janHux moMmeHa u ca § KiIacy rJIaBHOMIEAJICKUAX JOMeHa, Tana Baxku DNU = G.
Oncryname /leneknHIOBOr TOMeHA O (PAKTOPUjATIHOCTU je€ 3alpaBO HETOBO
oJCTymame ol riaaBHommeasickor momena. Osmauumo ca F(A) rpymy cBux
rIAaBHUX pas3ioMibeHux uneasa lenekunnosor nomena A. Tana je F(A) mon-
rpyma rpyie CBUX HEHYJITUX passioMibeHux uneana [(A), nok je ogrosapajyha
rpyna Koja Mepu OACTymname on riaaBHoumeaJsckor, Tj. UFD momena, xomu-
YHUYKA TPyTMa:

C(A) = I(A)/F(A).
I'pyna C(A) 30Be ce jom u epyna kaaca udeana. OHa je 3a0paBO CHENMjaIaH
caydaj rpymne kjgaca mgeaurTesha KpyiaoBor momena. Y3 1o je llemexkunmnos
momen A UFD akko je rpymna C(A) TpuBujasiHa, Tj. aKKO je HEH KIACHU OPO]
niu pen rpyne |C(A)|= 1.

3a UCIUTUBAKE 3ajeTHUIKUX OcoOuHA JlemeKmHAOBUX U (PaKTOPUjaTHUX
IOOMeHa, Tj. (akTopusalyje KakO ejieMeHaTa TaKO W uaeaja, 3HAUAJHU CY

KpyaoBu momenn.
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1.4 KpyJaoBu nomMeHU

[Ipe came nmedununuje Kpymnosor momena nedpunmcahemo nenurese mo-
MeHa npema [13] u rpymy kiaca mesautesba momeHa mpema [31].

Heka je A momen, k = Frac(A) n I(A) ckyn cBUX pa3ilOMJbEHUX WIeaJa
pasmuuutux on Hysne. 3a P u @ € I(A) nepuaumumo penanujy P ucupern’
Q ca:

P<LQ<=Vrek" (AxDP= Az D Q).

Axo cTaBuUMO
P~Q<— P=<Q, Q<P

penanuja ,ucupen’ mnocraje ypebewme ma romuunuurom crymy [(A)/~. Os-
HaunMmo Taj ckyn ca D(A). Enementu ckyma D(A) cy kiace eKBUBaJIeHIU]je
pasnoMmibenux uneada, y osnanu div(P), P € I(A), u 30BeMo ux deaumenuma
domena A. Ilenuremu rnaBHUX pazinomibenux uneasa div(Az), x € k*, 30By
ce anaehu deaumenu, y osuamu div(x), x € k*. Ilakme, npema nepuHUIMjN,
pa3JIOMJbEeH UIeas je CaApKaH y HEKOM T[JIABHOM Pa3JIOMJHEHOM UACAJy, IIa

UMa CMUCJIa TOCMATPATU MPECEK

P= () Az, PeI(A).

AxDP

~

Hedbuannmja 45. Paznommen nnean P € [(A) je nuBuzopcku ako je P = P.

[Ipema oBOj medwHUIIMjU, TUBU3OPCKUA UIEATU CY HEHYJITU IPECENU HEempa3-

HUX (paMUInja IIaBHUX Pa3JIOMJbeHUX Knieasa. VI3 oBora HemocpemHO cienu:

x ['maBHU nmeasy M HEHYJTU MpECceny TIAaBHUX UIeaia Cy AUBU30PCKU K-

aJIn.

* Hemyntu npecek gpamMmuimje IUBU30PCKUX MAEAJIa je TUBU30PCKU M.

x Ako je P muBM30OpCKM mmeaJti, oHOa je Pxr muBM30pCcKu umeat, r € k*.
Hedpurnmumo canga zpyny xkaaca deaumena domena A.

Heka je A momen u k = Frac(A). Enemenr z € k je ckopo ueo nad A ako

je mornpcren Alz] = > .2, Az" on k, renepucan ca A u r, pasnoMibeH maeas

nomena A, Tj. ako moctoju d # 0 Tako ma je dax"™ € A 3a cBako n > 0. 3a

IDOMEH A KayKeMo Ia je KoMNAEMmHO UHMeZPAALHO 3aMB0PeH aKO je CBAKU CKOPO

eo eseMeHT u3 k caap:kan y A.
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Hedbuuumnmja 46. Y ciaydajy KOMIUIETHO MHTETDAJHO 3aTBOPEHOT qoMeHa A

rkosmuHanuky rpymy D(A)/F(A) 30BeMo rpymnoM Kiaaca OeauTesha, y O3HAIN:
Cl(A) = D(A)/F(A),
rae je F(A) = {div(z) | x € k*}.

Konauno, nepumuummmo Kpymnos nomen. Cse Bezano 3a Kpyimose momene

HaBeneHo je mpema [13] u [31].

Hepuannuja 47. Tomen A je Kpynos ako nocroju pavunuja (V;);c; Banya-
muonux npcrena, A CV; C k, k = Frac(A), rakBa na cy ucnymena cieneha
TPU yCJIOBA:

(1) V; cy rnaBrOMmeanckn Basyaruonu npcrern (tj. DVR).

(2> A= ﬂie[ Vi.

(3) Ako je a € A, a # 0, oHIa ce @ HAJA3W y HAJBUIIE KOHAYHO MHOI'O MAKCU-

MaJHuX maeasia M; nomena V;, Tj. maBepTuUOMIAH je Yy CKOPO CBakoM V.

[IpuceTrMo ce BadyanuoHUX mOMeHa mpema [45].

JHedunaunuja 48. Hera je A nomen u k = Frac(A). A je BamyauroHu noMeH
aKO 3aJ0BOJbaBa jeJaH Ol €KBUBAJEHTHUX YCJOBA:

1) Va,be A a|bVb]|a,

2) Va,be A (a) C(B) V () C {a),

J)Veek ze€eAVaeteAry AUA =E.

Cnenehom Teopemom mata je Beza maMehy BayalMOHUX W WHTETDAJIHO 3aT-

BODEHUX noMeHa npema [48].

Teopema 49. Jlomen A je unmeepaano zameopen axko A = (), Vi, 20e cy V,

sanyayuorny domenu, A CV, Ck, k= Frac(A).

Kako je csaku UFD unrerpanno 3atsopen (Bumetu [37]), mpeMa IpeTxomaHO]
teopeMmu cBaku UFD je mpecek Hekux BajmyanmuoHUX DOMEHa, IIa je OBa Kjaaca
OOMEHa 3aHMMJbUBA IO NMUTalky (Pakropujamnoctu. llerasmHUje o Bayanmo-
HUM IpcTeHuMa Moxke ce Hahu y [6].

Hapenne nBe Teopeme cy HemocpenHa nocienuna anedununuje KpymoBor
IOMeHa M OcOOMHa (aMuiIMje BaJyaluja KOje ce MOTY HPUAPYKUTU CBAKOM

Ile neKUHIOBOM JTOMEHY.
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Teopema 50. UFD je Epyaos domen.
Teopema 51. /ledexurndos domen je Kpynoe.

Kako nmocroje leneknHnoBu JOMEHU Ca HEjeTHO3HAUYHOM (aKTOPU3AIN]OM,
Kao 1 (paKTOpWjaJIHN NOMEHW KOoju Hucy JlenekmHIoOBM, M3 IPETXOITHUX TEO-
pema Buau ce 3Havaj KpysnoBux moMeHa kKao mupe, objemumyjyhe kiace, y
OKBUPY KOj€ ce MOI'y UCIUTATU HBUX0Ba 3ajeTHNYKa cBOjcTBa. lIperxomna Te-
opeMa ce MO)Ke HOOUTH W Kao mocienuna cienehe teopeme, m3 Koje ce BUIU
na kiaca KpysnoBux momeHa caap:ku U MUPOKY kKiaacy HeTepuHUX mHTEr paiHO

3aTBOPEHUX TOMEHA.
Teopema 52. Hemepun urnmezpasro sameopen, domen je Kpynos.

Cpaku KpynoB moMmeH je u MHTErpaJiHO 3aTBOPEH KA0 IPECEK BAYAIMOHUX

OMEHa KOjU Cy MHTErPAJHO 3aTBOpeHu (Buueru [6]).
Teopema 53. Ceaxu Kpynros domen je KoMNAeMHO UNMELPAAHO 34MEODEN.

Suauaj rpyne knaca memurema Cl(A) Kpymosor momena A, npu wmcnu-
TUBaBy (AKTOPUjATHOCTU, j€ y TOME IITO Ce HEHUM padyHameM MOKe He
camo yrBpautu na au je A UFD, Beh ce y cynporHOM Ha HEKU HAUUH MOKE
,I3MEPUTHU HeroBa HedakTopujasHoct . Hexku ayTopu kKopucTe rpymy Kiaca
menuTespa TpuU nepuHUCAKHY arkTopujasnor momena A. Ilpu Tome ce darro-
pujasHu OOMeHM neduHUNTy kao KpynoBum noMeHM ca TPUBHjaJIHOM I'DYIOM

KJaca Jeauresba, Tj. Ae¢uHUnja KpysroBor nomeHa Ha OBaj HAUMH IJIACHU:

Iepurunuja 54. A je momeH ca jefHO3HAYHOM (hakTOpU3anMUjoM ako je Kpya—
o u Cl(A) =0.

OBa meprHUIMja PAKTOPUjATHOT NOMEHA CYMITUHCKU Ce Pa3JInKyje Ol pa-
Hujux neduuunuja. bom ce nmpobnem jemro3snauHe parropmsanuje y Kpyiro-
BOM JnOMeHY A CBOIV Ha TeXHWKE pavyHama HeroBe IPyIle KIaca AeJIUTEeIba
Cl(A). OBa rpyna maje u 0OArOBOp Ha MUTAH-€ KOJIUKO je Heku Kpynos momen
ca HejeZHO3HAYHOM (axTopusanujoM , nanexko” oxn UFD-a. Parropujamnoct
Kpynosor momena A ekBuBasieHTHaA je TpuBujasnoctu rpyme Cl(A), 1j. yc-
JIOBY Ha je CBaku IUBU3OpPCKU mmeas y A rmaBuu. Bume o oBome moske ce
wahwu y [31].
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Cana hemo HaBeCcTHU jenaH NIpUMEp UCIUTUBAKHA (AKTOPUjATHOCTU TOMEHA,
paudyHameM HBeroBe Tpyle Kiaca aeluTesba, KOju ce MOKa3aH Moxke Hahwm y
[31, mponosunuja 11.8]. OBaj npumep 6uhe onx moceGHOr 3HAYAjA KO UCIU-
TUBama (PAKTOPUJATHOCTU IPCTEHA PEAJHUX TPUTOHOMETPU]CKUX MOJIMHOMA,

ITO je IpeaMeT UCTpaKMBama IPYyTre I'JaBe OBe NUCEPTAIN]eE.

IIpumep 55. Heka cy maTu IpcTeHM NOJIWHOMHUX (yHKIWja Ha cdepu:
A =R[Xo, X1, .., Xo) (X3 + X7+ ...+ X2 - 1),

B, =C[Xg, X1, ..., Xu] /(X3 + X7+ ...+ X2 —1).

Tana Bakmu:

a)n>3= CIl(A,) =CIl(B,) =0, tj. A, nu B, cy dparropujanauu,

6) n=1= CIl(A) =Z/2Z, Cl(By) =0, 1j. parropujasan je camo By,
B) n =2= Cl(As) =0, Cl(By) =Z, 1j. parropujasan je camo As.

A
A
Jleramanju qoka3 oBor mpumepa Moske ce mahwm y [75].

1.5 JlomeHu ca ciadbujumM ocoOmHaMa
¢haxTopmu3aluje o je THO3HAYHOCTHU

Y mocaemmeM MOraaBJ/by OBe ryaBe Ouhe maT KpaTak Operyeln HEKOJIUKO
BpCTa JOMEHa ca cjaabujuM ocobmHama (akTopm3anuje Ol jeTHO3HAYHOCTH,
npema pany [3].

Heka je A momen ca konmunmukuMm mosseM k. WuTepecyje HAC (akTO-
puszanuja y A. JenHozHauHy (axkTopusanujy ZePUHUCATIN CMO Yy IOTJIABIbY
1.2. Homenu ca jemnosnaunoMm daxropuzanurjoM (unique factorization domains,
UFD) cy uHTEH3MBHO MpOydaBaHU U O H-UMA MOCTOJU OICEKHA JIUTEPATypa
([19, 31, 82, 83], ura.). ¥ HacraBry ce HABUMO HOMEHMMa, CA HEIITO CJIA0UjUM
ocobmHaMa (paKTOpU3aImje.

Ha moueTky oBe rsaBe mepuHMCAIN CMO aTOMUYHE HOMeHe (neduHunmja
11). Io6po je mozumaro ma cy UFD, ranasmommeascku u Herepunum nomenu
aromuunu (atomic domains). Ilomen A 3amoBosbaBa ycioB pacryher saxma
raaBuaux uupeana (acsending chain condition on principal ideals, ACCP) ako ne
mocToju OGeckoHadaH, cTporo pacrtyhwu sanan raaBaux mmeasa y A. Here-

puau, UFD u ramaBmHommeasicku momenu 3amoBosbaBajy ACCP, ma cy crora
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arommuau. [Ipumepm aTomMmuunmx momeHa koju He 3amoBosaBajy ACCP mory
ce Halim y pamosuma [35, 105].

Ilomen A je momen ca orpanmuenoM daxropusanujom (bounded factorization
domain, BFD) ako je aromMudyan u ako je, 32 CBAKU HEHYJTU, HEMHBEPTUOUIAH
eleMeHT moMeHa A, my:kuHa GarTopuU3amnmje y MpOM3BOI HEPACTABLUBUX €JIe-
MeHaTa orpaHudveHa. /Jlame, 3a moMmeH A KakeMO [a je HOIy-(haKTOpHUjasIaH
(half-factorial domain, HFD) ako je aromuuan u ako je cBaka (akTopu3zamnuja
HEHYJITOT, HEMHBEPTUOMITHOT eJeMeHTa 13 A y TpOou3BOJ HEPACTABJLUBUX €JIe-
MeHaTa jeTHaKe NY:KWUHE, Tj. KaATON J€ T1...Tpym = Y1...Yn, TAE CY T1, ..., T,
Y1, ..., Yo HepacTaBmuBU ejeMeHTu y A, tama je m = n. OBu mOMeHU Cy
npBu 1yt yBemenu y pany [103]. Taxobe cy ommcanu u y pany [104]. UFD
je oumrnemuao HFD, amu obpuyTo He Basku ¢ o03upom na je cBaku KpyioB
momeHr A 3a roju je Cl(A) = Z/2Z HFD, npema [104], anu muje UFD.

Iomen A je momMeH ca KOHAYHO MHOTO HEPACTABBUBUX menauresna (for
irreducible-divisor-finite, idf-domain) ako cBaku HeHyaTH ejleMeHT noMeHa A nma
HajBUIIe KOHAYAH OPOj HEIPUIAPYKEHUX, HEPACTABBUBUX Aeauremsa. OBuU m0-
MEHU IPBU OyT cy yBeneru y pany [36]. Ha npumep, csaku UFD je idf- momes.
MebyTum, on Beher maTepeca cy aromuunau idf- qomenu, tj. moMeHu y Kojuma
CBAKU HEHYJITW, HEMHBEPTUOUIAH €JEeMEHT MMa CaMO KOHadaH Opoj Hempu-
APY:KEHUX neuTelha, Ia CTOTa MMa CaMO KOHAaJYaH Opoj ¢axropusanuja 1o
Ha pemocien U NPUIAPYKEHe ejieMeHTe. TakBu NOMEHW HA3BAHU CY, yV Pamy
[3], momenu ca koHaunoMm daxropusanujoM (finite factorization domains, FFD).
To cy marse aromuunm idf-momenu. Ha mpumep, csaku UFD je FFD. Y npu-
mepy 4.1. u3 pagna [3], mokaszano je ma HFD kao u BFD me mopajy Gurtn
idf- mtomenn, a tume u FFD. Takobe, FFD me mopa 6utu HFD.

Osne mehemo ynaszutu y cBe meraJsbe, jep TO HUje b OBOT paja, a BUIIE
o oBOj Temu Moxke ce mahwu y [3]. 3a morpebe paszymeBama Marepuje Koja
cilienu y HapemHOj TJIaBU, HJOBOJHHO je MO3HABAHKE TOPEHABEIECHUX UWHCHUIIA.

Kao 3akmyuak cBera onmcanor y pany (3], majemo caenehy mewmy:
UFD = HFD = BFD = ACCP = atomic domain

UFD = FFD = BFD = ACCP = atomic domain
UFD = idf-domain <= FFD.

Y3 1o, HUjeIHA O IPWKA3aHUX MMIIMKAIMja HE BaXKU y CYIIPOTHOM CMEDY.
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I'NIABA 2

ITPCTEHN TPUT'OHOMETPNJCRKINX
ITIOJIMHOMA

TpuroHOMETPUjCKX TMOJUHOMU CY Y BEJIUKO] MEPU 3aCTYIJbEHU y Pa3Jiiv-
YUTUM O00JIaCTUMa MaTEeMAaTWKe U HEeHUM IpUMeHaMa. [ PUroHOMETPUjCKa
UHTepIoJallija IpUMewnyje ce Y UHTEPIOoJalnju IepUoIUIHUX (yHKIU]a, Te-
OpHUjU ampOKCUMAallnja, PEaJHOj U KOMIIJIEKCHO] aHAJU3U, AUCKPETHO] Pypu-
jeosoj® Tpamcdopmammju uTH.

Henasuo cy, y pamosuma [23, 24, 26, 27|, o6jaB/meHu 3aHUMILUBU Pe3YJI-
TATU KOJU Ce OMHOCE Ha HEHEeTaTUBHE TPUI'OHOMETPUjCKe MOJUHOME U HUXOBE
npuMeHe ko PypujeoBux pemosa, y obpaam CUTHAJA, Y TEOPUJU ATPOKCU-
Malnyja, Teopuju QyHKIUja 1 Teopuju OpojeBa. DpojHe mpuMeHe, HAPOUMTO
y HYMEPUYKO] aHAJM3U ¥ MAIIUHCTBY, Y Be3U Cy ca IPOOJIeMUMa eJMMUHA-
nuje KBaHTOPa, KOjU YKbyUdyjy Tpuronomerpujcke dpyurnuje [69]. Ipumeny
TPUTOHOMETPUjCKUX MOJrHOMA MO:keMo Hahwu u y Teopuju BepoBaTHohe [18].

Y 0BOj riaBu TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOMU Omhe pa3maTpaHu Kopuctehu
anrebapcku npuctyn. Cama Teopuja (akTopu3anuje y MPCTEHY MTOJIUHOMA,
Ayro je Ouia mpoydaBaHA M MHOra BEHa CBOjcTBa MOry ce Hahu y swuTe-
parypu. AsreGapCcKy TPUCTYI TPUTOHOMETPHUjCKUM MOJUHOMUMA j€, MaK, y
3HATHO MamOj Mepu OMO mpeaMeT UCTpa)kKMBalkha U HA OBY TeMYy HEMa IIYHO
MaTepujasa y aureparypu. Mebhyrtum, y mocienme BpeMe oBa TeMma IOCTaje

aKTyeJHa.

6 Jean-Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830), ¢ppanmyckn maTemMaTwuap u Gpusmdap



[Ipenmer ucTpakmBama OBOT Jeja AUCEPTAIje Cy CBOjCTBa (akTopU3a-
nyje y IpCTeHnMa TPUTOHOMETPU)CKUX MOJTUHOMA, & IIUJb UCTPaKUBAMKa je Ia
ce MpoydJyaBameM OBUX CBOjCTaBa MOIMPUHECE W MOMOTHE MpOoydaBamy Tope-

HaBeeHUX 00gacTu.

2.1 IlojaMm TpUroHOMETPMjCKOT IIOJIMHOMA

Y MaTeMaTUYKO] U HyMEPUUKOj] AaHAJU3U MO TPUTOHOMETPU)CKUM IIOJIU-
HOMOM IIOJIpa3yMeBaMO KOHAUHY JIMHeApHy KOMOWHANWjy (YHKOUja Sinnx u
cosnx, 3a mpupomaH 0poj n. Koedunujentu oBux moamHOMa MOTY OUTH U3
CKyIlla peaJIHUX WM KOMIUIEKCHUX OpojeBa. Kana cy koepunumjeHTH KOM-
IJIEKCHU, HE TMOCTOjU pPa3inka n3Mehy TakBe KOHAUHE JIMHEAPHE KOMOUHAIM]e

u koHauHor PypujeoBor pena. CBaka ¢yHKIUja 0OIUKA

t(x) = ap + Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1

rae je x € R, ag, ay,..., ap, by,..., by € C, (an,b,) # (0,0), je kommIeKCaH TPU-
roHoMeTpujcku nosuuHoM ctenena n [81, ctp. 88]. Kopuctehn Ojneposy’
dbopMyIy, KOja yCIOCTaB/ha OCHOBHY Be3y m3MeDy TPUTOHOMETPUjCKE U €KC-

IIOHEHIMjaJlHe (YyHKNNje ca KOMIJICKCHUM €KCIIOHEHTOM, U Koja Ijlacu
e =cosr+isinr, r€R,

0Baj IOJIMHOM MOKe OWTU 3amucaH M Kao

t°(x) = Z cre® x €R, ¢, €C.

k=—n

AmnaJiorso, HekKa cy ag, ai,..., dn, b1,..., b, € R 1 a,, # 0 wnm b, # 0, Tana je

t(x) = ap + Z(ak cos kx + b sinkzx), x € R,
k=1

peajlaH TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOM creneHa n [74, ctp. 150].
Y HacTaBKy, HajBUIIE NasKme nocBehyje ce ocobmHama ¢paxkTopuU3alyje Tpu-
TOHOMETPUJCKAX MOJIMHOMA.

Put® ce mpBu 6aBMO (GaKTOPU3ANMjOM EKCIOHEHIN]aJHUX IoauHOMa. OH

je 1927. romuue mokazao cienehy Teopewmy.

"Leonhard Euler (1707-1783), mBajmapcku MateMaTudap u Gpusmdgap
8Joseph Fels Ritt (1893-1951), amepuuru MaTemaTudap
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Teopema 56. [79] Axo je excnonenyujannu noaurom 1+ are®™* + - 4 a,e*®
denus excnoHenyujasnum noauHomom 1+bie® ...+ b 30 ceaxo b # 0, a;,
bj,a;, 5, € C,i=1,....,n; 5 =1,...,r (npu wemy je pearan deo koefuyujenma y3
T eehu uau je0nax nyau, a kada je jJeOrar Hyiu, UMazuHapar 0eo je No3umuean),
maoa je ceaxo 5 AUHEAPHA KOMOUHAUUIG Ovy, . . ., 04, CG DOUUOHAAHUM KOEPuUU-

jenmuma.

[Ipu ToMme ce mon mesmuBoOmNy moapa3ymeBa ga ce u3dpas 1+a;e*+- - -+a,e*”
daxropume y mpousson (1 + b1e®® + -+ b.e7%) - (1 + 1M + -+ + c,e™?) 3a
cBako b # 0 u ¢ # 0. IlpumeTuMo ma ako (v U3 MPETXOIHE TeopeMe 3aMEHUMO
ca tm, 3a m € Z, nupema OjiepoBoj ¢popmyan no0OujaMo TPUTOHOMETPU]jCKE
IIOJIMHOME.

O3HaunMo penoM ca

n

T = Z(akcosk:c—l—bksink:c) |neN, ag, by € R
k=0

n

T = Z(akcoskm +bysinkzx) | neN, ag, b, € C

k=0

CKYIIOBE TPUT'OHOMETPUJCKAX IMOJUMHOMA Ca PEAJHUM M KOMIIEKCHUM Koepu-
mujeaTuma. CTemeH HeHYJITOr TPUTOHOMETPHjCKOT MOJMHOMA, K0 ITOo je Beh
pedeHo, meduHuUnIe ce kao Hajeha BpemHOCT N 3a KOjy a, u b, HUCY WCTO-
BpeMeHO jenHaku Hynau. Hapemma, noOpo mo3Hara jema, IOKa3yje HaM Oa
peaslHu TPUTOHOMETPUjCKU IOJUHOMHU (OpMUpA]y IPCTEH, KA0 U Ja CTEIeHU
peayTHX TPUTOHOMETPUjCKUX IOJMHOMA MMajy OCOOWHE Kao U CTEeNeHu obu-

YHHUX IIOJIMHOMA.

JIema 57. [93] IIpouseod dea peanna mpuzoHOMEMPUjcka NOAUROMA CINENEH M

U N je pearar mpuzoHoMempujcky NOAUHOM cmenexna m + n.

Jloxasz: Ao je m uau n je AHAKO HYJIW TBPHEmE je OUnUriaentHo, jep je TPUroHo-
METPHUjCKU MOJUHOM creneHa () KOHCTAHTHA (QYHKIMja. 3aTO MPETIOCTaABUMO

na je m, n > 0. I[Ipucetumo ce caenelinx TPUrOHOMETPUjCKAX UIEHTUTETA:
sina - sinb = [cos(a — b) — cos(a + b)]/2,

cosa - cosb = [cos(a + b) + cos(a — b)]/2,

23



sina - cosb = [sin(a + b) + sin(a — b)]/2,
cosa-sinb = [sin(a + b) — sin(a — b)]/2.
AKo 0OBe jeHAKOCTU IPUMEHUMO Ha IPOU3BOL
(pcosmaz 4 gsinmx) - (r cosnx + ssinnx), (2.1.1)
p, q, r, s € R, mobujamo caemehu pesyarar
Acos(m —n)x + Bsin(m —n)x + C cos(m + n)x + Dsin(m + n)z, (2.1.2)

rae je A= (pr+4qs)/2, B = (qr —ps)/2, C = (pr —qs)/2 u D = (ps + qr)/2.
Kana je m > n, uspas (2.1.2) npunana ckyny 7. Ako je mak n > m, tanga
cos(m—n) u sin(m —n) 3amMeHEnMo penoM ca cos(n—m) u —sin(n—m) y uspasy
(2.1.2), n nobujenn uspa3 rakobhe npunana ckymy 7. Ha kpajy, ako je m = n,
3amenumo sin0 ca 0 u cos0 ca 1, na u3pas (2.1.2) u y oBoM ciydajy npumaga
crymy 1.

HupexkTHnM pauyHameM nobujamMo na je
C?+ D? = (p* + ¢*)(r* + s%) /4. (2.1.3)

Onasne BumuMo na ako Hujedas (akxrop Huje Hyaa (p?+q¢*> #0 u r?+s? #
0), cnemn na je C? + D? # 0. Ilakge, KOPUCTUMO UMHCHUILy [a je CyMa
KBaJpaTa OBa peaJtiHa Opoja jemHaka HYJIU jeIWHO Kamga cy oba Opoja HyIa,
na je mpoussox (2.1.1) 3aucra cremena m + n.

[TocmaTpajMo cama mpomsBon OUIO KOja ABa peajiHa TPUTOHOMETPU)jCKA
noJnHOMA, onroBapajyhux crenmena m u n. Taj mpousBon 6mhe jennak cymu
npousBoaa obsmka (2.1.1), Koju cy PasMOTPEHU y MPETXOAHOM TEKCTY OBOT
IOKa3a, Ma Ceé MOKEe 3aK/bYUUTU Oa je TPaKeHW MPOW3BOJ 3aIpaBO peaJsaH
TPUTOHOMETPUjCKU TTOJTUHOM.

[Ipousson mBa m3pasa majsehier cremena, obsura (2.1.1), maje HemymTn
n3pa3s cremeHa m + n, obauka (2.1.2), koju He MOke OUTU MOHWUIITEH HEKUM
OPYTUM M3Pa30M y IPOU3BOMLY, Ia he TpaskeHU Pe3yaTaT OUTU 3aUcTa CTe-

Ie”Ha m + n. O

Hamomena 58. 13 noka3za mperxonHe JieMe MO:Ke Ce 3aKBbYUYUTU 1a je U
IPOM3BOJ MABAa KOMIIJIEKCHA TPUTOHOMETPUjCKA TOJMHOMA TaKODhe KOMIIIEK-
CaH TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOM, IMTO CE€ MOKA3yje MOTIYHO aHAJOTHO IPEeT-
XOOHOM MOKa3y. MelhyTum, OHO mTO ce pa3iauKyje KOO KOMIIJIEKCHUX, y OI-

HOCY Ha peaJiHe TPUTOHOMETPU]jCKe MOJMHOME, Cy 0COOMHE HUXOBUX CTEIEHA.
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Haume, nocmarpajyhu jemnakoct (2.1.3) He MOKEMO M3BECTU UCTU 3aKJIbYYaK
Kao 3a peajiHe TPUTOHOMETPUjCKe MOJMHOME, jep CyMa KBaJpaTra ABa KOM-
mJIeKcHa Opoja MO:ke OUTH jemHaka HYJIW U ako Hucy oba Opoja mcToBpe-
MeHO jemHaka Hyau. Ilakme, moxke ce moromuTy na cy p, q, r,s € C\ {0},
a ma cy C' mu D ucroBpeMeHO jemHAKW HYJIW, KAO HIP. y CIyYajy Kaaa je:
p=1,q¢g=i,r=14+ius=1—1i Tana npousson (2.1.1), tj. mpoussoxn
(cosmaz + isinmz) - ((1 + i) cosnz + (1 — i) sinnz) HUje cremena m + n, OOK Cy
¢akTOpU TOr TPOM3BOLA PEIOM CTEIeHa M U N. 3alpaBo, jeANHO Kada je
p = Fqi ur = *si, npu uemy je (p,q¢) € C\ {(0,0)} u (r,s) € C\ {(0,0)},
crenen npoussona (2.1.1) 6ulie jemuak |m —n|, nok he merosu paxropu GuTn
penom crenerna m u n. OpaBme MOKEMO 3aK/bYUYUTU OA j€ CTEIEH IPOU3BOIA
OBa KOMIIEKCHA TPUT'OHOMETPUjCKA IOJMHOMAa PEIOM CTEeIeHa M U N, IMOJ

TOpEHaBENECHUM YCJIIOBUMa, MambU O M + N.

Hanasme, HUje TEmKO 3aKBYyUYNTU Oa CKYT CBUX (pEAJHUX U KOMIIJIEKCHUX )
TPUTOHOMETPUjCKUX IOJMHOMa 0Opa3yje IPCTEeH, mTaBuile odpa3yje JTOMEH.
Y3 TO, mIpeMa OCHOBHUM TPUT'OHOMETPUjCKUM UAEHTUTETUMA OYUTJIETHO je na,
3a cBako n € N\ {1}, ¢pyHKIMja cosnxr mpencTaB/ba MOJIMHOM IO COST CTEIEHA
n, OJOK (PYyHKIU]a SN nx DpeAcTaB/ba NIPOU3BOM (YHKIU]jE SIN T U IOJIUHOMA IO

cosx crenena n — 1. OBo uaycrpyjemo caenehum npumMepoM.

IIpumep 59. 1) 3a ¢pyuruujy cosnx, n € N\{1}, sawkn:

cos2r = 2 - cos?x — 1;

3

cos3r =4 -cos’x — 3 Ccosx;

4

cosdr = 8-cos*x — 8- cos?x + 1;

5

cosbx = 16 - cos® . — 20 - cos® x + 5 - cos x;

cos 102 =512 - cos'® —1280 - cos® x+1120 - cos® z—400 - cos* x+50 - cos? x —1;

2) 3a ¢yurmujy sinnz, n € N\ {1}, Basku:
sin2x = 2 -sinx - cos x;
sin3r = sinz - (3 — 4sin 1);

2

sindr =sinx - (4 - cosx — 8 - sin” x - cos );

sin 5z = sina - (5 — 20 - sin® z + 16 - sin z);
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2 4 6

sin 10z =sinz - (10 - cos x—160 - sin® x - cos +672 - sin” = - cos x—1024 - sin® = - cos x+

512 -sin®z - cos x);

O6pHyTO, cBaku mpousBoL cos"z-sin™x ce Moxke 3amucaru kao y ;_(axcos kr+
besinkz), g € N, ag, by € Q, mro je nokazano reopemom 147 (rnasa 4).

N3 nperxonHor pasmarpama Moke ce 3akmpyunTtu na je T = R|cosz, sin z
n T¢ = Clcosz,sinz], j. T u T° cy IpCTEHU TPUTOHOMETPUjCKUAX MTOIUHOMA

pemoMm Han momuMma R u C.

Hamomena 60. Axko mocmMaTrpaMoO TPUTOHOMETPHjCKE HMOIUHOME Ca KOoe(uIm-
jenruma u3 noma Q u merosor anrebapckor pamupema Q(i), ymecro u3 noma

R u C, u ako yBememo ciaenehe o3Hake:

n

S = Z(akcosk:x+bksink:x) | neN, ag, b € Q
k=0

n

S¢ = Z(ak coskx + by sinkzx) | n€N, ag, by, € Qi) ¢,
k=0
3akmyuayjemo ma je S=Qcosz,sinz] CRcosz,sinz|=T u S°=Q(i)[cos z, sin z]

C Clcosz,sinx] = T°.

Y macTtaBKy pana, 3a eieMeHT momena ', omHocuo T° xopuctuheMo 03-
Harky z = y ,_o(aycoskr + bysinkz), n € N, rue cy aj u by peasHu, oIHOCHO
roMmiLIekcHE koe¢purmjentu. Ca Z osnauaBahemo emement ) ;_(ay coskx +
by sinkz), voe je @ xomjyrat emementa a € C. Ilpu Tome, kKoepuIUjeHTH a; U
by jemHo3nauno cy ompebenu 3axBasmyjyhu teopuju PypujeoBux pemosa.

Ha kpajy oBor morsaBsba MCTAKHUMO 3aHMMJBMBO 3alaskame u3 paga [12],
KOje Ceé ONHOCU Ha YUMILEHUILY Ha Ce MOjaM TPUTOHOMETPUjCKOD MOJUHOMA He
moAyJapa ca IMOjMOM TAKO3BAHOT ,,HAMBHOT TPUTOHOMETPUjCKOT MOJUHOMA.
Haume, mocraBsmba ce muTamE 3aIITO Ce MojaM TPUTOHOMETPU)CKOT TOJIUMHOMA,

nopen GyHKIUje OOIMEA
k k
ft) = Zancosnt+2bnsinnt, keZ', ag,...,ab1,... b, €C,

n=0 n=1

He ONHOCU U Ha (PYHKIU]Yy OOJIMKA
k k
g(t) = Zancos”t—l—Zﬁnsin"t, keZ*, ag,...,ap,Pr,...,5 €C,
n=0 n=1
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Koja je, y pany [12], HazBana ,HauBaH” TPUTOHOMETPUJCKU MOIUHOM.
CBaky 0o OBUX CKYIIOBa TPUTOHOMETPUjCKUX IOJMHOMA j€ 3alpaBoO HOT-
npoctop npocropa C®(R,C). Mebyrum, ma mpBu morsien Huje OYUTIIETHO
3allITO Cy OBW MOTIPOCTOPU Pa3aUIUTH. JacHO je ma ce CBaKu ,,HAUBaH
TpI/IFOHOMeTpI/IjCKI/I IIOJIMHOM MOKE€ IpeaAcTaBUTUN KaO CTaHIapdaH TPUIOHO-

MeTpujcku noaunoMm (teopema 147). Ilakne, Basku ciaeneha Tteopema.

Teopema 61. [12] Csaku ,nausan” MpuzoroMeMPUICKU NOAUHOM MONCE OUMU

npedcmas.men Kao CmaHoapOaH MPpuzoHOMEMPUICKY NOAUHOM.

Ono mTo je Mame OUYUrIeTHO je Ha Ce He MOTY CBU TPUTOHOMETPU)CKU
MOJIMHOMU 3aMUCATU KAO ,,HAUBHU TPUTOHOMETPU)CKU MOJUHOMU. 3aIpaBo,
nozHaTo je ma je cosnt = T,(cost), rme je T, n—tu Yebumessmes® moaunOM
npBe BpcTe. IIpema Tome, oumriaemHo je ma ce cosnlt MOKe TPEACTABUTU
Ka0 ,HaWBaH TpPUTrOHOMEeTpUjcKu moiauHoM. Takobe Baxku ma je sinnt =
sint - U,_1(cost), rae je U,—1 (n — 1)-Bu YebuiessbeB NOIMHOM APYre BPCTE.
Bume o Yebumesssesum nonuaomMuMa Moske ce Hahum y [58]. T,(z) u U,(x)
Cy IIOJIMHOMU CTENleHa N KOju Cy IapHe WM HemapHe (QyHKNIUje y 3aBUCHOCTHU
ox mapuoctu 6poja n. Onapne ce Moke 3akbYyUnTH Oa ce u sin(2k + 1)t moxke
IPEICTABUTU KAO ,,HAMBaH TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOM. Tume ce mpobiaem
CBOIU HA MOKA3MBAIE Ja C€ MOJMHOME OOsmka sin 2kt He MOTY M3Pa3UTU Kao
,HAUBHU TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOMU. JemaH Ol HAUMHA M8 Ce TO MOKAKe
n3noxkeH je y pany [12], rme je kopum hena mosmara teopema asrebapcke

reomerpuje, Besyosal’

teopema. Ilpurom, moBosmaH je ciaabuju oOJIUK OBe
TeopeMe, KOju je AMPEeKTHA MOCcJeauiia CTanIap aHor obiauka be3yose Teopeme

(Bmmeru [20, 32, 96]).

Teopema 62. (BesyoBa Teopema — canabuju o6auk) Heka cy P(z,y) v Q(x,y) €
Clz,y] womnaexcnu noauromu pedom cmenena m u n, 20e je NZD(P,Q) = 1.
Dpoj npecewnur mavaxa deejy xpusur P(x,y) =0 u Q(z,y) = 0 y komnaexcroj

PasHU je najeuue mn.
HoraxkuMmo na Basku ciaeneha teopema.

Teopema 63. [12] Pynruyuja sin 2kt ce e moxce uspazumu Kao ,,Hausar” mpu-
2OHOMEMPUICKU NOAUHOM.

Ma¢uyruit JInsosuy UYebnmés (1821-1894), pyckn MarteMaTugap
0Etienne Bezout (1730-1783), ¢ppanmyckn MaremaTudap
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3a mora3 oBe TeopeMe KopuctuMo ciaenehy momohuy memy.

Jlema 64. [12] Hexa R(z,y) € Clz,y]. Tada je R(cost,sint) =0 3a cearxot € R
axko R(x,y) € (x*+y*—1), mj. R(z,y) npunada udeary 2eHepucanom nosuHoMoM
%+ y2 — 1.

Joxaz: Axo R(z,y) € (z* +y*> — 1), tana je ounmrnemno R(cost,sint) = 0.
O6puyTo, npernoctasumMo na je R(cost,sint) =0 u na R(z,y) & (z* +y* — 1).
Kaxro je 22+y? —1 mepacTaB/mpus HoauHoM, IpeMa Be3yoBoj Teopemu ciaeau aa
je 6poj Tauaka npeceka kpusux R(zr,y) =0 u 22+y*—1 = 0 majsume 2-deg(R).
Cxomuo TOMe, caenu ma cost u sint mmMajy KOHAYHO MHOTO BpemaHocTu 3a t € R,
IITO je KOHTPAAUKIIA]A. O

Konauno, reopema 63 Moske Outu mokasaHa.

Jloxas meopeme 63 [12]: IlpermocTaBuMo na MOCTOj€ KOMIJIEKCHU TOJUHOMU
jemue npomenmuse P u () Taksu ma je sin 2kt = P(cost) + Q(sint), Vit € R. Ko-
pucrehu nnenturer sin2kt =sint-Usi_;(cost) nobujamo na je sint-Us—i(cost) =
P(cost)+Q(sint). Ipema nperxomuoj nemu, caenu na Usy,_1(z)y—P(z)—Q(y) €
(x? +y* — 1). To 3maum ma noctoju nosunom S(z,y) Takas Aa je

Usi—1(2)y — P(z) — Qy) = S(m,y)(azQ + y2 —1).

Heka je 2%y’ mpomssoman moHoM mommuoMma S. Ako je o > 0, Tama mecHa
CTpaHa IPEeTXOIHE jeTHAKOCTU MMa MOHOM obuuka z%y°12, koju ce He momyn-
apa HU ca jeJHMM MOHOMOM Ha JIeBOj CTpaHU OBe jemHakoctu. [Ipema tome,
cBaKM MOHOM mojmHOMa S mMma obuamk y®. Mebyrum, axo je B > 0, Tana
JeCHA CTpaHa IOMEHyTe jeqHAKOCTH mMa MOoHOM x2y°, kKoju ce He momymapa
HU Ca jeTHUM MOHOMOM Ca JieBeé CTpaHe OBe jemHakoctu, jep je Uy 1(z) mo-
auHOM HemapHOr cremena. lakme, S(z,y) je KOHCTaHTa, IITO je OYUIJIETHO
HeMoryhe. O

CxomHO TOME, MOKE Ce 3aK/LYUUTU 14 j€ MPOCTOP ,,HAUBHUX TPUTOHOME-

TPUjCKUX MOJMHOMA IMPABU MOTIPOCTOP TPUTOHOMETPUjCKUX TMOJTUHOMA.

2.2 IIpcren C|cosx,sin z]

KowmnekcHo ekcnoneHnujasHe GopMe CUHYyCa U KOCUHYCA, Tj. Be3e COST =

eza:_’_efzz el _o—1iT
2

2

nsinr = , oMmoryhasajy ma ce Mpou3BOJbaH ejieMeHT z € T°¢ =
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Clcos z, sin x] Mmoke HamucaTn y OGIUKY
z=e"P"), neN, P(X)eC[X], deg(P) = 2n. (2.2.1)

O6puyTo, mMmajyhu y Bumy ma je € = cosx + isinx, ciaemu na eJeMeHT
obmura e " P(e®), 3a n € N u P(X) € C[X|, npunana T°. Ilpema ToMme,
MO¥Ke ce 3akpyuutu na nocroju uzomopdusam [ : C[X|g — T° unpykoBan
npecaukaBameMm X — €%, Jlakie, IPCTEH TPUTOHOMETPUjCKUX IOJUHOMA, Ca
KOMIUJIEKCHUM Koedurmjentuma 1T¢ uzomoppan je noranusanuju npcrena C[X]
y omHocy Ha MyaTummkatusan ckyn S = {1, X, X? ...}, y osmamu C[X]s. ¥3
TO, MOKEMO MPUMETHUTH Aa je cBakm emement z u3 C[X]g obmura X*P(X), 3a
keZ, P(X) e C[X] u P(0) #£0.

IIpema medunummju 20 u npumepy 21 C[X]| je Eykaunos nomen. Ha oc-
HOBY [84, mpomo3unuja 7|, nMaM0O na je ¥ HBeroBa JIOKaJU3anrja y OgHOCY Ha
myarumnvkaruBad ckyn S, tj. C[X]g, rakobe Eyrannos momen. Y3 to, ¢pyH-
kimja , koja medpumuume Eyrmunos nomen C[X|g, mara je ca p(z) = deg(P).

WNuBepTubunan enementu momena 1° cy esnementu ckyna C\ {0}, 3a-
1

TUM CTENeHU eJleMeHaTa 2 W 2 ~, KaOo U MPOU3BOIU HEHYJITUX KOMIIJIEKC-
HUX KOHCTAHTHW U CTeNeHa eJIeMeHaTa z WM 2z ', rae je 2 = cosx + isinz m
27! =cosz —isinzx.

Kao mocnemuia nperxonnmx 3amaskama Basku cjaemeha rteopema.

Teopema 65. T° = Clcosz,sinz]| je Eykaudos domen ca KOAUMHUWKUM TODbEM
K¢ = C(cosx)[sinz]. Hepacmasmwueu eaemenmu y T¢ cy, 0o na uneepmubuame

ENEMENNE, MPUOHOMEMPUJCKU NOAUHOMU 004uKa COST + isinx — a, a € C*.

[Iperxonua pasmaTpama U3JI0keHa Cy y pamy [71].

Kopucrehu teopeme 19 u 22, moske ce 3akmyuntu ga je Clcosx,sinz| mo-
MEH ca JeJHO3HAYHOM (aKTOPU3AI]OM.

Mebyrum, na je Clcosz,sinz| momen ca jeqHO3HAYHOM (AKTOPU3AIM]OM
MOKEMO TOKA3aTU W Ha APYTUA HAUMH. [IPEeTXONHY UYUHEHUILy MOKEMO JOKa-

3aTu ¥ Ha ciaenehu HavuH:
Teopema 66. Clcosz,sin x| je domen ca jednosnawHom Parmopuzayujom.

Jokas: Tlocmatrpajmo momen A = C[X,Y]/(X?+Y? —1). Ca a u b o3na-
unmo oarosapajyhie ciauke enemenara X u Y npu KAHOHCKOM XOMOMOD(U3MY
CIX,) Y] — A, a=X+(X?+Y2-1),b=Y +(X?+Y?—1). Tana umamo na je
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A = Cla,b] ca nepurumyhom penamjom a® + b*> = 1. Ako TpancdhopmMumenmo

OBy penanujy Ha cjienehu HAYMH:

u+v U —v

7b: .
2 21

l=a*+b" = (a+ib)(a—ib) =uv, a=

nobujamo na je A = Clu,v] ca nedpmuummyhom penanujom uv = 1. IIpumernmo
M2 aKo ca a 1 b 03HAYMMO PeJIOM COS T U Si 7, OJaKJIe CIeIu 1a je U = e mv =
—ix

(&

@ e~]. TlocmaTpajMo

, mobujamo na je zampaBo A = Clcosz,sinz| = Cle'*, e

11

Cle**, e~*] kao mpcren Jlopanosux!'! monmunoma Clu,u™t]. Hasme, umamo na je

A = Clu,u '] = Clu][u"'] = Clu]s,

rae je S = {1,u,u? ...}. IOpyrum peunma, Clu,u"!] je nokanusamuja nomena
Clu] y omuocy ma mynrumiaukaTtuBal ckyn S. Kako je Clu] rnmaBmommeancku
momer (Bumeru [70, npumep 51]), npema teopemu 19 ciemm na je yjemHo u
INOMEH ca jemHo3Ha4yHOM (axropusanujoMm. IIpema teopemu 27 cinemu na je
n A = Cluls momen ca jemHO3HAYHOM (GAKTOPU3ANUjOM, M j€ TUME U IOKa3
rOTOB. o

Jacuo je ma je m S¢ = Q(i)[cosx,sinz| Eyknmnnos momeH, a tume u JOMeH
ca jeOTHO3HAYHOM (aKTOpHM3alMjoM, IITO Ce IOKa3yje CIMYHO Kao 3a IOMEH
Te.

Cneneha nocnenuna je yommreme Purose Teopeme o paxkropuzanuju (Te-

opema 56).

IMocnemuna 67. [71] Hexa je z=) .} _,(ay cos kx+bysinkz), neN\ {1}, ay, by € C,
maxo 0da je (a,,b,) # (0,0). Hexa je d zajednuuku deaumen uyeaux bpojesa k

maxeuz da je (ax,by) # (0,0). Tada z uma jednosnauny darxmopusauujy

2n

d
z = Acosnz — isinnz) H(COS dx +isindr — o), (2.2.2)
j=1

20e \, a; € C*.

Zloxasz: YBobhemeMm cmene y = dr mobujamo

n

z = Z(ak cos kx + by sinkx) = Z(ak cos kY 4 by sinkY).
k=0 k=0

"Pierre Alphonse Laurent (1813-1854), ¢panyckn MmatemMaTugap
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Hexka je mame k' = g, onmakie je k = k'd, ma mobujamo

2= (apgcosk'y+ bygsink'y) = e*i%yP(eiy),

e

k'=0

rae je P(X) € C[X] u deg(P) = 2%,

nperxonuoj reopemu, Clcosy,siny| momen ca jeaHO3HAYHOM (DAKTOPU3AINjOM

Ha ocHoBy (2.2.1). Kako je, mpema

ca HepacTaBJ/LUBUM ejleMeHTuMa obismka cosy + isiny — a, a € C*, cnenu na

[OCTOjU jeqHO3HAUHA (pakTopusaruja obnuka (2.2.2). O

Hamomena 68. ®akropusanuja n3 nperxomgae mocuaenuie je moryha, jep je C
asrebapcku 3aTBopeHO moJbe. [locraBiba ce muTame ma JIU MOCTOJU CIAUYHA
darkropusamuja 3a exemenrte u3 S¢ = Q(i)[cos z,sinz]. Onrosop je merarusas,
jep Q(¢) Huje anrebapcku 3aTBOpeHo mosbe. [Ipema Tome, 3a ememente u3 S°

HUje Moryhe mpoHahu pacraBibame CIUYHOI TUIIA.

2.3 IIpcren R|cosx,sin z]

[IpcTen peasHUX TPUTOHOMETPU)CKUX MOJTMHOMA ' MMa 3aHUMJbUBE Kapak-

TepucTuke. JemHa on HUX je UAEHTUTET

sinx = (1 — cosx)(1 + cos 1), (2.3.1)
KOjU je mpuMep HejemHo3HauHe (akropuianuje y momeny 1. Mebhyrum, oBa
jeMHaKOCT HUje IpuMep HejeTHO3HaUHe (paKTOpU3alje y JOMeHY KOMILJIEKC-
HUX TPUTOHOMETPUjCKUX mosuHoMa 1°¢, ¢ 063upoM Ha OOJUK HEPACTABHUBUX
emeMenaTta y 1°, mTo je mpuka3zano teopemom 65. Ileramuuje o oBoMe MOKe
ce BUIETH y HamoMeHm 79.

Hapasmuo, nuje moBosmsHO caMo pehu ma cy JeBa M mecHa CTpaHa jemdHa-
koctu (2.3.1) mBe mormyHo pasnuuure parropuzanuje. Hamme, morpebuo je
[eTaj/bHO OmMUCcaT! OocoOmHe (axkTopm3anuje y noMeny 1', m mokaszaTu na Cy
¢axTopu sinz, 1 —cosx u 1 4 cosx HepacTaB/bUBU €JEMEHTU, KaO0 U Ja ce
sinx He MOMe 3alKUcaTU Kao IPOU3BOJ jeTHOT O IpeocTaja ABa (aKTopa U
uHBepTUOMIHOr esieMenTa momena 1. O cBemy ToMe Ouhe peun y HacTaBKy
OBOT TIOT'JIABJbA.

Hapemna Tteopema je, mo ayToOpoBOM Ca3HaWkhy, OPUTUHAJAH PE3YJITAT.
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Hum je makse moka3aTy ma, 3a pa3juky om momena 1°, momen 1 Huje
IOMEH ca jemHo3HayHOM (akropuidanujoM. C TuM y Be3u, MOKAKUMO HAJIPE

cnenehe TBpheme.
Tepbeme 69. [Ipcmen T = Rcos z, sin x| je usomoppar ca R[X,Y]/(X*+Y?*—1).

Jokas: Tlocmarpajmo xomomopouszam ¢ : R[X,| Y] — Rlcosz,sinz]|, roju je
nepunncan ca ¢(X) = cosx u o(Y) = sinx. Jearpo oBor xomomop¢usma ce
cacroju u3 noauaoma f(X,Y) € R[X,Y], ca ocobunom ¢(f(X,Y)) =0.

C jemme cTpaHe, UMaMO Ia je
O(X2+ Y2 1) = p(X?) +9(Y?) =1 =cos’z +sin®r —1=0,

omakie crema na X2+ Y2 —1 € ker(p), ma (X?+Y? —1) C ker(y).
C mpyre cTpaHe, 3a MOJUHOM f U3 je3rpa JoKaxwuMmo na Baxku (X2+Y?2—1) | f.

[Tocmarpajmo [ kao mommuoM mo X ca koepunujentuma u3 R[Y], 1j. f €
R[Y][X]. 3amumumo [ kao

fIX,)Y)=(X?4+Y?—1)-g(X,Y) +7r(X,Y),

degyr < 1. Tama je r = a+ bX, 3a a,b € R[Y]. Kako je f € ker(y), mmamo na
je p(f(X,Y)) =0. U3 oBe jemmakoctu ciaemu na je

p(f(X,Y)) =p((X*+Y? ~ 1) - g(X,Y) +r(X,Y)) = 0.

[Iperxonuo cmo Bumenau na je o(X? + Y2 — 1) = 0, ma je, npema ToMe,
p(r(X,Y)) = 0. Hakne, o(a(Y) +b(Y)X) = ¢(a(Y)) + ¢(b(Y))p(X) = 0. ¥Y6a-
[UBIIN TOPEHaBeIeHy CMeHy, nobujamo a(sinz) + b(sinz)cosx = 0, 3a cBako
r € R. Omasze je a?(sinx) = b%(sinx) cos?z, Tj. a?(sinx) = b*(sinz)(1 — sin® ),
3a cBako r € R, u3 uera mopa caemuru a?(Y) = b*(Y)(1 — Y?), 3a cBako
Y € R. Tlocaenma jemHakocT Baxku jemuuo kana je a = b = 0. Crora, numamo
ma jer = 0, ma (X2+Y2—1) | f. Ilpema ToMe, NOKa3aJu CMO U na je
ker(p) C (X?+Y? —1). Haxkne, Basu jemnaroct (X2 +Y? —1) = ker(yp).
Ha kpajy, npema mpBoj Teopemu o m3oMopduamuma 3a npcrere [28], ciaenn
na je R[X,Y]/(X?+Y?—1) = R[cosz,sin x]. O

Konauno, moskemo mokasatu u ciaenehy teopemy.

Teopema 70. T' = R|cos x, sin x| Huje domen ca jedHosHaurom Paxmopuszayujom.
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Jokas: Kako je Rlcosz,sinz] 2 R[X,Y]/(X?+Y?—1), mum HaM je 1a MOKaKeMo
na R[X,Y]/(X?+Y?—1) auje momen ca jemrosznaunoMm axropusamujom. Kao
IMTO je pedeHo y moryaBany 1.2 oBe mucepranuvje, y JOMEHY Ca je THO3HAYHOM
(haKkTOpU3alMjOM CBAaKM HEPACTABJLUB €JEeMEHT je yjemHo u mpoctT. IIpema
TOoMe, HacTOjuMO ma mokaxkemo na y R[X,Y]/(X? +Y? — 1) nocroju enement
KOjU je HepacCTaBJbUB, AJIX HUj€ MPOCT.

OzmaunMo penoMm ca & u § caumke eaemenata X u Y IpU KAHOHCKOM XO-
momopuamy R[X, Y] — R[X,V]/(X2+Y2—1), 1j. =X+ (X?+Y?—1)n
=Y +(X?+Y?-1). Tana umamo ma je RIX,)Y|/(X?+Y?—1) = R[z,9] ca
neuanmryhom pemammjom 32 + 2 = 1. Ilokazahemo ma je & aTtom, aau Huje
IPOCT.

Y mokazy mperxomHor TBpbhema Bumeau cmo ma ce y R[X,Y]/(X?+Y? 1)
CBaKMU €JIEMEHT MOe jenHo3HauHO mpukasatu kao a(Y) + b(Y)X. lepunnm-

UMO ,,HOPMY'
N:RX,Y]/(X?+Y?2—1) — R[Y] ca N(a(Y)+b(Y)X)=a*(Y)+b*(Y)(Y?-1).

[Ipumernmo ma je N MyJnTUIUIMKATUBHA (YHKIVja, OLAKJIE MOMKEMO 3aKJbY-
yuTH 1a cy uaseptubuiaan eaementu y R[X,Y]/(X?+Y?—1) zanpaBo menyatu
enemenTu u3 R.

IlokasxkuMo TpPBO na je I HepacTaB/buB esieMeHT. [IpermocraBuMo ma je
T = z129. Opmasne caemn na je N(&) = N(z122) = N(21)N(22). C mpyre crpane
je N(z) = Y?—1. Harne, N(z1)N(22) = Y? — 1 u npema TOMe pa3iuKyjemMo
cnenehe cayuajese:
1) deg N(z1) =0, ma je z; € R*. Ilakne, & je HepacTaB/bUB €JIEMEHT.
2) deg N(z1) = 2, na je deg N(z3) = 0, mro 3Haum na je zp € R*. Iakue, T je
HEPACTABJHUB €JICMEHT.

3) deg N(z1) = deg N(z2) = 1, ma mpernocraBumo na je Hop. N(z;) =Y —1 1j.
YY)+ (YY) (Y*-1)=Y — 1. (2.3.2)

OpnaBne caenn ma (Y — 1) | a1(Y) = Jas € R[Y] Tako ma je a; = (Y — 1)as.
Y6amusmu oBo y jemnauuny (2.3.2) mobujamo a3(Y)(Y —1)+b3(Y)(Y +1)=1.
Pemasame mocienme jeJHAKOCTH CBOMU Ce Ha PEMaBame CUCTEMA jeTHAYMHA
a3(Y)+02(Y)=0u b3(Y)—a3(Y) =1, onakne nobujamo xkourpaaukmujy. Ilakme,

Z je HepacTaBJLUB €JIEMEHT.
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Hokaskumo cana na & Huje mpocT. Kako y R[Z,§] Bamu 22 + 92 = 1, Tj.
= (1-9)(1+79), cnema ma Z | (1—9)(1+7). Mebytum, 21 (1—9) m 2 1 (1+7).
[IpernocraBumo cynporuo xa Z | (1 —g). Tama mmamo ma N(z) | N(1 — g).
Omnasne mobujamo ma (Y2 —1) | (Y —1)2, 1j. (Y +1) | (Y —1), a To je
koHTpaaukiuja. Canubno mnokasyjemo na Z 1 (14 ), na & Huje mpocT, U TUMe
je IOKa3 rOTOB. O

Suajyhiu oBo, muib HAM je cama ma mOKaskeMo ma y 1, mTo ce (parTopu-
3anuje Tuve, BayKU HEKU ciabuju ycsioB on jemHo3naunoctu. C TuM y Be3wm,

MOKaKMMO Ha Bazku ciaeneha teopema.
Teopema 71. [71] Rlcos z,sin x| je Ledexurndos noay-paxmopujanan domen.

Jloxas: Tlpema npumepy 55 umamo na je rpyna kaaca on R[X,Y]/(X2+Y?2—1)
n3omopdHa ca Z/27.

Kako je R[X,Y]/(X?+Y?—1) 2 R[X][Y]/(Y?—(1—X?)), rne je R[X] dparTo-
pujajaH JOMEH y KOMe je 2 MHBepTUOMIaH ejfeMeHT u 1 — X2 HemHBepTUOUIAH
eseMeHT ocioboben kBagpara, ciemu ga je R[X,Y]/(X?+Y? —1) uarerpasno
3aTBOpEH noMmeH, mpeMma [31, mema 11.1].

Takobe, R[X,Y]/(X?+Y?—1) je u Herepun jeanomuMeH3noHaIaH TOMEH.
Haume, kako X2+ Y2 —1 =0 onpebyje xunepnospm y R? u R[X,Y] je mumen-
suje 2, Tpebano 6u na je R[X,Y]/(X?+Y?—1) mumensuje 1. 3anpaso, Kako je
npcrer R[X,Y]/(X?+Y?—1) nomen, umamo na je (0) mpocT umeas, npema me-
¢urnnuju 2. Jeauan MuHUMAaJIHE IpOoCcTH uaeaau Han uneasom (0) cy obiuka
(X —a) u (Y —b) (Bumeru nedpunuimjy 30). Mzabepumo mpousBosbaH UIea
(X —+/2). Tanay

(RX,Y]/(X?+Y? - 1))/(X —2) (2.3.3)

Bakn Y2 =1— X2 =1-2 = —1, nma onapze BuaumMo mAa je npcTer (2.3.3) y
cteapu nosme R[i]. Ha ocroBy medumumuje 3, (X —+/2) je MakcuMmagan umead
vy RIX,Y]/(X?2+Y? ~1), ma je (0) C (X — /2) MakcuMaJsIan JaHaI TPOCTUAX
uneana. Crora, mumensuja nomena R[X,Y]/(X? +Y? —1) jemnara je 1.
Iaxrne, npema nepuaunuju 37 1T' je lenexkunnos moMeH, IIa je IpeMa Teo-
pemu 51 T u Kpynos momen ca rpymnom kmaaca mzoMmopduoM ca Z/27. Kona-
uHo, pema [104, reopema 1.4] T je momy-dakropujasas JOMEH. O
Jacuo je na u S = Q[cos z, sin x] Takobhe HUje mOMeEH ca jeTHO3HAUHOM (ak-

Topu3anujoM. AHAJOMHO HOKA3y MPETXOMHE TEOpeMe MO:Ke Ce IMOoKa3aTu 1a
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je m S Kpynos nomen. Kako je KpymoB momen m aromMuyaH m IOMEH Ca KOHa-
YHO HEPACTABJLUBUX AEJNUTEHA, caenu aa je Q[cosz, sinx] momen ca KoHAUHOM

darkropusamujom (FFD), npema [3, Treopema 5.1].

Hamnomena 72. Yumenuny na je T° (oguocuo T') MOMEH MOMKEMO NOKA3aTU U
Ha ciaenehu HaumH. 3amnpaBo, Kao mWTO cMO Bupeau, nupcred 1°¢ (omuocuo T')
usomopda je ca C[X,Y]/(X?+Y?—1) (ommocno R[X,Y]/(X?*+Y?-1)). C[X,Y]
je IOMeH ca jemHO3HAUHOM (akropuszanujoMm, mpema [75, teopema 2.3.2 u
nocnemuna 2.3.3] (kao u R[X,Y]). Homurom X? +Y? — 1 je mepactaBmus y
C[X,Y] (tume u y R[X,Y]). C o063upom ma je y HOMEHy ca jeIHO3HAUHOM
(haKTOpU3aLUMjoOM eJIEMEHT IIPOCT aKKO je HePACTABJ/LUB, CJIeNU 1A j€ MOJMHOM
X?+Y?—1 npoct. IIpema teopemu 6 je u unean (X? + Y? — 1) npocrt, na je
npema nepununuju 2 C[X,Y]/(X?+Y?—1) nomen, kao u R[X,Y]/(X?+Y?—1).
[Ipema Tome, caenu na cy 1T° u T momenu. OmaBae ce Ha CIAWYAH HAUUH MOKE

3akmpyunT ga cy S¢ um S takobhe momenu.

Hamomena 73. [71] ITocse cBera pedyeHOr O MPCTEHUMA TPUTOHOMETPU)CKUX
HOJIMHOMA, MOKEMO HAIPABUTU KPaTak Pe3rMe HBUXOBUX OCOOUHA:

(i) T je cnobonan R|cos x]-monmyan ca 6a3om {1,sinz} u T° je cnobonan T-momyn
ca 6azom {1,i}.

(i) R[cos z] je Eykmunos nomen, jep je Rlcos z] = R[X], na onarie cienu na ce
noay-¢paxkropujanas qomer T Hamasu usmeby asa Eykanmosa nomena R|cos x]
n Clcos z, sin z].

(iii) Konmumuanuko nome ox Rlcosz,sinz] je K = R(cosz)[sinz] u KoanmuHUYIKO
nose ox Clcosz,sinzx] je K¢ = C(cosx)[sin x].

Ananoruo cBe Basky u 3a mpcrene S m S€.

Teopema 74. [71] Clcosz,sinz| je unmezpaarno zameopewe 00 Rcosz,sinz| y

KoAuwHuwKoM nony K¢ 00 TC.

Jokas: Hajupe moraxxumo ciaenehe: Heka je R momern m K = Frac(R). Hexra
je L amrebapcko pamupeme moba K u S mHTErpaiHo 3arBOopeme on Ry L.
Tana Baku Frac(S) = L.

C jemme crpane, Kako je S mHTerpaJHo 3arBopeme onm R y L, tj. S je
CKyn CBUX ejieMeHaTa m3 L koju cy nesau Han R, caemm na mosbe L campsku
S. Mowe L canpsxu n meroBo mosse pasinomaka Frac(S), jep je To mHajmame

mosbe y Koje ce momeHn S moxke yromuru. lawime, Frac(S) C L.

35



C mpyre crpane, veka je B = R\{0}. IIpema [7, nponoszunuja 5.12], umamo
na je K = BT'R ¢ B™'S ¢ B™'L = L. Ulrasume, kako je S MHTErpaJHO
3aTBOpEeme o1 Ry L, mpema 1cToj Ipomo3unuju ciaem aa je B~1S uaTerpamso
3aTBOpeme on K y L. Ilame, kako je moJsbe L ajirebapcKO palupeme MoJba
K, oHO je m mHTerpaJsiHo pamupeme [6], ma je mHTErpaJHO 3aTBOpEmE o1 K
y L ynpaso L. Ilakne, L = B~'S C Frac(S), jep je B C S\ {0}. Komauno,
nobujamo ma je L = Frac(S).

Bparumo ce cama Ha oHO mTO je TpebaJiO MOKAa3aTU y OBOj TEOPEMU U
yBeIrMO oO3Hake mpema nomohnom noka3y. Heka je R = Rcosz,sinz] u
K = R(cosx)[sinz] meroso koanuHmykro mosse. Kako je L = C(cosz)[sinz]
KBaapaTHo pamupeme K[i] moma K, a yjemHo je M KOJIMYHUUKO TOJHE O
S = Clcos z,sinz], kopucrtehu npeTxonHO HOKA3aHY UYMEEHUIY MMaMO aa je

C[cos z, sin z] naTerpanno 3arsopeme oxn Rlcosx,sinx] y C(cosx)[sinz]. O

2.3.1 HepacraBsbuBU €JIEMEHTU

Y HacTaBKy ce 6aBMMO HEDACTABJPMBUM eJIeMeHTUMa qoMeHa R|cos x, sin z.

Hepuannumja 75. [71] Hera je P =>7_, axcoskz + (Z?ZO bj cosja:> sinz, ax,b; €

R. Crener TpuUroHOMeTPUjCKOT NmOJMHOMA P neduHumie ce Kao

sup{k,j+1|apb; #0}, 3a P#0

—00, 3a P =0.

Hedurunuja uma cmmcaa, jep damummaja {cos’ z,sinz cos® 1} obpasyje Hasy
on T manm R.

Omasne caemu popmyia 0(PQ) = §(P) + §(Q), 3a cBako P,Q € T, mro
je mokazaHo m jJeMmoM H7. IlocebHO, TPUTOHOMETPUjCKU TOJUHOMU CTEIeHa
jeman cy HepactaBmuBu esnementu y 1. Taxkobe, Bakm ma je CKyn CBUX WH-
BepTubuUIHUX eaemenara y 1T ckyn R*, mro je Beh peueno y mora3y Tteopeme
70.

Y HacTaBKy pajga Iu/b HaM je Aa OApenuMoO ODJIMK HepacTaBJbUBUX eJje-

MeHaTa y 1.

Teopema 76. [71] Hepacmasnusu eaemenmu y Rlcos z,sin x| cy obauka

acosx +bsinz + ¢, (a,b,c) €R?, (a,b) # (0,0).
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Jloxas: C jenne crpane, npemMa ne(OUHANMJU CTENEHA PEAJHOT TPUTOHOMETPU-
JCKOT TOJIMHOMAa BUAUMO Q& je peajiaH TPUTOHOMETPUjCKU MOJMHOM CTeleHa
1 obnuka acosx + bsinz +c¢, (a,b,c) € R, (a,b) # (0,0), u oH je HepacTaABILUB.

C mpyre crpane, DOKa3yjeMo Ia je HEPACTABJLUB pPeaJlaH TPUTOHOMETPU-
jcku mosmuoM crenena 1. Heka je z € T takas nma je 6(z) = k > 0. Iaxkie, z
Huje mHBepTUOUIaH enement (jep 6u 6uio §(z) = 0). Kako z € T, caemn na

z € T°. Ha ocuoBy (2.2.1) u nocaenure 67, z MOKEMO 3aIUCATU KAO

2%k
z= e H(em —a;), A\ a; €C.

j=1
Mebytum, kako z € T, cimenu na je z =z, ma je

2% 2%
2 =2z= )\XH(e” —a;) H(e_m —a;), \-AERL.
j=1

j=1

[[IraBume, 3a a € C* Baykn
(" —a)(e™™ —a) =1+ aa— 2(acosz + Bsinx),

rae je a =a+if, (a,B) € R\ {(0,0)}, jep je a # 0. Haxne, umamo na je

2k
22 = A\ H(l + aja; — 2(ajcosx + fsinx)), (2.3.4)

i=1

rre je (—2aj,—26;,1+ a;a;) € R® n (—2a;,-28;) # (0,0). IIpema Tome, no-

bujamo 2>

=21 -...- 29, DO€ Cy z; HEpAacTaBbUBHU ejgeMeHTH u3 1 cremena 1.
[Tocebuo, ako je z HepacTaB/LUB eJIeMeHT, nobujamo na je 20(z) = 2-1, jep je

T nony-dakropujasan moMeH mpema teopemu 71, ma je §(z) = 1. O

IMocanenuua 77.[71] Hexa je z =Y, _,(ay cos kx+bysinkx), ne N\ {1}, ax, by, € R,
20¢e je (an,by) # (0,0). Heka je d sajednuuru deaumen yeaurs bpojesa k maxeux 0a

je (ax, br) # (0,0). Tada je z npoussodn/d esemenama obauka acos dx—+bsin dr+c
sa (a,b,c) € R3 (a,b) # (0,0).

Jloxasz: Kako z € T, cnemu na z € T°. Ilpema ToMe, aHAJOTHO MOKA3y IOC-
nenune 67 mvamo ma je z = e 'dVP(e"), P(X) € C[X], deg(P) = 22. Axo
uckopucTuMo n3pas (2.3.4) 3a 06auk moauHOMa 22 U BpaTUMO cMeny y = dz,

nobujaMo TpaskeHu OOJIMK MOJIMHOMA 2. O
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IMocnemuma 78. (71| 3a buno xoju Hewyamu u HeunsepMUOUAGAH enemenm zZ €
R[cos x,sinx] nocmoju jednosnauna gaxmopusayuja, 00 Ha pedocaed amoma Y
daxmopusayuju u 00 Ha MHONCEBE UKBEPMUOUANUM eseMmeNnmuMa, obauka 2> =

Uz ... 2y, 20e u € RY u z; cy nepacmaswpusu esemenmu obauka

1
ajcosx +bjsinx + 1+ Z—l(a? +02), (aj,b;) € R*\ {(0,0)}

umn=2(z).

Joxas: Ilocrojame TakBe (paxkTOpm3anuje cilequ W3 TOKA3a IPETXOITHE TeO-
peme. Kako je z; HepacraBmbuB eneMeHT, nmaMo 1a je 6(z;) = 1, ma mobujamo
na je 20(z) =n.

loka:xkmMoO cana jeIMHCTBEHOCT OBe (pakTopm3anuje. [IpermocraBumo na

IIOCTOje nBe (hakTopm3anuje

P=uz ..z =u 2 (2.3.5)

n’

rue u,u’ € RY, z; = ajcosw + bjsinz + 1+ i(a? +03), 2} = djjcosx + U sinz +
1+ 5(a? +07), (aj,b)), (a},0;) € R*\ {(0,0)}. Osmaunmo ca ¢; = 3(a; + ib;) u
¢ = 3(as +ibf).

Kako z € T, cnemn na z € T°, na npema jemuakoctu (2.3.5) y T Basku

n

n
ulle™ —ee™ =) =u' [[(¢" = e 7)),
j=1 j=1
IMTO je eKBUBAJIEHTHO Ca

n

uH(X —¢;)(1—X¢;) =

=1

(X —d)(1 - X7)).

—.

<
Il
-

Kako je C[X] ¢akropujaman nomen, npema nedpuHUIMjn 12 Basky na 3a O6UIO
1

= .
c,
]/

koje j € {1,...,n} mocroju j' € {1,...,n} Tako ma je ¢; = ¢, wnm ¢; =

e Axo je ¢; =y, cnemm na je z; = 2.

. 1 . ) /=\—1 __ ¢ __ 2(aj+ibj)
e Axo je ¢; = o, clem ma je ¢j = (¢;)~' = ﬁ = IIpema Towme,
J J J

obumjamo ma je a', = =2 u b, = =2 OnaBae CICmW 1a je 2\ = —sis cos T+
A00H) A& JE Gy = Gzpr MUy = Gzygr- YAABA e I 5 = AT

4b; . 4+a?+b3 K 1 1 ! Zi

ol sing + —1>t. Komauno, mobujamo na je 2, = >, omakme ciaemu na
J J J J J J
cy zj u 2, npunpysxkenu. Tume je NOKa3aHa U jeMHCTBEHOCT. O
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Hamomena 79. 3uajyhu u uaBeptubuine eieMenTe u 00JUK HEPACTABHUBUX
. . . . . 2 _
ememenara nomena T, jacHo je ma je jemmaroct sinx = (1 — cosx)(1 + cosx),
rme cy sinx, 1 —cosx u 1+ cosx HepacTaB/bUBU eJIeMeHTu y 1', mpuMep Heje -
Ho3HauHe ¢paxkropusamnuje y T. OBa jemnaroct, MmehyTuMm, HUje TakaB IpUMeEP
y IOMEHY KOMIIEKCHUX TPUTrOHOMeTpujckux nosmuoma 1°¢. IIpomena koedu-
nujeHara Mema Ipuponay ¢arxropusanuje y noMmerny. Hawmwme, y momeny T
BUINE j€ MHBEPTUOUMJJIHUX eJeMeHaTa Hero y moMmMeHy 7', Tj. mopen CBUX He-

HYJITUX KOMILICKCHUX KOHCTAHTH, Ty Cy U CTEICHM ejieMeHaTa 2 W 2 1, Kao U

IIPpOM3BOAM HEHYJTUX KOMIIJICKCHUX KOHCTaHTU M CTEII€Ha €JEMEHaTa 2 U Z_l,

rae cy z m 2~ ! exeMeHnTH OOaMEA 2 = cosx +isinx m 27! = cosw —isinz. Ha
cnenehem npumepy nokazahemo na y T°¢ daxropu sinx, 1 —cosz u 1+ cosx

npecrajy ma Oyay HEepacTaB/bUBU. 3AMPABO, BAKUI:

2=zt 2 Me=1)(2+1)

sinx = - = - )
21 21
—z+2—zt 2N z—1)2
1 — pr— p—
CoST 2 5 ,
—1 1 2
1+cosx = %,

Tako ma obe cTpame jemmakoctu sin’z = (1 — cosx)(1 + cosx) mocTajy

273z = 1)%(z +1)?
1 ;

KajJa X M3Pa3uMO Kao MPOU3BOJ HepacTaBmuBux dGakropa y 1T°¢ (Bumeru Te-

opeMy 65 u mocaenuiy 67).

2.3.2 MaxcuMaJtHu ¥ aeain

IIpema Teopemu 71 Rcosz,sinz] je JlenekunmoB mOMEH ca KIacHUM OpoO-
jeM 2, Tj. pen rpyme kjiaca mmaeaja oBor momena je 2. OmaBme BuamMO Oa je
CBAKM MaKCUMAJIAH UAeaJ WJIW TJIaBHU mUaeas miau uneai pena 2. lllraswure,
ako cy M u M’ pena 2, Baxu ga cy M? u MM’ riaBEUA mmeaiIu TeHEePUCAHU
HepacTaBsbuBUM egeMenTuMa (95, nmponosunuja 1 u mena nociaenunal. O6p-
HyTO, ako je z € T HepacTaB/bUB ejgeMeHT, Moryha cy Tpu ciaydaja: (z) je
Makcumasan uneas; (z) = M?, rme je M makcumanan unean u (z) = MM,

rae cy M u M' pa3auuury MakCUMAaJHU UIEaJIN.
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HepacrtasmuBu enementu natu cy Teopemom 76. Haname hemo ce baButu
OPUMAPHOM IEKOMIO3UNUjoM uneana (z), rae je z € T HepaCTABILUB €JIEMEHT,
IITO je 3alpaBO pacTaBJhbaibhe UIeaJa Ha Ipecek KOHAYHO MHOTO MpPpUMapPHUX
umeajga, O YeMy je OuJo pedn y morjaaBby 1.3 oBe mucepraluje.

Heku mokasu matu cy meTasbHUje HEro y M3BOPHOM pany [71].

Teopema 80.[71] Hexa je z=acosz + bsinx + ¢ € R[cos z,sinz|, 2de je (a,b) #
(0,0). Tada eaxcu:

(1) (2) je maxcumanran udean axo u camo axo je c¢* > a* + b?;

(2) (2) je xkeadpam maxcumaanoz udeana axo u camo axo je ¢* = a* + b?;

(3) (z) je npouseod dea marcumanra udeara axo u camo axo je > < a? + b*.

Joxasz: Karo je (a,b) # (0,0), cnequ ma je a®> + b*> > 0. YBemumo o3Hake

! a / b — c :
o' = ==, b= Tap U k T Tana je
/ / / e ]' .
2 =acosr+bsinxy + k= —2(acosm+bsmm+c),

a?+b

Tj. 2/ = \/ﬁz, na cy z u 2’ npuapy:xenu. Ilrasume, a’? + b? = 1, ma npema
ToMe mocToju o € R tako ma je o' = sina u b = cosa, omakie mobujamo ma
je 2/ = sin(x + a) + k. Hanmame, rnasau mmean (z) mocMaTpamMo Kao TJIABHU
unean (2') (z m 2/ cy npuapyskeHu), Tj. Kao UIeaJ] TE€HEPUCAH €JIEMEHTOM
sin(x + «) + k.

Hedunumumvo xomomopduszam h : T — T ca h(cosx) = cos(zx + ) un
h(sinx) = sin(z + «), Koju je 3ampaBo jenan M30MOPQU3AM.
Tana je h((sinz + k)) = (sin(r + o) + k), omakie cienn oa cy mprMapHe mne-
koMmno3umuje uneana (sin(z + a) + k) u (sinx + k) ncror obuuka. 360r Tora,
y HACTABKY MO/KEMO IIOCMATPATHU UIeaJs TeHepucaH ca sinz + k.

Hepuanmmmo cana xomomopduzam ¢ : R[X]| — T ca ¢/(X) = cosz. Hera
jet=sinx+k, k€ R. [lum mam je ma nponabemo ¢~ *((t)).

Herka P(X) € R[X]. Tana mmamo na P(X) € ¢'((t)) akko nocroje monu-
Homu Q(X) u R(X) € R[X]| TakBu na je

P(cosz) = (sinz + k)[Q(cos z) + sinzR(cos x)]
= [kQ(cosx) + (1 — cos? x) R(cos x)] + sin z[Q(cos x) + kR(cos )]
kQ(cosz) + (1 — cos®> x)R(cosz) = P(cosz)

=
Q(cosz) + kR(cos x) =0
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FQIX) + (1 - X*)R(X) = P(X)
=

Q(X) + kR(X) — 0.
W3 apyre jemHarocTu MOCHenmEr CUCTEMa jeqHaunHa qnobujamo na je Q(X) =
—kR(X). BamenoMm y mpBy jemmaumny, mobujamo P(X) = (1 — k* — X?)R(X).
Hltapume, ¢'(1—k*—X?%) = 1—k?—cos’ v = sin v —k? = (sinx—k)(sinz+k) € (t).
Komnauno, nobujamo na je ¢~ '({t)) = (1 — k* — X*)R[X]. IIpema Tome, uMamo

ciaemehu KOMyTaTUBAH OUjarpaM:

=/

R[X]/(1— k2 — X2) L= T/

rze je ¢ MHjeKTUBHO TpeciaukaBame. Mebhyrum, npecaukasame § je 1 cypjek-

TUBHO, jep Kako je sinx = —k y T/(t), mmamo ma je P(cosz) -+ sin2Q(cosx) =

7 [P(X) — kQ(X)].

Konauno, cnemu na je T/(t) = R[X]/{1—k?— X?), mTo omoryhasa crenehy

nuckycujy mo (t):

(1) (t) je makcumanan mmean <= 1 — k* — X? je HepacTaB/LUB €JIEMEHT y

R[X] <= k? > 1 < 2 > a®> + 1%

(2) (t) je kBagpaT makcumasror naeana < (1 —k* — X?) je kBagpaT makcu-

MaJIHOT mieanta <= 1 — k? — X? je kagpar <= k?> =1 <= ? = a® + V%

(3) (t) je mpousBoOa mBa pa3IMUMTa MaKCUMaJHa ugeasa <= k? <1 <= c? <

a’ + v, O
Canma MOKEMO Ja ONMIIEMO MakCUMalHe unealie noMeHa Rlcosz,sinz| m

IBUX0BE ocobOuHe Yy 3aBUCHOCTHU O BUXOBHUX I'eéHepaTOopa.

ITocnemuna 81.[71] Hexa je M makcumanan uoean y T = R[cos z,sin z].

(a) Axo je M zaasnu udean, mada nocmoje peaswu b6pojesu o u k, k > 1,
maxeu da je M = (sin(x + a) + k) v T/M = C.

(6) Axo M nuje zaasnu udean, mada nocmoju pearar 6poj o maxas 0a je
M = (sin(x + a) + 1,cos(z + a)), M? = (sin(z + a) + 1) v T/M = R.

Obprymo, makxeu udearu cy maxcumasru y Rlcos z, sin x].

okas: (a) Y memy (1) mperxomse TeopeMe BHUAENM CMO & j€ MAKCUMAJAH

umeas, Koju je u raaBHu uaeadt, obnuka (sin(r+a)+k) axko je k* > 1. Ako je
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k < —1, noBosmHO je ymecTo « y3etu a+7, ma umaMo na je sin(r+a+m)+k =
—sin(z + a) + k = —(sin(z + ) + (—k)), 3a —k > 1. Osmaummo ca M wnnpeasn
(sin(z + a) + k). Tarobe cmo y ToM memy mperxomHe Teopeme BUAEIU U a4
je T/M = R[X]/(1 — k* — X?). Kaxro je R[X]/(1 — k* — X?) zanpaBo wucTo
mro u R[X]/{a — X?), rme je a =1 —k* <0, tj. ucro mro u R[X]/(b+ X?),
rae je b = —a > 0, amanorno moka3y npumepa 85 u3 [70], mokasyje ce ma je
T/M = C.
(6) IIpernocraBumo na M uuje raasuu nneasn. Beh cmo Bumenu panuje na je
rpymna kiaaca uneasia goMmesa 1T uzomopdua ca Z/27Z. Takobe je peueno na je,
npema Tome, M? riaBHM Umeas reHepUCaH HePACTaBLUBUM ejeMeHTOM [95] u
obauka je t = sin(x + ) + 1. 3aucra je, npema meny (2) nperxonHe Teopeme,
M? renepucan enemenToM obauka sin(r+a)+k, k € R, rae je k* = 1. Cauuno
Kao y moka3y (a), ako je k = —1, ymMecTo « HOBOJBHO je y3eTu « + 7.
Kako je sin(z+a)+1 € M, caenn na cos?(z+a) = [1—sin(z+a)][1+sin(z+a)] €
M, na npema tome u cos(z+a) € M. Onatae je [ = (sin(z+a)+1,cos(z+a)) C
M. Y mperxonmHoj TteopemMu KOpUCTUIX cMO XxomoMop¢uzam h : T — T
nepurucan ca h(cosx) = cos(x+a) u h(sinxz) = sin(z+a), Koju je mzomoppuzam,
u nobumu na je T/I* = T/(sin(z + a) + 1) =2 R[X]/(X?), a onaTie mobujamo
na je T/I = R, na je I makcumanan mmean. Oryna caemu na je M = I =
(sin(z + ) + 1, cos(z + a)). O
N3 nmena (3) Treopeme 80 cienu na je riaBHU MOEA DEHEPUCAH €JIEMEHTOM
acosr+bsinz+c €T, rae je (a,b) # (0,0) u ¢* < a®+b%, 3anpaBo jennak npou-
3BOMY ABa& Pa3IWUMTa MAKCUMAJHA UIEAJa KOjU HUCY TiaBHU. Hamepa Ham
je ma ompemuMo Te MaKCUMaJiHe naeate u oOpHyTo, ma nponabhemo remeparop

Ipom3BOda ABa PAa3JUYNTa MaKCHUMAJHa HWIeatia KOjI/I HUCY I'NIaBHMU.

Teopema 82. [71] (IIpoussod dea makcumanrna udeana y T Koju Hucy enaenu)

(1) Axo cy M = (sin(z+a) + 1, cos(x + a)) u M’ = (sin(z + ) + 1, cos(z + 3)),
a # fB(mod 27), dea pazsuwuma maxcumanrna uoeana y T Koju Hucy enasHu,
mada je MM' enasnu udean eenepucan HepacmasmusuM eaeMermoMm 00AUKa
sin(a—;ﬁ) cosx + cos(“Qﬂ) sinx + cos(O‘T*ﬁ).

(2) Obpnymo, Hexa je z = acosx + bsinx + ¢, a,b,c € R, nepacmaswue
eanemenm y T, maxae da je ¢ < a* + b%. Tada je (z) npouseod dea pasiu-
WUMG MAKCUMAARG Uleana Koju wucy zaaenu, M = (sin(x + a) + 1, cos(z + «))
u M = (sin(z + B) + 1,cos(z + B)), maxo da nocmoju 8 € R 3a xoje saxncu:

sinﬁzﬁ, COSQZ\/GQL?, 005(9—5):\/5Wua:20—6.
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Jokas: (1) Hera cy M u M’ nBa paznuuura MakcuMasHa uneaia y 1', Kao mTo
je HaBemeno y npernocrasuu gena (1) ose teopeme. Ilpema memy (3) Teopeme
80 umamo ma je MM’ = (z), rme je 2 = acosx + bsinx + ¢, 3a ¢ < a*>+ V> n
M?*M"™ = (z)2. Tlpema meny (6) mocaemune 81 umeanu M? u M’ cy Ttaxobe
[JIABHU MA€aJU NeHEPUCAHU PeOM HePpACTABBUBUM ejleMeHTuMa sin(x+a)+ 1

u sin(z + ) + 1. Onmasne caequ na je
(sin(z + o) + 1)(sin(z + B) + 1) = (acosz + bsinx + c)?,

oIakKJe m3jenHavaBameM JieBe U IeCHe CTpaHe mobujaMo, OO Ha 3ajeIHUIKUA

dakTop enemenara a,b u c € R*, cnenehu cucrem jennauuna:

(12 — a2 = cos(a+ f)
2ab = sin(a+ f)
(%) 2ac = sina +sinf
2bc = cosa + cospf
Kbz—l—c2 = 1+ cosacosf.

PemasameMm oBor cucrtema jemnaumHa qoomjamMo, OO Ha 3HAK, ciaenehe m3pase:

a:sin%ﬁ, b:COSa——;B, ¢ = cos &5,

(2) O6payTO, HEKA je z = acosw + bsinz + ¢, Tako ma je 2 < a® + b%. Kaxko je

2 2 I __ a /o b ! c
a®+ b > 0, yBenuMmo o3HakKe a’ = T b = TaE B C = T
Tana je 2/ = da' cosx+b sinz+ = \/ﬁz, na z u 2/ PeHepUIry UCTU TJIaBHU
— : /2 2 2 __ _a® [ : /
uneas (z) = (), rme je ¢® < a? +0” = Fp + 75 = 1, 1. || < 1. Ona-

BIe ciaemu na nocroju # € R tako ma je o' =sinf, v/ = cosf u § # 6 (mod 7)
npu vemy je ¢ = cos(f — ). Osmaummo ca o = 20 — [, omakie ciemu na je
a # [ (mod 27). 3a oBako yBeleHe O3HAKE JIAKO Ce IpOBepaBa Oa je 3a,0-
BOJLEH CHUCTEM jeqHaurHa (*), OJaKIe ce MOKe 3akKbyduTu, npema mpeny (1),

na BayKM jeTHAKOCT:
(sin(x + ) + 1) (sin(z + B) + 1) = (a’ cosx + V' sinz + )%

[MIrasumme, u3 mocienme jemHakocTu u gena (6) mocaemuune 81 mobujamo
na cy M = (sin(z + «) + 1,cos(x + «)) u M’ = (sin(z + ) + 1,cos(z + 3)) nsa
pasiIumymra MakCUMaJHa uaeasta taksBa ma je MM' = (Z') = (z). O
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Cana hemo pasmorpuruy Be3y m3Mehy MaKCUMAJHUX UAEAJa y JTOMEHUMA,
T wuTec.

Teopema 83.[71] Hexa je M makcumanan udeanr y T .

(1) Axo je M znaenu udean, mada je M obauka (pcosx + gsinz + 1), 20e je
dr =44+ p*+ ¢ r#2 uTM je npousgod 08a PazrUNUMA MAKCUMAAHA UOCANA
M uw M" yT¢, 20e je M' = (cosz + isinx — a), M" = (cosx +isinzx —a ') u
—2a =p+1q.

(2) Axo M nuje 2aasnu udeas, mada nocmoju o mako da je M obauka
(sin(x + a) + 1,cos(x + ) v T°M = (cosx + isinz — a) je maxcumanran udean y
T¢, 20e je a = —ie ™,

Hexa je M' = (cosz + isinz — a), a € C*, maxcumaran udean y T¢. Tada
je M'N'T zraenu udean axo u camo axo je |a| # 1. Kada je M' N'T znasnu
udean, 0pyzu maxcumanar udean M, xoju je namxpusawe 00 M'NT, je obauka

(cosz +isinx —a').

Joxas: Hera je M makcumanan nnean y T. Tana je T°M = [, M/, rne
cy M] makcumasnnu uneanun 'y T°u Y . e;fi =2 (x). Ha ocroBy Teopeme 74
n [106, nocnenuna, 287. crp.] je f; = [T°/M]: T/M]. 3a cBaku MakcuMaJIaH
nnean M’y T axu T°/M' = C.

(1) Ako je M raaBuu umean y T, tana je M resmepucad HepacTaBJLUBUM
eJIeMEeHTOM z ObJuKa pcosx + gsinx + r, vae je (p,q) # (0,0) u r* > p* + ¢,
npema neay (1) teopeme 80. Karo z € T, cnemu na z € T¢ mna je z =
Ae (e —qa)(e® —B), \,a, B € C*, rme je a # B3, jep je p*+q¢*>—r? # 0. Onasne
ciaenu na z MpUNana ABAMA PA3JMYUTUM MAKCUMAJJIHUM UIeaJuMa goMeHa 1°
un=2 onakie jee; = f;=1,3ai=1,2y (x).

(2) Axko M uuje riaBHU umeas, Tamga MOCTOjU & Tako na je M obGuauka M =
(sin(z 4+ a) + 1, cos(z + ).

Y oBom cayuajy je T/M = R, npema nexy (6) nocnemuue 81, na je mpema
tome [T¢/M! : T/M] = [C : R] = 2, 3a cBaku mMakcumayan uzneaa M] koju
je markpuBame umeana M. Omnpasme cnemu na je f; = 2, ma 3ameHoM y ()
nobujamo ma je n =e; = 1.

[Tocmarpajmo y T¢ makcumanan unean M' = (z), rae je z = cosx+isinx—a,
a € C* u mexa je M = M'NT. IlpernocraBumo na M HUje TIaBHUA UIEAJ.
Tana je, npema geay (6) nocnemuue 81, M obnura (sin(x+ a) + 1, cos(z + ),
a €R. Kako je M = M'NT, cnemn na (sin(x + «) + 1,cos(z + «)) € M, na u
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e'@+a) 1 i € M'. C obsupom ma je M’ obmuka {cosx + isinz —a), a € C*, u3
jemmarocTu cosz + isinz — a = €@+t 4§ nobujamo ma je a = —ie ™, omarie
caenu ma je |a| = 1.

OGpuyTo, Heka je a € C rako na je |a| = 1. Tana nocroju o € R tako na

eila—z)

je a = —ie”™. OmaBme umamo na je t = “5—z? = sin(z 4+ ) + 1 HepacraBmbus
esement y T, Koju remepurie kBaapar MakcumaJsiHor ugeana M = M'NT y
T, mpema Teopemu 80 (2) Crora, ciaemu na M Huje TiIaBHU UOEAJ.

Heka je M' = (cosx + isinz — a), a € C*, makcumasian nnean y 1T°¢ raxas
na je |la| #1. Tana je M = M'NT raasau uneas (BUOEIU CMO y NPETXOIHOM
pasmarpamy na M Huje rnaBuu uneas akko je |a| = 1). Heka je M” mpyrum
MakKcuMaJiaH uneasa y 1¢, koju je HaTKpuBame uneasa M. Heka je z = cosx +

tsinz —a. Tana
t =2z = (cosz+isinz—a)(cosz—isinx—a) = (—a—a) cosz+(—a+a)isinx+1+aa

re"epurtie uneaa M.
MebDyTum, z = cosx — isinz —a = —ae “(cosx +isinz —a ') ¢ M, jep

@ ! +# a. Onasne ciremu ma cosx +isinw —a !

remepume M”. Illrasume, y
nokKa3y teopeme 76 Bumenu cMO ma je zZ = 1 + aa — 2acosx — 2[sinx, rae je
a=a+if. ¥Yseoumo cmeny p = —2a, g =—-20ur=1+aa = 1+}1(p2+q2), na
nmpeMa ToMe pcosx + gsinx + r remepumie umeas M. Kako je M makcumasian
unean y T, nobujamo na je r> > p* + ¢* (teopema 80 (1)). Haxrme, r? > 4r —4
ur#2. O

Hamnomena 84.[71] Ilocroje mBa caydaja rae cy MakcuMaigHu uneanu y 1°

HATKpUBamba MakcuMaJsHor uneansa M y T

M wumje rnasam ummean — M’ = (cosx+isinz —a), a€C* |a|=1,
S M = (cosz+isinz —a)

M jecte rmaBHU wumead , a €C* |a| #1.
N M" = (cosz+isinz —a!)

HaBemumMo canma HEKOJMKO mpuMmepa (pakTopU3anuje.

IIpumep 85.[71] [TocmaTpajmo jemnakoct cos’z = (1 — sinz)(1 + sinz) (*).
IlBa HepacraBipmBa enemeHTa 1 —sinz m 1 4 sinz remepumy penoMm muease
(1—sinx) u (14sinz), KOju Cy KBAAPATU MAKCUMAJJIHAX UAEAJA IPEMa TEOPEMU

80. IIpema Tome, mmamo mBa MmakcuMmaisua muaeaia M; = (1 — sinz,cosz) u
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My = (1 +sinz,cosx). akmne, Tpu HEepacTaB/bUBa €JIEMEHTa COST, | —sinz u
1 + sinz, Koja ce mojaBLYy]y y jeOHAKOCTU (%), TEHEPUILy PEIOM MPOU3BOIE
MMy, M? w M3, npu yemy cy M? u M3 riaBHM upeaau mpema MOCJIETULN

81. Takobe je m MM, rnaBHU numeas npema Teopemu 82.

ITpumep 86.[71] [Tocmarpajmo caenehe Tpu parropusanuje enementa cos 2z

Ha HEPACTABJbUBE, HEIPUIPYKEHE (aKkTope:
cos2x = (v2cosz —1)(v2cosz + 1)
= (cosz — sinx)(cosx + sinx)

= (1 ++/2sinz)(1 — v2sinz).
CBU OBM HEPACTABJ/LUBU €JEMEHTU M€HEPUILY MPOU3BOM JBA PA3IUYUTA MaK-

cuMaJHa uaeaJtia on ciaenmeha uverupu:

M, = (1+sin(z+ %), cos(z + 7))

(

M, = (1+sin(z — ), cos(x — %))
(14 sin(z + 27), cos(z + 2))
(

1 +sin(z — 27), cos(z — 27))

4 4

Taxo ma je: (v2cosx—1) = MyM,, (v/2cosz+1) = My Ms, (cosz—sinx) = MM,
(cosx +sinx) = MyMs, (1 ++/2sinz) = MM, (1 —/2sinz) = MsM,, onaxie
ce nobuja na je (cos2x) = My MyM;sM,.

ITpumep 87.[71] Heka je n € N\{1}. Ilum Ham je na mspauyHamo 6poj pa-
3IMYATUX PAKTOPU3aLMja eJEeMEHTa SN NI Ha HepaCTaBJLUBE, HEIPUIAPYKEHE

¢dakrope. Kpenumo majupe on jemqno3naune ¢arxropuzanuje y 1°°, u nobujamo:

;,—in

sinner = —%o—(e*" —1)
_ _ie~ine 12—71[ <6ix —625];“)
2 k=1
— __ e anz (em + 1)(6” . 1) kl:ll <€2zz — el COS2QIc_n7r + 1)

n—1
— n—1 4; . 2km
= 2" lsinx knl ( COS T — COS S ) :

To 3maum ga y T mmamo cienehu npousBoa umeasa:

n—1
(sinnx) = (sinz) H(Cosx — cos Z),
k=1
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Hame, 3a k=1,...,n — 1 numamo na je
(cosz — cos ZZ) =
n

_ kT o k kT o k
= (1 —cos(x + "), sin(x + =))(1 — cos(x — *),sin(x — 7))
n (sinz) = (1 4+ cosx,sinz)(l — cosz,sinz), na je nmpema Tome (sinnx) jemHak
HpOH3BOﬂy’2n Pa3iInMuYnNTUX MaKCHUMaJHUX Mﬂeana,ﬁojm HUCY TI'JIaBHU.
[Ipema Teopemm 82 Opoj paszauuuTyX (GarKTOpU3alMja HA HEPACTABJLUBE,
HeIpuapy:KeHe GpakTope jeIHaK je OPOjy pa3jImunuTuX HAaUYnHA HA KOje Oupamo

mapoBe OBUX MakcuUMaJHUX uueasa. Jlakmae, on 2n esremenara bupamMo mapoBe

22” ) HAUMHA;

2n—2
2
HaCTaBJbaMO OBAKO CBe€ IOK Ha HpaJy HEe IIpeocCTaHe 2 €JIEMEHTa, 1 O BbUX

Ha ciaenehuw HaywH: on 2n ejeMeHara OupaMo jedaH map Ha (

naJbe, Ol MPeocTanux 2n — 2 exeMeHaTa bupamo 2, Tj. map Ha ( ) HAUUHA;

drpamo mocienlny nap Ha (3) = 1 maumn. [lakne, ykynan 6poj mapoBa jeqHak

je mpou3Bomy (22") . (2”2_2) (g) = (222)!. MebyTuM, Herke KoMOuHAIU]E

mapoBa ce MOHaBJ/bajy U Tpeba mx m3dbamuTu. Y jemaHoj KOMOUWHAIU]U C€ OI
2n exemeHaTa MOke HampaBuTu n maposa. CBaka 3aMeHa MeCTa OBUX MapoBa
IpeACTaB/ba jeIHy IepMyTalijy IapoBa, a OBAKBUX MepMyTaluja uMma n!, jep
uMa YKyIHO n mapoBa. IIpema Tome, y Hamoj ¢opMynau ce cBaka KOMOMHAI]ja

mapoBa moHaBJa n! myra, ma pesyarar tpeba momesutu ca n!. Komauwno,
(2n)!

SIn T UMa o

pa3nmmuuTrX paKTOpU3aIrja Ha HePpACTaBJ/LUBE, HEIPUAPYKEHE

(haxTope.

2.4 <@Paxropusaluja y MOTOPCTEHMMA IIPCTEHA

TPUTOHOMETPHUjCKUX TTOJIMHOMA

Y oBOM mOTJaB/by NMpUKA3aHU Cy pe3yararu u3 panosa [86, 87, 94], ma
OCHOBY KOjUX Cy KOpUIOBaHe Tabejie mare y 3akpydluMa OBUX pamgoBa. llo-

MeHyTe TabeJie Hajla3e ce Ha KPajy MOTJIABJbA.

2.4.1 IlormpcTenu npcreHa C|cosz,sin z]

Y pany [94] koHCTpyuCcaHa cy Tpu moiy-¢pakropujanHa momesna Ty, TS n
1, KOja IpencTaB/bajy HOTIPCTEHE IPCTEHA KOMIUIEKCHUX TPUTOHOMETPH]-

CKUX moJJuHoMa 1°°.
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[TocmaTpajmo caenehm cryn

n

Ty = {Z(akcoskx—i-ibksinkx),n eN,ag, by €R,a, =a+(,b, :ﬁ—a},
k=0

rae je a € Q, 0 € R u (o, B) # (0,0). Hera z € Ty. Tana je

n—1
z=ap+ Z(ak cos kx + ibg sinkx) + {(a + 8) cosnx +i(f — a) sinnz}.
k=1
Kako je cosz = “%— u sinz = &, cueau za je
n—1
s = |: inz Z{(ak +bk) i(n+k)x + <ak — bk>ez(n—k)x} +ﬁ62inx + al,
2
k=1
rue @,‘”@%bk, ap, B € R, o € Q. Ilpema Tome, cBaku eiement z € Ty je
obnuka

e PEe™), neN, P(X)eQ+ XR[X], deg(P) = 2n.

O6puyTO, 32 0p € Q, ap € R 1 < k < 2n Baskn

-1
e—zn:cp(ezx) — aoe—znx zn:v E ake—z(n—k)x + aQn_kez(n—k)ax) + .
k=

Kaxo je € = cosz +isinz, ciemu na je

e~ M P(e) = (g + agp) cos nx + i(as, — ag) sinnx

n—1

+ kgl{(ak + agp_k) cos(n — k)z

+i(ag,—k — ag) sin(n — k)x} + ay,
TIE Uy, Qg+ Qo , Aoy — g, O+ Qo g, Qo —0, € R. IIpema ToMme, cBaku ereMeHT
obmura e~ P(e'*), n € N, rme je P(X)€Q + XR[X]| u deg(P) = 2n, npunana
T,

Ha ocHOBY mperxonmHor pasmarpama CJIean 1na je
TS = {e7™ P(e™), n €N, P(X) € Q+ XR[X], deg(P) = 2n}.

[Ipema tome, mocroju mzomoppuzam f : (Q + XR[X])s — T§ umnmyrosan
npeciukaBameM X — ¢ ma caemu ma je Ty = (Q + XR[X))s, 1j. T¥ je
n3omopdan nokasuszammju npcresa Q + XR[X] y omrocy ma Mmyartuninkaru-
Ban ckyn S = {1, X, X% ...}, y osnamu (Q + XR[X])s.
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Teopema 88. Unmezpasru domen Ty je noay-paxmopujanar 0omen wuju cy me-
PACMABHUBY eAEMEHMU, 00 HA UHBEPMUOUAHE EAEMERE, MPUZOHOMEMPUICKU

NoAUHOMUY 0bauka cosx + isinx — a, 2de a € R*.

okas: (Q+XR[X])s je norkanuzanuja npcrena Q+XR[X] y omrocy na mynrtu-
miukatuBal ckyn S = {1, X, X2 ...}, remepucan npoctum enementom X. IIp-
cred Q+ XR[X] je mony-¢parkropujasan qomer npema [3, nponosunuja 3.1], ma
npema [4, nocaemuua 2.5] nobujamo na je u (Q+XR[X])g momy-pakropujanan
momen. Ha kpajy, uckopuctumo uzomoppuzam Ty = (Q+ XR[X])s u mobujamo
TpaKe€eHu pe3yJTar. (]

Y pany [86] rorcrpyuncanu cy nmornpcrenu npcrera S¢ = Q(i)[cos x,sin z],
y o3namu S{ m S§, TakBu na je Sy C S§ C S°. 3a nmorupcren

n

Sy = { Z(ak coskx + by sinkzx),n € N, ay, by € @}
k=0
je, camyHo Kao 3a morupcren Ty, mokaszano na je S¢ = Q[X]g, Tj. morupcren
S§ je mzomopdan nokanusanuju npcrena Q[X] y ommocy Ha MynTHUIIMKATH-
Ban ckyn S = {1,X,X? ...}, y osmamu Q[X]g. Cnuuno Tome, y panmy [87]
KOHCTpyucaHu cy norupcrenn 15 u 17 npcrena 1, raxsu na je 17 C 15 CT°.
3a MOTHPCTEH

n

17 = {Z(ak cos kx + ib sinkx),n € N, ag, b, € R}
k=0

je, aHasoruo kao 3a norupcred Ty, nokaszano ga je 77 = R[X|g, Tj. morupcren
Tf je mzomopdan nokanuzanuju npcrena R[X| y ogHOCY HA MyJITUIIMKATUBAH
ckyn S = {1,X,X? ...}, y oznamm R[X]s.

[Ipema nepununuju 20 u npumepy 21 Q[X| u R[X] cy Eyrmumosu momenu.
Ha ocuoBy [84, mpomosumnuja 7] mmMaMo Ja Cy ¥ BUXOBE JOKaJM3aIje, Tj.
Q[X]s u R[X]s, rakobe Eyranmosu nomenu. akie, S{ u 17 cy Eyrmunosu
JOMEHHU Ca HePACTABJ/LUBUM €JIEMEHTUMAa OOJIMKa COS T+ sinx—a, rae je peaom
a€ Q" uaelR".

Heduunmumo cana T§ Kao CKyl cBuUX HonuHOMa Oob6uuka Y ,_(ax coskx +
bpsinkx),n € N, ag, by € Cu a, = a+y+if, b, = —f+i(a—v), (o, B, v) # (0,0,0),
a,B €R, v€ Q. Heka je z monmuuom u3 T5. Tana Baku

n—1

z= ao—l—Z(ak cos kx+by sin kx)+{(a+vy+if) cosnz+(—p+i(a — ) sinnz}.
k=1
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. i —ix . ir__ ,—iT
Kako je cosx = “t¢— y sinxy = &=¢

2 2i
n—1 ’ TN AR ’ 10 (A B
a) +b+i(a)—b ; a) —b/+i(al+b — . ;
z=aqg+ Z {(W)ezkm_‘_ (W)e ka} +(a—|—zﬂ)e“”
k=1
inT

+ye

, IMaMO 1a je

rue je ap = aj +iay, by = bj, + by m ay, ay, by, b € R, ag € C.
Y BeouMoO O3HAKE:
aj, + by + i(ay — b)) ap, — b +i(ay + b))

I I
ap = 5 . B 9 :

Tana modbujamo
n—1
5 — eTin [aoeinz + Z{azei('rH»k)x + Bllgel(nfk)x} + (Oé + iﬁ)e%nx + ,.}/:|7
k=1

rae oy, Br,a0 € Cu o, f € R,y € Q. Ilpema ToMe, CBaKK €JIEMEHT 2z M3 CKyIa
T3 je obnuka
e”"P(e”), n €N, P(X)€ Q+ XC[X], deg(P) = 2n.
Ob6puyTo, 32 ap € Q, o, € Cu 1 < k < 2n Baskm
e—inxp(eiz) _ e—inz(ao + aleix 4+t &2n€2inz)
) 2n—1 ) .
:aoefznx_{_ Z akefz(nfk)x_'_ogne'mz

k=1
n—1

— aoe—inx 4 aznei””" T Z (ake—i(n—k)m 4 a2nik€i(n—k)x) + a,,.
k=1

Kako je e = cosx + isinz, mmamo ma je
e~ P(e™) = ap(cosnz — isinnr) + ag,(cosnx + isinnzx)
n—1
+ > {ar(cos(n — k)z — isin(n — k)z)
k=1

+as,i(cos(n — k) + isin(n — k)z) } + ay,.
YBenumo crnenehe o3make: oy = o) +1Qf, Qop_k = O, , + 104, . U Qg =

ah, + 1oy, . Tana Bakn
e~ P(e™) = (ap + a, + iah,) cosnz + (— o, + i(ah, — ag)) sinnz
+:Z_:i {(af, + oy, + (e + oy, ) cos(n — k)
: +(af — o,y + (A, p — o)) sin(n — k)z} + ay

n—1
= a, cosna + by sinnz + Y {acos(n — k)x + by sin(n — k)z} + ay,
k=1
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rme je a, = ag+od, +icd,, ap = o) +ah, Fi(af+al, ), by = —af, +i(ah, —ap) 1
by = al—al ,+i(ad, . —a}). [Ipema Tome, cBaku eneMeHT 06amEka e~ " P(e'),
n €N, rme je P(X) € Q+ XC[X] u deg(P) = 2n, npunana T%.

Ha ocHoBy mperxonHor pasmarpama CJIeau 1Ia je
TS = {e" ™ P(e™), ne N, P(X) € Q+ XC[X], deg(P) = 2n}.

IIpema tome, mocroju m3zomopdusam [ : (Q + XC[X])s — T§ unmyroBan
npeciaukapamem X — € na caemu ma je 75 = (Q + XC[X))s, 1j. T¥ je
n3omopdan goranusammju npcreda Q + XC[X] y omHocy Ha MyarTuninkaTu-
Ban ckyn S = {1, X, X? ...}, y osmamu (Q + XC[X])s.

Teopema 89. Unmezpasrnu domen Ts je noay-paxmopujarar 0omern wuju cy me-
PAcmMaspUBY eaeMeHMU, 00 HA UHBEPMUOUAHE eAEMEHME, MPUZOHOMEMPUICKU

NOAUHOMU 00AUKG COSX + isinx — a, 20e a € C*.

Zloxasz: Ananoruo morasly Teopeme 88. O

Cunnuno kao 3a norupcres 1%, y pagoBuMma [86, 87] je nokaszaHo na cy pe-
nom norupereru S§ = {> . _,(arcoskz + bysinkx),n € N,ay, by € Q(>i), a, =
a+y+if, by = =B +ila—7), (a,8,7) # (0,0,0), a,8,7v € Q} u T =
{> o _olakcoskx+bysinkz),n € N, ay, by, € C, a, = a+~y+if, b, = —f+i(a—7),
(e, B,7) #(0,0,0), o, B,7 € R} mony-harropujasam qoMeHu, 4uju Cy HEpacTa-
BJLUBU €JIEMEHTU TPUTOHOMETPUjCKU MOJMHOMU OOJMKA COS T + i 8in & — a, Ipu
ueMy pexnoM a € Q(i)* u a € C*.

Osnaunmo cana ca T ckyn monmuoMa obmuka » ., _,(ay cos kx + by sin kx),
n € N,ay, b, € C, tako na je a, = (a+v) +i(f+0) u b, = (6 — B) + i(a — ),
a,€Rv,0 €Q, rme (a, B,7,d) # (0,0,0,0). Heka je z monmuuom u3 1. Tana
MOKEMO HAIMCATHA

n—1

z = ap+ Y, (ax cos kx+by sin kx)
k=1

+ {((a;7)+i(ﬁ +0)) cosnz+((6 — B)+i(a — 7)) sinnz}.

eiz+677ﬁz . o eiz_efiz
2 nSsmxT — %

a +b"+z(a" b.) ; a),—by+i(a}/+b]) s
Z:CLO—’—Z{(I“ ezkx+ kk2kke’tkm

+ (a+if)e™ +(y + id)e ",

Kaxko je cosz = , IMaMO 1a je

rae je ap = aj + iay, by = b + b} u a),a), b, b0 € R, ag € C.
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YBenuMo O3HaKe:

aj, + b+ i(all — )
2

gy Wi )
) k 2

/
O[k:

Tana modbujamo
n—1
5 — g i [aoemm + Z{OZ;CGZ(H—HC):E + ﬁllcez(n—k)w} + (Oé + iﬂ)@Qan + (’7 + 25)]’
k=1

rae oy, Br,a0 € Cua,f € R)v,0 € Q. IIpema ToMe, CBaKM €JI€MEHT 2 U3 CKyIa

T} je obnuka
e " P(e™), n €N, P(X) € Q(i) + XC[X], deg(P) = 2n.
OGpuyTo, 3a ap € Q(i), o, € Cm 1 < k < 2n Bazkm

e—ma}P(em’) — 6—1n1’<a0 + alezx 4+ .4 a2n€21nx)
) 2n—1 ) A )
= qpe " 4 Z akefz(nf )z_l_a2ne'mx
k=1

n—1
= ape " 4 (rg, M + Z (ake—z(n—k’)x 4 a2n_k€z(n—k)a:) + a,,.
k=1

YBenunmo cienehe o3nare: ag = o +i0g, ap = o) + 10, Qop_j = 0, +iah,

u g, = ab, +iay,. Kako je e = cosz +isinz, creqm na je
= P(ei) = (a0 + af + i(af + ) cosno -+ (af — ol + iy, — ) sinms
n—1
+ 3 {(of + o,y + (o] + afy, ) cos(n — k)
k=1

+(a;€’ —any, i, . — ozfc)) sin(n — k‘)m} + ay,

n—1

= a, cosnz + by, sinnz + Y {agcos(n — k)x + by sin(n — k)z} + ay,
k=1
rae je a, = ag + o, + i(ag + b)), ar = o + o, +ila) + af, ), by =

ay — oy, +ilad, —ag) n b, =af —aof . +i(ah, . — ). IIpema Tome, cBaku
enement obauka e~ " P(e™), n € N, rue je P(X) € Q(1)+XC[X] u deg(P) = 2n,
npunana 1.

Ha ocuoBy mpeTxomHor pasmaTpama CJIeIu aa je
Ty = {e"™P(e™), n €N, P(X) € Qi) + XC[X], deg(P) = 2n}.

52



IIpema tome, moctoju mzomoppuzam f : (Q(i) + XC[X])s — Tj unmyroBan
npeciukaBamem X — ¢ nma caemu ma je Tf =2 (Q(i) + XC[X])s, Tj. Tf je
nzomopdan soranusanuju npcresa Q(i) + XC[X] y ommocy Ha MyaTuniuka-
tusan ckyn S = {1, X, X? ...}, y osnamm (Q(i) + XC[X])s.

Teopema 90. Unmezpasrnu domen Ty je noay-paxmopujanar 0omern wuju cy He-
PAcmMaspuUBY eaeMeHmu, 00 Ha UHBEPMUOUAHE eAEMEHME, MPUZOHOMEMPUICKY

NOAUHOMU 00aUKG COSX + isinx — a, 20e a € C*.
Zoxaz: Anamorno morasy teopeme 88. O

Hamomena 91. ®axTopusamnuja y nornpcreHuma npcresa 1€, tj. y 1y, 17,

Ty, TY n T}, je amanorsa Kao y nociaenunu 67.

Haname, o3naka N npencraBmahe mHKIy3ujy C y CBUM HApPETHUAM MU]ja-

rpaMuMa.

Hamomena 92. I[locmarpajmo ciaemnehu pactyhwm naman moacTpykTypa mp-
crena C[X]

Q + XR[X] C Q + XC[X] C Q(i) + XC[X] C C[X],

rae cy Q+ XR[X],Q+ XC[X] u Q(i) + XC[X] nony-darkropujainn TOMEHI U
C[X]| Eyknunos nomen. Jlokamusanmja cBa OBa 4eTUpU HOMEHA, y OAHOCY HA
myaTumaukatusal ckyn S = {1, X, X? ...}, uyBa muUXOBa CBOjCTBa (aKTOPU-

samuje.
Q+XR[X] C Q+XC[X] <€ Q(i)+XClX] C C[X]
N N N N
Q@+ XR[X])s € (Q+XC[X])s C (Q()+XC[X])s C C[X]s.
Ha 0CHOBY IPeTXOJHUX pasMATpaba u Teopeme 65 Bamu
Q+XR[X] € Q+XC[X] C Q)+ XC[X] C C[X]
N N N N
e < T C T c T

rae cy 1y,T5 n Ty mony-dakTopujalHU JOMEHM calp:kaHu y EykannoBowm

nomeny T°.
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Hamomena 93. Y panosuma [86, 87], CIMYHO 3aK/bYUKYy M3 MPETXOIHE HAIIO-

MeHe, nobujeHu cy penoMm ciaenehu mujarpamu:

QX] € Q+XQ(i)[X] € Q(i)[X]
N N N
S C 56 c 54

rze je S§ moisy-gaxropujajaH nfoMeH yTucHyT udMehy nBa Eykammosa nomena
Stu S n
R[X] € R+ XC[X] C C[X]
N N N
Ty C Ty c T

Y
rze je 1§ momy-¢akxropujanaaH TOMeH yTUCHYT usMelhy nBa Eyknmnosa nomena

T u T°.

2.4.2 Y cJIOBM KOje 3am0BOJhaBajy pallupena
MpPCTEHA TPUTOHOMETPUjCKUX MOJIMTHOMA

Y oBoM meny 6buhe anajau3uwpaHa IBa yCJIOBa KOja Baske MeDy pammpemu-
Ma MPCTEeHa TPUTOHOMETPUjCKUX IOJMHOMAa. Y cioB 1 je nedmHuUcaH y pamy
[77, ctp. 661], nok je ycnos 2 usBenen u3 yciaosa 1y pamy [86].

Yenoe 1. Hera je A C B pammpeme KOMYyTATUBHOT TPCTEHA Ca jeIUHUIIOM.

3a cBako x € B moctoje 2’ € B* u 2’ € A Tako na je x = x'z".

IIpumep 94.[77, npumep 1.1] a) Ako pamupeme npcrena A C B 3am0B0o/baBa
ycaos 1, pamupeme npcrena A+X B[X] C B[X]| rakobe 3anoBosasa yciaos 1.
6) Axo pamwmpema npcresa A C B u B C C 3anoBosbaBajy yciaos 1, oHna Taj
YCJIOB 3a00BOJbaBa U pamupeme npcrena A C C.

B) Ako je B konuuaunuku npcren nperena A, pamwmpeme npcrena A C B 3a1m0-
BOJbaBa ycCJIOB 1.

r) Axo je B nosme, pamupeme npcresa A C B 3anoBosbaBa ycioB 1.

Yenoe 2. Heka cy A, Ay, B u By KOMyTaTUBHI MIPCTEHU Ca j€AUHUIIOM TaKBU

na je
A C B
N n .
A C By
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Tana 3a cBako x € By mocroje ¢’ € B* u 2" € A; tako na je x = 2'2”.

Jlema 95. Hexa je A C B pawupemwe KoMymamueHoz npcmera ca jeouHUl,oM
xoje 3a0o80o.masa ycaos 1. Axo je N mysmunaukxamuearn nodckyn ckyna A, mada

pawupewe npcmena N A C N™1B 3a0080masa ycaos 2.

Zoxasz: Kako pamupeme npcresa A C B 3amoBosaBa ycioB 1, ciaenu ma 3a
cBako a € B mocrtoje b € B* u ¢ € A Tako ma je a = bc. Ouuraemso je
N-'AC N !'B. Hera je v = L€ N7'B. Tana je v = $,a€ B, seN. Onasne
cnemu ma je v =% =bS rne b€ B*n ¢ € N'A O

OOpHYTO HE BaKu y OMIITEM CJIydajy, IITO je MOKa3aHo ciaemehoM TeopeMoM.

Teopema 96. Hexa je A C B pawupemwe KOMYmMamueroz npcmena ca jeOuHUl,oM.
Hexa pawupewe domena Ay C By 3adosomasa ycaos 2 u pawupemwe domena A C
Ay sadosomasa ycaos 1, 20e je A C Ay uw B C By. Hexa je Bf = B* w BN A =

A3, Tada pawupewe domena A C B 3ad080masa ycaos 1.

Joxaz: Kako pamupeme momena A; C By 3amoBoJsbaBa yCIOB 2, 3a CBaKO
x € B C By nocroje 2z} € B* u z{ € Ay raro ma je x = ziz{. Iame, aro
x] € A, moka3 je roros. Ilpernocrasumo 3aro ga zf € A;\ A. Kako pamupeme
nmomena A C A, 3amoBospaBa ycioB 1, 3a zf € A nmocroje x5y € AT u 2 € A
Tako ma je x| = xbal. Omarne caemm nma je v = zizhzl. Kako je Bf = B* n
BfNA, = A}, cienn na xyx), € B* nu x) € A. Ilpema Tome, A C B 3a10BosbaBa

ycaos 1. O

Teopema 97. Hexa je A C B C B; pawupeme KOMYymMamuehoz npcmexa ca
jeournuyom. Ipemnocmasumo da pawupewe domena A C By zadosomasa ycaos

2. Tada pawupewe domena A C B zadosomasa ycros 1.

Joxasz: Pamupeme nomena A C B; 3a10BOJbaBa YCJIOB 2, Ia CTOra 3a CBAKO
x € B C B; nocroje ' € B* u 2" € A Ttako na je v = 2'2”. Ilpema Tome, A C B

3a0BOJbaBa ycJiaoB 1. O

ITpumep 98. Heka je A C B pamupeme KOMYyTATUBHOT MPCTEHA Ca j€IUHU-
nmoMm. Hera je N = A* myarunaukatuBan noackyn ckyma A. Ilpermocrasumo
na pamupeme nomera N 1A C N™!B zanoBomasa ycaos 2. Tana pamumpeme

nomena A C B 3amoBosbaBa ycios 1.
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IIpumep 99. a) Arxo pamupema npcrera A C B u B C C 3amoBosmasajy
ycaoB 2, takobhe Taj ycioB 3amoBosbaBa u pamupeme npcrena A C C.

6) 3a A=A, u B= By ycaos 1 u yciuoB 2 ce nomymapajy.

B) Ako pamwupeme npcrena A; C By 3an0Bo/maBa yciaoB 2, Takobe 3a10BomaBa
1 ycJyoB 1.

r) IIpema nemum 95, pammpema npcrena T5 C TfF u T C T° 3amoBosbaBajy

yCJOB 2, Ila Ta] yCJIOB 3aJ0BOJbaBa U pallupeme npcreHa Iy C T°.
[TocmaTpajMo cama KOMyTaTUBAaH AWjarpaM IpeMa HamoMeHu 92:
Q+ XR[X] € Q4+ XC[X] € Qi)+ XC[X] C C[X]
N N N N
T3 c T3 - Ty C T
Kao 3akmyduar mperxonHe muckycuje nmata je ciaemeha rtabesa, y KOjoj je

NIpUKa3aHo Baskeme ycioBa 1 u 2 Mely pamupemuma OpCTeHA TPUTOHOME-

TPU)CKUX MOJIMHOMA.

Tabena 1.

Pamupeme npcrena yciaoB 1 | ycmoB 2
Q+ XR[X] CQ+ XC[X] He He
Q+ XC[X] € Qi) + XC[X] na na
Q) + XC[X] € C[X] na He
Q+ XR[X]|C Ty a na
Q+ XC[X]| CTs a na
Q)+ XC[X] C Ty a na
ClX]|cT° za 1@
T35 C T3 He He
T5 C Ty zna za
Ty CT° a na
Q+ XR[X] C Ts He He
Q+ XC[X]| C Ty a na
Qi)+ XC[X]| C T° na a
Ty C Ty He He
I5 CT° HE HE
I3 CT* a a
Q + XC[X] C C[X] na He
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[Tpumernmo na pamupema Q + XC[X] C Ty, Qi) + XC[X] C T° u T5 C T°
3aI0BOJbABAjJY YCIOB 2, HAa OCHOBY TPAH3UTUBHOCTHU.

Cauuno mperxonHoj tabenu, npema HamoMenu 93, mobujaMo HapenHe aBe

Tabeure:
Tabena 2. Tabena 3.

Pamupeme yc.1l | yec.2 Pamupeme yc.1l | ye.2

QX] CQ+ XQ»)[X] He e || R[X]CR+ XC[X] | =e He
Q+XQH)X]CQH)[X]| ma | me ||R+XC[X|CC[X]| mna | He
Q[X] C 5§ ma | oaa R[X] C Ty na | ga

Q-+ XQ1)[X] C ma | na R+ XC[X] CT§ na | ma
Q>i)[X] € s° na | na ClX]|cT° na | ga

ST C 5§ He He T C T He He

Sg C 5S¢ na na T5 € T° na na

Q[X] C S§ He He R[X] C T¢ He He

Q+ XQi)[X] C s5° na | na R+ XC[X]CTe na | na
Sy C 5S¢ He He Tr CT* HE HE

Pamupema Q + XQ(:)[X] C 5S¢ u R + XC[X] C T° 3anoBosbaBajy ycJIoOB 2 Ha

OCHOBY TPAH3UTUBHOCTH.

2.5 AJgroputMm KO TPUTOHOMETPUjCKUX

ITIOJIMHOMaA

OsBo mornasime mocseheHo je aJropuTMuMa 3a yIpomrnaBame KOJIUYHUKA,
nesbeme, pakTopucame u onpebhuBame HajBehUX 3aje IHUUKUX NEeIUTEha IBA
TPUTOHOMETPUjCKa MOJMHOMA, TpeMa pany [64]. Tlopen oBor pana, Huje HaM
MMO3HATO Ja MOCTOjU jOII pagoBa y AOCTYIIHOj JUTEPATypPU KOju ce OaBe OBOM
TEMATNUKOM.

OsmaunMo ca s U ¢ pemoM (yHKIUje sinz u cosx. Y HACTaBKy he Outum
ONMMCAaHU MOCTYII 3a YIpOIINaBame KOJIUYHUKA ABA TPUTOHOMETPUjCKa IO-
nuHOMa, TauHuje eaementa momena S=Q[s,c]/(s*+c*—1), y cmucay onpebu-
Bala jeJHOCTABHUjer 0OJIMKa OBOT KoJMYHUKaA. [loMenyTu mpobsaemMu ympori-

haBama mojaBibyjy ce y OpOjHUM TpWMEHaAMa MaTeMaTUKe Yy UHKEHEPCTBY.

o7



Takobe ce jaBmajy m y pasHuM M3padyHaBamUMa KOja YKBYUY]y TPUTOHO-
MeTpujcke TMOJMHOME HaJl IIoJheM, Kao Ha IpuMep kazaa ce Laycosal? enmumu-
Haluja IPUMEHU Ha MATPUILY TPUTOHOMETPUjCKUX MOJIUHOMA.

Jeman mpucTyn pemaBamy OBOT mpobisiema je ckpahuBame mHajBeher 3a-
jemHUYKOr menuTesba u3 Opojuorna u mMmenuona. OHO mTO 0Baj MPobIeM YMHU
HETPUBUjaJHUAM je TO MTO Koauwunuwdku npcten Q[s, c|/(s?+¢? — 1) vuje nomen
ca jemHO3HAUHOM (arrTopusanurjoM (BuaeTw moryaasibe 2.3), Ia IpeMa TOMe
u HajBehw 3ajemHUYKUN AeauTess TPUTOHOMETPUjCKUX IMOJMHOMA Yy OBOM IO-
MeHY HUje jenWHCTBeH y ommrTeM ciaydajy. Jla ducmo momnm no mHajBeher
3aje IHUYKOT MeJIUTEe/ha IBa TPUTOHOMETPHUjCKa MOoJMHOMA Had nmosbeM (Q mor-
pebro je pasymeru paxropusanujy y mnomeny Q[s,c]/(s* + c¢* — 1) u mauun Ha
KOjU Ce y OBOM MOMEHY BpIIU nesheme. Takobhe je moTpeOHO OKapaxkTepucaTu
HepacTaB/bUBe €JIEeMEeHTe NOMeHa S M MOKa3aTu Ha KOju HAauuH ce ompebhyjy
CBe pa3auumnTe (aKTOpU3alNje eJIeMeHTa OBOT JOMeHa Ha HepPacTaBJbUBE (Dak-
tope. ParkTropucame TPUTOHOMETPHUjCKUX MOJMHOMA MOKE C€ IPUMEHUTU Ha
pelnaBame TPUTOHOMETPUjCKUX jeTHAUNHA.

Kao mro je Beh peueno, jenan on HaumHA 3a yIpoIaBame KOJTUIHUKA, IBa,
TPUTOHOMETPUjCKA MOJUHOMA HAJI TTOJHEM PANMOHAJIHUX OPOjeBa je HAJTAKeHe
najseher 3ajeanuuror meauTesma Gpojuona u umennona y Q[s, c]/(s?+c*—1) u
BberoBo ckpahuBame. Mmnak, To He BOMU YBEK MO HAjjeIHOCTABHU]Er PEUICHhA.
Y pany [64] mar je DIUpeKTHUjU OIPUCTYI KOjU HUje TEKAK 3a M3PAUdyHABAHE
1 YBEK naje Hajje THOCTaBHUJU Pe3yJITar.

Y oBOM moriaB/by HaBeleHe Cy IJIaBHE NePUHUIUje, IPUMEPU U TeopeMe
un3 pana [64] ca cBuM merassmMma IOKa3a, IMTO HAM je MOCEOHO BAKHO 300T
moryhuoctu mpunarobasama omrosapajyhux morkasa morpebama mMarepuje

KOja je obpabena y HapemHoj riiaBu.

2.5.1 Jlememe u ¢paxropmusanuja y Q[s,c|/(s* +c* —1)

[IpoyuaBame TPUTOHOMETPUjCKUX ToJMHOMA Ham mosmeM (Q cBomm ce Ha

ucnutTuBame ocobuna momena Q[s, c] mo momyny s* + ¢ — 1 = 0.

Iedunumnuja 100. dedpurunmmo perammjy = ca p = ¢ <= (s>+c2—1) | (p—q),
y nomeny Qls, c].

12 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Hemauky MaTeMaTAdap
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JacHo je ma je = pemammja exkBuBasennuje y nomeny Q[s, c| ca rmacom eksu-
sasenuuje [p] = {q € Q[s,c] : p = ¢q}. IHakue, kama rOBOPUMO O TPUTOHOME-
TPUjCKOM IMOJUHOMY ¢ TO C€ OJHOCHU Ha MpEeICTABHUKA KJIACe eKBUBAJICHI]E
[q] m3 QIs, c]/(s* + * —1).

HMeduaunuja 101. Hepuaumumo ¢:Q[s, c] — Qls, ¢] ca ¢(p) =p (mod s*+c*—1),

npu yemy s2 Memamo ca 1 — c2.

[Ipema ToMe, ¢(p) je eneMeHT Kilace eKBUBAJICHIMje [p] KOju je nuHeapaH 1o

s. Y HapemHO] JieMU TMOKa3aHO je Aa je OH jeIMHCTBEH.

Jlema 102. Heka je p € Q[s,c|]. Taoda je ¢(p) jeduncmeen eaemenm y Qs, |

obauka A(c)s + B(c) exsusanenman ca p.

Uoxaz: Ilpema neduuunmju, exement ¢(p) je muneapas mo s u ¢(p) = p. Ilper-
nocrasumo 1a je ¢ = A(c)s+ B(c), rako na je ¢ = p. Hera je ¢(p) = a(c)s+b(c).
Tana je ¢(p) = ¢, na npema tome (s> +c2 —1) | ((A—a)s+ (B—1)). To je
moryhe y Q[s, ¢] jemuno y cayuajy kana je A=au B =b. 0

[Ipebumo cama Ha cremen Tpuronomerpujckor nomuuoma y Q[s, |, koju je

ne@UHUCAH y 3aBUCHOCTU On (yHKIUje ¢(p).

Hedumanmuja 103. 3a p € Q[s, ¢|/(s*+c* —1) nepunume ce TPUTOHOMETPUjCKA
cremen ox p, y osuam TD(p), kao TD(p) = deg, .(¢(p)), rme je deg, . cremen

nonuaOMa G(p(s,c)).

Ha npumep, noausoM p = s2+c? je cremeHa 2 ako Ta mocMaTpPaMo Kao 00MYan
nonmuaoM 'y Q[s,c]. Mebyrum, ako ra mocMarpaMo Kao TPUTOHOMETPU)CKU

HOJIMHOM, H:€rOB TpUroHoMmeTpujcku crerner je 0, ¢ 063upom na je ¢(p) = 1.
Jlema 104. Hexa p,q € Q[s, c]/(s* + ¢* —1). Tada je TD(pq) = TD(p) + TD(q).

Zoxaz: Hera je ¢(p) = A(c)s + B(c) u ¢(q) = a(c)s + b(c). YBemumo caenehe
osnake: ny = deg.(A) + 1, my = deg.(B), ny = deg.(a) + 1 u my = deg,(b). Tana
BaKU

d(d(p)d(q)) = (Ab+ aB)s + (Bb+ Aa — Aac?).

sKenumo ma morakemo ma je

deg(op(d(p)9(q))) = deg(é(p)) + deg(o(q)). (2.5.1)
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OBo TBpheme ce Jako mpoBepaBa, OCUM y CIyYajy Kamda je mi = ni, My =
ny. C muibeM ga, y OBOM CJIY4Yajy, OIPeIUMO deg(qb(gb(p)gzﬁ(q))), OCMaTPajMO
crenehie cyme: A(c) = YMot Aid, B(e) = S Bidd, ale) = 312 aid m b(c) =
Z?:o b;c'. Bonehu koepurujent nomuroma Ab+aB je A, _1bm, +dp,—1Bm,, 10K
je Bomehu koepurujent nmonunoma Bb+ Aa— Aac?® jennak By, bm, — Ay 100, 1.
Ako mpernocraBuMoO cynpoTHO, na jemHakoct (2.5.1) e Basku, Tama oba oBa

Koe(unujeHTa Mopajy OMTHU HyJa, Ia pelaBaMO CUCTEM jeTHAYNHA
Anl—lbmz + ang—lel =0

Bmlbmz - Anl—la'ng—l = 07

u nobujaMo nBa pemema ca HyJITUM KoepUInjeHTIMa
{An, 1 =0, By, = 0}, {an,1 = 0,bm, = 0}
W OBa KOMILJIEKCHA PeNIeHa
{any—1 = £ibyy, Ap,—1 = FiBpy, }-

[TpBa mBa ckyma pemema Cy y KOHTPAAUKIM]U PEIOM Ca CTEIeHUMa IOJIU-
HOMa p W ¢, OOK pelema W3 mocjenmer ckyma He npumnanajy Q. Ilakie,
deg(od(o(p)o(q))) = ny + mo 1 TBpheme (2.5.1) je TauHO y OBOM Ciydajy.

Hame, mpumerumo na u3 p = ¢(p), ¢ = ¢(q) u pg = ¢(pq) caenu na je
o(p)o(q) = pq = ¢(pq). Cxomuo TOME, UMAMO Ia je

TD(pq) = deg(é(pq))
= TD(¢(p)o(q))
= deg(é(o(p)o(q)))
(

= deg(d(p)) + deg(o(q))

= TD(p) + TD(q). -

Jenan on HaumHa 3a ynpomhaBame KOJTUYHUKA B TPUTOHOMETPUjCKA TO-

nuHOMa ¥ parkropusanujy y nomeny Qs c]/(s*+c¢* —1) je cmena tan %, mro je

. 2tan 1—tan? £
2 —2 y —
OIIKCAaHO Yy pany [64] lCaO IITO 3HaMO, SINX = Ttan? z M COST = Ttan? £ Ha

cTaBRy, tan § osmaumhemo ca t. OBoM cmeHOM (t- CMeHa), TpI/IFOHOMeTpI/IJCKI/I

HOJIMHOM TIPETBapa ce y KOMMYHUK mosuHoma u3 Q[f] u cremena mommuOMa
1+ ¢2.
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Hepuannmja 105. ledunummmo

wt : Q[S7C] — @(t) ca ¢t(1’(370)) :p(%v %)

Kao mro 3aamo, 1 : Q[s, ] — Q(t) je xomoMopdu3am npcrena uuje je jesrpo
IJIaBHU UAeaJs FeHepucaH IoaumHoMoM s° + ¢ — 1. Ilpema mpBOj Teopemu o

[

uzoMopduaMy npcrena, umamo xa je Q[s,c|/(s* + 2 — 1) =2 Q(t).

Jlema 106. Hexa je p € Q[s,c]/(s* + ¢* — 1) maxo da je TD(p) = d. Tada je

U(p) = (l‘f—jgw 20e a(t) € Q[t], maxo da je deg,(a) < 2d u 1+ t* 1 a(t).

MebyTuMm, na 6UCMO MCKOPUCTUIN FOPEHABEAEHN M30MOPPU3aM MPCTEHA,
mOTPEOHO je u BPATUTU TOPEIIOMEHYTY {-CMEHY, Tj. M3PA3UTHU ¢ IPEKO S U C, U
THUMe IPETBOPUTHU PAIMOHAJHY QYHKIN]Y 1O ¢ Y TPUTOHOMETPU)CKU IOJIUHOM.
To mocTmxemMo cMeHOM t = % 3ampaBo, OBOM CMEHOM n00OUjaMO KOJIUYHUK
[ABa TPUTOHOMETPUjCKa MOJMHOMA, Ma Aa OMCMO HOOUIN TPUTOHOMETPU)CKU
noJnHOM Tpeba M3BPIIUTU HBUXOBO AeJbeie, MTO je moceban 3amarak. 1aj
IIOCTYIIaK ONMCAH je Y TeopeMHU Koja CJIeON.

Hajope kpehemo ox momohuux snema.

Jlema 107. Hexa je a(t) = Z?ZO vit" maxo 0a je va, = Y i (—1) gy u
Von 1 = S (= 1) g iy_1. Tada (1+12) | af(t).

Zoxaz: Ilocmarpajmo b(t) = 212282 bit', roe je b; = Z/jo(_l)kvi_Qk aKo je i
napan u b; = ,8;[)1)/2(—1)’“%,% ako je i memapan 6poj. Tama mobujamo na je
a(t) = (1 +t%) - b(t). O

Jlema 108. Hexa je n € N. 3a ceaxu noaunom a(t) za xoju 1 + t* { a(t) u

deg,(a) < 2n eaxcu
resi(a(t) — X(1+t*)", st + (c— 1)) = p(s,c) X + q(s,c),

20e p(S,C), Q(Svc) € @[S,C]. Il[maeuwe, ¢(p) - _2n(1 - C)n7 ¢(p> | ¢(Q) Yy Q[S,C] u
TD(q(s,c)) = 2n.

Jlowaz: Hexa je a(t) = Y., vit', rae mapasuo ako je deg,(a) < 2n Basw ma je
v; =0, 3a ¢ > deg,(a(t)). Pesyaranra roja ce Tpaku jenHaka je IeTepPMUHAHTU

Cunsectepose'® maTpure

13 James Joseph Sylvester (1814-1897), errsiecku MareMaTwuap
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Uzn—(g)X Von_1 1}2”_2_(?)){ N T ¢

s c—1 0 0
S c—1 0 0
S = 0 0 5 0
: 0
: : : . . . 0
0 e 0 s c—1

Pauynamem oBe merepmunanTe nobuja ce xa je det(S) = p(s,c)X +q(s,c), npn
yeMmy nobujamMo na je:

¢(p(s,c)) = =2"(1 = o)",

¢(q(s,c)) = (1—c)"| Z Van—iy (L€)' (1—¢)" " + i: Ua(n—iy—18(1+¢) (1 —c)" 7).

OcraJio je jom ma ce mokase na je TD(q(s,c)) = 2n, 1j. deg, .(¢(q(s,c))) = 2n.
Axo je deg, .(é(q(s,c))) < 2n, Taga y apyrom umHMOIy mosuHOMa ¢(q(s,C))

"~1 Mopajy 6utu myna. To 3maum ma je va, =

0ba kroe¢urujerTa y3 c" m sc
. _1 - .
S (1) gy 1 ey = > (=1)gg—s)—1, TIA IpeMa IPeTXOLHO] IeMu

cnema na (1+t%) | a(t). To je xomrpamurmuja, na je TD(q(s,c)) = 2n. O

Teopema 109. Hexa je n € N u nexa je a(t) noaunom 3a xoju eaxncu 1+t>1 a(t)

u deg,(a) < 2n. Tada nocmoju jedurncmeen MpPueoHOMEMPUICKU NOAUHOM G,

a(t)
(14¢2)n -

MPUzZOHOMEMPUjCKOZ cmenena n, mako 0a je P (a) =

/loxasz: Ha ocHOBY mpeTXomHEe JeMe, UMaMoO na je
resy(a(t) — X(1+t3", st + (c — 1)) = p(s,c) X + q(s, ¢),

rae ¢(p) | ¢(q) y Q[s, ], TD(p) =n u TD(q) = 2n.
PemasameM jemnauune p(s,c)X +¢q(s,c) =0 mo X € Q[s, c]/(s* + ¢* — 1), nobu-

jamMo ma je

X = 9la) € Qls,d/(s* + —1).

o(p)
Haxne, X € Qls,c|/(s> + ¢* — 1) je TPUrOHOMETPUjCKOT CTeMeHa 1, U IpeMa
nepUHUNNU pe3yJsITaHTe MMaMO aa je
a(t)

Pi(X) = ter
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[Toka:kUMO cana jeIMHCTBEHOCT. lIpeTIoCTaBUMO CYIPOTHO, Ja IOCTOje
[IBa Pa3JUYUTa TPUTOHOMETpHUjCcKa moiuHoMa a 1 b € Q[s, ] /(s*+c* — 1), Tako

na je ¥(a) = @/}t(l;) = % Kako je 1, xomomopdusam npcreHa, cienu na je

Yy (6 —b)=0. OnaBme umamo na a—beker(iy) = (s + 2 —1). Hakme, a =b. O

. . a(t)
OBa Teopema roBOpM HAM [a jeé CBaKa pAIMOHAJHA (YHKIUja 00JIUKA Ty

roe a € Q[t], 1+ ¢* 1 a(t) u deg,(a) < 2n, 3anpaBo CIWKAa TPUTOHOMETDPU)-
CKOT TOJIMHOMA CTeNeHa N MPU MpeciuKaBamy ;. llakiae, Ham 3amgaTtak je aa

OIpe ArMO w;l((li(;))n) = X(s,c¢), npu uemy je X(s,¢) jeANHCTBEH TPUTOHOME-

TPUjCKU TTOJTUHOM.

Hapenmna teopema mokaldyje HaM Kala jelaH TPUTOHOMETPU]CKU MOJUHOM
menu apyru y Qls,c|/(s?* + ¢* — 1), a y moka3y je gaT HOCTyHak U3padyHa-
Bama BUXOBOr kKoauvHuka. O3maummo ca NU Opojunan y pasiaoMKy, HIID.

a(t
NU(7%%57) = a(t).
Teopema 110. 3a a, b € Q[s,c|/(s* + ¢ — 1) saxcu:
alb < (i) TD(a) <TD(b)
(i)  NUW(a)) | NU(3(0) y Q[t]

(iid) deg(NU(¢x(b))) — deg(NU (¢ (a))) < 2(T'D(b) — T D(a)).

Nokas: (=) : Heka a | b. Tana cnemu ma mocroju ¢ tako na je b = ga €
Q[s, c]/(s*+c*—1). Tarkobe nocroju u r € Q[s, c] Tako na je b = qga+r(s*+c*—1)
y Q[s, ¢]. IIpema nemu 104 mmamo ma je TD(b) = TD(q) + TD(a). UlraBume,

V(b)) = Yi(ga+r(s®+c*—1))
= Yi(q)e(a) +i(r) - 0
= (@) i(a).

[MMupehu oBy jemnakocT, modbujamo:
NU@i(8) _ NU(i(g) NU(i(a)
A+ (40 (L+2)k
rae je d, = TD(x), 3a © = a,b,q. Kako je d, = d,+d,, cnenn na je NU (¢ (b)) =
NU(¢x(q)) - NU(¢¢(a)). Hlrasume,
deg(NU(¢(b))) — deg(NU(¢(a))) = deg(NU(v:(q)))

< 2TD(q)

— 2(TD(b) — TD(a)).
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Tume je nokazan cmep (=>). 3a moka3 cMepa (<) IPETHOCTABUAMO Ja BAKE
cBa Tpu yciaosa (i), (ii) u (iii) maBenena y uckasy reopeme. M3 (ii) cnenu na
je NU(¢(b)) = q(t) - NU(¢/4(a)), 3a merkn momuuoMm g € Q[t]. IIpema Tome,

NU(¢ (b)) q(t) ) NU(¥4(a))

A+ 82)% (1t 2)bhd (14 2)da

Kako je
deg,(q) = deg(NU(¢x(b))) — deg(NU(¢(a)))

< 2(TD(b) — TD(a)) u3 (iii)

= 2(dy — d,),

nmpeMa TPEeTXOMHO] TEOPEMU BaKWU

q(t)

T eaa) €Usd/ts + 1),

G=v;(
Omasne je b= ga € Q[s,c]/(s* + * — 1). O

Ilocnemunma 111. Hexa je p € Qls, c]/(s* + ¢ — 1) maxo da je TD(p) > 1. Axo
je deg(NU (¥(p))) < 2T'D(p) — 2, mada (c + 1) | p.

Aoxaz: Karo je (c+1) = Taga HA OCHOBY IIPETXOIHE TEOpEeMe CJIean

(c+D]p < () 1<TD(p)
(i) 2 [ NU(¥x(p))
(iii) - deg(NU(y(p))) < 2(TD(p) — 1).

Kako cy ycaosu (i), (ii) u (iii) 3axoBosmenu, caequ na (c+ 1) | p. O

Y macraBky ompebyjemo mepacrasmuse enemente y Qs,c|/(s* + 2 — 1).
3umamo ma cy uaBepTuOUIHU enementu y Q[s,c|/(s* + ¢ — 1) panuonasnuu
6pojeBu pazmuuutu ox Hyse. CXOmHO TOMe, HEePUHUILY Ce HEPACTABJHUBU

enementu y Q[s,c]/(s* + ¢* — 1) npema medpunumuju 4.

Heoumanmuja 112. Henynru enement p € Q[s, c]/(s* + ¢* — 1) je mepacTaBmbus
aKo:
a) p HUje MHBePTUOMIIAH eseMeHT, Tj. ako p ¢ Q,

6) ako je p = ab, cuenu na je jenaH on a WM b MHBEPTUOMIIAH €JIEMEHT.
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Teopema 113. Hexa p € Q[s,c|/(s> + ¢ — 1) u nexa je p neunsepmubunan ene-
mewm (mg. TD (p) > 1). Tada sancu:
(a) axo je TD(p) =1, mada je p nepacmasnue mpuzonoMempPujcky NOAUHOM,
(6) axo je TD(p) > 1, mada je p HepacmasHUE MPUZOHOMEMPUICKU TOAUHOM
axKo

(i) deg,(NU(6u(p))) > 2TD(p) — 1,

(i1) NU(¢i(p)) je nepacmaswue nosurom y Q[t] uau je NU(:(p)) npoussod

dsa nepacmaswusa nosuroma y Q[t], npu wemy cy oba wenaproz cmenena.

Joxaz: Aro je TD(p) = 1, p je HepacTaB/bUB TPUTOHOMETPUjCKU MOJIUHOM,
npema jgemu 104. IIpermocrasumo cana na je TD(p) > 2.

(=) : IlpermocraBumo cynporso, na (i) u (ii) me Bawke. Axo (i) me Baskw,
rana (¢ + 1) | p npema mocaenumm 111. TIpema tome, p je pacTaBbuB TpU-
ronomerpujcku noiuaoM. Cana mpermocraBumo na (i) Basku, a (i) He BaKW.
Tana mopa outu na je NU(¢;(p)) pacrasmus nonuaom y Q[t], anu Huje jennak
OpOM3BOMLY IBa Hepacrappua nmonuaoMma y Q[t| menapuor crenena. /[lakie,
HEKa je

NU(%(P)) = Q1(t) “qa(t),

3a q1,q2 € Q[t], Tako ma je deg(qi),deg(ga) > 1 u ¢ je HEPACTABILUB MOIUHOM.
Ako je u ¢y HepacraBmuB monuHoM, Tana deg(qy) m deg(qx) He mory OGurn
HemapHu rcroBpeMeno. Kako (i) Basku, Tama pas3iuKyjeMo ABa ciydaja:

(1) deg,(NU(¢x(p))) = 2d mmm

(2) deg (NU(y(p)) = 2d — 1.
Cayuaj (1) : Ako cy crenenu nosumnoma ¢i(t) u ¢o(t) mapHu UCTOBpPEMEHO,

MOKEMO ;(p) HAMCATH KO

- q1 ) q2
vilp) = (1+2)h (14 ¢2)’

rae je d; = (1/2)deg,(q;) 3a i = 1,2. Axko cy oba cremeHa HemapHa, Tazua
MIOJIMHOM (9 MOpa ouTtu pacrasiuB. Illrasurne, ¢ MoOpa mMaTu HEPACTABJ/LUB
GakTop HemapHOr cTeneHa, HOP. ¢3. Heka je ga = ¢3-q4 (¢4 je TapHOT cTeneHa).

Cama Mo:keMO Yy (p) HAIUCATH Kao

q1-43 q4
1+ 2)d (1 + )&

Yie(p) =
rne je diy = (1/2)(deg,(q1) + degy(gs)) n dz = (1/2) deg,(q4).
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Cayuaj (2) : Tauno jemas o1 MONMHOMA ¢ U G2 jé HEMAPHOD CTENEHa, HOP. (.

Hanumwumo cana ¢y (p) xao

_ q1 . q2
Q/Jt(p) - (1 +t2)d1 (1 +t2)d27

rae je di = (1/2)(deg,(q1) + 1) u do = (1/2)(deg,(g2)). Y cBakom ciyuajy
MOKeMO Yy (p) HAIIICATH KAO
1l &

V) = e [ ey

rae je 2d; > deg,(q;) n d; > 1, i = 1,2. IIlpema Teopemu 109 oba umamona pa-
moHaJsiHe GyHruuje 1 (p) oarosapajy TPUTOHOMETPUjCKUM IOJIUHOMUMA CTe-
nena penom di u do, di,dy > 1y Q[s,c|/(s* + * — 1). Ilakse, p je pacTaBbuUB
TPUTOHOMETPUJCKU TTOJTUHOM.

(«<=) : Hera Baske ycaosu (i) u (ii). IIpernocraBumo cynpoTHO, Ia je TPUro-
HOMETPUjCKM HOJUHOM p pacTasiub. llakmae, p=ab, a,beQ[s, c]/(s* + c* — 1),
TD(a) > 1 u TD(b) > 1. Cana umamo na je

Vi(p) = i(a) - Yu(b)

NU(¢1(a)) ) NU(44 (b))
(T+t2)da (1412)d

rae je d, = TD(a) u d, = TD(b). IIpema aemu 104 cremu na je d,+d, = TD(p).
Axo je deg,(NU(¢x(a))) =0, rana je

deg,(NU(¢1(p))) = deg,(NU(¢(b)))

< 2d

= 2(TD(p) — da)

— 2TD(p) — 2d,

< 2TD(p) -2 (do 21)
< 2TD(p) — 1.

OBo je y kourpamukuuju ca (i). Cuawnuno je u ako je deg,(NU(¢y(b))) = 0.
Haxse, NU(¢(a)) n NU(¢(b)) ¢ Q. Ilpema tome, NU(¢y(p)) je pacraBmus
nonvaoM y Q[t]. Karo ycnos (i) Baskm m NU(¢y(p)) je pacraBbus mosu-

HOM, cienu na cy oba mommaoMma, NU(¢y(a)) m NU(¢y (b)), HepacTaBmuBu 1
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deg,(NU(¢;(a))) u deg,(NU(24(b))) cy menapuu. Hexka je d, = deg,(NU(¢(a))) n
dy = deg,(NU(¢/;(b))). Kaxo cy d, u d, menapau 6pojesu u < 2d, u 2d, pemom,
rana je d, < 2d, — 1 u d, < 2d;, — 1.

Kako Baxxu yciuos (i), caemu na je
deg,(NU(¢4(p))) = 2d mmm 2d — 1.

Axo je deg,(NU(¢y(p))) = 2d, tana je 2d = d, +dy < 2d, + 2d, = 2d. Axo je
deg,(NU(¢(p))) = 2d — 1, Tama je 2d — 1 = d, + dy < 2d, + 2d, — 2 = 2d — 2,
omakie caemu na je 2d < 2d — 1. Y oba ciayuaja mobujamMo KOHTPAAUKIIA]Y.
Iakise, p je HEpACTABHUB TPUTOHOMETPU]CKUA TTOJTUHOM. O
Ha ocHOBY oBe Teopeme MOKEMO 3aKJbYUUTH 13 HEPACTAB/LUB TPUTOHOMETPU-
jCKM TOJIMHOM HE MOpa MMAaTW HEPACTABJ/BUBY CJIMKY IPU MPECIUKABA®HY ;.
[[IraBume, HepacTaB/HUBA CIUKA TPUTOHOMETPUjCKOT TOJMHOMA IIPU MIPECI-
KaBamy U; HE MOApPAa3yMeBa Ma jeé TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOM HEPACTABJLUB,
Kao IITO je HOp. Opojunaaln cauke moiauHoMa ¢ + 1 crenena 0 mo t.

Y macTtaBKy he, Kpo3 mpumepe, OUTU CKUIUPAH ajJropuram 3a onpebuBa-
Bbe CBUX (aKTopu3alyja TAaTOT TPUTOHOMETPUjCKOr mojwHoMa. Hawmme, y
Teopemu 113 mara je KapakTepusanuja HEPACTABBUBUX TPUTOHOMETPU)CKUAX
noiauaoma Hax (Q y 3aBuCHOCTM On WHUXOBE CJWKE, NIPU YBODhHemy t-cMeHe.
Iakne, na Om IpoHAIIM CBe (PAKTOPU3AIMje TPUTOHOMETPHU)jCKOT MOJIMHOMA,
MopaMo (hakTopucaTu Opojuial Koju ce nmodbuja yBohemeM t-cMeHe U mocMa-
TpaTu KOMOMHAIMje MapoBa HEroBUX (aKTOpa HemapHOr creneHa. Takobe,

Mopamo y3etu y 063up u moryhuoct nojase ¢akxropa (14 c).

IIpumep 114. Heka je p = sc. Hajupe TpakuMoO CIUKYy TPUTOHOMETPU)CKOT

HOJIMHOMA P NPU MPeCauKaBamy 1y (p):

2t(1 4+ 1)(1 — 1)

Yi(p) = i(sc) = 1+ 2)2

CBaku (GarToOp CJIMKE TPUTOHOMETPHjCKOTL IOJMHOMA P IPU IPECIUKABADLY
Yy Mopa mMmaTu uMenuian 1 + t? Ha Hexu cremen. CTora, TPUTOHOMETPHjCKA
IIOJIMHOM p MOK€ UMAaTH HajBUIIE ABa (aKToOpa, C 003UPOM 1a je CTelleH IOJIU-
HOMa 1+t y uMennony panuonasae gpyurnuje Uy (p) jemnak 2. [pumenyjyhn
reopeMy 113, Bumumo na cy moryhe ¢arkropusanuje ox ¥(p):

toEnl-t 1+t 1) 1ttt

142 142 1+ 1+ U 1+ 14¢2°
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Ose ¢akTopm3zanuje oAroBapajy TpuMa Pa3iInduTUM (AKTOPU3ANMjaMa TPU-
TOHOMETPUjCKOT TMOJUHOMA, P, PEIOM:
2(1/2s) - ¢ = sc,

2(1/2(c+s+1))-(1/2(c+s—1))=1/2(c+s+1)(c+s—1)

2(1/2(c=s+1))- (1/2(=c+s5+1)) =1/2(c—s+1)(s —c+1).

IIpumep 115. Heka je p = (1 +c¢)s+ 1 — . TIoHOBO TPamKUMO CJIUKY TPUTO-
HOMETPUjCKOT MOJIUHOMA P IIPU HPECIUKaBamy 1y (p):

Vi(p) = %

CBaku (paKTOp CJIMKE TPUTOHOMETPU)jCKOT MOJMHOMA P NPU MPECINKABABY Uy
Mopa uMaTu mveHmiaan 1 + t? ma Heku cremen. CTora, TPUTOHOMETPUjCKU

IIOJIMHOM p MOXKe MMaTH HajBume nBa ¢akropa. Moryhe ¢axropusamnuje on
Yi(p) cy:
t 1+t 1 t(1+1)
. . H . . .
1+¢2 1+1¢t2 1+¢2 1+¢2
[locnemma daxropumsamnuja caenu npema nociaemunu 111. Jacwo je ma Hema

npyrux gaxropusanuja ox ¥(p), y KojuMa cBaku (GAKTOP OAroBapa TPUTOHO-
MeTpujcKoM nosmHOMYy. Jlakie, nBe pasauunrTe (arkTOpH3aluje TPUTOHOME-

TPUjCKOT TMOJUHOMA P Cy PEIOM:

4(1/2s) - (1/2(c+s+1)) = s(c+s+1)

4(1/2(14¢)) - (1/2(s—c+1)) =1 +c)(s —c+1).

Ha wpajy oBor mesa, HalmoMeHNMO na OpPOj pa3anynTUX (HaKTOPU3AIL)ja
TpuroroMeTpujckor nmonuroma p € Qs, c|/(s*+c* — 1) pacTe ekcnoHeHnMjaTHO
ca Opojem paznununtux daxropa noauaoma a(t) = NU(¢y(p)) mHemapuor cre-
nena. Ha mpumep, ako je TD(p) = d u ako ce a(t) pakropume ua 2d pasau-
YNTUX JUHEApHUX (arropa, Ttama mocrtoju 1-3-5-...-(2d — 1) pazauuntux
(haxkTOpHU3anyja TPUTOHOMETPU)CKOT TOJUHOMA P U (22d) = 2d? — d paznmuuuTUX
HEpPaCTaBJ/bUBUX NEJIUTEHA TPUTOHOMETPUjCKOT MOJUHOMA P. Y MECTO pady-
Halkba CBUX (aKTOPU3AIMja TPUTOHOMETPHUjCKOT IOJMHOMA p, MOxkeMo Hahm
CKYIl CBUX HEPACTABJHUBUX TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA KOoju meiie p. To
ce nako oapebyje, Ha ocHOBY (parTopusanuje monuHOMa a(t) U IPUMEHOM Te-

opeme 113.
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2.5.2 HajBehu 3ajemHMYKM mesmTedh OBA
TPUTOHOMETPHjCKA MTOJIMHOMA

Y oBoM meny nepuHUMCAH je HajBeu 3ajeTHUYKN NEJUTEh OBA TPUTOHO-
METPUjCKa MOJMHOMA, mnpema pany [64]. Ilat je m aaropuram 3a HErOBO
padyHame.

HaBenmuMmo nHajupe knacuuyry nedumHUmjy HajBeher 3ajeqHnykor nenaurespa

IBa eJIeMEHTa OJOMCHa.

Hedwmuumnmja 116. Hexka cy a,b € A, a,b # 0. Esnement d € A je majsehn
3aje THUYKMU JenauTess eaeMmenarta a u b, y osuamu d = NZD(a,b), ako Basku:

(i) dla,d|b

(i) d|a, d|b=d|d.

Hapemuu npumep mHam moka3yje na ce moske mecutu na H3Jl nBa Tpurono-
MEeTPU]CKa IOJIUHOMA, AE(PUHUCAH KAaO Y IPETXOAHO] AJe(PUHNNIN]U, HEe IOCTO]H,
JaK MaKO MOCTOje HBUXOBU 3ajenuuuku peaurenu. Cxomuo tome, dbuhe ysera
y 063up apyra nedpurunuja H3/l-a, koja je y momeHy ca je1HO3HAUHOM (ak-

TOPHW3AIjOM eKBUBaJIeHTHa nedumHunuju 116.

Hebuannuja 117. (Anrepuarusua nepuuunuja H31-a) Heka je A nmomen u
Heka a,b € A. Enement g € A je majehu 3ajemHuYKM AeauTesh €JIeMEHATA G
u b ako:

() glang|bn

(2) ako p | (a/g) mp| (b/g), Tana je p MHBepPTUOUIAH €JIEMEHT.

IIpumep 118. Heka je a=s(l+c) u b=—c*+cs+s+1. Ha uctu Haunn Kao y

IIpeTXOJHA OBa IpuMepa, PaKTOPUIIEMO TPUI'OHOMETPHjCKe MOJIWHOME a ¢! b:
a=s(c+1),

b=(c+s+1)s=(—c+s+1)(1+c).

Hlakme, s u 1 4+ ¢ mesne u a u b, ma 6u npema kiacuuno] nepununuju H3/1-a
(medpuannmja 116), H3JI TpuroHOMeTpUjCKUX MOJUHOMA G U b, YKOIUKO Ou
mocTojao, 6uo memuB u ca s u ca 1+ c. Hakme, s u 1+ ¢ meme H31 u H3 11
memu a = s(1 +¢), na cremqu na je H3II jemnax s(1 + ¢) (mo Ha MHOMKEHmE WH-

BepTubuiauM enemernToMm). Mebyrum, rakas H3Il we mesnu b, na mobujamo

69



KOHTpamuknujy. Ilakmae, Moske ce 3akpydunT Aa cy u s u 1+ c Hajsehwu 3ajen-
HUYKN AeTUTELU TPUTOHOMETPHjCKUX MOJUHOMA @ U b, TpeMa aJTepPHATUBHO]

nepmunnuju (nepuunnmja 117).

[Iperxonuu mpumep Ham nokaldyje na H3 /[ aBa Tpuronomerpujcka moamHOMa
man nosmeM Q muje jemmosmauan. Hapennu mpumep mokasyje ma maBa TakBa

H3Il-a mHe Mopajy OuTu Yak HU UCTOT CTEICHA.

IIpumep 119. Hexka je a = —5¢3 +5sc> —5c2 +2cs +c+95s+9u b= —c® +
17¢* — Tsc* 4 6¢3 — 165¢3 + 2¢% — 14s¢? — 21c — 24¢s — 3 — 3s. Kao y mpeTxoauM

npuMepuMa 1o0ujamo:

tE+ 1)+ 2)(t+2)
(14 ¢2)3 ’

Yi(a) =8 -

tE+ 1) (83 +2)(8° — 2)
(1+¢2)°

He moskemo pehu na je t(t+1)(t*+2) caukxa H3 I-a TPUrOHOMETPUjCKUAX TOJIU-

lbt(b) =32

HOMAa a M b Ipw npeciaukaBamy U, jep He MOKEMO PacIoOpequTyu TpU (haKkTopa
(1 + t?) y umenuorny panuonasne ¢ynknuje ;(a) usmeby t(t + 1)(t + 2) u
(t+2), Tako ma 06a oBa arkrTopa Oymy CIUKE TPUTOHOMETPUjCKUX MOJIUHOMA.
Ono mTO MOKEMO je na CJIVMKe TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA Pa3ABOjUMO HA

canenehu mauwmn:
i+l (E+2)(t+2)

wt(a’) =38 14 ¢2 (1 _|_t2)2

tt+1) (2 +2)(t° —2)
1+ (142)°

Tarkobe ux mMokeMO pa3maBOjUTU U KAO:

Yi(b) =32

tt*4+2) (t+1)(t+2)
¢t(a):8'(1+t2)2' 1+1¢2

3 +2) (E+1)(° -2
ity =2 1EFD (L DE—2)

(1+12) (1+1t2)
t(t+1)
1+¢2 >
TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA ¢ U b TPUTOHOMETPU)CKU MOJUHOM S — ¢ + 1.
Y Apyrowm ciydajy je 3ajeIHudKn (HarTop UGEEI RN je omrosapajyhu H3II

(1+t2)27
jemak ¢ 4 2cs — 2¢ + 2s + 1.

Y mpBOoM caydyajy je 3ajemHudukm (GaxTop onmakie BumuMo ma je H3II
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[Mocnenwmu nmpumep mokalyje ma asa pasamuura H3/[-a TpuronomeTrpujcrux
MOJIMHOMA a U b MOTy MMaT! pas3auyuTe TPUrOHOMeTpujcke crenene. Jlorum-
YHO je ma, y TOM cirydajy, mocmarpamo ounaj H3 Il uuju je Tpuronomerpujcku
crenen Behu. OnaBne npomsunasu cieneha nedurunuja H3Jl-a nBa Tpuro-
HOMETDUjCKa MOJMHOMA, Koja je popMmyaucana y pamxy [64].

HMedumaunuja 120. (Tpuronomerpujcku H3) Hera a,b € Qls, c|/(s*+c*—1).
Exnement g € Q[s, ¢]/(s* + ¢* — 1) mazuBa ce TpuronoMmeTpujcku Hajsehu 3ajen-

Huuky gesanress (tpur. H3I1) rpuroHOMeTpujcKux mOIMHOMA @ U b ako:

(i) glangl|o,
(i) ako p | (a/g) m p| (b/g), Tana je p uaBepTUOUIAH €IEMEHT U

(iii) ako h 3amoBosmasa (i) u (ii), Tama je TD(g) > TD(h).

[Iparehu mMeTron kKoju je ommcaH y TPETXOMHOM TPUMEPY, HAJEMO AJTO-
puTaMm 3a pauyHame TPUTOHOMETPHUjCKUX HajBeNmX 3aje THUUKUX OeuTesha,

npema [64].
Algorithm [trig GCD]

Input: /IBa Tpuromomerpujcka mojauHOMA @ U b

(dy,dp) <— (TD(a), TD(b))

(ar,0) «— (@) - (L +82)%, () - (1 +#2)™)

gy <— ged(ay, by)

(@, br) +— (as/ge,0u/90)

| <— min(d, — [deg,(@)/2], d, — [deg,(b;)/2])

if deg,(g¢) > 2 -1 then
f <— ¢akTop mommHOMA ¢; HAjMAHEr HENAPHOT CTEIEeHA
G — g f, @ — Ty f, by <— by~ f

[ — min(d, — [deg, (@) /2], dy — [deg,(b:)/2])

g <— wfl((lf;)l)

RETURN (g) &
Y aJaropuTMmy MOCTOjU HOMATHO IpuiarohaBaime Koje je MoTpebHO YKOJIUKO

j€é CTemeH MOJIWHOMA ¢; MPeBeJUKU. 10 je MOKa3aHO y IPETXOMHOM IPUMEDY.
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[Tpumerumo na u y3 ycaos (iii) medpuaunmje 120, H3 1 qa rpuronomerpujcka
IOJIMHOMA W JaJbe HUje jeTHO3HadaH, IITO je IMOKa3aHo mpuMepowm 118.

C o63upoM ma cama 3HAMO KakO ce pauyHa tpuronomerpujcku H3II,
yopormhaBame KOJIWYHUKA OB TPUTOHOMETPUjCKA IMOJUHOMA Ce€ TUME U-
pekTHO mobuja, pauyHameMm Tpuronomerpujckor H3Il-a u mememem Opoju-
omna 1 uMeHuona rpuronomerpujckum H3 1-om.

MebyTum, Moke ce HOTOMUTU CIIyUaj Aa Ce KOJIWIHUK ABA TPUTOHOMETPU-
jCHa IIOJIMHOMA MOKE€ YIIPOCTUTHU BUIIEC Ha HECKMW APYTY HAYMH HETO IITO 6I/I TO
YUUHUIN OeJbethbeM Opojuona u mMeHuona tpuronoMerpujckum H3 I-om.

Cxomuo ToMe, pasmMoTpuMo cienehu mpumep.

IIpumep 121. Hexka je a = 5¢3 +21c? +4es +23c+ 15+ 125 u b = 7¢® — c?s +
31c? + 2¢s 4+ 37c + 155 + 21. YBobemeM t-cmeHe mobujamo na je

(2 +2)(t* +2)(t + 2)

Ye(a) = 8- (1+2)3 ’

(t2 4+ 2)(t* + 2)(t + 3)
b) =8- )
¢t< ) 8 (1+t2)3
Iame, nobujamo ma je
Vi(a) _t+2 fi_t%
(D) t+3 t+3

1+¢2

[IpeBomehu OGpojunar u UMeHUIAIL HA3ad Y TPUTOHOMETPUjCKE TOJTUHOME [10-

oujamo
a 2c+s+2
b 3c+s+3
Iaxkie, % ce MO:Ke YIPOCTUTH, IPU yeMy ce Mo0uja KOJIMYHUK OBa TPUTOHO-

MeTpHUjcKka moamHoMa creneHa 1. Omapme O MOTJIM 3aK/BYUYUTUA A4 j€ MO0
no ckpahmBama TPUTOHOMETPU]CKUX IMOJIMHOMA @ U b TPUTOHOMETPU)CKUM T10-
auaoMoM ctenena 2. Mebhyrum, jenuau tpuronomerpujcku H3Jl om a u b je
¢+ 3, KOju je TPUTOHOMETPUjCKOT CTeleHa 1, 1 He MOCTOjU 3ajeTHUIKU IeIu-
T€Jb TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA @ U b KOju je TPUTOHOMETPHjCKOT CTEIeHa,

Beher on 1. Crora, cnemu na 2c+ s + 2 ve nenu a u 3¢+ s + 3 He menu b.

Y mpeTxomHOM MPUMEPY WIYCTPOBAHA j€ UYMHHCHUIA A4 yIpomhaBame KO-
JUYHUKA OBA TPUTOHOMETPUjCKA IOJMHOMA MOMONY {-cMeHe MOke Kao pe-
3yJATaT AATU KOJWYHUK TPUTOHOMETPHUJCKUX HOJIUHOMA NPU YEMY CY TPHULO-

HOMETPUjCKM CTEIeHU OpOojuola U MMEHUOIa CMAaHmeHU BUINE HEero ITO Ou ce
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MOCTUNJIO CKpahmBameMm Opojuona m mMeHuola Tpuronomerpujckmm HI3JI-
oM. 3ampaBo, ymnpomhaBame Ha OBaj HAUUH CUTYPHO HUje TOPU MOCTYIAK
on ckpahuBama Opojuona u mMmenuona tpuronomerpujckum H3/l-om. Ta
UMEEHUIA JOKa3aHa je TeopeMoM 13 panxa [64] koja ciaemu mocie HapemxHOT
asropurMa. lTakobe, mpuMeTVMo na Ha OBaj HAYWH HUCMO y obaBe3u na (ak-
ropumieMo oauaoM y Qlt], mro 6u Mopaau yKOIMKO OU sKejeaun Ja U3BPIIUMO
ckpahuBame Opojuoria 1 mMmenuona tTpuronomerpujckum H3 II-om.

Y macraBky he OuTu mpukazaH ajaropuraM 3a ymnpomrhaBame KOJIUYHUKA
[IBa, TPUTOHOMETPUjCKa HOJMHOMA moMony t-cMene, mpema pany [64].

Algorithm [trig simplify]

Input: Koauunuk nsa TpuroHomeTpujcka MOJUHOMA §

(da, dy) — (TD(a), TD(b))
(e, be) <— (e(a) - (1+ %)% 1y (b) - (1 + %))
gt <— ged(ay, by)
(@, bi) <— (ar/ g, be/g)
if d, < dp then
Gy +— (1 + %)%
else
by ¢— by(1 + t2)da=do

[ +— max([deg,(@)/2], [deg,(b:)/2])

a<— wt_l((l_f;)z)

b— U (i)

RETURN (a/b) &

Teopema 122. Heka cy f,g € Q[s, c]/{s* + ¢ — 1) menyamu mpuzornomempujcru
noaunomu. Hexa je § UBAA3HY NOJAMAK as2opumma 3a ynpowhasamwe KoauY-
HUKG 08a MPUZOHOMEMPUICKA Noauroma. Tada we nocmoje mpuzoHoMempujcKy

noauromu a u b makeu da je § =L wTD(a)+TD(b) <TD(p)+TD(q).
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Jowas: Hexa je d, = TD(p), dy = TD(q), pr = $a(p)(1+£)% w g = ulg) (1+£)%.
3a M3JIa3HM MOJATAK AJTOPUTMA 3a ynpomhaBame KOJUYHUKA ABA TPUTOHO-
Merpujcka moiuHoMma Bazku NZD(p;,q) = 1 u jemam on ycaosa (i) degp, >
2d, — 2 nnn (i) degq: > 2d, — 2, Tj. HHUCY HCTOBPEMEHO p U ¢ HEJLUBU Ca
1+ c. Hamve, mera je d, = TD(a), dy = TD(b) un mexra je a; = (a)(1 +t2)% n

by = (0)(1 +1?)*. Canma mz § =L nobujamo

bipe(1 4 12)% % = qua (1 4 t3)® %,
Kako je 1+ t? konpoct ca ag, by, py u q;, Tana je d, — d, = dy — d,, Tj.
dy+do = dp + d,. (2.5.2)

Batum, kako je NZD(p;,q;) = 1 u NZD(p;, 1 + t?) = 1, caemm na p; | a;. Y
cayuajy (i) mmamo ma je degpy > 2d, — 2. C obG3upom na p; | a;, “MamMo
na je 2d, > dega; > degp; > 2d, — 2, ma je mpema ToMme d, > d,, mTO je
eKBUBaJIeHTHO ca —d, < —d,. VMmajyhm y Bumy mocienmy HejeTHAKOCT, W3
jemnaroctn (2.5.2) mobujamo na je d, < d,. Iariue, y cayuajy (i) Teopema
Basku. Ha cauuanm HauuH ce moka3yje na Teopema Baxku u 'y ciayuajy (ii). O

Y mocaenmoj cekuuju paga [64] yKpaTko je OmMCAaHO jOII HEKOJIMKO HAYNHA
3a ympomrhasame KOJIWYHUKA, (pakTopucame n Hamaxkeme H3/[-a nBa Tpuro-
HOMeTpUjCKa mosuHoMa, npema [51, 80], rae cy HABEIEHM U HEKU HETXOCTAIM
noMeHyTuUx Merona y nopebemy ca mocrymmuma onucanum y [64].

[Ipempa y pany [64] Hucy matu meraJsy ajropuraMa 3a Hejbeme U GaKkTo-
pucame TPUTOHOMETPUjCKUX MTOJUHOMA, ayTOPU OBOT paja Cy CBe HaBeIeHe
onepanuje yrpamuiau y nporpam Maple. Hbuxos Maple kox moctyman je Ha
crparumu www.cecm.sfu.ca/CAG /products.html.

Hakne, Teopuja (arropusanuje TPUTOHOMETPUjCKUX IIOJUHOMA Y PaLy
[64] onmucana je manx momem Q. Arko mak, ymecro mosba Q mocmMaTpamo He-
roso pamwmpeme Q(i), Tama cy ¢+ is u ¢ — isS UHBePTUOUIIHU €JIeMEeHTH, jep je
(c+is) - (c—is) =1, ma crora ¢GopMmysia 3a TPUTOHOMETPUjCKA CTEIEH, NaTa
aemoMm 104, Bume He Basku. Kao mrTo je peuveno y moraamy 2.2, S¢ =
Q(i)[s, c]/{s*+c*—1) je moMmen ca jenHO3HAYHOM (PAKTOPU3AIM)OM, A je mpeMa
Tome y oBoM momeny H3Jl mBa TpuroHoMeTpujcka MOIUHOMA jeAUHCTBEH MO
Ha MHOKEH€ MHBePTUOWIHUM ejgeMeHTruMa. CXOOHO TOMe, ynporrhaBame KO-
JUYHUKa OBA TPUTOHOMETPHUjCKa MOJUHOMA MOCTUKE ce ckpahuBamem Opo-

juonia u umenmona Tpuronomerpujckum H3 Il-owm.
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I'NIABA 3

ITPCTEHN XUIIEPBOJINMYRO-
TPUT'OHOMETPNJCRKUX
ITIOJIMHOMA

Xunepbonanuke (GyHKNMje OpBU OyT cy yBemeHe 1760. ronumHe, Ha IBa
paznuunra Haumaa [14]. Puraru'® je ropmctmo ozmaxe Sc. m Ce. ([co]sinus
circulare), ®KOje ce OmHOCE Ha LUPKyJIapHe (TPUIOHOMETPUjCKe) (YHKIUje U
osnake Sh. u Ch. ([co|sinus hyperbolico), koje ce omHOCce Ha XUIEPOOIUUKE
dynrmmje. JlambepT!® je ycBojuo HasuB, aJau je IPpOMEHMO ckpalieHuie oBux
(OYHEIMja Yy OHE KOje ce M JaHaC KOPUCTe.

[Ipumene xunepOonuykmx (QyHKOUja cy OpojHE y MaTeMaTwunud, GU3NIU U
UHKEHEPCTBY. Y KOMIIJIEKCHO] aHAJIWU3W XUIEPOOJNMUYKU CUHYC U KOCHUHYC
(sinhz u coshx) mocmarpajy ce ka0 (yHEKUMje CUHYC M KOCHUHYC Ca apry-
MEHTOM KOju canp:ku mMmaruHapHy jemunuiy. Jlobpo je mo3mara Be3a us-
MeDy ekcnoneHnmjasiHe GyHKIUje W XUIEPOOTINYKOr CUHYCa M KOCHHYyCa e’ =
coshx 4+ sinhz. C 063upoM na exkcnoHeHnUjasJ HA (GYHKIMja MOXKE OUTHU Ie-
¢uHMCaHA 3a OMJIO KOjU KOMIJIEKCAH apryMeHT, ciemau na u sinhx m coshx
MOT'y MMAaTH! KOMILIEKCHe apryMmeHTe. [lakie, xunepOosnmyke GpyHKIUje MOTY
ce ImocMaTpaTd U Kao XOJOMOp(hHe QyHKIUje, KOje NPeACTaB/ba]y LEeHTPAaJIHe
00jexTe MCTpakMBama KOMIIJIEKCHE aHAJU3E.

XunepOoianuke (QyHKOUje jaBibajy Ce W Yy Pellel’hNMa MHOTUX JIMHEAPHUX

“Vincenzo Riccati (1707-1775), BeHenmmjaHCKN MaTeMaTHuap u ¢pusmaap
15 Johann Heinrich Lambert (1728-1777), mBajuapckn MareMatudap, (pu3mdap, acTPOHOM W
¢unosod



nudepeHnjaainx jeJHaUMHA, HEKUX KyOHUX jelHAUYWHA, 3aTUM Yy IPOpavy-
HUMa yTJIOBA U pacTojama y XumepOboJnyKoj reoMeTpuju, kao u y Jlammaco-

7 koopmuuaTama. OBa jemHAUMHA 3HAYA]HA

B0j!% jenmaumnu ca IlexapToBUM
je y MHOrmM objacTmMa (QU3MKe, YKLYUYjyNu eleKTpoMarsHermsaM, AWHA-
MUKY (JIyuna, TOIJIOTHY IPOBOAJLUBOCT, KAO M CIENUjaJHYy TE€OPHU]y pelaTu-
BHOCTHU. DBumme o mpuMeHaMa XWUNepOONMUYKUX (YHKIUjA Y €JIEKTPOTEXHUIIN
moke ce mahu y pamy [49].

[Ipumena xunepOOMMYKNX (YHKOMja y TOPENOMEHYTUM OOJIacTUMa aKTy-
enHa je m manac. Pagnosu momyt [30, 72, 88, 92| cy camo Heku ox GpojHUX
pamoBa 00jaB/bEHUX Yy MOCIEImE BpeMe Koju moTBphHyjy OBy UMH€HUILY.

Y HacTaBky, xunepbonnuke ¢gyHrnuje 6mhe pazmarpane ca aaredbapckor
acrnekra. OBakaB NPUCTYI, KOIUKO HAM j€ MO3HATO, HUj€ 3aCTYNJHEH Y JIUTE-
parypu. Hamme, buhe nepunrcanu xunepOOIMYIKO-TPUTOHOMETPI)CKU TTOJIN-
HOMM, aHAJOTHO TPUTOHOMETPHjCKUM MOJUMHOMUMA, U Takohe Ouhe omucanum
IPCTEeHN OBUX HOJMHOMA, ynopebhyjyhu ux ca npcTeHnMa TPUTOHOMETPUjCKUX

IIOJIMHOMa, OIMMCaHUM Yy HpeTXO,ZLHOj JIaBUA.

3.1 Ilojam xmmepOOJIMUYKO-TPUTOHOMETPHjCKOT

ITIOJIMHOMA

[Io yrameny Ha TPUrOHOMETPUjCKE TOJIUMHOME, Ae(PUHUIIEMO XUIEPOOTIUIKO-
TPUTOHOMETPHjCKe IOJIMHOME KaO KOHAUYHe JUHeapHe KOMOUHanuje (GyHKITja
sinhnx u coshnx, 3a n € N. ¥ macraBky, yMecTo Ha3uBa XUMIEPOOIUIKO-
TPUTOHOMETPU)CKU MOJMHOM Kopuctuhemo ckpahenu vazus X'T-nmoaumHOM.

O3zmaunMo pemoM ca

n

H = Z(ak cosh kx + by sinh kx) | n€N, ay, by € R

k=0

n

H¢ = Z(ak cosh kx + by sinh kx) | n€N, a, b, € C
k=0
ckynose XT-moamHOMa Ca peaJHuM U KOMIUIEKCHUM Koe(uiujeHTuMa. 1lpu-

METUMO JIa aKO (y U3 TeopeMe 56 3ameHuMo ca m € Z nodbujamo X'T-moauHOM.

16Pjerre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827), ¢panmyckn MaTeMaTrndap ¥ aCTPOHOM
1"Rene Descartes (1596-1650), ¢ppanmycku ¢pumo3odh u MaTeMaTadap
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Crenen venyntor X T-nonunoma nepurUmemMo kao Hajsehy BpemHOCT n 3a
KOjy a, u b, HUCY UcTOBpeMeHO jemHaku Hyau. Hapenna sema mokasyje Ham
na je ckyn cBux (peasHux m KoMiuiekcHux) XT-moavHoMa mpCTeH, Kao U aa

crenenu X 'T-mosmHOMA HEMAjy OCOOMHE KAO CTEIEHU OOUMYHUX IMOJUHOMA.

Jlema 123. IIpouseoo dsa peaana (komnaexcrua) X T-noaunoma je pearan (xom-
naexcar) XT-noaunom, wuju cmenew nuje yeek jeOnar 30upy CmMenena mezosus

paxmopa.

Zloxasz: TlocmaTpajMo Ipou3BOI ABA peaJtiHa, OMHOCHO KoMmmaekcHa X'T-mosu-
HOMAa, pemoM CTemeHa m U n. AKO je m wWiau n jegHako HyJW, OBa] MPOU3-
Bon mpunanahe ckyny H, omaocuo H¢, jep je XT-moaunom crenena () KOH-
cTaHTHA (QYHKIMja, OJOK he CTeneH Tpou3BOAa OUTU jeqHAK CTENEHY HEKOH-
crautHor X'T-monunoma. IIpermocraBumo cama ma je m, n > 0. Ilpucerumo

ce caenehux maeHTuTeTa:
sinh @ - sinh b = [cosh(a + b) — cosh(a — b)]/2,

cosha - cosh b = [cosh(a + b) + cosh(a — b)]/2,
sinha - cosh b = [sinh(a + b) + sinh(a — b)]/2,
cosha - sinh b = [sinh(a + b) — sinh(a — b)]/2.

[IprMeHNMO OBe jeHAKOCTU Ha IPOU3BOL
(pcoshma + gsinhmz) - (r coshnx + ssinh nz), (3.1.1)
D, q, r, s € R (omuocuo C), u nobujamo ciaenehu pesynrar
Acosh(m — n)z + Bsinh(m — n)x + C cosh(m + n)x + Dsinh(m + n)z, (3.1.2)

rne je A= (pr—gqs)/2, B = (qr —ps)/2, C = (pr+qs)/2u D = (ps +qr)/2.
Kana je m > n, uzpas (3.1.2) npunana ckymy H, ommocuo H®. Ako je mak
n > m, taga cosh(m —n) u sinh(m — n) 3ameanmo penom ca cosh(n —m) u
—sinh(n — m) y mu3pasy (3.1.2), na mnobujenn m3spa3 takobhe mpumanma ckrymy
H, omnocno H¢. Ha kpajy, ako je m = n, 3amenumo sinh( ca 0 u cosh(0 ca 1,
na u3pa3 (3.1.2) u y oBom cayuajy npunana ckyny H, omsocuo H€.
[Turamo ce masme ma au ce MOxke moromutw ma cy y uspasy (3.1.2) C u D

MCTOBPEMEHO jemHaky Hyau, a ma je mpuroMm y uspasy (3.1.1) (p,q) # (0,0)
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u (r,s) # (0,0). To je jemmno moryhe kama je p = +q u r = Fs. Iaxrue,
Oua0 KOju On OBa JMBa yCJIOBa MPENCTaB/ba NOTpedaH M NOBOJbAH YCJIOB 14
npousBon (3.1.1) e Oyme cremena m + n, OOK Cy HBEroBU (HaKTOPU PEIOM
cTemeHa m u Nn.

[TocmaTpajmo caga mpousBon Ouio koja aBa peasiHa (koMmriekcua) XT-
nmoauHOMa, oarosapajyhux cremena m u n. Taj npousBon buhe jenHaxk cymu
npousBona obauka (3.1.1), koju cy ympaBo pa3MOTPEHU, Ma Ce MOMKE 3aKJbY-
UNTH Ia je TpaskeHW IPOM3BOJ 3ampaBo peasad (koMmmiaekcad) XT-momuHOM.

[Ipousson mBa m3pasa HajBeher cremena obiumka (3.1.1), mon ycioBuma
p = +q u r = F$, maje HeHyJaTH u3pa3 cremeHa |m — n|, obmura (3.1.2).
Haxkne, ako 0ba XT-nmomuHoMa pemnoM CTemeHa M U N CaAPKe MPU MHOKEHY
u3pasze penom obuuka (pcoshmzx + gsinhmaz) u (rcoshnx + ssinhnz), xkoju
3a00BOJbABA]JY jedaH OX NBa TOPENOMEHYyTa YCJOBa, HBUXOB NMpPOM3BOI Omhe
CTEIleHa Mamber o4 m + n. O

Crora, HUje TEMKO 3aKHYUUTU Oa CKYI CBUX (peasHuX U KOMIJIEKCHUX )
XT-nmonmmaoma obpasyje npcre. [Ipema mo3HaTmM MOEHTUTETMA KOJU BarKe
3a xunepOoanuke ¢yHKIUje, ounriaenHo je ma 3a cBako n € N\ {1} ¢yuk-
nuja cosh nr mpencraB/ma MOIUHOM IO cosh x crenmena n, nok ¢gyHknuja sinh nx
npencTaBiba Ipom3Bon (GyHknuje sinh x m momumuoma mo coshx cremena n — 1.

OBo unycrpyjemo caenehmum npumepoMm.

IIpumep 124. 1) 3a ¢yuruujy coshnz, n € N\ {1}, Bawxn:
cosh2z = 2 - cosh?z — 1;

cosh3z =4 - cosh®z — 3 - cosh z;

cosh4z = 8 - cosh? z — 8 - cosh? z + 1;

cosh 5z = 16 - cosh’® z — 20 - cosh®  + 5 - cosh z;

2) 3a ¢ysrmujy sinhnz, n € N\ {1}, Bawn:
sinh 2z = 2 - sinh x - cosh x;

sinh 3z = sinhx - (4 - cosh®z — 1);

sinh 4z = sinhx - (8 - cosh® z — 4 - cosh z);

sinh 52 = sinh « - (16 - cosh® z — 12 cosh® 4 1);

O6puyTo, cBaku npoussox cosh”z-sinh™x MoskeMmo 3anucaru kao y ;_, (@xcoshkz

+ bgsinhkz), g € N, ag, by, € Q, mro je mokazano teopemom 162 (rmasa 5).
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W3 nperxonHor pa3maTrpama Moke ce 3akbyuntu na je H =R[cosh z, sinh z]
u H¢ = Clcoshz,sinhz|, tj. H u H® cy npcreau XT-moamaoma pemoM HaL

nomuMma R u C.

3.2 TIIpcrenu C|cosh z,sinh x| u R|cosh x, sinh x]

Ha mouerky oBe ceknuje ncTakHUMO YnmeHuny na cy npcrenu Clcos x, sin z
n C[coshz,sinhz] m3omopdru. Hawmme, ako mpsBu mpcreH mocMaTpamo Kao
Cle, s]/(c* + s* — 1), a mpyru wao C[C,S]/(C? — S? — 1), Tama nmocToju xo-
MOMOp(dU3aM U3 MPBOT Yy APYTU MPCTEH, WHIYKOBAH MPECIUKABAWEM KOj€ C
ciuka y C, a s caura y ¢-S. C gpyre crpase, MOCTOju XOMOMOpduU3aM 13
APYTOT y MPBU IPCTEH, UHAYKOBAH mpecinkaBameM koje C ciaura y ¢, a Sy
—1-5. To ce cnaxke ca mneanmMa W UHAYKYje XOMOMOP(U3IME KOIMIHUIKUX
IpCTEHA, KOjU Cy 3alpaBoO MHBep3 jeman apyrom. OmnaBne ce MOxke 3aKJby-
YNTU & Cy HOMeHyTH npcreHu m3oMop¢duu. C TuM y Be3n, CBE 3aKJby4dKe
o upcreny C|cosh z,sinh z] moskemo m3Bectu y amamoruju ca ocobuHama mp-
crena Clcosx,sinz|, o kKojuma je Gmio peum Hampen, U 3aTo ux oBae Heliemo
noceOHO HABOIUTU.

Y macraBry ce GaBumo upcreHoMm Rlcoshz,sinhz]. Ilokaskwumo, majupe,

cnenehe TBpheme.
Tepbeme 125. H = R|cosh z, sinh z] je domen.

Jokas: TlocmaTpajmo komumunuuru nperen A = R[X,Y]/(X? — Y2 —1). Ca a
u b ozHaunMo onrosapajyhe ciauke enemenata X u Y Ipu KAHOHCKOM XOMO-
Moppuamy R[X, Y] — A, a=X+(X?—-Y?2—-1),b=Y +(X?-Y?—1). Tana
umamo na je A = Rla,b] ca nedpunumryhom penamujom a®> —b* = 1. Ako ca a u
b o3raummo penom coshx u sinhz, nobujamo na je A = R|cosh z,sinh z].

Y mactaBkry, mokaxumo na je R[X,Y]/(X? —Y? — 1) nomen. Ila 6u oBO
OKa3aJi, JOBOJLHO je MoKazaTu ga je X2 — Y2 — 1 HepacTaB/bUB €JIEMEHT
y R[X,Y]. Ako To mokaskemo, ciemuhe ma je X? —Y? — 1 mpoct enemeHT,
jep je R[X, Y] momen ca jemnosnaunoMm (pakTopusanujom, npema [75, reopema
2.3.2. unocaenuna 2.3.3.] (y UFD-y enemenT je mpocT akko je HEpaCTABJILUB,
BumeTu noryiasme 1.2). Ilame, uaead rerepucan mojguHoMoM X2 —Y? —1 je
npoct npema teopemu 6, ma crema na je R[X,Y]/(X? —Y? — 1) nomen npema

nepmHUIMT 2.
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[IperniocTaBUMO CympoTHO, fa je X2 —Y?—1=g-h, degg =degh =1 (axo
6u jeman o moamHOMa ¢ mau h 6uo cremnena 0, momuaom X2 — Y2 — 1 6uo 6u

HEPACTABJLUB, jep cy mHBepTubmanu emementu y R[X, Y] koucranre). Heka
g,h € RIX,Y] = R[X][Y]. Tana Bawxmn:

9(X,Y) = ao(X) + ar(X)Y,

WX,Y) = bo(X) + by (X)Y.

Ilakise, BaKM je THAKOCT:
X2 —Y?—1=(ag(X)+ar(X)Y)- (bo(X) + b (X)Y).
Hamum cpebuBameM mpeTxomaHe je THAKOCTU J00UjaMo:
X2 Y% -1 =ag(X) - bo(X) + (ag(X) - b1(X) + ar(X) - bo(X))Y + ar(X)b (X)Y2

[Tocmarpajyhwu neBy m mecHy cTpaHy IpeTXOIHE jeqHAKOCTU KaO IOJMHOME
no Y ca koepummjentuma u3z R[X], u usjeqnavasamem oarosapajyhnx roe-

¢unujenara, nodujamo cienehu cucreM jenHauynHa:
CL1(X)Z)1(X) =1

CLQ(X) . b1(X) +a1(X) . b()(X) =0
ag(X) - bo(X) = X? — 1.

W3 mperxombor cmcremMa MoOske ce 3arbyuutn ma cy ai(X) m b1 (X) kom-
craure. Aro um3pas a1(X) = —ﬁ, Koju mobujaMo M3 IpBe jeIHaduHE,
ybanumo y apyry jemmauumny, nobujamo ma je by(X) = ao(X)b3(X). Koma-
4yHO, ybanmmBameM Mocaenmer u3pasa y Tpehy jemnauwny, modbujamMo ma je
(b1(X) - ap(X))? = X2 — 1, rme je b (X) xoncranra. [Iperxomma jemHAKOCT je
routpamuknuja. lakme, X? —Y? — 1 je mepacrasmus noaunom y R[X Y], a
TUME je U JIOKa3 I'OTOB. O

[IraBume, Baku caeneha Teopema.
Teopema 126. R[cosh z,sinh 2| je domen ca jeonosnaunom garmopuszayujom.

Joxas: Tlocmarpajmo Rcosh z, sinh z] kao A = R[a, b] ca nedpurumyhom pena-
majom a? — b? = 1. Ako TpaHChOpPMUIIEMO OBY pesianujy Ha ciaemehu Haumm:

U+ v uU—v

ab_ Y
2

l=a>-b=(a—b)(a+b)=uv, a= 5
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mobujamo na je A = Rlu,v| ca nepunnmyhom pemammjom uvv = 1. Iakme, ca a
u b cy o3nauenu penom coshx u sinhz. OnaBne caenu na je u=e" uv=e ",
na pobujamo ma je A = Rlcoshx,sinhz| = Rle”, e ?], mTo je 3ampaBo mpcren

Jlopanosux nonunoma Rlu,u!]. Tana je
A =Rlu,u ] = Rlu|[u™!] = Rlu]s,

rae je S = {1,u,u? ...}. Ipyrum peunma, Rlu,u~!] je nokamusammja momena
Rlu] y ommocy ma myarunaukatusan ckyn S. Kako je R[u] raaBHomnmeascku
momen (Bumeru [70, mpumep 51]), mpema teopemu 19 ciaemu na je yjemHo u
IOOMEH ca jegHO3HA4YHOM (akropusanujoMm. IIpema teopemmu 27 cremm ma je
n A = Rlu]s momen ca jemHO3HAYHOM (GAKTOPU3ANUjOM, Ha je TUME W IOKa3
TOTOB. O

Ilakne, 3a pasnuky on momena R[cosz,sinz|, nomen R[coshz,sinhz] je mo-
MEH Ca JeJHO3HAYHOM (aKTOPU3AIU]OM.

. T - .
C jemme crpame, mobpo mosHaTu maeHTureTu coshxr = ¢ +2€ u sinhx =

et—e” "

oMmoryhaBajy ma ce mpou3BOJbaH €JEeMEHT z u3 H Moyke Hammcatu y

0buKy
z=e "P(e"), neN, P(X) e R[X], deg(P) = 2n.

OGpuyTo, Kako je e” = cosh x+sinh z, cienn na enement obauka e " P(e”),
3aneNwu P(X)eR[X], npunana H. IIpema Tome, ucnocrasiba ce na mOCTOjU
n3omopduzam momena H u noranusanuje nomena R[X| y ommocy ma MynaTu-
mnukatusan ckyn S = {1, X, X? ...}, unnykosan npeciaukapamem X —> e°.
Crora, ocobune momena H MoO:keMO ommcaTu mpemMa OcOOMHAMA HeMy U30-
Mopoue anrebapcke crpykrype R[X]g, mro je jemnocraBuuje 3a aHaausy.

[Ipema ToMe, unTaBa mpuya U3 IOTJIaBba 2.2, KOja C€ OMNHOCU HA AOMEH
Clcos z,sin z], arasorso ce Moske npesneru kako Ha mqoMmeH C[cosh z,sinh 2] Tako
n Ha qoMmeH R|coshz,sinhz], mmajyhwu y Buny pasnuky mameby osa msa mo-
MeHa, KOja Ce OJHOCU Ha HEPACTABJLUBE €JIEMEHTE.

[Ipema medumuntmju 20 u npumepy 21, R[X] u C[X]| cy Eyraunosu mno-
menu. Ha ocuoBy [84, mpomosunuja 7|, umamo ma cy u R[X]s u C[X]g Ta-
kobe Eykmnnosu momenu. Hariae, H = R[X|s u H® = C[X]s cy Eyrmunosu
momenu. IIpema Teopemm 22, moske ce 3akpyuutu na cy Rlcoshz,sinhzx] u
C[cosh z, sinh z] rnaBHOMIEANCKN TOMEHN.

Nueptubunum enementn nomeHa H, omHocHo H€, cy eleMeHTU CKyIa

R\ {0}, ommocno C)\ {0}, 3atum cTenenu enemenara z u 2z~ ', K&0 U yMHOIIIN
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1

HEHYJTUX DEAJHUX (KOMHI[GKCHI/IX) KOHCTAHTU U CTEIEHAa eJIeMeHaTa 2 U 2

rae je z = coshx +sinhx u 27! = coshx — sinh z.

Y nomeny H¢ HepacTaB/bUBU €JIE€MEHTU Cy, OO0 HA UHBEPTUOUIHE eJie-
mente, XT-momuuomu obmaumra coshx + sinhx — a, a € C*. OBo cy jemunu
HepacraBpuBu esementu, jep je C anrebapckm 3aTBOpeHo mosme. Y  mo-
MeHy H HepacTaB/bUBU €JIEMEHTU Cy, OO Ha WHBepPTUOUMIHE ejgeMente, X'T-
noauaoMu obsmka coshx + sinhz — a, a € R*, kao u XT-nmomunomu oO6IMKa
a(cosh 2x + sinh 2x) + b(cosh z + sinh z) + ¢, ca ocobunom b? — 4dac < 0, anaIOrHO
HepacTaBbuBUM esneMenTMa noMmeHa R[X]. Makcumannu mneann momena H
u H¢ cy raaBHU maeaau reHEPUCAHU HEPACTABHLUBUM €JIEMEHTUMA, OBUX IO-

MEHa.

3.3 AusgropurmMmu kon XT-mosmmoMa

Y mocienmeM MOraaB/by OBE TJIaBe UCTAKHUMO UUEEHUIlE KOje, MO yIJIemy
Ha noMmeH Q[cos z,sinx] onucan y pany [64], Baske y nomeny Q[cosh z,sinh z], a
TUUY ce TOCTYyIaKa 3a pakTopucame, nebeme, Hadaxkeme H3 /[-a n ynpomrha-
Bame KoJmuyHMKa aBa X'1T-mommHoma. WmHaue, mokas caMe UYMHEHUIE 14 j€
Q[cosh x, sinh z] nomen m3BOAM ce aHasoOrHO MOKa3y TBpbhema 125.

Hajope, moke ce 3akmyuntu na jgema 123, Koja je mMOKa3aHa 3a peatiHe U
romiiekcue X'T-monmuome, Basku m 3a X'T-moaumHOMe HaA M MOJHEM PAIMOHAJI-
HuX OpojeBa. Y MOKa3y OBe JieMe UCTAKHYyTU Cy MOTPEeOHU U JOBOJLHU YCIOBU
IO KOjUMa CTeIleH Mpou3Boaa aBa X T-moauHoMa HUje jenHak 30Upy CTemeHa
BEIOBUX YMHMIIALA, IITO je IpBa OurHa pasnuka udMeby nomena Q[cos z, sin ]
u Q[coshz,sinhz|. [pyra 6urHa pasnuka n3meby oBa nBa momeHa je Ta mITO
je Qcosh x, sinh x] momen ca jemmosnaunom parropuszanujom, nok Q[cos zx, sin z
To Huje (Bumeru mornasiwe 2.3). Iloka3z ma je Q[coshz,sinhz| momen ca jen-
HO3HAYHOM (paKTOPU3alNjOM U3BOAUM Ce aHAJOT'HO INOKa3y TeopeMme 126.

Cana kama 3HaMO KOje Cy KibydHe pasiuke uzmebhy oBa mBa momeHna, MOKe-
MO HaBecTHU cBa TBpDema koja Baske 3a momen Q[coshz,sinhz|, mo yrneny na
momen Qcos z, sin z]. Hamomenumo ma reopeme 136 u 139, koje he y macrasry
ouTu HaBeneHe, Bayke 3a oHe X'T-mosuaome Han Q Ko KOjux je cTemeH mpou-
3Boga nBa X'T-mosmHOMa jenmHak 30Upy CTeNeHa HEerOBUX YMHUIIAIA, Tj. 34
one XT-nmomuuome mam Q 3a KOje He Baske YCJOBU HABEIEHUW Yy HOKa3y JieMe

123. Csa tBpbema roja hemo HaBecTum HOKA3yjy Ce€ CIUYHO KAO 3a JOMEH
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Q[cos z,sinz| (Bumerm morsassse 2.5), ma he nokasm M3 HaBEXEHOr pa3Jyora
OUTU U30CTABJHLEHU.
Hajope, osmauumo ca s u ¢ pemom sinhxz u coshx. Ilpu tome, Bakuhe

jeTHAKOCTHU
2t 1+t
c=——
1—¢2 1—¢2

3a t= tanh%.

Hasemumo cana mepununuje u tBpbhema roja Baske 3a Q[cosh x, sinh z].
HMeduaunumja 127. leduanmmmo penamujy = ca p = ¢ <= (*—s*—1) | (p—q)
y nomeny Q[s, c].

,I[e(anmJ;n_]a 128. Hepunummmo ¢:Qls, ] — Q[s, ¢| ca ¢(p)=p (mod *>—s*~1),

opu dyemy s° Memamo ca ¢ — 1.

JIlema 129. Hexa je p € Q[s,c]. Taoda je ¢(p) jeduncmeen eaemenm y Qls, |,

obaura A(c)s + B(c), exeusaaenman ca p.

IHedpununuja 130. 3a p € Qls,
y osmamu HTD(p), kao HTD(p) = deg, .(¢(p)), rme je deg,. cremen momunOMA

¢(p(s;c))-

d/{c® — s* — 1) medpunummmo XT-crenen ox p,

2 _s? je cremena 2, ako Ta IOCMATPaMO Kao O0MYaH

Ha npumep, monmuaOM p = ¢
nonuaoM y Qls, ¢]. Mebhyrtum, ako ra mocmarpamo kao XT-TOJIUMHOM, HEroB

XT-cremen je 0, jep je ¢(p) =

Hepmaumuja 131. ledpuanmunmo

¢t : Q[S,C] — @(t) ca 1/%(1?(370)) = p( 132;27 1iz)

Kao mro 3namo, 1 : Q[s, ] — Q(t) je xomoMopdu3am npcrena uuje je jesrpo
rJIaBHU UIeaJ TeHepucad mojuHoMoMm ¢ — s? — 1. Ilpema mpBOj TeopeMu o

uzoMopduaMy npcrena, umamo xa je Q[s,c|/(c? —s* — 1) 2 Q(1).

Jlema 132. Hexa je p € Q[s,c]/(c®* — s* — 1) maxo da je HT' D(p) = d. Tada je
Ue(p) = 5= fZ))d; 20e a(t) € Q[t], maxo da je deg,(a) < 2d u 1 —t*ta(t).

Ila GucMO MCKOPUCTUIM T'OPEHABEIEeHN M30MOPPU3aM IPCTEHA, TOTPEOHO je
U BPATUTU I'OPENOMEHYTY t-CMeHY, Tj. M3Pa3uUTU ¢ IPEKO S U ¢, U TUMe IpeT-

BopuTH panuoHaaHy ¢yHEIUjy mo t y XT-mommaom. To mocTtmxeMo cMeHOM
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t = % OBoM cMeHOM MOOMjaMO KOJIWYHUK ABa X 1-mogwmHOMA, a na OUCMO
nobunu XT-nmonuaoM Tpeba M3BPIMIUTU BHUXOBO AEJbEHE, IMTO je mocebaH 3a-
nartak. Taj mocTymak ONKCAaH je y TEOPEeMU KOja CJIenu.

Baxxe cienehe momohne meme.
Jlema 133. Hexa je a(t) = — Z?ZO vit" MaKo 0a je Vo, = — Y i Va(n_i) U Vap_1 =
S st Tada (1—12) | a(t).
Jlema 134. Hexa je n € N. 3a ceaxu noaurom a(t) za woju 1 — t2 { a(t) u

deg,(a) < 2n, saxncu
resy(a(t) — X(1—t*)", st + (1 —¢)) = p(s,c) X +q(s,¢),

2de p(S,C), Q(Sac) S @[S,C]. mmasuwe> gb(p) = _2n<c - 1)n’ 925(]9) | gb(Q) ) @[570] u
HTD(q(s,c)) = 2n.

Konauno, Baxku cieneha Tteopema.

Teopema 135. Hexa jen € N u nexa je a(t) noaunom 3a xoju samcu 1—t  a(t) u

deg,(a) < 2n. Tada nocmoju jeduncmeen XT-nosunom a, XT-cmenena n, maxo
da j@ ¢t(d> = O(i(—ttz))n-

Hapenna Teopema moka3yje HaM Kana jenaH X -TIOJMHOM nOey OAPYTU Y

Q[s, ] /(c*—s?>~1). Oznauumo ca NU 6pojunan y pasioMKy, HIP. NU<(1‘i(tt2))n) =
a(t).

Teopema 136. 3a a, b € Q[s,c]/(* — s* — 1) sancu:
alb < (i) HTD(a) < HTD(b)

(i)  NU@W(a)) | NU(31(b)) y Q]
(iii) deg(NU(¢(b))) — deg(NU (¢1(a))) < 2(HTD(b) — HT'D(a)).

Iocanenuua 137. Hexa je p € Q[s,c]/(c® — s* — 1) maxo da je HT' D(p) > 1. Axo
je deg(NU (¢(p))) < 2HTD(p) — 2, mada (c+1) | p.

Y macTaBKy ce 6aBUMO HepacTaBmuBUM eieMmenTuma y Q[s, c]/(c? — s —1).

3uamo na cy uaseptubuiaau exementu y Qs c]/(c*—s?>~1) pammonaanu 6pojesu

pa3jnunuTn OO0 HYJIE, 3aTHUM CTCICEHMU eJeMEHaTa < " Z_l, KaO0 M yMHOIIIN

HEHYJITUX PAIMOHAJTHUX KOHCTAHTHU M CTEICHA eJeMeHaTa 2 U z 1, TIe je 2 =

' = coshz — sinh z.

coshz +sinhx n 2z~
Y mornassmy 1.1 HaBeneHa je meduHUIMja HepaCTaBJBUBOI e€JIEeMEHTA (;[e—

¢unnnuja 4). Hakne, Baku:
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Heouannuja 138. Henynru enement p € Q[s, c]/(c* — s> — 1) je mepacTaBmbub
aKo:
a) p HUje UHBEPTUOUIAH eJIEeMEHT,

6) ako je p = ab, cnenu na je a wiu b UHBEPTUOUIAH €JIEMEHT.

Teopema 139. Hexa p € Q[s, c]/{c? — s* — 1) u nexa je p neunsepmuburan eae-
menm. Tada saxcu:
(a) axo je HT'D(p) = 1, mada je p nepacmassue X T-nosuronm,
(6) axo je HT'D(p) > 1, mada je p nepacmasnus X T-nosurom arko
(i) deg,(NU(u(p))) > 2HTD(p) — 1,
(17) NU (4 (p)) je nepacmasnus noaurnom y Q[t] uau je NU (1(p)) npouszeod
dsa nepacmaspuea noauroma y Qlt], npu wemy cy oba nenaproz cmenena.

HaBe,Z[I/IMO Calla W HEKM IIpUMEp pacCTaBJ/balba XT-monuuoma Ha IapocTe

dhakTope.

IIpumep 140. Hexka je p = sc. Hajupe tpaxwumo caury XT-nmoamroma p mpm

npecaukaBamy U (p):
2
o) = vuloc) = 2+ (1.

Caru darxrop camke X'T-mosmHOMA p TPU TpPECIUKABAKBY 1 MODA MMATH
nMenmnan 1 — t? Ha Heku cremeH. Ilpema Ttome, XT-TOJMHOM p MO¥kE UMATH
HajBUIIE OBa (PaKTOpa, ¢ 0O3UPOM Ma je CTelleH MOoaumHOMa 1 — t? y uMeHunomy
pamumonasue ¢pyurimje 1V (p) jennax 2. Ilpumemyjyhu Tteopemy 139, Bumumo
na je jemuna moryha ¢gaxropusamuja oxm 1 (p):

t 1+

Iaxine, jenuna paxropusanuja X'T-moanaoMma p je sc.

2

IIpumep 141. Heka je p = (1 +¢)s + 1 — ¢*. TlomoBO Tpamumo cauky XT-
MOJIMHOMA P MPU IPECIUKaBamLY Uy (p):
Glp) =~ =

Cparu ¢darxrop ciamke X'T-mosmHOMa p NpU IpPECIUKABAKBY 1 MOpPa WMATH
umenunan 1 — t? Ha Hekn cremed. Kao y mperxomaoMm mpuMepy, X T-moamrom
p MOke mMaTy HajBume nsa ¢arkropa. Moryhe ¢akropuszamuje ox 1 (p) cy:
RN S WY (5

1—12 1—1¢2 11— 1-—-¢"
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JacHo je ma obe ¢arkropumsanuje on Yy (p) majy jemHy ucTy (GaKTOpU3aIujy
XT-nomuuaoma p n 1o (1 +¢)(s —c+1).

Kao mro je Beh peueno, Q[cosh z, sinh z] je momen ca jemHo3HAUHOM (AKTO-
puzanujom. Ilakie, cBaku exement nomena Q[cosh z,sinh x] uma jemuucTBeny
dakTopuzanujy, N0 Ha UHBEPTUOMIIHE €JIeMEHTe W N0 Ha PenoCel aToMa y
¢dakTopuzanuju, mTo je moTBphHeno u oBuMm npumepuma. CXOTHO TOME, MOKE
ce zakimyuntu na je H3Jl mBa XT-mosmHOMa jeaWHCTBEH, OO HA MHOMKEHE
UHBEPTUOUIHUM €JIEMEeHTUMa, U MO:Ke ce MOOUTU KopullhemeM f-cMeHe Kao
y mperxomgHa aBa npuMmepa. [Ipema tome, ympomhaBame KOTUYHUKA dBa X -
MIOJIMHOMA, TMOCTWRE ce ckpahuBamem Opojuorna u nMmenuona muxoBum H3 -

OM.

IIpumep 142. Heka je a = s(1+¢) u b = —c®* +cs+ s+ 1. Y nperxomnom
npuMepy Bumeau cMo ga ce XT-noauuom b paxropume kao b = (c+1)(s—c+1).
Hakne, NZD(a,b) = ¢+ 1.

Ha kpajy oBor mesma HamoMeHMMO na ce y mokaszmma teopema 136 u 139
KopucTHu GopMyJia na je cTeneH mpoms3Bona nsa X'1-mosmHOMAa jenHak 30Upy
CTeNeHa HeroBUX YMHUIIANa. 300r Tora je Ha MOUYeTKY OBOT IOTJIaBJha PEYEHO
na he ce mHaBemene TeopeMme OMHOCUTU Ha OHe mapoBe X'T-mosmHOMA 3a KOje
je oBaj ycCJIOB UCHyIeH. JacHO je ma OBaKBM HapoBu X T-MoOJMHOMA YUHE
HeynopenuBo Behu meo ckyna cBux X'T-mommHOMa On OHOT neja CKyna KOju
canp:xu mapose X'T-monmmaOoMa 3a Koje moMeHyTa (hopMyaa He BaKU.

C tuMm y Be3u, MHTEPECAHTHO Ou OuI0 mMo3abaBUTU Ce U OBOM JAPYTOM
rianacom X'T-monmmHOMa, KOja 3ampaBO MpeacTaB/ba CIENUjajJaH Caydaj U ca-
MWM THUM YMHUW 3HATHO MalbM CKYII O T'OPEOIMCaHOI CKYyIIa XT—HOJIHHOM&.
Ilakne, HacTaBakK UCTpaKUBaMma HA OBy TEeMy MOTrao Ou mhu y mpaBIily IpOHAa-
JaKema MIOCTYIaKa 3a GpakTopucame, nesbeme, onqpebusame H3I-a u ynpom-
haBame konmunumka nsa XT-moiamHOMA, 3a KOje He Baxku (pOpMyJia Koja ce
OMHOCU Ha CTeIeH mpom3Bona aBa X [-moaumaoma. OBum 6um 6uo obyxBahen

unTaB ckyn X'T-moamHOMa ca panmMoOHAJIHUM KOe(pUI)eHTUMA.
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I'VIABA 4

METOI NJORKASNBAILA RJIACE
HEJETHARKOCTN KOJA OBYXBATA
MEHNIOBUTE TPUT'OHOMETPNJCRE
ITOJIMHOMCEKE Y HKIINJE

[Ipenver ucTpakmBama OBe TJaBe je MeTOH MOKa3WBama HejeTHAKOCTU

00JIuKa
n

f(x) = Zaixpicos‘“a: sin"'x > 0, (4.0.1)
i=1
3a x € (01,02), 01 <0 < dq; rae je oy €ER\{0}, pi,qi,mi €Ny m neN.

HejemnakocTu 0BOr TUIA Cy y BEJIMKO] MEPU 3aCTYILJbEHE Yy JUTEPATYPU.
3HauajaH Opoj BUX MOKAa3aH je HAa Pa3JIMUNTe HAYWHE, HOK CY HEKEe OCTAJIe
HelOKa3aHe, U JaTe Cy Kao oTBopenu mpobaemu. OTyna je HacTajda uaeja aa
ce MOCTYyIIaK JOKAa3MBama OBAKBUX HEjeIHAKOCTU, Y M3BECHO] MEpPH, ayTOMa-
THU3yje.

Ha ocroBy pasMarpama u3 Apyre rjaBe OBe AUCEePTAaIlje, MOKE CE 3aKIby-
untu na exementu f(z) u3 (4.0.1) npunangajy pammpemny IPCTEHA DeaHUX
TPUTOHOMETPUjCKUX moamHoMa R[cosz,sinz]. OBo pammpeme 03HAYUMO Ca
Rz, cos z,sin x]. Huje Temko 3akbyduTn, Ha OCHOBY aHAJIN3a U3 Jpyre riase,
na je u Rlz,cosz,sinz| npcren, mrasume nomen. KEiaemenTe oBor goMeHa
HA30BUMO MEULOBUMUM MPUZOHOMEMPUICKUM NOAUHOMUMG HAT TObeM R.

Heke 3akbyuke 0 OBOM HOMEHY MOKEMO W3BECTU HA OCHOBY pe3yJITaTa

u3 raase 2. Y oBoMm pany HeheMo ce GaBuTy ayOBUM MPOydaBameM OBOT



IOMeHa, MaJa Ou TO MOrJia OUTW 3aHUMJBPVBA TeMa HEKOI KaCHUjer UCTParKu-
Bama.

Iakime, y oBoj riiaBu Ouhe nmpura3an MeTOA JOKA3UBAMA TPUTOHOMETPU]-
ckux HejenHakocTu obsmka (4.0.1), npema pany [55]. $yuruuja f(z) je memo-
BUTa TPUTOHOMETpPUjCKa mojauHoMcka ¢yHknuja. Ilo ayropoBom casznamy,
MEMIOBUTE TPUT'OHOMETPU]CKE MOJUHOMCKE (DYHKIje IPBU IIYT CY pa3MaTpaHe
y paxy [25]. OBe ¢pyHrumje jaBmajy ce y TEOpUjU AaHAJIUTUYKAX HEjeTHAKOCTU
[1,2,5,8, 11, 21, 22, 46, 47, 50, 53, 76, 85, 97|, [15]-[17], [38]-[42], [60]-[63],
[66]-[68], [89]-[91], [99]-[102], [107]-[110].

Y pany [61] npukasan je npupomaH OPUCTYI JOKA3UBAKY HEKUX KOHKDET-
HUX npuMmepa Hejennakoctu obamka (4.0.1). Osaj meronm Gaszupa ce HA IuU-
pexkTHOM nopebeny ¢yHKNMja CUHYC 1 KOCHHYC ca oaroBapajyhum Makmope-

HoBuM'® mosmHOMUMa. MebhyTuM, MOMEHYT METOJ HUje TPUMEHJLUB Ha (yH-

|, ka0 m Ha (yHEMMA]y sin’z Ha meaOM

™
' 2
unarepsaiy [0, 7|. IIpema Tome, nehemo mopemnutu tepm cosfz-sin"z ca mpou-

KIUjy cos’z Ha mesoM mHTepBaty [0

3BogoM onrosapajyhux MakiopeHOBUX anpokcuManuja (yHKIVja KOCUHYC U
CHHYC CTEIIEHOBAHUX PEIOM Ha ¢; ¥ 1;. JemHa ox MoryhuocTu je Tpancopma-
nuja Tepma cos?r - sin"r y cyMmy CcUHyCa U KOCUHYCA BUIIECTPYKUX yTJOBa. Y
HACTaBKy OBOI meja Omhe ommcaH MeTOH MOKa3UBaIbha HEjeIHAKOCTU OOJIUKA
(4.0.1) Tpancpopmucamem pyurmuje f(xr) y ekBuBaseHTaH 0GIUK, KOjU CAIP-

KM CUHYCE U KOCUHYCE BUIIECTPYKUX YIJIOBA.

4.1 Ilomohna TBpbhema u mpumpemMa 3a OIIUC
MeTO 1A

Hexka je ¢ynrnumja o(x) anpokcumupana Tejmoposum®®

nosmaOMOM T (),
crenena k, y OKOJUHU Tauke a. Ako nocroju 1 > 0, Tako na 3a x € (a—mn,a+n)

Ti(z) = o(z),

Tama ysomumo osHary 1, () = Tp(z), u T, “(x) HazuBamo zopmom anpokcu-

mayujom GyHEnuje ¢(xr) y oKoamHM Tauke a. AHaJOrHO, ako mocrtoju 1 > 0,

18Colin Maclaurin (1698-1746), mkoTcKl MaTeMaTrdap
19Brook Taylor (1685-1731), enrseckn MaTeMaTHdap
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Tako na 3a r € (a —1n,a+ 1) BaKu

rana ysogumo o3Hary 1 7% (z) = Tj(z), u T7"(x) HA3UBAMO 00mOM ANPOKCU-
mayujom Ppyurmmje p(xr) y okonuuau tauke a. Hamasme, mocmMaTrpaMo QyHKIU]Y
o(r) kao ¢yHKIM]y U3 ckyna {sinx,cosz}.

[TocmaTpajyhu MaknopenoBe ampokcuMalije GyHKINja CUHYC U KOCUHYC,
MOKE Ce yOUUTHU Ja je Tlsin’o(x) mman, a T5"0(z) ucnox rpaduka (yHKIMje
sinz 3a >0, u T5™%(z) je ucnox, a T;in’o(x) je u3Han rpapura QyHKIMje sin
3a ¢ <0, kKao 1 ma je Tgos’o(x) wznan, a T5%°(x) ucmox rpadura (yHEmHje
cosz. HaBenene unmennne npenusupane cy u yommrere ciaenehium memama.

(n— 1)/2 2i4+1
t
JIema 143. (i) 3a noaurnom T,(t) = E 22+1 ISR 2de jen = 4k + 1, k € Ny,

1=
8AMNCU.

(Vte [0, /(n +3)(n+ 4] ) To(t) > Tora(t) > sint, (4.1.1)
(Vte[ V(n+3)(n+4) 0}) T,(t) <T,.4(t) <sint. (4.1.2)

3at =0 nejeonarxocmu y (4.1.1) u (4.1.2) npeaase y jeonarocmu.

Bat=+\/(n+3)(n+4) saxce pedom jednarocmu Ty (t)=Tn1a(t) u T, (t)=T, ().
(nfl)/Q(_l)itQi-i-l
(i) 3a noaunom T,(t) = Z W7

=0

(We [O,\/—(n—|—3)(n+4)]> T.(t) < T, ,(t) < sint, (4.1.3)
(W € [—\/(n+3)(n+4),0}> To(t) > Trsa(t) > sint. (4.1.4)

3a t=0 nejeonarocmu y (4.1.3) u (4.1.4) npeaase y jednarxocmu.
3at==+/(n+3)(n+4) eance pedom jedrnaxocmu T, ()=L,  4(t) uT,(t)=T n1a(t).

Hoxas: (i) Hera je 0 <t < /(n+3)(n+4), Tana sasku:

20e jen =4k + 3, k € Ny, eancu:

2k t21+1

T - ( 1) t21+1 oo .
D=2 G rr (2i + 1 >Z 22+1 = sint
=0

1=

—_

J=1

> t4(k+] 2
= Z A(k + j) —1) < - (4(k+j))(4(k+j)+1)> =0

(>0)
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Iame,
tn+2

Toga(t) = Tlt) =

t? —
(n+2)! \<1  (n+3)(n+ 4))1 < Tal)

(>0)

2k-+2 © o 0o o
- (_1)zt22+1 (_l)zt2z+1 )
Toa(t) =S U0 Y g
+(?) ; @i+ & @ity "

— i tA(k+35)+3 - 2 .
A(k+7) +3)! (4(k +j) +4) (4(k + j) +5)

]=1

v~

(>0)
Jlako ce mpoBepaBa na oaroBapajyhe jemgHaAKOCTU Y KpPajlmbUM TadvKaMma
cermenta [0, \/(n+3)(n+4) | Baske. Konauno, nokaszanu cmo (4.1.1).

3ate [ V(n+3)(n+4) O) (4.1.2) Bayku HA OCHOBY UUWEHUIE Aa je (yH-
Kiuja sinz Henapra. Korauno, nokasasun cmo (4.1.2).

(ii) Hera je 0 <t < \/(n+3)(n+4), Tana Baxu:

2k+1 t2’+1 o (_1)it2i+1
A —<
Z 22—1—1 S iy M
> 4(k+35)+ t2
< 1-— - - < 0.
; k—l—j 1)!\( (4(k+j)+2)(4(k;+y)+3))1
(>0)
Hame, ) ,
Tt t
T t)=T (t — (1 - >T (t
(>0)
%8

2k+3 i 195 00 F 07
(_1)zt2z+1 (_1)2t22+1 )
T, .,0)=Y ~——— <) ~ 2 —gint
) = - Gk <3 G

o 4(k+7)+5 2
— ]Zl k;+j +5)! (1_ (4(k+j)+6)(4(k+j)+7)) <0

(>0)

Jlako ce mpoBepaBa na omrosapajyhe jemmakocTu y KpajmuM TadvkaMa
CerMeHTa [O, \/(n—|—3)(n—|—4)} Baske. Komauno, mokasasnu cmo (4.1.3).
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Bate [—\/(n+3)(n+4),0) (4.1.4) Basku HA OCHOBY UMIb€HHIE 1A je (yH-

Kiuja sinx Henapua. Konauno, mokasamu cmo (4.1.4). O
n/2 i42i
: (1)t :
Jlema 144. (i) 3a noaunom T,,(t) = E 20e je n =4k, k € Ny, sancu:

o (20)

(Vt € [—\/(n+3)(n+4),\/(n+3)(n+4)}) To(t) > Thia(t) > cost.  (4.1.5)

3at =0 nejednarxocmu y (4.1.5) npeaase y jeonarxocmu. 3at = +£1/(n+ 3)(n+4)

saxcu jeonaxocm T, (t) = Tphya(t).

n/2 (—1)i¢2
(7) 3a noaunom T,(t) = Z

W’ 20e jen =4k + 2, k € Ny, eancu:
i=0 '

(Vt € [—\/(n+3)(n+4),\/(n+3)(n+4)}) T.(t) <T,.4(t) < cost.  (4.1.6)

3at =0 nejednarxocmu y (4.1.6) npeaase y jeonarxocmu. 3at = +£+/(n+ 3)(n+4)

sancu jeonaxoem T, (t) =T, ,(t).

Hoxas: (i) Hera je 0 <t < /(n+3)(n+4), Tana sasn:

=0 =0
oo k+]) 2 t2
<= 1-— >0
]Zl k+j ) —2)! ( k:+j)—1)(4(/<:—|—j))>
(>0)
Haie, B B i P B
Toa(t) =T, () — 1— <T,(t
+a(t) ®) (n+2)!< (n+3)(n+4)) ®)
(>0)
n
2k+2 0 o0 19
o B (_1)zt21 (_1)zt2z B
Toalt) = D "y @iy !
1=0 =0
o t4(k+j)+2 t2
— - 1-— - - > 0.
= (4(k‘+j)+2)!\ (4(k +7) +3) (4(k + 5) + 4) ’
(>0)
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Jlako ce mpoBepaBa na oarosapajyhe jeIHaKOCTU y KPajHbUM TavuKaMa, Cer-

MEHTa [0, V(n+3)(n+ 4)] Baske. IIpema Tome, 3a t € [0, V(n+3)(n+ 4)] He-
jemmaroctu y (4.1.5) cy morasame. 3a t € [—\/(n+3)(n+4),0) HejennarocTn
y (4.1.5) Baske Ha OCHOBY uME€HHUIE Ha je GyHKUUja cosr mapHa. KoHadHO,

mokaszasu cMo (4.1.5).

(ii) Hera je 0 <t < +/(n+ 3)(n+4), rana pamu:

(= 3T LS

- < ———— = cost
- —~ (20)! —~  (20)!
OO k+]) t2
<= 1-— - - < 0.
; l{:—i—])\( (4(/4?—1—])4—1)(4(/64—])4—2))}
(>0)
Hame,
T t)y="T (t e 1 £ >T (t
(>0)
7 2k+3 (_1)it2i > (_1)it2i
Toiat) = 20! = cost

£ (2i)

oo k) +4 12
- Z Ak +7) +4)! (1_(4(k:+j)+5)(4(k;+j)+6)><O'

]=1

-

(>0)

Jlako ce mpoBepaBa ma oarosapajyhe jemHakocTy y KpajlmUM TadyKaMa, Cer-
menTa [0,+/(n+3)(n+4)] Bame. Ilpema tome, 3a t € [0,\/(n+3)(n+4)] ne-
jemnaxoctu y (4.1.6) cy nokasame. 3a t € [—/(n+3)(n+4),0) HejemnarkocTn
y (4.1.6) Baske Ha OCHOBY UMI>EHUIE N je (yHKIUja cosT mapHa. KoHauHO,
nokazaau cMo (4.1.6). O

Y HacTaBKy pana, ca i hemo o3HauyaBaTu UMarvHapHY j€TAHUILY.

[TocMmaTpajMo cama KOMILIEKCaH 0poj z = e, x €R. Tana Bammu:

1 1 . 1 1
cosxz—(z—l——) u smxz—,(z——).
2 z 21 z

YBenumo cinenehe ¢yHKIUje:

1

Rp(z) = 2F + % B Qu(z) = 2" —

1
P
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3a k=1,2,.... Tana je:
Ri(2) =2cos(kx) m Q(z) = 2isin(kx),
3a z=e*"umk=1,2,.... Crora, MO:XKe ce 3aK/bYUUTH Ia BAKU:

R,(2) - Rp(2) = Rpym(2) + Rjnem|(2)

Rn(z) ’ Qm(Z) = Qn-ﬁ-m(z) +v- Q\nfml('z%
rue je v =sgn(m —n). Cnenmjanuo, Ry(z) =2 u Qo(z) =0

Y mapennoj moMohHOj jieMu MOKa3aHO je ma ce sin"x Mo:ke IPUKaA3aTh Kao
CyMa CUHYCa WU KOCUHYCA BUIIECTPYKUX yIJIOBa, Y 3aBUCHOCTU O MaPHOCTHA

CTEeIIeHa 7.

Jlema 145. 3a n € N caedehe gopmyae cy maune:

(i) axo je n wenapan 6poj, mada je

ML

a2
SInr = —
2n

(—1)’%1% (Z) sin((n — 2k)z),

iy
[e=)

(i) axo je n mapawn 6poj, mada je

n_q
1 2 < n
sin"x = o (g) + o Z(—1)5+k (Z) cos((n — 2k)z).
k=0
Joxas: Buneru [29, rnasa IX, Be:x6e 17, 18] u MeTon mokasuBama OMUCAH Yy
[52]. O

AHAJIOrHO PETXOAHO] JeMU, 38 (YHKIU]Y COS"T BaKU:

Jlema 146. 3a n € N caedehe gopmyae cy maune:

(i) axo je n wenapan 6poj, mada je

n 2 o
cos x—Q—kZ( >cos (n —2k)z),

(i) axo je n mapawn 6poj, mada je

93



Jokas: Bunern [29, rnasa IX, Be:x6e 15, 16] u MeTon mokasuBama OMUCAH Yy
[52]. O
Kopucrehu nperxomne mse neme Moske ce qokaszaTu ciaeneha Tteopema.

Teopema 147. 3a n,m € N pazaukyjemo caedehe cayuajese:

(i) axo cy n u m nenapnu bpojesu

n+m

n Fam 1 i m—1_p i N m .
cos"z- sin"x = szzo(—l) 2 (;(—1) v sin((n+m—2k)z) |,
(4.1.7)
(i) axo je n mapam, a m wenapan 6poj
1 n+g7,71 k
n s omo. L*l+k r n m .
cos"x- sin"x = W§(_l) 2 <;(—1) <r> (k B >sm((n+m—2k)x)),
(4.1.8)
(#ii) axo je n nenapam, a m napan 6poj
n+72nfl k
1 m n m
n mo, a 5—&-]@  1\T _
cos"a ST = ooty ;( 1) (;( 1) (r) (k - )COS((n—i-m 2k)x)>,
(4.1.9)
(iv) axo cy n u m napnu bpojesu
1 iy i n m
n mo. %—‘rk - N\r .
cos"z- sin"x = 2n+m—l( ;(—1} ;( 1) (7“) (k:— )cos((n+m 2k)x)
o
]_ 2m+4n n m
—(=1) 2 —-1)" .
e e ()6)
(4.1.10)

Jloxas: (i) Hera cy n u m Hemapuu OpojeBu, Taua je:

cos"x -sin™x =
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rue je v = sgn(m —n—2(j— z))
[Tocmarpajmo cana GuHOMHE KOepUIujeHTe Y3 Qn_m—2(i—j)|(2). [Ipoussomu

OMHOMHUX Koe(duIUjeHaTa ce MOTy 3amucaTtu y cieneheM oOimKy:

DO -C2)0-06")- (1)) e

[IpumernMo nma cy cyme momuX OpojeBa y mpom3BOAMMAa OMHOMHUX KO€(UII-
jemara y (4.1.11) penom jemmake i +j, n—i+j, i+m—jun—i+m-—j.
Ozuaunmo mugekc |n —m — 2(i — j)| ca d. Ham uum je ma ompenumo k Tako
na je n+m — 2k = d. Taga pasaukyjemo nBe MoryhHOCTH:

1) kama je n —m — 2(i — j) > 0, umamo na je
n+m-—-2k=n—-m-2(>i—j)=k=m+1i—j, (4.1.12)

2) rana jen —m —2(i —j) < 0, mmamo na je
n+m—2k=-n+m-2[j—i)=k=n—1i+j. (4.1.13)

Crora, mpu padyHamy Z;%Ol Z;;Tiol(—l)mTilH @) (’;’.L)VQ‘n,m,Q(i,j)‘(z), npemMa uM-
naukanju (4.1.12) Gupamo mpomsBoJ OGUHOMHMX KOe(UIMjeHaTa (?) (m”ij),
ok mpema uMmimkanuju (4.1.13) 6upamo (niz) (T]”), Tj. BupamMo OHAa] MPOU3-
BOJ OMHOMHUX KOe(uIjeHaTa 4uja je cyMa NOmUX OpojeBa jemHakra k.
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Konauno, mobujamMo TpakeHU pe3yJsITaT:

cosx -sin"x = -
2n+ml
r=0

k=0
k

k=0 r=0

(ii) Heka je n mapan, a m memapan 6poj, Tazxa je:

cosx -sin"x =

2/ §=0
+ X 2 () (1) Rt @m_%(z))
i=0 7=0 J
1 n mT_l m—1 j m
- 2nt+mi <(%) jzo(_l) o (])Qm_Q](Z)

1 ngzm:_l(_l)m;#k (i(q)r (2) (kﬂj r) Qn+m—2k(z)>
= ﬁni_(l_ )"zt (Z(_ )" (:) (k; T’_”‘ T) sin((n+m—2k):c)>.
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e OF o
* = (_1)%1+j <7Z> (T;) Q”+m—2(i+j)(2)

' = = (= @ (Zl) ”Qn—m—2<z‘—j>(2)>7

rie je v = sgn(m —n—2(j— z)) I[Tocmarpajyhm npousBos 6mHOMHUX KOoe(du-
nujeHara y3 Qpu_m—2.i—j)| (%), anamorso jenmaxoctuma (4.1.11) u moctynky ca

nvmkamjama (4.1.12) u (4.1.13), MOMKeMO 3aK/bYUNTH [a BAXKU:

= 2n+1m:;§01(1)”31+k (;;(—1)7" (:) (k ”_”‘ T) sin((n—l—m—Qk‘)x)) :

(iii) Axo 3amenumo z ca §—x y dopmynu (4.1.8), nobujamo dpopmyiry (4.1.9).
(iv) Ako cy n u m nmapuu 6pojeBu, Tanga je:

cosx -sin™x =
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OB Oz (s (5O

R s sl
5506 OF o G G (e

BB ()t

3545 p—rs

J]=

[Tocmarpajyhnu mpomssome GnHOMHMX KoeduumjeHaTa y3 Riy_m_ox—j)(2),
ananoruo jemmakoctuma (4.1.11) u moctynky ca ummiukanujama (4.1.12) u

(4.1.13), MOKEMO 3aKbYUUTH Oa BarKU:

n+m _

2 1 k
m 1 m L m
cost - s = on+m ( Z (_1> 2 * Z(_l) <7“) (k B 7") Rn+m—2k’(z)
k:0n+m r=0
sl ey (M) () s
2 =0 r n—;m r)
n+7£ 1
1 2 _— k n m
— 5+ r
on+m—1 Zo(_ )? ;( 1) r) (k B r) cos((n+m—2k)x)
n+m

y3 HAIIOMEHY Oa je TPOU3BOL (T;) (TJ”) - Ry (Ry = 2) 3ammcan Kao cyma IBa
OpOUM3BOAa OMHOMHUX KOe(uIMjeHaTa jeTHAKAX (’Z) (T’), anasoruo (4.1.11),

yyja je cyMa DOmUX OpojeBa jemHaka ”*Tm O
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4.2 Onwuc merona

I [wn je popmupaTu meron mokasuBama Hejennaxkoctu tumna (4.0.1), 3a
x € (0,9) u §=062>0. IIpu Tome, 6ulie kopumhene ropme u qome Maknaope—
HOBe ampokcuManuje (yHKIUja CUHYyC U KocuHyc, onpebene memama 143 u
144.

Hajupe, nocmarpajmo cabupar cyme (4.0.1):
si(z) = ayxP? cos®x sin"x,

rae je a; Z03ai=1,...,n.

YBemuMo 3aTUM O3HAKY

@371, kama cy oba Gpoja ¢; u r; napHa mim 0ba HemapHa,
m; =
%, Kana cy OpojeBU ¢; U I; PA3JIMUYUTE TAPHOCTH.
[Ipema teopemu 147 cabupum s;(z) (i = 1,2,...,n) ce MOry HpHUKa3aTU Ha

YeTUPU Pa3IUdnTa HAYNHA, ¥ 3aBUCHOCTH OJ CIIyUaja, Ia Cy y OMUCY METOIa
nate ciaenehe moryhnocrn:
1. Heka cy ¢; u r; HemapHu OpojeBU, UM HEKA je ¢; TapaH, a r; HemapaH 0poj.

Y oba ciyuaja BasKM:

si(z) = aaPicostix sin”ix

mj k
o, P : =1 (i r; .
= g1 D (DY (- ((f“)( _T)Sln((qi+ri—2k)x)

k=0 r=0
my k
xpi 9 - ) a ry ‘
= Qa1 Z(Z oi(=1) 2 T (r)(k_r» sin((gi+7i—2k)z).
k=0 \r=0

YBemumo o3Hary [ = Zf:o ai(—l)ri;%*” (“)(,"" ). Tama cy 3a cBaku monca-

oupaxr S sin((qi +r;— Qk)x), y 3aBUCHOCTM OJ 3Haka [, Moryha asa ciaydaja:

1) aro je [ > 0:

B sin((qi +r; — 2/{;):10) > ﬁk_jzi?+3((% +r; — Qk)x),

2) ako je [ < 0:
sin,0

ﬁk sin((q,- +r; — 2/€)$) > ﬁkT4l£i)+l ((qz +7r; — 2k>$)
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SamumumMo cabupak s;(x) y o0IuKy:

si) = oo > Besin((g; +r; — 2k)).
k=0

Tanga BaRU:

si(@) > Tile) = gy Zﬁk T (g + 7 — 2k)a), (4.2.1)
3a Bk’ > Oa . o

rae je u = 1Y eNgu T e{T,T}.
1, ﬁk <0

2. Heka je ¢; Hemapas, a r; mapaH Opoj, Taaa BayKu:

si(x) = ayaPicostizsin™x

m; k
;" : 71 i Ty
~ utri a Z C{) (k _ T) cos((gi+7i—2k))
=0

k 0

_ Qqﬁ_i_l kz:% (;ai(—1)3+k+’" (%) ( ?r)) cos((gi+r;—2k)z).

YBemmMo O3HAKY Tk = Yo, a(—1) 2 Hhtr (“)(," ). Tama cy 3a cBakm moxca-

6upak 7y, cos((g; +r; — 2k)x), y 3aBucHOCTH On 3HaKa 7Yk, Morylia nBa ciydaja:

1) ako je v, > 0:

v cos (g +1i = 2k)x) > T (6 + i — 2k)a),

2) ako je v < 0:
== cos,0

Vi COS ((ql +r;— 2k):c) > ’ykT4l< +0((ql- +r;— 2k):c)

SamumuMo cabupak s;(x) y obnury:
$pz mi
si(x) = Qg1 Z”Yk cos ((q; + 1 — 2k)x).
k=0

Tanga BaxU:

cos 0
si(@) > Tilw) = 2qz+n—1 Z Wl al (i +ri —2k)a), (4.2.2)
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27 Vk >07

rae je v = ,l,(j)ENOMTE{T,I}.
0, Y < 0
3. Hera cy ¢; u r; mapuu 6pojeBu, Tama, Ha OCHOBY IMPETXOMHOT ciaydaja (o
2.), BaxKM:
P SN n qi T
si(x) = By (Z (Z a;(—1)2 kAT (7«) ( B r)) cos((qﬁ—n-—?k)x)
k=0 \r=0

e S ()

. (4.2.3)
™ cos,0
> T'L(aj) = 2q¢+m*1 (Z P)/kTﬁlll(;)—‘,—q}((qz + r; — 2k>$>
R
e o))
o\ - T )
2 r=0 r £ 2 -
27 Ve > 0> . o
rae je v = 19 eNyou T e {T,T}.
0, Ve < 0

Ynopebyjyhu cse cabupre s;(z) (i=1,2,...,n) koju ce jaBmajy y cymu

(4.0.1), mpema ynpaBo HaBeIEHUM CJIydajeBUMa, AOOUjaMO IOJIUHOM
n
P(z) =7 Ti(z)
i=1

(,I[O}by anporkcumanujy ¢yurmuje f(xr) u3 (4.0.1)); Tj. BayKU:

f(x) > P(x).
Ha ocuoBy mperxomHmMX pa3MaTparma MOKE Ce 3aKbYUNTHU Ia Baku cieneha

TeopeMa.
Teopema 148. Hexa 3a noaurom P(a:):ZTi(x) saxce caedeha ceojecmea:
i=1

(i) mocmoju nagmame jedar nouUMUBAr peanatr Kopen noauroma P(x);

(i1) P(x)>0 3a x€(0,2%), 20e je x* Hajmamu nosumusar pearan Koper
noauroma P(z).
Tada saxncu
flx) >0
3a x € (0,2%) C (0,0).
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Hamomena 149. Ha osaj mauun mobuja ce moka3 mejemuakoctu f(x) > 0
3a z € (0,02), Tme je dy = z*. Ilperxomua TeopemMa MOMKe Ce IPUMEHUTU HA

unnrepBaay (d1,0), yBohemem cmene t=—z.

Hanmomena 150. YKOoIMKO He MOCTOjM HajMame jenaH MO3WTUBAH peajaH Ko-

pen nosnuaoMa P(x) u P(x)>0 3a x€(0,00), rana Baxku f(x)>0 3a z€(0,00).

[Iperxomaom Teopemom onapeben je meron mokasmBama KJIACE TPUTOHO-
METPU]CKUX HejeIHAKOCTU, KOJU je 3aCHOBAaH Ha alpOoKcuUMalujaMa QyHKINja

CUHYC U KOCUHYC MaKJIOpEeHOBUM MOJUHOMUMA.

IT Pasmorpumo cajia KOMIIETHOCT IPUKA3aHOT MeTona 3a ¢dyukuujy f(z),
rae je f(r) MEIIOBUT TPUrOHOMETPUjCKU MOJMHOM. I[Ipumerumo na je Takas
IIOJIMHOM jeIaH IpUMep peaJsiHe aHaauTwuke ¢yuknuje. Vipaue, ¢yHEIUIja
f: I — R, rme je I C R oTBOpeH CKym, je aHAJIUTAYKA aKO 3a CBAKO Ty € [

. —+o00 n .
IOCTOju OKOJMHA J Tadke To U CTEHEeHH PeXx » . °oa,(r — x)", Tako ma je
— +oo n
flx)=>" "0 an(x —x9)" 3a cBaKo = € J.
Y HacTaBKy pPasMOTPVMO 3HAK peajiHe HEKOHCTAHTHE AHAJIUTUYKE (YHK-

nuje Ha nomeny (di,ds).

Jlema 151. Hexa je f:(61,02) — R, 6; <0<y u 07 <Jy, peasna HeKOHCMAHMHA
anasumuuka gyrrkyuja, 1ad domenom (0, 0z).
Axo je f(0)#£0, mada eaxncu:
1. f(0) >0 <= (327 €(0,6]) (Vae(0,2%)) f(z) >0,
2. f(0) <0< (Fz+€(0,05)) (Vze(0,2%)) f(z)<O.
Axo je f(0)=...=f""D(0) =0 A f™(0) #0, 3a newo n € N, mada eaxncu:
3. fM(0) >0 <= (327 €(0,8]) (Vze(0,27)) f(z) >0,
4. [M(0) <0< (Fz+€(0,6])(Vze(0,2)) f(z)<O.

/oxaz: Hera je f(xr) merkoncranTHa ¢yHKIUja ca MakIOPpEHOBUM pa3BoOjeM

f(h) = f(0) + fll(!O)th f/;(!o)h2+...,

Y mokasy ropuctumo Mmeron u3 [33, ctp. 157 m 158], kojum je mokaszamo na

(h > 0). (4.2.4)

Cy HYJIE€ HEKOHCTAHTHE aHaJIUTUYKE ClDYHKLII/Ije MN30JI0BaHE.

1. (=) Hera je f(0)>0. 3amummmo (4.2.4) y obauxy
f(h) = f(0)(1+ g(h)),
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rae je g(h) peanna amamutuuka ¢Gyurimuja. Tana nocroje 7 > 0 u koHCTAHTA
M > 0, tako ma je |g(h)| < Mh u Mh < 1/2, 3a cBaro h € (0,z27). Crora,
Moskemo 3akpyuntu ga je f(h) = f(0)+ f(0)g(h) > f(0)— f(0)Mh > f(0)/2 >0
3a h € (0,27). («=) IIpernocraBumo na nmocroju z+ € (0, ds], Tako ma 3a cBakKO
€ (0,2%) Basxku f(x) >0. Oryma ciaemu na je f(r) mosuruBHa ¢(yHEKUMAjA Y
OPOU3BOJLHO MaJtioj necHoj okosuuu tauke z =0. Heka je g(z) dymrmmja 3a
KOJy BasKM NPETXOMaH neo mokaza. Tamna mocroje M > 0 u xp € (0,2%], Tako
na 3a cako x € (0,21) Bawku |g(x)] < Mx < 1/2. Axo je f(0) <0, rama 3a
z € (0,21) C (0,2%) nmamo rourpamukmmjy f(z)= f(0)(1 + g(z)) <0. Hpema
Tome, mokazaHo je ma je f(0)>0.
2. IloBoswHO je mocmarparu ¢yHrmumjy —f(x), ymecro ¢pyurmuje f(x), u npu-

MmenuTtn 1.

Y cayuajy xana je f(0)=...=f""D(0) =0 A f™(0)#0, 3a Hero n € N,
tauka ¢ = (0 je m307I0BaHa HyjIa pena n.

SamumnMo gasme (4.2.4) y obnuky

SO0)
g O g
A T )

.o, (h>0). (4.2.5)

3. (=) Heka je f™(0)>0. 3ammumo (4.2.5) y obmauky
f(0)

n!

f(h) = R (1+g(h)),

rae je g(h) peanna amanutuuka ¢Gyurmuja. Tana nocroje 27 > 0 u koHCTAHTA
M >0, tako ma je |g(h)| < Mh u Mh < 1/2, 3a cBaro h € (0 zh). CTora MO-
FHEMO 3aKJLqu/1TI/1 naje f(h) = f() h”—i—f() h™g(h) > f() ) pn— f(n) L hnMh >

fw Vhn >0, 3a h € (0,27). (<:) [TpernocraBumo na mocroju r' € (O, 2], Tako

na 3a cBako z € (0,z7) Basgku f(z)>0. Oryna cnequ na je f(x) mosurusHa ¢yH-
KI1ja y IPOU3BOJLHO MaJioj necHoj oxosnman tauke r=0. Heka je g(z) dyHk-
nuja 3a KOjy BasKU IpeTxonaH meo mnokasa. Tamna mocrtoje M > 0 u x1 € (0,z7],
Tako ma 3a ceako € (0,7;) Baxu |g(7)| < Mz < 1/2. Axo je f(0)<0, Tana
3a x € (0,z1) C (0,27) mmamo rounTpamuknujy f(x) = %x”(l + g(:z:)) < 0.
[Ipema Tome, mokasano je ma je f(0)>0.

4. IloBosmHO je mocmarparu Gpyuruujy —f(z), ymecro ¢yurmmje f(z), u npu-
MeHUTH 3. O

Ha ocHoBYy mperxonne jeme cjaenu:
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Teopema 152. Hexa je f: (01,00) — R, 61 <0< 8y, 61 < d2, peaana mexou-
CIMAHMHG ARaAUMUYKe Gyrryuja, 1ad domernom (01, 02). Tada cy maune caedehie

exausatenyuje:
(32t €(0,05]) (Vo e(0,2%)) f(z) >0
= (4.2.6)
F(0)>0 v ((EInEN) F(0)=...=fmD0) =0 A f(”)(())>0>
(327 €(0,8:]) (Vze(0,27)) f(z) <0
— (4.2.7)
F(0) <0 vV ((aneN) FO0)=...=fD0)=0 A f(”)(0)<0>.

Hamomena 153. Y HacTaBKy mocMaTpaMO MEIIOBUT TPUTOHOMETPU)CKU IIO-
auaoM f(x) Kao peasny anamuTuury ¢yaruujy Han R. Tanma, nurame na
au nocroju uaTepBad (0,27) Ha kKoMe je ¢yHEumja f(r) KOHCTAHTHOD 3HAKA

OpeacTaBsba OIJIY4YUB HpoOGIeM, HAa OCHOBY exkBuBajeHuuja (4.2.6) u (4.2.7).

AnanusupahieMo cama KOMIUIETHOCT JaTor MeTona 3a ¢GyHrmujy f(z), Koja

jé MEeMOBUT TPUTOHOMETPUjCKM MOJUHOM, MO IPETIOCTABKOM
(327 €(0,8)) (Vze(0,2%)) f(z)>0. (4.2.8)

Buhe nokasano na 3a ¢yurmujy f(z) ma cBakom nomuaTepsaiy (a,b) C (0, 27),
roe je 0<a<b<z", mocToju MO3UTUBHA MOHA MOJMHOMCKA AMPOKCUMAIIL]a
P(z). Heka cBu unnekcu l,(:) (ie{l,...,n} mk € {0,...,m;}) nmajy ucry Bpex-
HOCT lg) =K € Ny. ®opmwmpajmo nomuuom P (z) = S0 78(2) y dymrrmmjn
nunerca K. OBako gopmupan nmomuaom PX(x) manerca K je moma mOJIMHOM-
cka anpokcumaimja gysrnuje f(x), 3a KOjy Basku

lim P™(z) = f(x),

K—+00

IpY YeMy je IMOMeHyTa KOHBepreHuuja pasHoMmepsa Ha |[0,z7]. OBo cBOjcTBO
KOHBEPIreHIje CJenn Ha OCHOBY YMH-€HUIE N4 je 3a CBAKO ¢ = l,...,Nn KOH-
BEPTEHIIN]ja

lim 7E(@) = si(a),

pasaomepHa Ha [0, z7]. Karo je P*)(z) < f(z) u P")(z) = f(z), 3a z € [0,z7],

nobujamo ciaenehy TeopeMy O KOMINUIETHOCTU AHAJIU3UPAHOT METOMA.
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Teopema 154. Heka 3a mewosum mpuzonomempujcku nosurom f(r) eaxncu ye-
n06 (4.2.8). Tada wa cearxom uwmepsany (a,b) C(0,z27), 3a 0<a<b<z™, nocmoju

00ma nosuromcka anpoxcumayuja P¥(x), undexca K, maxea da je
(Vz€(a,b)) f(z) > P"(z) > 0.

[Ton mpeTmocTaBKOM Baskema NpeTxonHe reopeMe 3a ¢yuruujy f(x) uz (4.0.1)
cleaM KOMIUIETHOCT METOMA, Y CMUCIy na je Morylie Ha CBAKOM MHTEDBAJY
(a,b) C (0,27%), 3a 0<a<b<uz', moraszaru Hejemuaroct f(xr) > 0 ropucrehn

HEKy Homy ampokcumanujy PY(x).

4.2.1 IloGosmmame MmeTona

VcrakHuMo na ce OmmcaH MeTOX MO)Ke NMPUMEHUTH Ha (YHKIuje obJIuKa
f(z) = X" ashi(x)costzsin™z 3a = € (0,0), rme je h;(r) peanar DOIMHOM,
npu demy mocroje mse moryhmoctu. Ilpsa MmoryhrocT je Kama je moJmHOM
hi(x) KOHCTAHTHOr 3HAKA HA DATOM WHTEPBAJY, U Tala PAa3JIUKYyjeMO CIyda-
jese hi(x) > 0 maum h;(z) < 0. Y oBuM ciydyajeBUMa CBE PAIUMO AHAJIOTHO T'O-
peormmcanom mMerony. Ca apyre crpane, umamo Moryhuoct na momunom h;(z)
HUje KOHCTAHTHOT 3Haka. Tamna tepm a;h;(x)costrsin™c moske GuTu 3amucan
Kao cyMa cabupaka obsmka $;(x), 1 3aTUM Ce MOMKe MPUMEHUTH TOPEONUCaH

MeTOd Ha CBaKM O TUX Ca61/1pa1<a.

4.2.2 3aBpHOIieTak MEeTOda

I[TocmaTpajmo ungeKce l,(:) (z e{l,....n} uke{0,... ,mi}), KOjU Ce jaBiba-
jy y monmuuaomy P(z): lo,ly, ..., l,; npu yemy je m+l ykynau 6poj noncabupaka
KOju ce nobujajy u3 cakor cabupka s;(x). Munekcu ly,ly, ..., 1, cy onpeberu

y (4.2.1), (4.2.2) n (4.2.3). Ilpumernmo ma, y 3aBHCHOCTH O WHAEKCA [,

BaiKM:
f(il?) > P(I’,lo,ll,...,ls—|—1,...,lm) > P([L’,lo,ll,...,ls,...,lm), (429)

3a cBaku nHaekc s € {0,1,2,...,m} u [y € Ng. Hanomenumo na mHTEpBaa Ha

KOME BajKU CTPOra HejeTHAKOCT

P(Q?,lo,ll,...,ls—l-l,...,lm)>P(l’,lo,ll,...,ls,...,lm)
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Moske omTu onpeben mpema nmemama 143 u 144. IloBehameM cBakor mHAEKCA
ls, naTEpBaANU Baskewma HejemnHakoctu (4.2.9) ce mupe mpema gemama 143 u
144, u wa Taj HaumH mobOujaMo cBe DOJ/Me HOMmE ampoKcuManuje (GyHKITje
f(z). IIperxonHo onmcaH MeTOX ce 3aBpIiaBa Kaaa ce OAPeIU HajMame jeTHa
(m+1)-ropka unnexca (lo,l1,...,lLy,) = (le, lh,... ,Zm) 38 KOJy BaiKU:

P(x,lo, 1y, ... 1n) >0,

3a x € (0,0). 3aBpmerkoM oBor MeTona NOoOMjaMO IOKa3 IOJIa3HE HejenHa-
rkoctu (4.0.1).

Hamomena 155. OBaj meTon mpencTtaB/ba YOUIITEH€ METOIa KOJjU je KOPUII-
hen 3a mokasuBame HejemHakocTu y pany [61]. 3ampaso, om ce cBomu Ha
OKA3UBaMe MOJIMHOMCKUX HejemHakoctu obmumka P(x) >0 3a x € (0,6), mTo

IpeAcTaBba OMIYUuB pobaem npema pesyiararuma Tapckor?’ [73].

Ham num je na, kKopumhesneMm 0BOT MEeTONa, JOKAKEMO HEKe T0OpO mo3HaTe
pesyarare Koju ce tudy Hejemnakoctu obisuka (4.0.1), a pasmarpane cy y

HeIaBHO 00jaB/hEHUM pPaJdOBUMA.

4.3 IIpumeHe MmeTona

Y oBoM meny 6aBUMO ce MpWMeHaMa MeTona Oa3upaHoOT Ha TeopeMu 148
Ha HEKe KOHKDETHE HejeTHAaKOCTHU, KOje Cy HeIaBHO pa3MaTpaHe y TeOpuju

AHAJINTUYRNX Hej CIHAKOCTMU.

4.3.1 Jloka3 HejemaakocTu u3 pana [16]

Henasuo je, y pany [16], nokaszana mejemmakoct (4.3.2) u3 Hapemse Teo-

pewme.

Teopema 156. (i) 3a 0 <z < 7/2 saxncu

T \2 T 2
<24 —z3tanz. 4.3.1
<sin.:1:> + tan x + 45$ ane ( )

25 je najboma mozyha.

FKonemanma =

20 Alfred Tarski (1901-1983), mosmckn MaTeMaTudap u Jorudap
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(1) 30 0 <z <7/2 sancu

T \2 x 2 8
<2+ —a'+ —a’tanx. 4.3.2
(sinx) T SC T Tost Y (43.2)
Koncmanma 92—5 je najboma mozyha.

Y pany [55] nar je moka3s Hejennaroctu (4.3.1), koju hemo cana maBecTu.
Jlokas: TpakeHa HejeIHAKOCT €KBUBAJEHTHa je Hejemnakoctu f(x) > 0 3a

x€(0,7/2), rme je

3 3

f(z) = 2cossin*z + 22 sin®z — z cos’zsinz — x? cos x

KOHKDETAH MEIIOBUT TPUTOHOMETPUjCKU moauHOM. I[Ipumerumo ma je x = 0
KopeH pena ocam ¢yurmuje f(z). IIpema Teopemu 147, ¢yurmmja f(z) ce

MOMXKE 3alliCaTr Ha CJIeILehI/I HaY4MH:

2

1 1
f(z) = $cosz — x*cosx — 5 cos 3z — (55

o1’ + 1x)sin 3z 4 (352° — 1z)sinw.
—
(>0) (<0)

Tana cy, npema nmemama 143 u 144 u onucy mMeTona, Heje THAKOCTU: COSY >
T (y) (k = 6), cosy < T;OS’O(y) (k=12) m siny < T,jm’o(y) (k = 13) Taune, 3a
y € (0,/(k+3)(k+4)).

3a x € (0,7/2) Bawkn:

cos, — cos,0 == cos,0 —==sin,0
flx) > 3T (2) =Ty (x) = 5T, (32) — (ggz® + j2)Ty5 (32)
——

(>0)
—sin,0
+ (502" — j0)Th3 " (2) = Pig(2),
—_—
(<0)
rae je Pig(r) monmuaOM
8
- (- 8_ 6_ 4
Pig(z) = roeerioons (—5314400° 274633200 — 88859550

— 11858418022 +1183782600)

8

Ts6a10624000" ¢(%)-

Satum, onpeanMo 3Hak nosuHoMma FPg(x) 3a x € (0,7/2). YBobewem cmene

2 = x%, mobujaMo MOTMHOM YEeTBPTOT CTEICHA:

Py(z) = —531440 24 — 2746332 23 — 8885955 22 — 118584180 2+ 1183782600.
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Peanna ¢darropuzanuja nmomuuoma Py(z) ompebena je momohy mporpama
Matlab, u rimacu
Py(z)=a(z—21)(2 — 22)(2* +pz+q),

rae je a = —>531440, z; = 4.503628..., 290 = —9.049...,p = 0.621..., ¢ = 54.652...; ipu
ueMy je mejemnakocT p2— 4¢<0 tauna. [lomunrom Pj(z) uMma TauHO ABA MTPOCTA
peasHa KOpeHa 21 U 2zo. Kako je Py(0) > 0, cnemn nma je Py(z) > 0 3a z €
(0,21) C (22, 21).

Konauno, MO:keMO 3aKbYYUTU Oa je

Ps(xz)>03a x€(0,,21)=(0,2.122...) = Pis(x)>03a x€(0,2.122...)
— f(z)>03azx¢€ (O,g) c(0,2.122...).
[IpumeTnMo na je HajMaHU TO3UTUBAH peajiaH KOPEH NOH-€ allPOKCUMAI]e

pysrmmje f(z), Tj. mommuoma Pig(x), ¥ =./21 =2.122175...>7/2.

JemHocTaBHUM pauyHOM nobuja ce ma je KOHCTAHTA % HajOosma Moryha. O

4.3.2 Jloxa3 HejemparkocTu n3 pana [90]

Y pany [90] mocraBimeH je oTBOpeH mpobieM, € OUbEM & Ce NOKAKe
caeneha Tteopema.
Teopema 157. Heka je 0 < z < /2. Tada saxncu

(27%/3)23 + (871 /15 — 1672 /3)2®
(72 — 4x2)2

2

< xsec’r —tanx

(274 /3)23 + (256 /72 — 872 /3)" (4.33)

(72 — 422)2 ’

npu wemy cy (871/15 — 1672 /3) u (256/w% — 872 /3) najbome xoncmarnme y (4.3.3).

Y pany [55] mar je mokas mperxomHe Teopeme, KOju NeMo cana HABECTH.
/loxaz: 1 Hajupe mOKa:KMMO HejeIHAKOCT:
(271 /3)z3 + (87 /15 — 167%/3)x®
(w2 — 422)2

< rsec’r — tan T,

3a x € (0,7/2). Tpaxena HejeIHAKOCT eKBUBAJEHTHA je Hejequaroctu f(z)>0

3a r€ (0,7/2), rme je
f(z) = 2(7?—42?)?—(7? —422)? cos r sin x — ((27r4/3)x3+

(874/15—167%/3)z") cos® x
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KOHKPETAH MEIIOBUT TPUTOHOMETPUjCKU HmoJuHOM. I[Ipumerumo ma je x = 0
KODEeH pena cemam, a * = 7/2 kopeH pena asa ¢pyurmuje f(x).

Paznuryjemo mBa cimyudaja:
1) Axo z € (0,1.136):

[Ipema teopemu 147, ¢pyuruujy f(z) moskemo 3amucatu Ha ciaenehu HaumH:

f(l')z $(7r2_4$2)2_ (71'2 _243;2)2 sin 92— ((7?4/3)333 + (47T4/15—87T2/3)J;5)
— ((x*/3)2® + (4nY/15—872/3)2" ) cos 2x.

(>0)

Tana cy, npema nemama 143 u 144 n onucy Metona, Heje JHAKOCTHU: Sin Y <
—sin,0

T2 (y) (k= 9) m cosy<Ty"(y) (k = 8) Taune, 3a y € (0,\/(k+3)(k+4)).
3a x € (0,1.136) Bawkmu:

2_(7-‘-2_24x2)2Tgsin,0(2x) . ((71_4/3)1-3 + (471‘4/15*871'2/3).%5)

— ((="/3)2® + (47%/15—87%/3)a® )T (22) = Pis(x),

(>0)

f(z)> z(m?—42?)

rae je Pi3(z) momuaoM

27

Pis(2) = 775

((—127% + 12072 — 80)20 — (—1537 + 164072 — 1440)x*

— (10557* — 1188072 + 15120)22 +22957% — 302407 + 75600 )

227
= 1o

Onpenumvo 3arum 3Hak nonuHoma Pg(z) 3a x € (0,1.136). YBobemwem cmene

z = 2%, mobujamo mommuEOoM Tpeher cremena:
P3(z) = (—127% 4+ 12072 — 80)23 — (—1537% + 164072 — 1440) 2>
— (10557% — 1188072 + 15120) 2 +22957* — 3024072 +75600.

Peanna ¢arxropuzanuja momuunoma P3(z) ompebena je momohy mporpama
Matlab, u rimacu
Py(2)=a(z—2)(2*+pz+q),

roe je o = —64.556..., 21 = 1.290721...,p = —1.148...,q = 8.365...; mpu uemy je

HejennaroctT p2— 4q <0 Tauna. [lonuuom P3(2) uMa TayHO jeaH MPOCT peasa
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kopeH zi. Ilpmmermmo na je /z = 1.136099... > 1.136. Kako je P;(0) > 0,
cremu na je Ps3(z) >0 3a z € (0,1.136).

Konauno, MOkeMO 3aKLYyUUTH 04 je

Ps(z) > 03a z€(0,1.136) = Pi3(z) > 0 3a x€(0,1.136)
= f(z) > 03a 2€(0,1.136).

[IpumeTnMo na je HAjMAmU MO3UTUBAH PeajlaH KOPEH NOHhe allPOKCUMAIN]e
pysrmmje f(x), Tj. momumuoma Pig(x), % = \/z1 = 1.136099... .
2) Ako x € [1.136,7/2), nedpmHUIIIMO (YHKIU]Y

p(z) = f(r/2 — x) = —162° + 40ma? — 3272° + 87522
— (162 — 3272 + 167%22) sin x cos x

— (72/60) (7 — 22)3((4n? — 40)2? + (=47 + 407)z + 7 — 572) sin? .

Horaxkumo cana na je f(r) > 0 3a x € [1.136,7/2), mTo je eKBUBAJEHTHO ca
o(r) >03a z € (0,c], rme je c =7/2 —1.136 = w/2 — 142/125 (¢ = 0.434...).
dyuruuja o(x) je Takobe jemaH KOHKpeTaH MENIOBUT TPUTOHOMETPUjCKU IIO-
JTUHOM.

[Tpema Teopemu 147, pyurnuja ¢(r) ce Moxke 3anucaru Ha ciaenenn HAUMH:

¢(x) = —16a° + 40ma* — 327%2® + 8rPx? — (8z* — 16ma® + 872a? ) sin 2z
(>0)
— (72/60)(m — 22)3((27% — 20)2? 4 (=273 + 207)z + 7% /2 — 57%/2)

+ (72/60) (7 — 22)%( (272 —20)2% + (-27° +207) 2 +74/2—57%/2 ) cos 2z.

(>0)

Tana cy, npema nemama 143 u 144 u onucy MeTona, HejeJHAKOCTHU: Siny <

==sin,0

T, (y) (k=5) mcosy>T;"(y) (k=6) raune, 3a y € (0,/(k+3)(k+4)).
3a z € (0, c] Bammu:

==sin,0

() > —162° 4+ 40mz* — 32n223 + 8732? — (82! — 16m2® + 8222 )T, (22)
(>0)
— (7%/60)(m — 22)3((2n? — 20)2% + (=27 + 207)z + 7 /2 — 57%/2)

+ (7%60)(r — 22)3 ( (2% —20)2%+ (—27° +20m)w+ 7Y/ 2 57%/2 ) T5™ (2)

(>0)

= Qu(x),
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rae je (Q11(x) mommuOM

2
Qu(z) = 2”7"'% ((647* — 64072)2” + (1607 + 16007%) 2

+ (1607% — 20007* + 480072 — 5760)x”

+ (—8077 4 18807° — 1200073 + 115207)2°

+ (207® — 134075 + 128407* — 2016072 + 28800)x°

+ (=272 4+ 61077 — 87007° + 3600073 — 576007 )z

+ (—1507® + 465070 — 342007* + 2880072 — 86400)2>

+ (157Y — 187577 + 1530075 + 1944007)z>

+ (4507 — 315075 — 12960072)z — 457" + 22577 + 216007°)

2 0(z).

~ 2700

Opnpemnumvo 3atuMm 3Hak nosaumHoMa (Qo(z) 3a x € (0,c¢]. ITocmarpajmo metm

n3BO mOJMHOMA (Q9(T) KAO MOJMHOM YETBPTOr cTemeHa y cieneliem oGauKy

QY (x) = (9676807 — 967680072zt + (—10752007° + 1075200073) 23
+ (40320075 — 50400007* + 1209600072 — 14515200)z>
+ (5760077 4 13536007° — 86400007 + 82944007)x

+ 240078 — 1608007% + 15408007* — 241920072 + 3456000.

Peanna ¢akropmsanuja noimaoMa Q(95) (x) ompebena je momohy mporpama

Matlab, u rmacu
3 (@) =Bla—w1)(@—22) (2*+prtg),

rme je B = —1245358.656..., 21 = 0.894...,29 = 3.702....p = 1.106...,q = 0.521...,
opu deMmy je HejemHaxocT p?— 4g <0 Tauna. ITomumroM Qg(f) (r) mma TauHO IBA
IpOCTa peaJjiHa KOpeHa X1 U Tp. IlpeMa ToMe, MOJIUMHOM Qé5)(:v) HEeMa, peaJHuX
ropera 3a z € (0,c]. Kaxo je fo’(o) < 0, crenn na je Qg’)(:c) <03aze(0,c].
[[IraBume, moarHOM le)(x) je momorono onamajyha ¢yurumja 3a x € (0,c],
U KakKo je Qé4)(c) > 0, ciemu nma je QéA‘)(:E) >03az € (0,c]. Taga, c 063upom
na je mommaoM @y (1) MosOTOHO pactyha ¢ymkmmja 3a x € (0,¢] u Qq (c) < 0,
caema ma je Qg (z) < 0 3a 2z € (0,¢]. OmaBme cremu ma je mommaoM Qg ()
MouoToHo omanajyha ¢ymrmuja 3a x € (0,¢], u xarko je Qy(c) > 0, caemm
na je Qg(z) > 0 3a z € (0,c¢]. Crora, momuaom Qy(z) je MomoToHO pactyha

dyurmmuja 3a x € (0,c], n kaxo je Qy(c) < 0, caem ma je Qy(z) < 03a x € (0,c].
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Konauno, kako je monmuuom Qo(x) monoTOoHO omanajyha ¢yurmmja 3a x €
(0,¢c] u Qg(c) > 0, MOKEMO 3aKILYUUTH HA je
Qo(z)>03a z€(0,c] = Qu(x)>03azxe(0,c]
= p(r)>03a xe(0,c]
— f(x)>03a x€[1.136,7/2).
[IpumeTumo na je HajMamU MO3UTUBAH peaJiaH KOPEH MOHe allPOKCUMAIIA]e
dyuruuje @(x), tj. mommaOMa (Qq1(x), x*=0.630862...>c = 0.434... . Jen-

HOCTABHUM padyHOM nobuja ce ma je komcramta (87'/15 — 167%/3) majboma

Moryha. Tume je moka3 mpBe HejeqHAKOCTU T'OTOB.

I1 HokaskuMoO HejeTHAKOCT:

274 /3) 23 256 /7% — 872 /3)a®
xsech—tana:<<7T/)x + (256/m W/)x,
(72 — 427)?

3a x€(0,7/2). Tpaskena HejeIHAKOCT eKBUBaJIeHTHA je HejenHakoctu f(z)>0
3a x€ (0,7/2), rme je
f(z) = —z(n?—42?)>H(n? —42%)2 cos wsin x + (27 /3) 23+
(256/7% —8m2/3)2”)cos? x
KOHKPETAH MEIIOBUT TPUTOHOMETPUjCKU mojuHOM. I[Ipumerumo ma je x = 0
KOpeH TeTor pena u x = 7/2 kopen tpeher pena ¢yurmuje f(z).
Paznuryjemo nmBa cimyudaja:
1) Axo je z € (0,0.858):
[Ipema teopemu 147, dpyuruuja f(x) ce moxke 3anucaru Ha ciaenehu nauwmn:

7T2 2)2

f(x)= —:c(7r2—4:c2)2—|—(_24x sin 2z+ (7t /3)x3 + (128/7% —47%/3)2®

+ (£7r4/3)$3 + (128/7r2—47r2/3)x5) cos 2.

(>0)

Tana cy, npema memama 143 n 144 u onucy meTona, HejeTHAKOCTU: Siny >
T7™(y) (k=7) u cosy > T7°(y) (k = 6) raune, 3a y € (0,\/(k+3)(k+4)).
3a x € (0,0.858) Baxku:

(n% —4x?)
2

f(z)> —z(r2—422)2 + 22?“’0(2:2)—!—(%4 /3)a3+ (128 /72 — 472/ 3) 2

+((7/3)2® + (128/72 —4x%/3)a® ) T5™"(2x) = Py (),

(>0)
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rae je Ppp(z) monuaOM

25

P(z) = 56m* — 9672 —5376) a0 + (—147% —3727% 4+ 100872 +40320) z:*
94572

+ (9978 + 7567* — 504072 — 120960)z2 — 2527 + 12607 + 120960)

210
= gasreLo(@)-

Onpemumo 3atuMm 3Hak nosauHoMa Fg(z) 3a x € (0,0.858). YBobemem cmene

z = 2%, mobujamo mosuuoM Tpeher cremena:
P3(z) = (567*—96m%—5376)23 4 (—147° — 372744100872 +40320) 22
+ (9976 + 7567* — 504072 — 120960)z — 25278 + 12607* + 120960.

Peanna ¢arxropuzanuja nmomuuoma Pi(z) ompebena je momohy mporpama
Matlab, u rimacu
Py(2)=a(z—2)(*4+pz+q),

roe je a = —868.572...,2; = 0.737147...,p = 0.077...,q = 2.226...; nupu uyemy je
HejennaxocT p2— 4q <0 Tauna. [onuuom P3(2) uma TayHO jeaH TPOCT peasa
KOopeH 2. Ilpmmermmo ma je (/z; = 0.858573... > 0.858. Kaxro je P3(0) > 0,
cremu na je Ps3(z) >0 3a z € (0,0.858).

Komauno, MOKeMO 3aKbyunTu 1a je
Ps(xz) > 03a 2€(0,0.858) = Pj;(z) > 0 3a z€(0,0.858)
= f(z) > 03a x€(0,0.858).

[IpumeTnMo na je HajMakHU TO3UTUBAH peaiaH KOPEH MOHEe allPOKCUMAIIA]E
¢pyurmmje f(z), tj. mommuoma Pii(z), * = /21 = 0.858573... .
2) Aro z € [0.858,7/2), mepuHAIUMO HYHKIU]Y

o(z) = f(r/2 — x) = 162° — 40mz* + 327%2% — 8n322
+ (162* — 32723 + 167222) sin x cos x
+ (1/(37%))(m — 22)3((96 — 7)2? + (7° — 967)x + 2472) sin® .

Hokaxumo cana na je f(x) > 0 3a x € [0.858,7/2), mWTO je €KBUBAJEHTHO Ca
o(x) >0 3a z € (0,c], rme je ¢ =7/2 —0.858 = m/2 — 429/500 (¢ = 0.712...).
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dyurnuja o(x) je Takobe jemaH KOHKpeTaH MENIOBUT TPUTOHOMETPUjCKU TIO-
muaoM. IIpema teopemu 147, dpymrunja ¢(z) ce moske 3amucartu Ha ciaenehn

Ha4YUNH:
¢(x) = 162° — 40mz* + 32n22% — 87%2? 4 (8a* — 16ma® + 8n?x? ) sin 2z
(>0)
+ (1/(67%))(m — 22)3((96 — n4)z? + (7° — 967)x + 247?)

— (1/(672)) (7 — 2$)3(\(96*7[‘4)1‘24»(71'57967T)x+247T2/)COS 2.

(>0)

Tana cy, npema nmemama 143 n 144 u onucy meTona, HejeTHAKOCTU: Siny >
—cos,0

T3y) (k=T) wcosy < Ty (y) (k=8) raune, 3a y € 0,/ (k+3)(k+4)).
3a z € (0,c| Bawxn:

o(r) > 1625 — 40ma* + 327203 — 8n32? + (8a* — 1672 + 87202) 3™ (2)
(>0)
+ (1/(67%)) (7 — 22)3((96 — 7*)x? + (7° — 967)x + 2472)

— (1/(672))(r — 22)%((96— 7422+ (x5 — 96m)z + 2472 T "

(>0)

(2)

= Q13(13)>

rae je (Q13(x) mommHOM

23
94572

Qus(z) = ((—87* + 768)210+ (207" — 19207)2"

—187% 4 11274 + 172872 — 10752)28

T’ — 2807w — 57673 + 268807)x”

—7® 425276 — 79274 — 2486472 + 80640)2°
—9877 4 20767 + 940873 — 2016007)z°

1478 — 18907® + 117671 + 19152072 — 241920)x?
73577 — 596470 — 8064073 4 6048007 )2

+
+
+
+
4
+
+ (—10578 + 567075 + 151207* — 57456072) 2>
4

(
(
(
(
(
(
(
(

—220577 — 25207° + 2343607%)2 + 3157° — 302407*)

56'3
= g Qole).
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Onpenumvo 3atuMm 3Hak mommHOMa Q1o(z) 3a = € (0,c¢]|. ITocmarpajmo mectu

n3BO 1 mosmHOMA (Q19(Z) Kao MOAMHOM UeTBPTOr cremneHa y ciaeneliem oGauky
Q% (x) = (~12096007 + 116121600)z* + (12096007 — 1161216007) 2
+ (—3628807° + 22579207* + 3483648072 — 216760320)2>
+ (3528077 — 14112007° — 290304073 + 1354752007 )2

— 72078 + 18144075 — 5702407% — 1790208072 + 58060800.

Peanmna ¢axropumsanuja moamHOMA Qg%)(:v) onpebena je momohy mporpama
Matlab, u roacu
10 (1) =Bla—a1)(@—22) (2" +pr-+0),

re je = —1704436.514.... 21 = 0.610...,25 = 3.262..., p = 0.731..., ¢ = 1.935...,
npu yemy je HejemHarocT p2— 4q<0 tauna. [TomurOoM Qg%) (x) uma TavHO HBA
IPOCTa peajiHa KOPeHa T U T2. Kako je Qg%)(O) <0, caemn nma je Qg%)(x) <0
38 ¢ < Ty, U KaKO je Qg%)(c) > 0, cremu ma je Qg%)(x) > 0 3a z € (x1,22).
IIpema Tome, Qg%)(:v) je MoHOTOHO omanajyha ¢yHknMja 3a < T; 1 MOHOTOHO
pacryha 3a x € (x1,x2), ma crora Qg%) (r) mocTU:Ke MUHUMYM Yy TAUKU T =
0.610... ma unTepsany (0,c]. Tama, xaxo je Q) (0) < 0 u Q¥(c) < 0, cremm
na je Q(lf))(x) <0 3a x € (0,c]. HlraBume, KAKO je MOJUHOM Q(fé)(x) MOHOTOHO
onmanajyha ¢yurmuja 3a x € (0,¢] u Q%)(c) > (0, caenu ma je Q%)(x) > 0 3a
z € (0,¢]. Omasze cremn ma je momuroM Q)y(2) MorOTOHO pactyha ¢ymrmmja
3a 2 € (0,¢c] u Qj(c) <0, ma cremu ma je Qy(z) < 0 3a x € (0,c¢]. Ilpema
Tome, mosmuHOM (Q,(7) je MoHOTOHO omanajyha dymkmuja 3a x € (0,c], 1 Kako
je Qly(c) > 0, crenu ma je Qjy(x) > 0 3a 2 € (0,¢]. Tama, c ob63upom na je
Q1o(x) MomoTOHO pactyha ¢ymrmmaja 3a z € (0,¢] 1 Q)y(c) < 0, cremm ma je
Qo(r) <0 3a z€(0,c].

Konauno, nomro je momuaoMm Qo(z) mMomoTono omnamajyha ¢yHrumja 3a

x € (0,c] m Quo(c) > 0, MOKEMO 3aKBYUNTHU Oa je

Quo(r)>03a2€(0,¢c] = Q3(x) >03a x€(0,c]
= ¢(x)>03a 2€(0,c]
= f(z)>03a x€[0.858,7/2).

[IpumeTmMo na je HajMamU MO3UTUBAH PeaJlaH KOPEH NOH-€ alpOKCUMa-

muje ¢pyurnmje @(x), tj. mommaoMa @Qi3(z), x* = 0.910490... > ¢ = 0.712... .
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Jemnocrasaum pauynom mobuja ce ma je koncranTta (256/m% — 872 /3) majboma
Moryha. OBuMm je moka3 apyre HejeTHAKOCTU TOTOB. a

Y HapemHO] TJIaBU, pa3MaTpPaHO je IPOMUPEHE MPETXOMHO OMUCAHOT IOC-
TyIKa Ha KJIACy peaiHUX aHAJIUTUYKUX (YHKOUja, Koja 0OyXBaTa MENIOBUTE

XUnepOOTUIKO-TPUTOHOMETPHjCKE TTOJTUHOME.
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I'NIABA 5

METOI NJORKASNBAILA RJIACE
HEJETHARKOCTN KOJA OBYXBATA
MEHIOBUTE XUITEPBOJINMYRO-
TPAT'OHOMETPWUJCRE IIOJINMHOMCRKE
®YHRIINJE

[Mum waM je cama ma TPOMUPUMO CKYI HEjeTHAKOCTH KOje OMcMO MO-
raU JOKa3aTu oAroBapajyhmMm meromom, kKao mTo je ypaheHo y mMpeTxomaHOj
rnaBu. [lo yrmemy Ha ommcan MeTon, MPUPOTHO C€ MOCTAB/HA MUTAE MO-
Ka3rBamba HEjeTHAKOCTU KOje O0yXBaTajy eJIeMeHTe pallupema IPCTEeHa pe-
AJIHAX XUIEePOOINYKO-TPUroHOMeTprjcknx moinHoMma R[coshz,sinhz], y 03-
Hamu Rz, coshz,sinhz]. Esmemenrte oBor pammupema HA30BUMO MeULOBUMUM
runepboauuro-mpueorHomempujcrum nosuromuma. C tum y Besu, nokymahemo
na TpUIaroaMMo mocrojehm MmeTon HOBOj KJIACU HEjeIHAKOCTH.

Hakmne, y oBOj riaBu, 0aBUMO Ce€ METOAOM MNOKA3WBAMA HEjeTHAKOCTU
obnuKa:

n
f(z) = Z a;xPi sinh”x cosh™z > 0, (5.0.1)

i=1
3a € (01,02), 01 <0<d9; e a; € R\ {0}, pi,qi, 7 €Nog u n €N, npema pany
[56]. Hajupe tpanchopMumemMo MemoBAT XUIEPOOTIUIKO-TPUTOHOMETPIU]CKA

nonuHOM f() y eKBUBaJIeHTaH OOJIMK, KOjU CAIP:KU XUNEPOOINUKe CUHYCe U



xunepOoInYKe KOCUHYCe BUIIECTPYKHX yryosa. OBaj MeTon je KoMIaTubu-
JaH ca e(PUKACHMM METOIOM ONMCAHUM y panxy [55], m 3acHOBaH je Ha au-
peKTHOM mnopebhemy XmnepOOIMUYKOr CHHYCA M XUIEePOOJUYKOr KOCHHYyCa Ca

oaroBapajyhum MakaopeHOBUM ITOJUHOMUMA.

5.1 Ilomohna TBpbhema m mpunpema 3a ommc
MeTO 1A

Heka je ¢ymruuja o(r) anporcumupana TejmopoBum mosuaomMoMm T (x),
creneHa k, y OKOJMHU Tadyke a. Y norynasiy 4.1 nepunmcane cy ropma u
IOBa alpokcuManuja (QyHKIUje ¢(r) y OKOJMHU Tadke a, KOje Cy O3HAUeHe
pemom ca T, “(z) uw T%%x). W y osoj rmasm xopuctuhemo ucTe o3HaKe.
Oyurmujy ¢(x), y HaCTaBKy pama, mocMarpaMo kao sinhz wiawm cosh .

[Tocmarpajyhu MarnopenoBe ampokcumaruje ¢yurnuja sinhz u coshz,

noJsasuMo 1o ciaenehwmx mgema.

(n=1)/2 9,41
t
JIema 158. 3a noaurnom T,,( Zz:; 2T 1) CTEENE 20e jen =2k + 1, k € Ny, eamcu:
(Vt > 0) To(t) < Thia(t) < sinht, (5.1.1)
(Vt <0) T,(t) > Thaz(t) > sinht. (5.1.2)

3a t =0 nejeonaxocmu y (5.1.1) u (5.1.2) npeaaze y jednarxocmu.

n/2

tQZ
JIema 159. 3a noaurnom T,(t) = Z W, 20e je n = 2k, k € Ny, sancu:
i)!
i=0

(Vt e R) T,(t) < T,ua2(t) < cosht. (5.1.3)
3a t =0 nejednaxocmu y (5.1.3) npeaase y jednaxocmu.

Hexka je a = ¢e*, xeR. Tana Baku:

1 1 1 1
COthz—(@—i——) u sinhx:—<a——).
2 a 2 a
YBemumo cnenehe ¢yHkuje:
Ra)=d"+— n Qua)=d" - — (5.1.4)
rla)=a ak u rla)=a ak’ 1.
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3a k=1,2,.... Tana je

Ri(a) = 2cosh(kz) wu  Qu(a) = 2sinh(kz), (5.1.5)
sa a=e"n k=1,2,.... Crora, maxo ce mokasyje na je:
Ry(a) - Ry(a) = Ryym(a) + Rin_m(a) (5.1.6)
u
Ry(a) - Qm(a) = Quim(a) + v - Qpu_m(a), (5.1.7)

rue je v = sgn(m — n) Cuenujanuo, Ry(a) =2 u Qy(a) = 0.
Y pany [34] npukazanu cy cTeneHr XunepOONUUKUX (YHKIU]A Y OBIUKY
XUIEePOONMIKIX (YHKIMja BUMIECTPYKUX yTJIOBA, Yy 3aBUCHOCTU OJ TAPHOCTH

crenena n. [Ipema Tome, Baske caemehe momohue geme.

JIema 160. 3a n € N caedehe gopmyae cy maune:

(i) axo je n wenapawn 6poj

n—1

© ‘

sinh"z = 2:1 (~1)* (Z) sinh((n — 2k)z),

b
Il
o

(i) axo je n napan 6poj

sinh"z = % (Z) + 2n1_1 (—1)F <Z) cosh((n — 2k)z).

2 k=0

—

w3

JIlema 161. 3a n € N caedehe gopmyae cy mavne:

(i) axo je n wenapan 6poj

cosh"z = ! (n) cosh((n — 2k)z),

(i) axo je n napawn 6poj

n_q

1 (n 1 «—(n
Wy — — h((n — 2k)z).
cosh”z = = <%) + 5 (k> cosh((n — 2k)z)

k=0

Ha ocuoBy mperxonne nBe meme Basku cieneha teopema.
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Teopema 162. 3a n,m € N pazaukyjemo caedehe cayuajese:

(i) axo cy n u m nenaphu bpojesu

cosh™z- sinh™z = 2n+177117§:(1—1)k<2k:(—1)7“ (Z) (knj ) sinh((n+m—2k)x)),

k=0 r=0

(i) axo je m mapan, a m wenapar 6poj

n+m-—1
n oM 1 . k : r( T m :
cosh™z-sinh™x = ST kZ:O(—l) <§(—1) <7’) (k B ) smh((n—l—m—2k):c)),
(iii) axo je n menapan, a m napar 6poj
n+m—1
) 1 2 i i n m
cosh"z- sinh™z = W;(—D ;(—1) (r> (k: B )cosh((n—l—m—%;)x) ;
(iv) axo cy n u m napnu bpojesu
1 iy i n m
cosh"z- sinh"zx = W( ;(—l)k;(—l)r (r) (kz B ) cosh((n+m—2k)z)

n+m

o ()

Zoxasz: Anamorano mnoraszy Teopeme 147, mpu dyemy 3a ¢yuruuje Ry m QJj KO-
puctumo uspase (5.1.4),(5.1.5),(5.1.6) u (5.1.7). O

5.2 Ommc merTonma

Ham mum je ma mpuraskeMo MeTOH 3a MOKa3UBAMm€ HEejeTHAKOCTU OOJIUKA
(5.0.1), 3a 2 € (0,0) u § = 05 >0. IIpurom hemo kopucturu mowme Makiope-
HOBe anmpokcuManuje ¢yHuknuja sinhx u cosh x, onpebene memama 158 u 159.
[IpumernMo nma 3a oBe (yHKNUje mOCTOje camMo Home MakiopeHOoBe ampox-
cuMalnuje, 3a pa3auky oI (QYHKIUja Sinx U cosT Koje mMmajy obe, M HOome u

ropwme MakimopenoBe anpokcumaruje (Bumetu seme 143 u 144).

Mebyrtum, y pany [98] nokaszana je ciemeha Teopema.
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Teopema 163. I[Ipemnocmasumo da je f peaana dynryuja na (a,b) u n nosu-
muean ueo 6poj maxae da f*(a+) u f®(b—) (k € {0,1,2,...,n}) nocmoje u
da je (—1)"f™(x) pacmyha gynxyuja na (a,b). Tada 3a ceaxo x € (a,b) eancu

caedeha nejednaxocms:

n—1 £(k)(p— < (a— _
k=0 ¢ k=0 (5.2.1)

n fk)(p—
< fr) < kzo%(:c—b)k.

M

Imaeuwwe, axo je (—1)"f™)(x) onadajyha dyrnruuja na (a,b), mada eancu obp-
Hyma nejednarocm 00 wejednaxocmu (5.2.1).
Ipemnocmaeumo da je f™(z) pacmyha gynxuuja na (a,b), mada 3a ceaxo

x € (a,b) saxncu caedeha nejednarxocm:

n1 £(k) (g 1 < (b—a)*f®(a

kgof ]; +)(x_a)k+(b_a)n<f(b_)_z_:( )lj ( +)>(l,_a)n

k=0 (5.2.2)
n k’)(a—l—)

fz) > Z — (e —a)".
IMmaeuwe, axo je f™(x) onadajyha gynxuuja na (a,b), mada eaxcu obprnyma

nejednaxocm 00 wejednarocmu (5.2.2).

OBoM TeOpeMOM JIOKa3aHO je TOCTOjalme TOPHUX alpOKCUManuja (yHKINI]a
sinhx u cosh x, na Komaunom mHTEpBaNLy (a,b).
[Tocmarpajmo cama cabupar cyme (5.0.1), s;(x) = oyazPicosh¥z sinh"x, rme

jea; #03ai=1,...,n. ¥YBeaumo 03HaKYy

%—1, Kana cy oba O6poja ¢ u r; mapHa uiam oba HemapHa,

m; =

i+ri—1
qﬁ_;l ) Kaloa Cy @; U 7; pa3JU4nuTe IIapHOCTU.

[Ipema teopemu 162, cabupum s;(z) (i=1,2,...,n) MOry OUTH IPUKA3aHU HA
YeTUpU pa3JndnTa HAUWHA, Y 3aBUCHOCTU OJ CJIydaja, IIa Cy y OMUCY METOIa

narte ciaenehe moryhuocrtu:
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1. Heka je r; Hemapan 6poj, Tamga BayKu:

si(x) = ayxPicosh®r sinh"x

- ;‘fpl i(_mi(—nr(‘f) (kir) sinh ((q;+7;—2k)x)

k=0 r=0

— Qw Z(Xk: a;(— k+r( )( Ti )) sinh ((g;+7;—2k)x).

T

YBenuMo o3HaKy [, = Zﬁ:o a;(=1)*7(%)(, ). Tama cy 3a cBaku noxcabupax
o sinh((qi +r; — Qk)x), y 3aBHCHOCTHU OJ 3HakKa [, moryha msa ciaydaja:
1) ako je By > 0:

Brsinh((g; +r; — 2k)z) > 5kT821;1(§10 (g +7: — 2k)z), 1)) € Ny,

2) ako je i < 0, mocToju mOAUHOM p,(Z) HA KOHAYHOM WHTEPBAJy, IpeMa

Teopemu 163, KOju je ropma ampoKcuMaluja 3a Sinh((qi—l-n — Qk)x), ma BasKu:

Besinh((q; + 7 — 2k)z) > Brpn(x).
2. Heka je ¢; menapan u r; mapas 0poj, Tana BayKu:

si(x) = a;aPicosh® sinh"x
. Di mi k ) '
SRRV E e (1)) oenoann
2t;u+rz Z (ZO“ k+r( )( 73 )) cosh((qi+ri—2k;)g;)_

Tama cy 3a cBakm moncabupaxr [ cosh((qi + 7 — 2k)ac), Yy 3aBUCHOCTHU O
3Haka f, Moryha aBa ciaydaja:
1) ako je By > 0:

By cosh((g; +ri = 2k)x) > BLSH? (g +7s — 2k)a), 1 e N, (5.2.3)

IO

2) ako je [ < 0, mocToju mMOJIUMHOM Py, () HA KOHAYHOM MHTEPBAJY, IpeMa

Teopemu 163, KOju je ropma anmpoKCUMAaIja 38 cosh((CIH—n —Qk)x), Ia BaKU:

Br cosh((g; + r; — 2k)x) > Brpa(x). (5.2.4)
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3. Heka cy ¢; u r; mapau O6pojeBu, Tana BayKu:
r T
si(x) = 2q1+rz—1 <Z (Z o (—1)FF ( > (k B r)) cosh((qu-?”i—Qk)x)

S s )

Iame, 3a cBaku noacabupak [y COSh((Qi +r; — Qk)x), Yy 3aBUCHOCTU OJI 3HAKA

Bk, mmamo nse moryhnocrtnu (5.2.3) nian (5.2.4).

[Ipema Tome, 3a cBaku cabupak s;(x) moskemo Hahwu mommsoMm 7;(x), KOjU
npencTaBiba HEroBy JNOBY anpokcuMmanujy. Y mopebyjyhu cse cabupke s;(x)
(1=1,2,...,n), koju ce jaBmajy y cymu (5.0.1), npema ropeHaBemgeHUM CIIy-

yajeBuMa, A00UjaMO MOJUHOM

= Zﬂ(fﬁ')

KOju je moma ampokcuMmanuja ¢yukuuje f(r) uz (5.0.1); 1j. Bakmn:

f(z) > P(x).

Ha ocuoBy mperxomHor pasmarpaia BasKuU ciemeha Teopema.

Teopema 164. Hexa noaunom P(x ZTZ uma caedeha ceojemeas:

(i) mocmoju najmame jedan noszumuear peanrar Kopen noaurwoma P(z) ;
(17) P(x)>0 3a x€(0,2%), 2de je x* Hajmamu noO3UMUEAH PEALAH KOPEH
noauroma P(x).

Taoda saxncu
f(z) >0,
3a x € (0,2%) C (0,0).
Hamnomena 165. [Tpumerumo na je oBuMm mobujen mokas mejenuaxoctu f(z)>0

3a x € (0,97), rme je dy =z*. Ilperxomua TeopeMa MOKe Ce IPUMEHUTHU U HA

x € (01,0), yBobemem cmene t=—z.

Hamomena 166. Ako He IOCTOjU HO3UTUBAH peasiaH KOpeH nosunHoMa P(x) u

ako je P(x)>0 3a x€(0,00), Tana je f(zr)>0 3a z€(0,00).
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['nmaBua pasnuka y nopebemy ca Meromom koju je ommcan y panmy [55] je
YMH,€HUIA 1a TOpimhe anpokcuManuje ¢gyernuja sinhz u coshx nocroje jenuno
Ha KOHAYHUM uHTepBasuMa. (CTora, oBaj MeTOn MO:Ke OUTU KOPUIINEH Win
3a JOKa3uBame HejenHakocTy obswmka (5.0.1) HA KOHAUHOM WHTEPBAJY, WU
3a INOKa3uBame HejeTHAKOCTU UCTOr obiuka Ha uHTepBady (0,00), npu uemy
koe(unujenTy y3 sinhx n coshx mopajy OuTu mo3mTmBHU, Tj. jeAMHO Kana Cy
HaM noTpebHE caMo OHe aIpoKCHUMaluje OBUX (YHKIUja.

KoMmmiernocr npukazasor merona 3a ¢yukuujy f(z) obaumka (5.0.1) wnc-
IIyH-€HA je AHAJOTHO Kao 3a GyHKIuUjy » ., ;2P sin®z cos"z, mro je mokasaHo

y paxny [55] (cexmmja 2., meo II).

Hanomena 167. VicrakHuMO 11a ce omrcaH MeTOI MOKe IPUMEHUTU 1 Ha ()Y HK-
nuje obuuka f(x) =Y . a;h;(z)cosh®r sinh™x 3a x € (0,0), rae je hi(z) peanan
nonuaoM. IIpBa MoryhuocT je kana je momuuOM h;(r) KOHCTAHTHOD 3HAKA HA
nmaroMm maTepBany (hi(x) >0 nun h;(r) <0), 1 Taga paguMO AHAJIOIHO IPET-
xonHo omucanoMm noctynky. C apyre crpame, moryhe je ma momuuoMm h;(z)
HUje KOHCTAHTHOI 3Haka. Tana tepm a;h;(z)cosh®r sinh"r moske Onru 3anucan
Kao cyma cabupaka obnmka S;(r), a 3aTUM MOKEMO HPUMEHUTU IPETXOIHO

OIICaH IMOCTYIIaK Ha CBAaKMW O TUX Ca6npal{a.

I[MTocmaTpajmo mHIEKCe Z,Ef) (z e{l,...,n}, ke {0,... ,mi}) KOju ce jaBibajy
y nmoaunomy P(x): lo,ly,...,l,; opu yemy je m+1 ykynaun 6poj momacabupakra
Koju ce mobujajy u3 cBux cabupaka s;(x). [Ipumerumo na, y 3aBUCHOCTU O

UHOEKCA [;, BasKM:
f(.flﬁ) > P(a:,lo,ll,...,ls+1,...,lm) > P(.T,lo,ll,...,ls,...,lm>,

3a cBaku uagekc s € {0,1,2,...,m} u l; € Ny. [losehamem cBakor unnerca I
nobujamo cBe Gojbe Nome anpokcuMmanuje ¢ysrmuje f(x).

[Iperxonno onucan mMeTon ce 3apmasa onpebusamem 6ap jemue (m+1)-
topke unperca (lo,ly, ..., ly) = (ZO, I, ... ,Zm), 34 KOJy BaKU:
P(Z‘,lo,ll,...,lm) > O,

3a x€(0,d). Ha kpajy merona nobuja ce nokas nosasue nejeauaxkoctu (5.0.1).

Hamomena 168. OBaj MeTom cBOAM ce HA MOKA3UBAM€ MOJUHOMCKUAX HejeI-
HarocTu obamka P(x) > 0, 3a x € (0,9), mro nmpeacraB/ba OMIyIUB IPOOIEM

npema pesyararuma Tapckor [73].
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Ham nmum je ma, oBuM MeTomoMm, AOKa:KeMO HEeKe MOOpO Mo3HaTe HejeqHa-
KOCTH KOje Cy pa3MaTpaHe y HeJaBHO 00jaB/beHUM padoBUMa, Kao U Aa JO0Ou-

jeMO HeKe HOBe pe3yJiTaTe KOju ce OaHoce Ha HejemHarocTtu obauka (5.0.1).

5.3 Ilpumene meroma

Y oBOM moryaB/by ODaBUMO ce MPUMEHaMa MeTOola 0a3upaHOT HA TEOPEMU

164, Ha Heke KOHKpETHE Heje THAKOCTU.

5.3.1 Jloka3 mejemmakocTu u3 pana [50]

Y pany [50] moraszana je ciaemeha Teopewma.

Teopema 169. 3a x € (0,1)

1 1/2 T 1 1/4
. 5.3.1
(coshx) < sinh z < (coshx) ( )

Y pany [56] JaT je moka3 HejeTHAKOCTU (5.3.1), koju heMmo cana HaBECTH.

Loxaz: 1 Iloka;xkmMo MPBO HEjeTHAKOCT:

( 1 )1/2< T
cosh z sinh z’

3a x € (0,1). Tpaskena HejemHAKOCT eKBUBaJeHTHA je HejemHarocTu f(z) >0

3a x€(0,1), rme je

f(z) = 2% coshx — sinh®*z

KOHKPETAH MEMIOBUT XUIEPOOIUUKO-TPUTOHOMETPUjCKU ToanHOM. [Ipema Te-

opemu 162, dpyurnuja f(x) ce Mmoxke 3amucatu Ha ciaenehu HAUMH:
9 1 1
f(z) = x*coshx + 3~ Ecosth.

Taza je, mpema semn 159 u omucy meroma, mejemraxoct coshy > T0(y)
(k = 4) tauma 3a cBako y € R u, mpema teopemu 163, Baskm: cosh2y <
142y + (2cosh® 1 — 4)y* 3a y € (0,1).

3a z € (0,1) Bawn:

f(x) > 22T () — 2% — (cosh® 1 — 2)a* = Py(x),
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rae je Pg(r) mommuOM

zt o 2 zt
Ps(x) = ﬂ(x +60 — 24 cosh®1) = ﬂ(x +¢),
3a ¢ = 2.853.... Kako je Ps(x) > 0, moske ce sarmpyuuru na je f(z) >0 3a

ze(0,1).

IT Cama mokasyjeMo HejeTHAKOCT:

T << 1 )1/4
sinh z cosh x ’

3a ¢ € (0,1). Tpakena HejeIHAKOCT €KBUBAJIEHTHa je HejemHakoctu f(x) >0

3a x€(0,1), rme je

f(z) = sinh*z — 2" cosh

KOHKDETAH MEMIOBUT XUIMEPOOIUUKO-TPUTOHOMETPUjCKU ToanHOM. [Ipema Te-

opemu 162, ¢pynruuja f(z) ce moske 3ammcaru Ha ciaenehn Hauns:

3 1 1
f(z) = 3 + 3 cosh 4z — 5 cosh 22 — z* cosh .

Taza je, mpema semn 159 u omucy meroma, ejemraxoct coshy > TM0(y)
= 6) Tauna 3a cBako y € R u, npema teopemu 163, Baku: coshy < 1+
_ 5:(24 cosh1 —37)y m cosh2y < 1+ 2y + % + 2 (48 cosh®1 — 112)y° 3a

€ (0,1) Baskmn:

Fle) > $+3T7™0Un) + 3 (-1 - 207 — 2 — L (48 cosh® 1 — 112)°)

+ x4<—1 — Lz -2 — 2(24cosh1 — 37):106) = Pio(),

npu yemy je Pjo(x) momamuOM

xﬁ

Py(z) = %((555 — 360 cosh 1)z* — 1522 + 916 — 360 cosh” 1)

76

Peanna ¢parkropusanuja nomunoma Py(x) ompebena je momohy mporpama
Matlab, u rmacu

Py(z)=o(z—21)(z — 22) (2" +pr+0),
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roe je a=—0.509..., 0y =1.871... x9=—x1,p=0,¢=32.971...; npu yeMmy Baku
p?—4q<0. Toaunom Py(r) mMa TayHO ABA MPOCTA PEAJHA KOPEHA T U To.

Kako je Py(x) >0 3a 2 € (0,1) C (22, 21), KOHAUHO C€ MOMKE 3aKLYUUTU A je
Pyy(z)>03az € (0,1) = f(x)>03aze€(0,1).

Crora, nokas Hejennakoctu (5.3.1) je roros. O

5.3.2 Jloka3 mejemaaxoctu u3 pana [10]
Y pany [10] mokazana je mapemHa Teopema.

Teopema 170. Hexa je v € R\ {0}. Tada sancu wejednaxocm:

sinh z 1
>

(5.3.2)

x cosh £ '

Y pany [56] nar je mokas mejennaroctu (5.3.2), koju hiemo cana maBecTu.

Joxas: Hajupe nokazxumo (5.3.2) 3a x € (0,00). Tpaskena HejeJHAKOCT €KBU-

BaJICHTHA je HejenHakocTu F(z) = SEME — Costg > 0, mMTO je eKBUBAJICHTHO Ca
3

f(z)>0 3a z € (0,00), roe je
f(z) =sinhxcoshf —x

KOHKDETAH MEIIOBUT XUNEPOOTUYKO-TPUTOHOMETPHU)jCKUA TOJTUHOM.

Hedbunnmumo GyHKIT]Y
o(x) = f(3z) = sinh 3z coshz — 3.

Canma mmamo ma je f(x) > 0 3a = € (0,00) exBuBasenTHo ca @(z) > 0 3a

x € (0,00). Pynrunja ¢(x) ce Moxke 3amucaru Ha ciegehn HaumH:
1. 1.
o(z) = 3 sinh 4x + 3 sinh 2x — 3.

Tana je, npema semu 158 u onucy mertona, HejeaHAKOCT sinhy > Is,inh’o(y)
(k =3,k =05) rauna 3a y € (0, 00).

3a z € (0,00) Bakm:

1, 1,
o) > 5 T3 (4z) + 5 T3 (20) — 32 = Py(a),
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rae je Ps(x) momuaOM
21’3 2
Kako je Ps(z) > 0 3a = € (0,00), Mmoske ce 3akmyuutu na je @(x) >0 3a z €
(0,00), omakie caemu na je f(x) > 03a ze(0,00).
3a x € (—o0,0) mejennarocr (5.3.2) je rauna, jep je F'(r) napaa ¢pyHKImja.

[Ipema tome, Hejemuakoct (5.3.2) je mokazana 3a x € R\ {0}. 0

5.3.3 Jloka3 HOBe OBOCTPYKE HejeTHAKOCTH

Kao mro je pedeno y morsiasmy 5.2, aKO KOPUCTUMO I'OPH-€ allPOKCUMAIIN]je
¢yuruuja sinh x u cosh r npema reopemu 163, Tana vejeaunaxkoctu tuna (5.0.1)
MOry OUTU JOKa3aHe jeIMHO HA KOHAYHOM MHTepBaty (a,b).

3uajyhu oBo, mokaskmmo ciaenelly OZBOCTPYKY HejeTHAKOCT KOja je, mpema

HalleM Ca3Hamy, IPBU IMyT AOKaszaHa y paxny [56].

Teopema 171. 3a x € (0,1) samcu:

5 )
(COSh z) - sinhxz  3coshxz + 2. (5.3.3)

<
T )
Zoxaz: 1 Hajupe moka:kKuMo HEjeTHAKOCT:

x\% sinhzx
<cosh —) < ,
4 T

3a x € (0,1). TpaskeHna HejeTHAKOCT E€KBUBAJICHTHA je Hejemuakoctu F(x) =

sinhz _ (Cosh §)5 > 0, mro je ekBuBaseHtHO ca f(x)>03a x € (0,1), rue je

f(x) =sinhz — x(cosh %)5

KOHKpPEeTaH MEMIOBUT XUIIEPOOTUIUKO-TPUTOHOMETPUJCKU TTOJTUHOM.

Hepuanmumo GyHKIU]Y
¢(x) = f(4x) = sinh 42 — 4z cosh® z.

Canma mmamo na je f(x) > 0 3a z € (0,1) exkBuBasentrHo ca p(z) > 0 3a
z€(0,7).
[Tpema reopemu 162, pyurumja ¢(x) ce Morke 3anucaTy Ha cienehiu HaunH:

5
(x) = sinh4x — Ecosh Sx — Zx cosh 3x — ; cosh x.
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sinh,0 (

Tana je, npema jemu 158 u omucy mMerona, HejeqHakocT sinhy > 17, Y)

1
'
coshby < 1+ 2y? 4 254 + (1572864 cosh® 2 — 1966080 cosh® 1 + 491520 cosh 1 —
185104)y5,
cosh3y < 1+ ng + ZLy4 4+ 1393216 cosh® 2 — 294912 cosh 1 — 127248)y°

coshy <1+ % S L 5 . (98304 cosh § — 101392)y°.

(k =5) Tauna 3a y € (0,00) u, npema teopemu 163, 3a y € (0, ;) Basku:

Saz € (O, 1) Basm:
p(z) > T30 (4x) — (1 + Ba? + Lot 4 L (1572864 cosh®
— 1966080 cosh” 1 +491520 cosh 1 —185104)2%) — 22 (1 + 9% + Za*
3 2 4
57 (393216 cosh® 1 —294912 cosh + —127248)2%) =32 (1 + & + &

+
+ 2(98304 cosh 3 — 101392)2)

3

Pi(z) = go ((573520 — 491520 cosh® 1)z* — 6927 + 20)

= %P4( )

Peanna ¢parkropusanuja nomuuoma Py(x) ompebena je momohy mporpama
Matlab, u riacu

Py(z)=o(z—u1)(x — 22)(2* +pr+q),

roe je a=—205.838...,21=0431..., 29 =—21,p=0,9=0.521...; npu uemy je
HejenHarocT p2— 4g <0 tauna. [Tomurom Pj(r) uMma TauHO ABa MpOCTa PeasHa
KOpEHa T1 U Tz. Kako je Py(z) > 03az € (0,1) C (22, 21), crenn ma je Pr(z) >0
sa z € (0,1).
Crora, MoxeMo 3akmydnTu fa je ¢(z)>03az€(0,7) = f(z) >03az€
(0,1).
IT HokasxkuMmo cama HEjeTHAKOCT:
sinh x - 3coshz + 2
x 5 ’

3a z € (0,1). Tpaxena HejeIHAKOCT eKBUBaJEHTHA je HejemHakoctu f(z) >0

3a z€(0,1), rme je
f(z) = 3x coshx 4+ 2z — 5sinh x
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KOHKPETAH MENIOBUT XUMEPOOIUIKO-TPUTOHOMETPUJCKU TTOJTUHOM.

Ipema gemu 159 u ommcy meroma, mejemmaroct coshy > T (y) (k = 4)
je Tauna 3a cBako y € R u, npema Teopemu 163, mejenuakoct sinhy < y+ % +
§(6sinh 1 —7)y® je Tauna 3a y € (0,1).

3a z € (0,1) Bamn:

f(@) > 32770 (x) + 20 — 5(v + & + L(6sinh 1 — 7)2°) = Ps(a),

rae je Ps(z) momuaOM

73

Ps(z) = —ﬂ((12051nh 1—143)2*—16) = 0.082 - 2°(2*+8.097).

Kako je Ps(x) > 0 3a x € (0,1), moskemo 3armyuntu na je f(z)>03a z€(0,1).

Crora, nokas Hejennakoctu (5.3.3) je roros. O
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I'JIABA 6

SARJBYULIN 1 TAJbU PA L

Y oBoj riaBu cyMmupaheMo 3ak/byUKe 1 HABECTU HEKEe CMepHUIle 3a 0y myhu
pan.

Y nmpyroj rnaBu 0aBUIM CMO C€ TPUTOHOMETPUjCKUM MOJUHOMUMA KOjU
obpa3yjy mpCTeH, MTAaBUIIE TOMEH.

Anamu3upajyhu cBojcTBa haxkropusammje y IOMEHY KOMIIEKCHUX TPUTO-
HOMeTpujckux nonauaoMma, Clcos x,sin x|, HaBemeHO je ma je TO HOMEH ca jeqHO-
suaunoM darropusammjom (UFD). Tlpurasan je 00aUK HEpACTABHLUBUX €Jie-
MeHaTa OBOT HOMEHA, Kao U paKTOpU3aIrja ejieMeHaTa OBOT TOMEHa Ha aTOMe.

3a IOMEH peaylHMX TPUTOHOMETPUjCKUX HOJMHOMA, R[cosz,sinz|, mpuka-
3aHO je a HUje NOMEH ca je JHO3HAYHOM (akropusanujoMm. VcnocraBma ce na
je to Ilemexkunmos noay-dpaxropujanan nomen (HFD). Onucanu cy mepacra-
BJbUBU €JIEMEHTU OBOT HOMEHA, KA0 M (PaKTOPU3AIMja eJIeMeHaTa OBOI JOMEHA
Ha aTtome. Takobe, mpmkazaHu Ccy U MaKCUMAJHU UIEAJN OBOT JOMEHA, KAaO
Y BUXOBA Be3a ca MakcuMaJHuM uupeanmma nomena Clcosz,sin x].

Nuaue, cama ¢paxropusanyja y OBUM JOMEHUMa OTBapa MOTyhHOCT Opoj-
HUX IPUMEHa KaKO y MaTeMaTUIM, TOCEOHO HyMEPUUKOj, TAKO U Y UHKEHEP-
CTBY.

Ha xpajy oBe riiaBe mpumkasaHu Cy aJrOPUTMU 3a eJbelme, HaKTOPUCAILE,
HaJla:Keme HajBeher 3ajeTHMYKOr mesimnTesha, KAao U 3a yIpollliaBame KOJIu-
YHUKA ABA TPUTOHOMETPUjCKa MOJUHOMA, HAJ IMOJHEM PAIMOHAJIHUX OpojeBa.

Y masmeM pamy MHTepecaHTHO Ou 6miao, ymecto mossa Q, mocMarparu mHeroBo



pamupeme Q(i), u npobaru na y nomeny Q(i)[cosz,sin x| onpenumo mHepacrta-
BJbVIBE €JIeMEHTe, Kao U Ja, aKo je Moryhe, MOauduKyjeMo Teopujy 3a JOMEH
Q[cos z, sin x] u npunaromumo je momeny Q(i)[cosz,sinz]. IIpu Tome, mopamo
UMAaTU y BULY YUHEHUILYy Ha GOpMyJia 38 TPUTOHOMETPUjCKU CTENeH, AaTa Je-
voMm 104, y momeny Q(i)[cosz,sinz| ne Basku. Karo je momen Q(i)[cosz,sin ]
UFD, H3/l nBa TpuroHOMeTpujCcKa MOJUHOMA y HEMY je jeIUHCTBEH, IO HAa
MHOKEHh€ MHBEPTUOUIIHUM €JIEMEHTUMA.

[Ipuponuo ce mamerHysa maeja ma ce, MO yrieny Ha TPUTOHOMETDPUjCKE
IOJIMHOME, Te(PUHUITY XUMEePOOTNIKO-TPUTOHOMETPHU)CKA MOIUHOMU, cKpahe-
vHo XT-monuHOMU, M ma ce UCOUTa ajaredapcka CTPYKTYpa KOy UMHU CKYII
TakBux mojuHOMa. 1o je ypabeno y tpehoj raaBu oBor pana. Peaanu, on-
HOCHO koMmiekcHU XT-moamuHoMu o6pasyjy momen Rlcosh z,sinh x|, omrocHO
Clcosh z,sinhz]. Wcmnocrasma ce ma cy TO DOMEHU Ca jeIHO3HAYHOM (ak-
ropuzanujom (UFD). Onpebenu cy mepacraBmuBu enemeHTH, Kao U OOJIUK
MaKCUMAJIHUX KUaeaja oba oBa JOMeHA.

Y mocnenmeMm onespKy Tpehe riase, pa3MaTrpanu cy aaroputMmu kom X'T'-
MOJMHOMA, HAJ MOJbEM PalUOHAJHUX OpOjeBa, MO Yriemy Ha aJrOpUTMe U3
apyre raase. Cuanunu pesynaratu mobujeru cy m 3a X' T-mommHOME, aau 3a
one mapoBe X'T-mommHOMAa KO KOjUX je cTelneH nmpou3Boaa nBa X' T-moamHoMa
jemHak 30upy CTemeHa HErOBUX YMHUIIAIIA. JAHUMJLUBO OU OUIIO, V JaJbeM
UCTPAKUBAKY, Mo3abaBUTU ce U OHUM napoBuMa XT-moawmHOMA 3a KOje He
Baskn oBa (opmyna. OBum O6m obyxBaTuiau ymtaB ckyn X' T-mosmHOoMa Ham
Q.

Y 4eTBpPTOj IJIaBU NMPUKA3AH j€ METOI NOKA3UBakha HEjeTHAKOCTU ODIUKA
f(x) > 0, roju kopumhemem koHaunux MarIOPEHOBUX pa3Boja TeHEPUIIE
HOJIMHOMCKE allpoKcuManuje, kana je ¢yskimumja f(r) MEmOBAT TPUTOHOME-
TPUjCKU MOJMHOM jenHe mpoMenpuBe. OBUM METOIOM MOTY Ce TOOUTU HOBU
pesyararu, anu u nobosmaru nocrojehin uz pamosa [1, 2, 11, 21, 22, 46, 47,
50, 76, 85, 97], [15]-[17], [38]-[42], [61]-[63], [66]-][68], [89]-[91], [99]-[102],
[107]-[110] u emura [5, 60]. KoHkpeTHM pe3yirTarTu IPUKA3AHOI METOIA 3a
NOKa3WBame HEjeIHAKOCTU OATU Cy, Y OBOj TJiaBW, Kpo3 mpumepe. Meron je
nIycTpoBaH Ha BeheM OpoOjy MO3HATUX W OTBOPEHUX MPOOJIEeMa U3 TEOpHUje
AHAJUTUYKAX HEJeTHAKOCTU, KA0 Ha mpumep y panosuma [8, 53, 54, 65].

Ha kpajy oBor mesa mocmarpajmo anrebapcky crpykrypy Rz, cosx,sin z],
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KOja TpEeNCTaB/ba paIlUpElHEe IPCTEHA PEANHUX TPUTOHOMETPUjCKUX IOJIU-
HOMAa pa3MaTpPaHuX y TJIaBU 2, & YUjU CY eJIEMEeHTU yIpPaBO MENIOBUTU TPU-
TOHOMETPUjCKU MOJUHOMU. Y HAJBEM UCTPAKUBAKDY MHTEPECAHTHO Ou OMIIO
mo3abaBUTU C€ OBOM CTPYKTYPOM, Y UeMy HaM y U3BECHOj Mepu MOry noMmohu
pa3Marpama U 3aKbYUId U3 raaBe 2 OBe aucepTanuje. JacHo je ma cy je-
[VHU WHBEPTUOUIHU eJeMeHTH noMeHa R[r,cosz,sinz], ka0 u Kox JOMeHa
Rlcos z,sin x|, memynTe peasne roucranre. MebhyTtum, oHO mTO Cce HaA TpBU
morJie] He YMHU jeTHOCTABHUM je oapebhuBame 0OJIUKa CBUX HEPACTABJHLUBUX
ejleMeHaTa OBOr noMmeHa. [lyOspba aHanmm3a ocoOuHa (akTOopU3alnuje y IOMEHY
Rz, cos z, sin x] Moraa 6u 6utu jenan on npasana 6ymyher ucrpakuBama.

Y meToj TiiaBM pa3MaTpaHO je IPOIUPEHe MOCTYIKAa ONUCAHOT y IPETXOI-
HOj I'JIaBU Ha KJIACY PEAJHUX aHAJUTUYKUX (YHKOUja, KOja 00yXBaTa MeIIo-
BUTE XUNEPOOTUYKO-TPUTOHOMETPHUjCKE TMOJMHOME jeIHe MPOMeHJ/buBe. KoH-
KPETHU Pe3yJTaTh OBOI MeTOona IPWKA3aHU Cy KPO3 IPUMEPE NOKA3MBAMA
aKTyeJqHUX HejemHakocTu. Hejemmakoctu u3 pagosa: [9, mociaemune 2.1 u
2.2], [10, Teopema 10, mocaemuua 14|, [43, namomena 1 u3 cekuuje 2] u [50,
aema 3.3] Ccy HeEKe OJ HejeIHAKOCTU KOje Ce MOIY JOKA3aTU OBUM METOIOM.
Tarxobe, kombunyjyhu oBaj MeTon ca meTomom u3 pana [55], MOEKEMO mOKa-
3aTW HEJeTHAKOCTU y KOjuMa ce (QYHKIUje SInx M COs T MOjaBJbyjy 3ajeqHo ca
¢yurnumjama sinh z u cosh x, kao ma npumep y pany [10, reopema 1, nocsemuna
2].

WNcraxkauMmo Ha Kpajy na 0u, y HEKOM JaJjbeM pary, 3aHUMJBUBO OMIIO mO3a-
H6aBuTu ce u anrebapckoMm cTpykrypoM Rz, cosh z,sinh x|, unju cy exemenTtn
yIPaBO MEMIOBUTY XUMEPOOINIKO-TPUTOHOMETPHjCKU TOJIUHOMU, Y YeMy HaM
MOTy moMohu pasmarpama U 3aKbydly u3 riase 3.

Y rnaBama 4 m 5 maTa je TEOPHUjCKa OCHOBA 3a KOHKPETHE peaJr3aluje
MeTola pa3MaTpPaHUX y muMa. Y »akeM pany MOTJIO Ou ce pa3sMOTPUTH
IIMpeme ONMMCAHUX METOHA Ha CJIydajeBe MENIOBUTUX TPUTOHOMETPUjCKUAX U
MEIMIOBUTUX XUIMEPOOIUUKO-TPUTOHOMETPUjCKUX MOJUHOMA BUIIE TPOMEHJILU-

BHUX.
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aHaNUTUYKNX HejeaHaKoCTH

MeHToOp npod. aAp BpaHko Manewesuh

MoTnuncaxu/a Mwunuua Makparuh

M3jaBrbyjemM Oa je wramnaHa Bepauja Mor JOKTOPCKOr paja UCToBeTHa €NEeKTPOHCKO]
Bepauju Kkojy cam npepao/nia pagu noxpareHa y [OurutanHoMm penosuTopujymy
YHuBep3uteTa y Beorpaay.

[OosBorbaBam fAa ce ofjaBe Moju NMUYHM nojauyn BesaHu 3a aobujarwe akapemckor
Ha3WBa AOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy MMe 1 Mpesnme, roauHa 1 MecTo pohera 1 Aatym
onbpaHe paga.

OB/ nUYHM nojauu Mory ce 00jaButv Ha MPEeXHUM CTpaHuuama JgurutanHe
BUBNMOTEKe, Y eNeKTPOHCKOM KaTarory 1 y nybnukaumjama YHusepauteta y beorpagy.

MoTtnuc aytopa

Y Beorpagy, _ 19.04.2018.

¢ / ‘Léu iy | ﬁ Uaupeeely K/
71 7

/
\/




Mpwunor 3.

UsjaBa o kopulihewy

Osnawhyjem YHuBepauTeTcky 6ubnuoteky ,CBeTosap Mapkosuh* ga y [AurutanHu
penosuTopujym YHusepsuTteta y beorpagy yHece MOjy OOKTOpCKy AucepTauujy noj
HaCnoBOM:

O npcTeHy TPUrOHOMETPUICKMX MOMMHOMA Ca MpuMeHamay Teopwju aHanuTU4kux
HejegHaKocTu

Koja je Moje ayTopcKo Aerno.

[ucepTaumjy ca CB/M MPUo3viMa Npeaao/na cam y enekTpoHCKoM popmaTty noroaHoM
3a TpajHO apxuBuUpame.

Mojy [4OKTOpCcKy AucepTauujy noxpareHy vy AurutanHoMm  penosuTopujymy
YHusepauTeTa y beorpagy 1 AOCTYnHY Yy OTBOPEHOM MpUCTYny Mory Aa KopucTe CBi
koju nowwTyjy oapenbe cagpxaHe y ofabpaHom Tuny nuueHue KpeatuBHe 3ajegHuLe
(Creative Commons) 3a Kojy cam ce oaJiy4umo/na.

1. AytopcTeo (CC BY)
2. Aytopcteo — HekomepLmjanHo (CC BY-NC)
@ AyTopcTBo — HekoMepLmjanHo — 6es npepaga (CC BY-NC-ND)
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLWjanHO — AenuTh NoA, UCTUM yCroBrMa (CC BY-NC-SA)
5. AytopcTeo — 6e3 npepaaa (CC BY-ND)
6. AyTopcTBO — AenuTy nogd uctim ycriosuma (CC BY-SA)

(Mornmmo fa 3a0KpyXXUTe CaMo jeaHy Of LLEeCT NoHyReHnX nuueHLM.
KpaTak onuc fMLEHL je cacTaBHK Aeo OBe u3jaBe).

MoTnuc aytopa

Y Beorpagy, _19.04.2018.
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1. AytopcTBo. [lo3BorbaBate yMHOXaBawe, OMCTPUOYLIM)Y W jaBHO caoniuTaBare
Aena, 1 npepage, ako ce HaBeAe MMe ayTopa Ha HauuH oapeheH of cTpaHe aytopa
unu gaeaola nuueHue, Yak 1 y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcnobofHuja of, CBMX
NALEHLMN.

2. AytopcTtBOo — HekomepuujanHo. [losBorbaBaTe yMHOXaBakse, AUCTPUBYLM)Y U
jaBHO caonwTaBame fena, U npepaje, ako ce HaBeAe UMe ayTopa Ha HauuH oapefeH
OA CTpaHe ayTopa unu Aasaoua nuueHue. OBa nuueHLa He [,03BorbaBa KoMepLujanHy
ynotpeby gena.

3. AyTopcTBO — HekomepuujanHo — Ge3 npepapa. [losBorbaeaTte yMHOXaBaH-E,
ACTpubYyLIMjy M jaBHO caonwiTaBake pferna, 6e3 npomeHa, npeobnuvkosara wUnm
ynotpebe pnera y cBoM [Jefly, ako Ce HaBeAe MMe ayTopa Ha HauuH opapeReH of
CTpaHe ayTopa wniu gasaoua nuueHue. OBa nuuUeHLa He [o3BOrbaBa KOMepLujanHy
ynoTtpeby aena. Y ogHocy Ha cBe ocTarne NuueHLe, OBOM MULIEHLIOM Ce orpaHuYasa
Hajsehn obum npasa kopuwhera gena.

4. AyTopcTBO — HEKOMepLujanHo — AenuTK noa UCTUM ycrnosuma. [Jo3sorbasare
yMHOXaBake, AUCTPUBYLIMjy 1 jaBHO caorluTaBawe Aena, U npepage, ako ce Hasene
Mme ayTopa Ha HauuH ofpefeH of CTpaHe ayTopa Win gasaola NULEHLE 1 ako ce
npepaga Auctpubympa Mo WCTOM WM CRAMYHOM nuueHuom. OBa nuueHua He
[03BOrbaBa KomepLujanHy ynotpeby aena v npepaga.

5. AyTtopcTBOo — Ge3 npepapga. [losBorbaBate yMHOXaBarse, AUCTPMBYLM]Y 1 jaBHO
caorwTaBake fena, 6e3 npomeHa, npeobnukosarsa unv ynotpebe genay cBom geny,
ako ce HaBede vMMe aytopa Ha HauvH opgpefeH of cTpaHe ayTopa wnu gasaola
nuueHue. Osa nuueHUa [o3Borbasa komepuujanHy ynotpeby aena.

6. AyTopcTBO — OenuTW noa WCTUM YycroBuMa. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBake,
AUCTPUOYLIMjY 1 jaBHO caoniuTaBake Aena, v npepage, ako Ce HaBeae MMe ayTopa Ha
HauiH odpefeH op cTpaHe ayTopa unM AaBaoua JMUEHLUE M ako ce npepaga
Auctpubympa nog UCTOM UMM CIMYHOM  nudeHuom. OBa nuueHua [03Borbasa
komepuujanHy ynotpeby pgena u npepaga. CnuyHa je codpTBepckuM nuvLEeHLaMa,
OHOCHO nuLeHLama OTBOPEHOT Kofa.






