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O PRSTENU TRIGONOMETRIJSKIH POLINOMA
SA PRIMENAMA U TEORIJI

ANALITIQKIH NEJEDNAKOSTI

SA�ETAK

Ova doktorska disertacija sastoji se iz dva dela. Centralna tema pr-
vog dela disertacije su prsteni trigonometrijskih polinoma.Prikazano
je da je prsten kompleksnih trigonometrijskih polinoma, C[cosx, sinx],
domen sa jednoznaqnom faktorizacijom, dok prsten realnih trigonome-
trijskih polinoma, R[cosx, sinx], nije domen sa jednoznaqnom faktoriza-
cijom. Dati su potrebni i dovoǉni uslovi za sluqaj kada u prstenu
C[cosx, sinx], za razliku od prstena R[cosx, sinx], stepen proizvoda dva
trigonometrijska polinoma nije jednak zbiru stepena ǌegovih faktora.

Teorija trigonometrijskih polinoma proxirena je na hiperboliqko-
trigonometrijske polinome, skra�eno HT-polinome, koji su definisani
po ugledu na trigonometrijske polinome. Realni odnosno kompleksni
HT-polinomi obrazuju prsten, xtavixe integralni domen R[coshx, sinhx],
odnosno C[coshx, sinhx]. Razmatrana je faktorizacija u ovim domenima i
pokazano je da su to domeni sa jednoznaqnom faktorizacijom. Odre�eni
su nerastavǉivi elementi, kao i oblik maksimalnih ideala oba ova
domena. Razmatrani su algoritmi za deǉeǌe, faktorisaǌe, nala�eǌe
najve�ih zajedniqkih deliteǉa, kao i algoritmi za uprox�avaǌe koli-
qnika dva HT-polinoma nad poǉem racionalnih brojeva.

U drugom delu disertacije, koji se odnosi na primene, opisana su
dva metoda dokazivaǌa nejednakosti oblika f(x) > 0 nad datim konaqnim
intervalom (a, b) ⊂ R, a ≤ 0 ≤ b, koji korix�eǌem konaqnih Makloreno-
vih razvoja generixu polinomske aproksimacije, kada je funkcija f(x)

element raxireǌa prstena R[cosx, sinx], odnosno R[coshx, sinhx], u oznaci
R[x, cosx, sinx], odnosno R[x, coshx, sinhx]. Za izlo�ene metode dokazana je
ǌihova potpunost, a konkretni rezultati ovih metoda ilustrovani su
kroz primere dokazivaǌa aktuelnih nejednakosti.
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ON TRIGONOMETRIC POLYNOMIAL RING

WITH APPLICATIONS IN THE THEORY OF

ANALYTIC INEQUALITIES

ABSTRACT

This doctoral dissertation comprises two parts. Trigonometric polynomial rings

are the central topic of the first part of the dissertation. It is presented that the

ring of complex trigonometric polynomials, C[cosx, sinx], is a unique factorization

domain, and that the ring of real trigonometric polynomials, R[cosx, sinx], is not a

unique factorization domain. Necessary and sufficient conditions for the case when

in the ring C[cosx, sinx], unlike the ring R[cosx, sinx], the degree of the product of

two trigonometric polynomials is not equal to the sum of degrees of its factors, are

given.

The theory of trigonometric polynomials is extended to hyperbolic-trigonometric

polynomials, or HT-polynomials for short, which are defined similarly to trigonome-

tric polynomials. Real or complex HT-polynomials form a ring and even an integral

domain R[coshx, sinhx], or C[coshx, sinhx]. Factorization in these domains is con-

sidered, and it is shown that these are unique factorization domains. The irreducible

elements, as well as the form of the maximal ideals of both these domains are deter-

mined. The algorithms for dividing, factoring, computing greatest common divisors,

as well as the algorithms for simplifying ratios of two HT-polynomials are considered

over the field of rational numbers.

In the second part of the dissertation, related to applications, two methods of

proving inequalities of the form f(x) > 0 are described over the given finite in-

terval (a, b) ⊂ R, a ≤ 0 ≤ b, which by using the finite Maclaurin series expan-

sion generate polynomial approximations, when the function f(x) is element of the

ring extension of R[cosx, sinx], or R[coshx, sinhx], denoted by R[x, cosx, sinx], or

R[x, coshx, sinhx]. The completeness of the presented methods is proved and the

concrete results of these methods are illustrated through examples of proving actual

inequalities.
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PREDGOVOR

Ova doktorska disertacija sadr�i dve celine.
Prvi deo disertacije je teorijski, a sama teorija pripada oblasti

komutativne algebre. Podeǉen je na tri glave.
U prvoj glavi ovog rada, ukratko su izlo�eni osnovni pojmovi i

terminologija iz teorije komutativnih prstena. Pored toga, navedene
su postoje�e teoreme i tvr�eǌa koja koristimo u nastavku rada i koja
su potrebna za boǉe razumevaǌe materije koja sledi. Sva tvr�eǌa data
su bez dokaza, uz navedene reference odakle su preuzeta.

Druga glava bavi se trigonometrijskim polinomima, tj. elementima
skupa {

n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx) | n ∈ N, ak, bk ∈ A

}
,

gde je A = R ili A = C, koji obrazuje prsten. To je, ujedno, i centralno
mesto prvog dela disertacije. Trigonometrijski polinomi zastupǉeni
su u razliqitim oblastima matematike i ǌenim primenama, naroqito
u in�eǌerstvu. U ovom radu trigonometrijski polinomi razmatrani
su sa algebarskog aspekta, a glavna tema istra�ivaǌa su svojstva fak-
torizacije u prstenima trigonometrijskih polinoma. Ovakav pristup
trigonometrijskim polinomima nije qest u literaturi, pa otuda i ideja
da se istra�ivaǌa na ovu temu prodube. Me�utim, u posledǌe vreme
ova tema postaje aktuelna. Najznaqajniji rad na ovu temu, koji je i po-
lazna taqka u naxem istra�ivaǌu, je rad [71]. Ostali bitni radovi su
[64, 86, 87, 93, 94].

Ova glava pored poznatih rezultata, iz prethodno navedenih radova,
sadr�i i doprinose teoriji prstena trigonometrijskih polinoma. Kako
je ova tematika retko izuqavana i nedovoǉno opisana u literaturi,



nax ciǉ je da, u ovoj glavi, pored navedenih iskaza poznatih teorema
i tvr�eǌa prika�emo i ǌihove dokaze. Pri tome, mnogi od tih dokaza
detaǉnije su izlo�eni nego u izvornim radovima. Na ovaj naqin, ve�ina
rezultata vezanih za prstene trigonometrijskih polinoma bi�e objedi-
ǌena na jednom mestu. U nastavku navodimo doprinose teoriji prstena
trigonometrijskih polinoma, po redosledu prikazivaǌa u ovoj glavi:
napomena 58; teorema 66; teorema 70; u dokazu teoreme 71 detaǉno je
objaxǌena dimenzija navedenog domena, xto nije ura�eno u izvornom
radu; dokaz teoreme 74 dat je znatno detaǉnije nego u izvornom radu;
primer 87 je detaǉnije opisan; u poglavǉu 2.4 korigovane su tabele,
koje su rezultat radova [86, 87, 94]; teorema 147 (navedena sa dokazom u
glavi 4, a koristi se i u glavi 2).

U tre�oj glavi, po ugledu na trigonometrijske polinome, uveden je
pojam hiperboliqko-trigonometrijskog polinoma, kao konaqne linearne
kombinacije funkcija sinhnx i coshnx za n ∈ N. Ustanovǉeno je da i ovi
polinomi formiraju prsten. Razmatrana su svojstva faktorizacije u
prstenu hiperboliqko-trigonometrijskih polinoma, istaknuvxi pritom
sliqnosti i razlike izme�u ovog prstena i prstena trigonometrijskih
polinoma. Cela ova glava je originalna.

Drugi deo disertacije, koji obuhvata glave 4 i 5, odnosi se na pri-
mene. Sama faktorizacija u prstenima trigonometrijskih i hiperboli-
qko-trigonometrijskih polinoma otvara mogu�nost primene u teoriji
analitiqkih nejednakosti. Ovde su opisana dva metoda dokazivaǌa ne-
jednakosti.

U qetvrtoj glavi izlo�eni su rezultati prema radu [55]. Naime,
detaǉno je opisan nov metod dokazivaǌa nejednakosti oblika f(x) > 0

nad zadatim konaqnim intervalom (a, b) ⊂ R, a ≤ 0 ≤ b, gde je f(x) mexovit
trigonometrijski polinom jedne promenǉive, tj. oblika

f(x) =
n∑
i=1

αix
pi cosqix sinrix,

αi ∈ R \ {0}, pi, qi, ri ∈ N0, n ∈ N. Ovi polinomi predstavǉaju ele-
mente raxireǌa prstena realnih trigonometrijskih polinoma, u oznaci
R[x, cosx, sinx]. Nejednakosti ovog tipa su u velikoj meri zastupǉene u
literaturi. Znaqajan broj ǌih je dokazan na razliqite naqine, dok su



mnoge od ǌih date kao otvoreni problemi. Stoga je nastala ideja da
se postupak dokazivaǌa ove klase nejednakosti, u izvesnoj meri, auto-
matizuje. Metod je ilustrovan na ve�em broju poznatih i otvorenih
problema iz teorije analitiqkih nejednakosti.

Prirodno se postavǉa pitaǌe dokazivaǌa nejednakosti koje obuhva-
taju mexovite hiperboliqko–trigonometrijske polinome jedne promen-
ǉive, tj. polinome oblika

g(x) =
n∑
i=1

αix
pi coshqix sinhrix,

αi ∈ R \ {0}, pi, qi, ri ∈ N0, n ∈ N. Ovakvi polinomi su elementi raxireǌa
prstena realnih hiperboliqko-trigonometrijskih polinoma, u oznaci
R[x, coshx, sinhx]. Predmet istra�ivaǌa pete glave je upravo metod do-
kazivaǌa nejednakosti oblika g(x) > 0, za x ∈ (a, b) ⊂ R, a ≤ 0 ≤ b, koji
je nastao prilago�avaǌem metoda opisanog u glavi 4 ovoj novoj klasi
nejednakosti. Sadr�aj pete glave je objavǉen u radu [56]. Za izlo�ene
metode dokazivaǌa ispitana je i dokazana ǌihova potpunost.

Najzad, u glavi 6 sumirani su zakǉuqci i navedeni neki pravci
budu�eg rada.

Zahvaǉujem se svom mentoru, prof. dr Branku Malexevi�u, na anga-
�ovaǌu, pomo�i, podrxci i razumevaǌu tokom rada na ovoj disertaciji.

Zahvaǉujem se prof. dr Aleksandru Lipkovskom, prof. dr Zoranu
Petrovi�u i prof. dr Nebojxi Ikodinovi�u na dragocenim savetima
i komentarima koji su znaqajno unapredili sadr�aj i kvalitet ove di-
sertacije.

Dragim kolegama, prijateǉima i kumovima zahvaǉujem se na tome xto
su se uvek interesovali kako napreduje rad i xto su me bodrili da na
istom istrajem.

Najve�u zahvalnost, koju je texko izraziti reqima, ose�am prema
svojim roditeǉima i suprugu koji su svojom podrxkom i razumevaǌem
ulepxali moje profesionalno usavrxavaǌe. Oni su uvek bili tu i ver-
ovali u mene i onda kada sama nisam. Svako od ǌih je, na svoj naqin,
doprineo ovoj disertaciji.

Beograd, april 2018. Milica Makragi�



GLAVA 1

FAKTORIZACIJA U DOMENU

1.1 Prosti i maksimalni ideali

U ovom poglavǉu dat je kratak pregled teorije koja se odnosi na
proste i maksimalne ideale, prema kǌigama [7, 28, 44].

Definicija 1. Komutativan prsten A sa jedinicom u kome nema pravih
deliteǉa nule, tj. (∀a, b ∈ A) (ab = 0 =⇒ a = 0∨ b = 0), zovemo integralni
domen (oblast celih) ili samo domen.

Neki od primera domena su: prsten Z, svako poǉe je domen, prsteni
polinoma Z[x] i R[x], prsten polinoma n promenǉivih sa kompleksnim
koeficijentima C[x1, . . . , xn] (tj. prsteni polinoma qiji su koeficijenti
iz domena), prsten Zp za prost broj p itd.

U nastavku, ukoliko se ne naglasi drugaqije, sa A �emo oznaqavati
domen. Uz to, A∗ predstavǉa�e multiplikativnu grupu jedinica (tj.
invertibilne elemente) domena A.

Definicija 2. Ideal P domena A je prost ako:

P 6= A i ab ∈ P =⇒ (a ∈ P ∨ b ∈ P ).

Ekvivalentno va�i da je koliqniqki prsten A/P domen.

Na primer, skup svih parnih brojeva je prost ideal prstena Z; u prstenu
Z[x] ideal generisan sa 2 i x, tj. prsten polinoma qiji su svi koefi-
cijenti parni, je prost ideal. S obzirom da je nula ideal u domenu



uvek prost, proste ideale razliqite od nule zva�emo pravim prostim
idealima.

Definicija 3. Ideal M domena A je maksimalan ako:

M 6= A i M ⊆ I ⊆ A =⇒ (I = M ∨ I = A).

Ekvivalentno va�i da je koliqniqki prsten A/M poǉe.

Dakle, maksimalan ideal je pravi ideal za koji ne postoji pravi ideal
razliqit od ǌega koji ga sadr�i kao svoj podskup. Na primer, u prstenu
Z maksimalni ideali su glavni ideali (videti definiciju 17) generi-
sani prostim brojem (opxtije va�i da su svi nenulti, prosti ideali
u glavnoidealskom domenu (videti definiciju 18) maksimalni); ako je
F poǉe, jedini maksimalan ideal je {0}; maksimalni ideali u prstenu
polinoma C[x] su glavni ideali generisani sa x− c, za c ∈ C.

Na osnovu prethodne dve definicije mo�emo zakǉuqiti da je svaki
maksimalan ideal domena prost.

Definicija 4. Za element p 6= 0 domena A ka�emo da je atom ili da je
nerastavǉiv ako:

p /∈ A∗ i p = ab =⇒ a ∈ A∗ ∨ b ∈ A∗.

Definicija 5. Za element p 6= 0 domena A ka�emo da je prost ako:

p /∈ A∗ i p | ab =⇒ p | a ∨ p | b.

Prethodno navedeni pojmovi mogu se na ekvivalentan naqin okarakteri-
sati pomo�u ideala.

Teorema 6. Neka je p 6= 0 element domena A. Tada va�i:
(i) p je prost akko je 〈p〉 pravi prost ideal;
(ii) p je atom akko je 〈p〉 maksimalan me�u svim pravim glavnim idealima
u A.

Veza izme�u prostih i nerastavǉivih elemenata u proizvoǉnom do-
menu data je slede�im tvr�eǌem.
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Tvr�eǌe 7. Svaki prost element u domenu je nerastavǉiv.

Primer 8. U domenu A = Z[i
√

5] element 2 je nerastavǉiv, ali nije prost.
Najpre, imamo da je

Z[i
√

5] := {p(i
√

5) : p ∈ Z[X]}.

Jasno je da iz definicije sledi da je

Z[i
√

5] = {a+ bi
√

5 : a, b ∈ Z}.

Poka�imo prvo da je 2 atom. Pretpostavimo da je 2 = uv. Oznaqimo
sa N(z) := zz̄, za z ∈ Z[i

√
5], normu elementa z. Jasno je da je N(z1z2) =

N(z1)N(z2), za sve z1, z2. Prema tome, dobijamo da je N(2) = N(u)N(v) =⇒
4 = N(u)N(v). Dakle, mogu�nosti su (N(u), N(v)) = (±1,±4) (ili obrnuto
ako u i v zamene mesta) i (N(u), N(v)) = (±2,±2). Za u ∈ A va�i N(u) =

uū = (a+ bi
√

5)(a− bi
√

5) = a2 + 5b2. Invertibilni elementi u A su oni sa
normom ±1. Jedina celobrojna rexeǌa jednaqine a2 + 5b2 = ±1 su a = ±1,
b = 0, pa je A∗ = {1,−1}. Me�utim, kako u domenu A nema elemenata sa
normom 2, jer jednaqina a2 + 5b2 = 2 nema celobrojnih rexeǌa, sledi da
je N(u) = ±1 ili N(v) = ±1, pa iz qiǌenice da je 2 = uv, sledi da je
jedan od faktora invertibilan. To zapravo znaqi da je 2 nerastavǉiv
element.
Ostaje da poka�emo da 2 nije prost. To vidimo iz slede�eg primera:

2 | 6 = (1 + i
√

5)(1− i
√

5),

2 - (1 + i
√

5), 2 - (1− i
√

5).

Posledǌe va�i jer su 1 + i
√

5 i 1 − i
√

5 nerastavǉivi elementi, xto se
mo�e videti pore�eǌem normi. Zapravo, ako je 1 + i

√
5 = uv, onda je 6 =

N(u)N(v). Dakle, mogu�nosti su (N(u), N(v)) = (±1,±6), (N(u), N(v)) =

(±2,±3), ili obrnuto, kada u i v zamene mesta. Kako jednaqine a2+5b2 = 2

i a2 + 5b2 = 3 nemaju celobrojnih rexeǌa, mora biti N(u) = ±1 ili
N(v) = ±1, pa je 1 + i

√
5 atom. Analogno va�i da je 1− i

√
5 atom. Odavde

mo�emo zakǉuqiti da je broj 2, koji je prost u Z, izgubio to svojstvo u
Z[i
√

5].

Maksimalan ideal u svakom domenu postoji. Zapravo, va�i slede�a
teorema.

3



Teorema 9. Neka je I pravi ideal u domenu A. Tada postoji maksimalan
ideal M za koji je I ⊆M .

1.2 Faktorizacija i lokalizacija

U ovom poglavǉu dat je kratak pregled teorije koja se odnosi na
faktorizaciju u domenu i lokalizaciju domena, prema [13, 19, 28, 75, 84].

Definicija 10. Elementi a i b domena A su pridru�eni ako ∃u ∈ A∗

tako da je a = ub.

Oqigledno je da je pridru�enost elemenata relacija ekvivalencije. Ako
je element a nerastavǉiv, onda je to i svaki ǌemu pridru�en element.
Ovo va�i i za proste elemente domena.

Definicija 11. Domen A je atomiqan ako je svaki nenulti, neinverti-
bilan element proizvod atoma.

Definicija 12. Domen A je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom (fak-
torijalan, UFD) ako zadovoǉava slede�e uslove:
(i) A je atomiqan;
(ii) Faktorizacija je jednoznaqna u slede�em smislu: Dve atomiqne fak-
torizacije istog elementa a ∈ A jednake su do na redosled atoma u fak-
torizaciji i do na mno�eǌe invertibilnim elementima.

Prema tome, ako je A UFD i a ∈ A tako da je:

a = p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm,

gde su pi i qj atomi u A, mora biti n = m, i uz odgovaraju�u prenume-
raciju pi i qi su pridru�eni, tj. pi = uiqi, za ui ∈ A∗.

Tvr�eǌe 13. Neka je domen A UFD. Element p ∈ A je prost akko je atom.

Iz ovog tvr�eǌa vidimo da u faktorijalnim domenima nerastavǉivi
elementi koji uqestvuju u faktorizaciji imaju jaqe svojstvo - prosti
su. Ipak, treba biti obazriv u primenama ovog tvr�eǌa.
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Primer 14. U prstenu A = Z[
√

3] va�i 2 · 11 = (5 +
√

3)(5 −
√

3), odakle
bi mogli zakǉuqiti da faktorizacija nije jednoznaqna. Me�utim, Z[

√
3]

jeste UFD. Ovo sledi iz qiǌenice da prosti celi brojevi 2 i 11 u prstenu
Z[
√

3] nisu atomi, pa time ni prosti. Elementi α = 1+
√

3 i β = −1+
√

3 su
ovde nerastavǉivi, jer ako pretpostavimo da je α = uv, sledi jednakost
normi N(α) = N(u)N(v), tj. −2 = N(u)N(v). Odavde sledi da mora biti
N(u) = ±1 ili N(v) = ±1, pa su jedini deliteǉi broja α pridru�eni
ǌemu. Prema tome, α je atom. Iz istih razloga i β je atom. Sliqno se
mo�e pokazati da su elementi γ = 1 + 2

√
3 i δ = −1 + 2

√
3 nerastavǉivi

u ovom prstenu. Uoqimo da je 5 +
√

3 = αδ i 5 −
√

3 = βγ. Jednakosti
2 = αβ i 11 = γδ pokazuju da 2 i 11 nisu atomi. Me�u faktorizacijama
2 · 11, (5 +

√
3)(5−

√
3) i (1 +

√
3)(−1 +

√
3)(1 + 2

√
3)(−1 + 2

√
3) broja 22, samo

posledǌa je atomiqna tj. faktorizacija u smislu naxe definicije.

Tvr�eǌe 15. Prosta faktorizacija elemenata domena uvek je jednoznaqna.

Kombinuju�i prethodna tvr�eǌa, uslovi (i) i (ii) iz definicije 12 se
mogu zameniti ekvivalentnim uslovom:
(iii) Svaki nenulti, neinvertibilan element domena ima prostu fakto-
rizaciju.
U skladu sa tim, dajemo i slede�u definiciju.

Definicija 16. Domen A je UFD ako zadovoǉava uslov (iii).

Podsetimo se sada glavnoidealskog domena, prema [70].

Definicija 17. Za a ∈ A ideal 〈a〉 = {r · a : r ∈ A} se naziva glavni
ideal generisan elementom a.

Definicija 18. Domen A je glavnoidealski (PID) ukoliko je svaki ideal
u ǌemu glavni.

Na primer, Z i K[X], za proizvoǉno poǉe K, su glavnoidealski domeni,
dok Z[X] nije glavnoidealski domen.

Teorema 19. Svaki glavnoidealski domen (PID) je i domen sa jednoznaqnom
faktorizacijom (UFD).

Za odre�ene klase domena jedan od naqina za raqunaǌe najve�eg za-
jedniqkog deliteǉa je Euklidov1 algoritam.

1Euklid iz Aleksandrije (oko 330. pne. - oko 275. pne.), antiqki matematiqar
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Definicija 20. Domen A je Euklidov ako postoji funkcija
ϕ : A \ {0} −→ N0 sa osobinama:

ab 6= 0 =⇒ ϕ(ab) ≥ ϕ(a);

(∀a, b ∈ A, b 6= 0) (∃q, r ∈ A) a = bq + r i ϕ(r) < ϕ(b).

Primer 21. Neki od primera Euklidovih domena su:
1. Poǉe K sa euklidskom funkcijom ϕ(x) = 1, za svako x 6= 0;
2. Prsten Z sa euklidskom funkcijom ϕ(n) = |n|;
3. Prsten polinoma nad poǉem K sa euklidskom funkcijom
ϕ : K[X] \ {0} −→ N0 definisanom sa ϕ(p) = deg(p).

Funkcija ϕ iz prethodne definicije je Euklidov algoritam. On ne mora
postojati, a i ako postoji ne mora biti odre�en jednoznaqno. Karakte-
ristika Euklidovih domena je da se u ǌima mo�e sprovesti algoritam
deǉeǌa sa ostatkom. Elemente q i r iz definicije funkcije ϕ zovemo
euklidskim koliqnikom i ostatkom.

Teorema 22. Euklidov domen je glavnoidealski, pa time i domen sa jedno-
znaqnom faktorizacijom.

Pre�imo sada na va�an metod lokalizacije, kojim se od datog domena
prelazi na novi domen, a u kome su neki izabrani elementi iz poqetnog
domena invertibilni u novom domenu.

Definicija 23. Neka je A domen i S ⊆ A \ {0}. Za skup S ka�emo da je
multiplikativan ako 1 ∈ S i ako iz s, t ∈ S sledi da st ∈ S.

Neka je S bilo koji multiplikativan podskup domena A. Na skupu
A× S definixemo relaciju ∼ sa:

(a, s) ∼ (b, t)⇐⇒ ta = sb.

Oqigledno je da je ∼ relacija ekvivalencije.
Sa S−1A oznaqimo skup svih klasa ekvivalencije, a sa a

s
klasu ekvi-

valencije elementa (a, s). Na S−1A definixemo operacije + i · sa:

a

s
+
b

t
:=

ta+ sb

st
;
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a

s
· b
t

:=
ab

st
.

Struktura (S−1A,+, ·) je komutativan prsten sa jedinicom. Ovaj pr-
sten se naziva lokalizacija domena A u odnosu na multiplikativan skup
S. Za S−1A koristi se i oznaka AS.

Napomena 24. 1. U domenu A je a
s

= b
t
akko at− bs = 0.

2. Postoji prirodan homomorfizam i : A −→ AS dat sa i : a → a
1
, koji u

opxtem sluqaju nije 1-1. Primetimo da je ker(i) = {a | a
1

= 0} = {a | as = 0,

s ∈ S}; prema tome ker(i) = 0, tj. i je 1-1 akko S ne sadr�i deliteǉe nule.
Poxto je A domen, to je i 1-1. U sluqaju da je i 1-1 smatramo da je
A ≤ AS, tj. AS je raxireǌe domena A.
3. Ako je s ∈ S, tada je s

1
· 1
s

= 1 u AS, pa je AS novi domen u kome smo
domenu A dodali invertibilne elemente iz S.

Ukoliko je S = A \ {0}, u prstenu S−1A je svaki element razliqit
od nule invertibilan, pa je u ovom sluqaju S−1A tj.AS poǉe. Ovo poǉe
naziva se poǉe razlomaka ili koliqniqko poǉe domena A i oznaqava se
sa Q(A) ili Frac(A). Time je pokazano da se, na ovaj naqin, svaki domen
mo�e utopiti u neko poǉe. Primetimo da je ovde S najxiri podskup po
kome se mo�e lokalizovati. Su�avaǌem skupa S, odgovaraju�e lokali-
zacije S−1A bi�e potprsteni koliqniqkog poǉa Frac(A), pa na lokaliza-
cije domena mo�emo gledati kao na potprstene ǌegovog poǉa razlomaka.

Neka je B raxireǌe domena A. Interesantno je posmatrati fakto-
rijalnost i u raxireǌu. Na primer, ako je A = Z i B = Z[i

√
5], imamo

da je A domen sa jednoznaqnom faktorizacijom, a B nije (primer 8).
Od posebnog znaqaja je veza me�u prostim idealima domena i ǌegovog

raxireǌa. Ako je P �B prost ideal u B, onda je P ∩A = P prost ideal
u A, koji zovemo kontrakcijom ideala P . Ako je P prost ideal u A,
onda ideal PB � B zovemo ekstenzijom ideala P . Univerzalne osobine
koje su znaqajne u svakom raxireǌu su: LO (lying-over, natkrivaǌe), GU

(going-up, rast), GD (going-down, opadaǌe) i INC (incomparability, neupo-
redivost).

7



Definicija 25. Neka je B raxireǌe prstena A. Oznaqimo sa P i Q

proste ideale u A, i sa P i Q proste ideale u B. Par (A,B) zadovoǉava
redom LO, GU, GD i INC, ako je ispuǌeno:
(LO) ∀P ∃ P tako da je P ∩ A = P .

(GU) ∀P ∀Q ∀P (P ⊆ Q, P ∩ A = P ) (∃Q) tako da je P ⊆ Q, Q ∩ A = Q.

(GD) ∀P ∀Q ∀Q (P ⊆ Q, Q ∩ A = Q) (∃P ) tako da je P ⊆ Q, P ∩ A = P .

(INC) ∀P ∀Q P ∩ A = Q ∩ A =⇒ P = Q.

Veza izme�u ideala u domenu A i ǌegovom raxireǌu AS potpuno je
odre�ena teoremom o korespodenciji.

Teorema 26. Neka je A domen, S ⊆ A multiplikativno zatvoren podskup
i AS odgovaraju�a lokalizacija domena A.
(i) Svi ideali iz AS su ekstenzije ideala iz A, tj. oblika IAS za neki ideal
I � A. Preciznije, J = (J ∩ A)AS za svaki ideal J � AS, i preslikavaǌe
J −→ J ∩ A je rastu�a injekcija ure�enog skupa svih ideala iz AS u ure�en
skup svih ideala iz A.
(ii) Prosti ideali iz AS su u uzajamno jednoznaqnoj korespodenciji sa pros-
tim idealima iz A disjunktnim sa S. Preciznije, ako je P � AS prost,
preslikavaǌe P −→ P ∩ A skupa svih prostih ideala iz AS u skup prostih
ideala iz A disjunktnih sa S je bijektivno i quva ure�eǌe.

Ova teorema koristi se u dokazu naredne va�ne teoreme.

Teorema 27. Neka je A domen sa jednoznaqnom faktorizacijom i S ⊆ A

multiplikativno zatvoren podskup. Tada je i AS faktorijalan domen,
tj. lokalizacija UFD-a je UFD.

1.3 Faktorizacija u Neterinim i
Dedekindovim domenima

Razliqite klase komutativnih prstena nisu faktorijalni domeni.
Neki od ǌih imaju nexto slabija svojstva, koja mo�emo posmatrati kao
neku vrstu uopxteǌa jednoznaqne faktorizacije. U Neterinim2 prste-
nima, umesto faktorizacije elemenata posmatra se ,,faktorizacija” ide-
ala. Jednoznaqna faktorizacija elemenata u proizvod atoma u UFD-u se

2Amalie Emmy Noether (1882-1935), nemaqka matematiqarka
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u Neterinim prstenima mo�e zameniti primarnom dekompozicijom ide-
ala, dok se u Dedekindovim3 domenima, posebnoj klasi Neterinih do-
mena, mo�e zameniti jednoznaqnom ,,faktorizacijom” ideala u proizvod
prostih ideala.

Definiximo sada Neterin domen prema [7].

Definicija 28. Komutativan prsten A je Neterin ako zadovoǉava neki
od ekvivalentnih uslova:
1) Svaki rastu�i lanac ideala u A je konaqan (ACC).

2) Svaki neprazan skup ideala u A ima maksimalan element u odnosu na
inkluziju.
3) Svaki ideal prstena A je konaqno generisan.

Neterini prsteni qine xiroku i veoma znaqajnu klasu prstena. Sa
stanovixta faktorizacije naroqito su zanimǉivi Dedekindovi i gla-
vnoidealski domeni, kao posebne klase Neterinih domena. Ovde �e biti
spomenute samo neke od teorema koje se odnose na faktorizaciju. Detaǉ-
nija analiza ovih prstena, kao i dokazi svih navedenih teorema i tvr�e-
ǌa mogu se na�i u [13, 48, 59]. Jedna od najva�nijih teorema vezanih za
ove prstene je Krulova4 glavnoidealska teorema, koja glasi:

Teorema 29. Neka je prsten A Neterin, x ∈ A, x /∈ A∗ i P minimalan
prost ideal prstena A koji sadr�i glavni ideal 〈x〉. Tada je ht(P ) ≤ 1.
Specijalno, ako je A domen, va�i jednakost tj. ht(P ) = 1.

Prisetimo se pojma minimalnog prostog ideala, prema [75], koji se
javǉa u prethodnoj teoremi.

Definicija 30. Prost ideal P je visine ili ranga n, u oznaci ht(P ) = n,
ako postoji lanac prostih ideala P = P0 ! P1 ! . . . ! Pn i nema du�ih
lanaca. Proste ideale visine 1 zovemo minimalnim prostim idealima.

Inaqe, maksimalna du�ina pomenutog lanca prostih ideala domena A

naziva se jox i dimenzija domena, u oznaci dim. U ovom sluqaju je
dim(A) = n.

Za minimalne proste ideale va�i slede�a teorema.
3Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), nemaqki matematiqar
4Wolfgang Krull (1899-1971), nemaqki matematiqar

9



Teorema 31. Neka je A UFD. Minimalni prosti ideali su onda glavni.

U Neterinim domenima je svaki rastu�i lanac ideala:

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 . . .

konaqan. Stoga, imamo da je i svaki rastu�i lanac glavnih ideala:

〈a1〉 ⊆ 〈a2〉 ⊆ 〈a3〉 . . .

konaqan.
Ako postoji a ∈ A, a /∈ A∗, koji nema atomiqnu dekompoziciju, tada

a nije atom, jer u suprotnom bi a = a · 1 bilo atomiqno razlagaǌe.
Prema tome, postoje elementi b, c ∈ A, b, c /∈ A∗, za koje je a = bc. Ako
bi b i c imali atomiqnu dekompoziciju, onda bi je imao i a. Stoga,
pretpostavimo da jedan od ǌih, npr. b, nema atomiqno razlagaǌe. Tada
imamo:

a = bc =⇒ b | a =⇒ 〈a〉 $ 〈b〉.

Kako c /∈ A∗, va�i stroga inkluzija 〈a〉 6= 〈b〉. S obzirom da 〈b〉 nema
atomiqnu dekompoziciju, ovaj postupak se mo�e nastaviti. Na ovaj
naqin, svakom elementu a ∈ A, koji se ne mo�e rastaviti na proiz-
vod atoma, mo�e se pridru�iti strogo rastu�i lanac glavnih ideala:
〈a〉  〈a1〉  〈a2〉  . . . . Dovoǉan uslov za atomiqnost domena je uslov
kidaǌa ovakvih lanaca, tj. svaki strogo rastu�i lanac glavnih ideala
u A je konaqan, ili se mo�e re�i da za svaki lanac 〈a〉  〈a1〉  〈a2〉  . . .

postoji n tako da je 〈an〉 = 〈an+1〉 = . . . .
Kako kod Neterinih domena, gde je pogodnije raditi sa idealima,

va�i uslov kidaǌa lanaca, sledi da je svaki Neterin domen atomiqan.
Time je zadovoǉen prvi uslov definicije 12. Prema tome, da bi Ne-
terin domen bio faktorijalan, treba da zadovoǉi i drugi uslov pome-
nute definicije ili neki od ǌegovih ekvivalenata (detaǉnije je opisano
u [75]):
– Svaki atom je prost.
– Svaka dva elementa u A imaju NZD.
– Svaka dva elementa u A imaju NZS.
– Presek svaka dva glavna ideala u A je glavni ideal.
S tim u vezi, navodimo tvr�eǌe koje daje odgovor na pitaǌe kada je
Neterin domen UFD.
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Tvr�eǌe 32. Neterin domen A je UFD ako zadovoǉava jedan od slede�ih
uslova:
(i) Svaki atom u A je prost.
(ii) Presek glavnih ideala u A je glavni ideal.

Pored ovoga, primenom Krulove glavnoidealske teoreme mo�e se po-
kazati da u Neterinim domenima va�i i obrat teoreme 31. S tim u vezi,
va�i slede�a teorema.

Teorema 33. Neterin domen A je UFD akko je svaki minimalan prost
ideal P glavni.

U nastavku, bavi�emo se primarnom dekompozicijom ideala u Nete-
rinim domenima. Bi�e dat kra�i prikaz ovih razlagaǌa prema [44], gde
se mo�e na�i detaǉniji opis ove tematike.

Neka je A glavnoidealski domen, time i UFD, i a ∈ A nenulti, nein-
vertibilan element domena A. Tada a ima prostu faktorizaciju:

a = pn1
1 p

n2
2 . . . pnkk . (1.3.1)

Prost ideal domena A je na neki naqin uopxteǌe prostog broja. Odgo-
varaju�e uopxteǌe stepena prostog broja je primaran ideal.

Definicija 34. Ideal I � A je primaran ako: ab ∈ I =⇒ a ∈ I ∨ bk ∈ I,
za neko k > 0. Ideal I je nerastavǉiv ako: I = J ∩K =⇒ I = J ∨ I = K,
za sve ideale J,K prstena A za koje je I ⊆ J i I ⊆ K.

Jasno je da je svaki prost ideal primaran (za k = 1), dok obratno ne
mora da va�i.

Ako umesto elemenata domena u (1.3.1) posmatramo ideale, to bi zna-
qilo da svaki pravi ideal 〈a〉� A ima jednoznaqnu ,,faktorizaciju”:

〈a〉 = 〈p1〉n1〈p2〉n2 . . . 〈pk〉nk = 〈p1〉n1 ∩ 〈p2〉n2 ∩ . . . ∩ 〈pk〉nk , (1.3.2)

gde su pi prosti elementi, ni > 0 i 〈pi〉ni = 〈pnii 〉. Odavde mo�emo zakǉu-
qiti da je aritmetika glavnoidealskih domena sliqna aritmetici pr-
stena Z, xto ih qini udobnim za rad. Mo�e se pokazati da ideali 〈pi〉ni

u dekompoziciji (1.3.2) imaju osobinu: bc ∈ 〈pi〉ni, b /∈ 〈pi〉ni =⇒ c ∈ 〈pi〉ni,
tj. oni su primarni. Dakle, vidimo da se svaki ideal glavnoidealskog
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domena mo�e na jedinstven naqin razlo�iti u presek primarnih ideala.
U glavnoidealskim domenima je 〈pk〉 = 〈p〉k, pa je svaki primaran ideal
stepen prostog ideala. Me�utim, to ne va�i u proizvoǉnom Neterinom
domenu. Npr., u prstenu polinoma k[X, Y ] nad poǉem k ideal 〈X, Y 2〉 je
primaran i nije stepen prostog. Ciǉ nam je da dobijemo neku vrstu
uopxteǌa jednoznaqne faktorizacije ideala u ovim domenima, pa stoga
proizvod meǌamo presekom ideala, dok stepen prostog meǌamo primar-
nim idealom.

Mo�e se pokazati da je u Neterinim domenima svaki nerastavǉiv
ideal primaran (videti [7]). Stepen prostog ideala ne mora biti pri-
maran, niti primaran mora biti stepen prostog. Stepeni maksimalnih
ideala su primarni. Me�utim, svakom primarnom idealu Q mo�emo
pridru�iti jedan prost ideal, ǌegov radikal

P =
√
Q = {x ∈ A | xk ∈ Q za neko k > 0} =

⋂
J⊇Q, J prost

J.

U tom sluqaju, ka�emo da je Q P -primaran ili da je P pridru�en prost
ideal idealu Q. Za primaran ideal Q, ideal P =

√
Q odre�en je jedno-

znaqno, ali ideal P mo�e biti pridru�en i drugim primarnim idea-
lima. Npr., u prstenu Z primarni ideali 〈p2〉, 〈p3〉, . . . imaju isti pridru-
�en prost ideal 〈p〉. Svaki ideal je sadr�an u svom radikalu. Ideale
koji su jednaki svom radikalu zovemo radikalnim idealima. Svaki prost
ideal je prema tome i radikalan. Ako je I radikalan ideal, onda je:

I =
√
I =

⋂
P⊇I

P,

pa je radikalan ideal presek familije prostih ideala koji ga sadr�e.
Mo�emo se u ovom preseku ograniqiti samo na minimalne proste ideale
nad I, kojih je u Neterinom prstenu konaqno mnogo. Prema tome, svaki
radikalan ideal Neterinog prstena je presek konaqno mnogo prostih.

Definicija 35. Ideal I � A ima primarnu dekompoziciju ako postoje
primarni ideali Q1, . . . , Qn takvi da je I = Q1 ∩ . . . ∩ Qn. Ova dekompo-
zicija je redukovana ako nijedan od ideala Qi ne sadr�i presek ostalih
i ako su pridru�eni prosti ideali Pi =

√
Qi me�usobno razliqiti.

Uslov kidaǌa lanaca u Neterinim domenima dovoǉan je da bi se
svaki ideal predstavio kao konaqan presek nerastavǉivih ideala. Ako
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taj uslov ne bi bio zadovoǉen, postojao bi maksimalan ideal I sa tom
osobinom, jer je domen Neterin. Taj ideal nije nerastavǉiv, pa je jednak
preseku dva ideala I = J∩K. Kako su J i K prema pretpostavci konaqni
preseci nerastavǉivih ideala, dobija se kontradikcija. Prema tome,
svaki ideal I Neterinog domena ima konaqnu dekompoziciju:

I = J1 ∩ J2 ∩ . . . ∩ Jn, gde su Ji nerastavǉivi.

Me�utim, jednoznaqnost ove dekompozicije nije ispuǌena i mo�e biti
naruxena.

Va�i slede�a teorema o dekompoziciji.

Teorema 36. (Lasker5–Neter) Neka je A Neterin domen i I ideal u A.
Tada postoje primarni ideali Q1, . . . , Qn takvi da je:

I = Q1 ∩Q2 ∩ . . . ∩Qn.

Ideali Qi imaju razliqite pridru�ene proste ideale Pi, i nijedan od ǌih
ne sadr�i presek ostalih. U svakoj drugoj primarnoj dekompoziciji za I

mora biti n ideala, i skup pridru�enih prostih je isti.

Prema ovoj teoremi, pridru�eni prosti ideali Pi =
√
Qi jednoznaqno

su odre�eni idealom I, i potpuno su nezavisni od izbora primarnih
komponenata Qi. Na ovaj naqin, svakom idealu I Neterinog prstena mo-
�emo pridru�iti jednoznaqno odre�en prirodan broj n i konaqan skup
prostih ideala Ass(I) = {P1, P2, . . . , Pn}.

Opiximo ukratko i Dedekindove domene prema [28, 48, 57]. To su
domeni u kojima se svaki ideal jednoznaqno faktorixe u proizvod pros-
tih ideala. Ovu osobinu imaju i glavnoidealski domeni. Za razliku
od ideala, faktorizacija elemenata Dedekindovog domena ne mora biti
jednoznaqna. Zato se na ove domene mo�e gledati kao na uopxteǌe gla-
vnoidealskih domena. Dedekindovi domeni se mogu definisati na razli-
qite ekvivalentne naqine. Najqex�a definicija Dedekindovih domena
je slede�a.

Definicija 37. Domen A je Dedekindov ako je Neterin, integralno zat-
voren i svaki pravi prost ideal u A je maksimalan (mo�e se re�i i
dim(A) ≤ 1).

5Emanuel Lasker (1868-1941), nemaqki xahista, matematiqar i filozof
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Prisetimo se sada integralno zatvorenih domena, prema [59].

Definicija 38. Neka je A potprsten prstena B. Element α ∈ B je ceo
nad A ako postoji moniqan polinom g ∈ A[X] takav da je g(α) = 0.

Skup svih celih elemenata A′ = {α ∈ B | α ceo nad A} je jedan potprsten
prstena B koji zovemo integralnim zatvoreǌem prstena A u B. Speci-
jalno, ako je A′ = B ka�emo da je B celo raxireǌe prstena A, a ako je
A′ = A ka�emo da je A integralno zatvoren u B.

Definicija 39. Neka je A domen i k = Frac(A) ǌegovo poǉe razlomaka.
Domen A je integralno zatvoren ako je integralno zatvoren u k.

Definiximo sada pojmove razlomǉenog i invertibilnog ideala, pre-
ma [44].

Definicija 40. Neka je A domen i k = Frac(A). A-podmodul I poǉa k je
razlomǉen ideal ako postoji d ∈ A \ {0} tako da je dI ⊆ A.

Prema ovoj definiciji, obiqni ideali domena A su razlomǉeni i zovemo
ih celim idealima. Razlomǉen ideal je pravi razlomǉen ideal ako je
razliqit od nule. Skup svih pravih razlomǉenih ideala oznaqavamo sa
I(A).

Za razlomǉen ideal I domena A definixe se ǌegov inverzni I−1 sa:

I−1 = A : I = {x ∈ k | xI ⊆ A},

gde je k = Frac(A). Oqigledno uvek va�i II−1 ⊆ A. Kod invertibilnih
ideala va�i i obrnuta inkluzija, tj. definicija glasi:

Definicija 41. Razlomǉen ideal I domena A je invertibilan ako je
II−1 = A.

U nastavku dajemo neke od karakterizacija Dedekindovih domena.

Teorema 42. U Dedekindovom domenu A svaki nenulti ideal jednoznaqno
se faktorixe u proizvod prostih ideala.

Mogu se na�i i druge ekvivalentne karakterizacije ovih domena, kao
i obrat prethodne teoreme. Neke od tih karakterizacija bi�e navedene
u sklopu narednog tvr�eǌa. Dokazi svih ekvivalencija mogu se na�i u
[13, 44, 57, 78].
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Tvr�eǌe 43. Za domen A slede�i uslovi su ekvivalentni:
(1) Svaki pravi ideal u A jednoznaqno se faktorixe u proizvod prostih
ideala.
(2) Svaki pravi ideal u A se faktorixe u proizvod prostih ideala.
(3) Svaki pravi ideal u A je invertibilan.
(4) Svaki razlomǉen ideal u A je invertibilan.
(5) Skup svih pravih razlomǉenih ideala u A je grupa u odnosu na mno�eǌe.
(6) A je Neterin, integralno zatvoren i dim(A) = 1.
(7) A je Neterin i AM je DVR za svaki maksimalan ideal M u A.
(8) A je Neterin i AP je DVR za svaki prost ideal P u A.

Iz jednoznaqne faktorizacije ideala ne mora da sledi jednoznaqna
faktorizacija elemenata (videti primer 4.4.1. iz [75]). Ne mora da va-
�i ni obrnuto. Na primer, prsten polinoma k[X, Y ] nad poǉem k je UFD,
ali nije Dedekindov, jer je dimenzije 2. Odnos faktorizacije elemenata
i ideala dat je slede�om teoremom.

Teorema 44. Dedekindov domen A je UFD akko je glavnoidealski.

Dakle, prethodna teorema karakterixe glavnoidealske domene kao De-
dekindove UFD domene.

Ako sa D oznaqimo klasu Dedekindovih domena, sa U klasu faktori-
jalnih domena i sa G klasu glavnoidealskih domena, tada va�i D∩U = G.
Odstupaǌe Dedekindovog domena od faktorijalnosti je zapravo ǌegovo
odstupaǌe od glavnoidealskog domena. Oznaqimo sa F (A) grupu svih
glavnih razlomǉenih ideala Dedekindovog domena A. Tada je F (A) pod-
grupa grupe svih nenultih razlomǉenih ideala I(A), dok je odgovaraju�a
grupa koja meri odstupaǌe od glavnoidealskog, tj. UFD domena, koli-
qniqka grupa:

C(A) = I(A)/F (A).

Grupa C(A) zove se jox i grupa klasa ideala. Ona je zapravo specijalan
sluqaj grupe klasa deliteǉa Krulovog domena. Uz to je Dedekindov
domen A UFD akko je grupa C(A) trivijalna, tj. akko je ǌen klasni broj
ili red grupe |C(A) |= 1.

Za ispitivaǌe zajedniqkih osobina Dedekindovih i faktorijalnih
domena, tj. faktorizacije kako elemenata tako i ideala, znaqajni su
Krulovi domeni.
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1.4 Krulovi domeni

Pre same definicije Krulovog domena definisa�emo deliteǉe do-
mena prema [13] i grupu klasa deliteǉa domena prema [31].

Neka je A domen, k = Frac(A) i I(A) skup svih razlomǉenih ideala
razliqitih od nule. Za P i Q ∈ I(A) definiximo relaciju P ,,ispred”
Q sa:

P ≺ Q⇐⇒ ∀x ∈ k∗ (Ax ⊇ P =⇒ Ax ⊇ Q).

Ako stavimo
P ∼ Q⇐⇒ P ≺ Q, Q ≺ P,

relacija ,,ispred” postaje ure�eǌe na koliqniqkom skupu I(A)/∼. Oz-
naqimo taj skup sa D(A). Elementi skupa D(A) su klase ekvivalencije
razlomǉenih ideala, u oznaci div(P ), P ∈ I(A), i zovemo ih deliteǉima
domena A. Deliteǉi glavnih razlomǉenih ideala div(Ax), x ∈ k∗, zovu
se glavni deliteǉi, u oznaci div(x), x ∈ k∗. Dakle, prema definiciji,
razlomǉen ideal je sadr�an u nekom glavnom razlomǉenom idealu, pa
ima smisla posmatrati presek

P̂ =
⋂
Ax⊇P

Ax, P ∈ I(A).

Definicija 45. Razlomǉen ideal P ∈ I(A) je divizorski ako je P = P̂ .

Prema ovoj definiciji, divizorski ideali su nenulti preseci nepraz-
nih familija glavnih razlomǉenih ideala. Iz ovoga neposredno sledi:
∗ Glavni ideali i nenulti preseci glavnih ideala su divizorski ide-
ali.
∗ Nenulti presek familije divizorskih ideala je divizorski ideal.
∗ Ako je P divizorski ideal, onda je Px divizorski ideal, x ∈ k∗.

Definiximo sada grupu klasa deliteǉa domena A.
Neka je A domen i k = Frac(A). Element x ∈ k je skoro ceo nad A ako
je potprsten A[x] =

∑∞
k=0Ax

k od k, generisan sa A i x, razlomǉen ideal
domena A, tj. ako postoji d 6= 0 tako da je dxn ∈ A za svako n ≥ 0. Za
domen A ka�emo da je kompletno integralno zatvoren ako je svaki skoro
ceo element iz k sadr�an u A.
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Definicija 46. U sluqaju kompletno integralno zatvorenog domena A

koliqniqku grupu D(A)/F (A) zovemo grupom klasa deliteǉa, u oznaci:

Cl(A) = D(A)/F (A),

gde je F (A) = {div(x) | x ∈ k∗}.

Konaqno, definiximo Krulov domen. Sve vezano za Krulove domene
navedeno je prema [13] i [31].

Definicija 47. Domen A je Krulov ako postoji familija (Vi)i∈I valua-
cionih prstena, A ⊆ Vi ⊆ k, k = Frac(A), takva da su ispuǌena slede�a
tri uslova:
(1) Vi su glavnoidealski valuacioni prsteni (tj. DVR).

(2) A =
⋂
i∈I Vi.

(3) Ako je a ∈ A, a 6= 0, onda se a nalazi u najvixe konaqno mnogo maksi-
malnih ideala Mi domena Vi, tj. invertibilan je u skoro svakom Vi.

Prisetimo se valuacionih domena prema [45].

Definicija 48. Neka je A domen i k = Frac(A). A je valuacioni domen
ako zadovoǉava jedan od ekvivalentnih uslova:
1) ∀a, b ∈ A a | b ∨ b | a,
2) ∀a, b ∈ A 〈a〉 ⊆ 〈b〉 ∨ 〈b〉 ⊆ 〈a〉,
3) ∀x ∈ k x ∈ A ∨ x−1 ∈ A tj. A ∪ A−1 = k.

Slede�om teoremom data je veza izme�u valuacionih i integralno zat-
vorenih domena prema [48].

Teorema 49. Domen A je integralno zatvoren akko A =
⋂
α Vα, gde su Vα

valuacioni domeni, A ⊆ Vα ⊆ k, k = Frac(A).

Kako je svaki UFD integralno zatvoren (videti [37]), prema prethodnoj
teoremi svaki UFD je presek nekih valuacionih domena, pa je ova klasa
domena zanimǉiva po pitaǌu faktorijalnosti. Detaǉnije o valuacio-
nim prstenima mo�e se na�i u [6].

Naredne dve teoreme su neposredna posledica definicije Krulovog
domena i osobina familije valuacija koje se mogu pridru�iti svakom
Dedekindovom domenu.
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Teorema 50. UFD je Krulov domen.

Teorema 51. Dedekindov domen je Krulov.

Kako postoje Dedekindovi domeni sa nejednoznaqnom faktorizacijom,
kao i faktorijalni domeni koji nisu Dedekindovi, iz prethodnih teo-
rema vidi se znaqaj Krulovih domena kao xire, objediǌuju�e klase, u
okviru koje se mogu ispitati ǌihova zajedniqka svojstva. Prethodna te-
orema se mo�e dobiti i kao posledica slede�e teoreme, iz koje se vidi
da klasa Krulovih domena sadr�i i xiroku klasu Neterinih integralno
zatvorenih domena.

Teorema 52. Neterin integralno zatvoren domen je Krulov.

Svaki Krulov domen je i integralno zatvoren kao presek valuacionih
domena koji su integralno zatvoreni (videti [6]).

Teorema 53. Svaki Krulov domen je kompletno integralno zatvoren.

Znaqaj grupe klasa deliteǉa Cl(A) Krulovog domena A, pri ispi-
tivaǌu faktorijalnosti, je u tome xto se ǌenim raqunaǌem mo�e ne
samo utvrditi da li je A UFD, ve� se u suprotnom na neki naqin mo�e
,,izmeriti ǌegova nefaktorijalnost”. Neki autori koriste grupu klasa
deliteǉa pri definisaǌu faktorijalnog domena A. Pri tome se fakto-
rijalni domeni definixu kao Krulovi domeni sa trivijalnom grupom
klasa deliteǉa, tj. definicija Krulovog domena na ovaj naqin glasi:

Definicija 54. A je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom ako je Krul–
ov i Cl(A) = 0.

Ova definicija faktorijalnog domena suxtinski se razlikuje od ra-
nijih definicija. ǋom se problem jednoznaqne faktorizacije u Krulo-
vom domenu A svodi na tehnike raqunaǌa ǌegove grupe klasa deliteǉa
Cl(A). Ova grupa daje i odgovor na pitaǌe koliko je neki Krulov domen
sa nejednoznaqnom faktorizacijom ,,daleko” od UFD-a. Faktorijalnost
Krulovog domena A ekvivalentna je trivijalnosti grupe Cl(A), tj. us-
lovu da je svaki divizorski ideal u A glavni. Vixe o ovome mo�e se
na�i u [31].
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Sada �emo navesti jedan primer ispitivaǌa faktorijalnosti domena
raqunaǌem ǌegove grupe klasa deliteǉa, koji se dokazan mo�e na�i u
[31, propozicija 11.8]. Ovaj primer bi�e od posebnog znaqaja kod ispi-
tivaǌa faktorijalnosti prstena realnih trigonometrijskih polinoma,
xto je predmet istra�ivaǌa druge glave ove disertacije.

Primer 55. Neka su dati prsteni polinomnih funkcija na sferi:

An = R[X0, X1, . . . , Xn]/〈X2
0 +X2

1 + . . .+X2
n − 1〉,

Bn = C[X0, X1, . . . , Xn]/〈X2
0 +X2

1 + . . .+X2
n − 1〉.

Tada va�i:
a) n ≥ 3 =⇒ Cl(An) = Cl(Bn) = 0, tj. An i Bn su faktorijalni,
b) n = 1 =⇒ Cl(A1) ∼= Z/2Z, Cl(B1) = 0, tj. faktorijalan je samo B1,
v) n = 2 =⇒ Cl(A2) = 0, Cl(B2) = Z, tj. faktorijalan je samo A2.

Detaǉniji dokaz ovog primera mo�e se na�i u [75].

1.5 Domeni sa slabijim osobinama
faktorizacije od jednoznaqnosti

U posledǌem poglavǉu ove glave bi�e dat kratak pregled nekoliko
vrsta domena sa slabijim osobinama faktorizacije od jednoznaqnosti,
prema radu [3].

Neka je A domen sa koliqniqkim poǉem k. Interesuje nas fakto-
rizacija u A. Jednoznaqnu faktorizaciju definisali smo u poglavǉu
1.2. Domeni sa jednoznaqnom faktorizacijom (unique factorization domains,
UFD) su intenzivno prouqavani i o ǌima postoji opse�na literatura
([19, 31, 82, 83], itd.). U nastavku se bavimo domenima sa nexto slabijim
osobinama faktorizacije.

Na poqetku ove glave definisali smo atomiqne domene (definicija
11). Dobro je poznato da su UFD, glavnoidealski i Neterini domeni
atomiqni (atomic domains). Domen A zadovoǉava uslov rastu�eg lanca
glavnih ideala (acsending chain condition on principal ideals, ACCP) ako ne
postoji beskonaqan, strogo rastu�i lanac glavnih ideala u A. Nete-
rini, UFD i glavnoidealski domeni zadovoǉavaju ACCP, pa su stoga
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atomiqni. Primeri atomiqnih domena koji ne zadovoǉavaju ACCP mogu
se na�i u radovima [35, 105].

Domen A je domen sa ograniqenom faktorizacijom (bounded factorization

domain, BFD) ako je atomiqan i ako je, za svaki nenulti, neinvertibilan
element domena A, du�ina faktorizacije u proizvod nerastavǉivih ele-
menata ograniqena. Daǉe, za domen A ka�emo da je polu-faktorijalan
(half-factorial domain, HFD) ako je atomiqan i ako je svaka faktorizacija
nenultog, neinvertibilnog elementa iz A u proizvod nerastavǉivih ele-
menata jednake du�ine, tj. kadgod je x1 . . . xm = y1 . . . yn, gde su x1, . . . , xm,
y1, . . . , yn nerastavǉivi elementi u A, tada je m = n. Ovi domeni su
prvi put uvedeni u radu [103]. Tako�e su opisani i u radu [104]. UFD

je oqigledno HFD, ali obrnuto ne va�i s obzirom da je svaki Krulov
domen A za koji je Cl(A) ∼= Z/2Z HFD, prema [104], ali nije UFD.

Domen A je domen sa konaqno mnogo nerastavǉivih deliteǉa (for

irreducible-divisor-finite, idf-domain) ako svaki nenulti element domena A ima
najvixe konaqan broj nepridru�enih, nerastavǉivih deliteǉa. Ovi do-
meni prvi put su uvedeni u radu [36]. Na primer, svaki UFD je idf-domen.
Me�utim, od ve�eg interesa su atomiqni idf-domeni, tj. domeni u kojima
svaki nenulti, neinvertibilan element ima samo konaqan broj nepri-
dru�enih deliteǉa, pa stoga ima samo konaqan broj faktorizacija do
na redosled i pridru�ene elemente. Takvi domeni nazvani su, u radu
[3], domeni sa konaqnom faktorizacijom (finite factorization domains, FFD).
To su dakle atomiqni idf-domeni. Na primer, svaki UFD je FFD. U pri-
meru 4.1. iz rada [3], pokazano je da HFD kao i BFD ne moraju biti
idf-domeni, a time i FFD. Tako�e, FFD ne mora biti HFD.

Ovde ne�emo ulaziti u sve detaǉe, jer to nije ciǉ ovog rada, a vixe
o ovoj temi mo�e se na�i u [3]. Za potrebe razumevaǌa materije koja
sledi u narednoj glavi, dovoǉno je poznavaǌe gorenavedenih qiǌenica.

Kao zakǉuqak svega opisanog u radu [3], dajemo slede�u xemu:

UFD =⇒ HFD =⇒ BFD =⇒ ACCP =⇒ atomic domain

UFD =⇒ FFD =⇒ BFD =⇒ ACCP =⇒ atomic domain

UFD =⇒ idf–domain⇐= FFD.

Uz to, nijedna od prikazanih implikacija ne va�i u suprotnom smeru.
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GLAVA 2

PRSTENI TRIGONOMETRIJSKIH
POLINOMA

Trigonometrijski polinomi su u velikoj meri zastupǉeni u razli-
qitim oblastima matematike i ǌenim primenama. Trigonometrijska
interpolacija primeǌuje se u interpolaciji periodiqnih funkcija, te-
oriji aproksimacija, realnoj i kompleksnoj analizi, diskretnoj Furi-
jeovoj6 transformaciji itd.

Nedavno su, u radovima [23, 24, 26, 27], objavǉeni zanimǉivi rezul-
tati koji se odnose na nenegativne trigonometrijske polinome i ǌihove
primene kod Furijeovih redova, u obradi signala, u teoriji aproksi-
macija, teoriji funkcija i teoriji brojeva. Brojne primene, naroqito
u numeriqkoj analizi i maxinstvu, u vezi su sa problemima elimina-
cije kvantora, koji ukǉuquju trigonometrijske funkcije [69]. Primenu
trigonometrijskih polinoma mo�emo na�i i u teoriji verovatno�e [18].

U ovoj glavi trigonometrijski polinomi bi�e razmatrani koriste�i
algebarski pristup. Sama teorija faktorizacije u prstenu polinoma
dugo je bila prouqavana i mnoga ǌena svojstva mogu se na�i u lite-
raturi. Algebarski pristup trigonometrijskim polinomima je, pak, u
znatno maǌoj meri bio predmet istra�ivaǌa i na ovu temu nema puno
materijala u literaturi. Me�utim, u posledǌe vreme ova tema postaje
aktuelna.

6Jean-Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830), francuski matematiqar i fiziqar



Predmet istra�ivaǌa ovog dela disertacije su svojstva faktoriza-
cije u prstenima trigonometrijskih polinoma, a ciǉ istra�ivaǌa je da
se prouqavaǌem ovih svojstava doprinese i pomogne prouqavaǌu gore-
navedenih oblasti.

2.1 Pojam trigonometrijskog polinoma

U matematiqkoj i numeriqkoj analizi pod trigonometrijskim poli-
nomom podrazumevamo konaqnu linearnu kombinaciju funkcija sinnx i
cosnx, za prirodan broj n. Koeficijenti ovih polinoma mogu biti iz
skupa realnih ili kompleksnih brojeva. Kada su koeficijenti kom-
pleksni, ne postoji razlika izme�u takve konaqne linearne kombinacije
i konaqnog Furijeovog reda. Svaka funkcija oblika

tc(x) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

gde je x ∈ R, a0, a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ C, (an, bn) 6= (0, 0), je kompleksan tri-
gonometrijski polinom stepena n [81, str. 88]. Koriste�i Ojlerovu7

formulu, koja uspostavǉa osnovnu vezu izme�u trigonometrijske i eks-
ponencijalne funkcije sa kompleksnim eksponentom, i koja glasi

eix = cosx+ i sinx, x ∈ R,

ovaj polinom mo�e biti zapisan i kao

tc(x) =
n∑

k=−n

cke
ikx, x ∈ R, ck ∈ C.

Analogno, neka su a0, a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R i an 6= 0 ili bn 6= 0, tada je

t(x) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), x ∈ R,

realan trigonometrijski polinom stepena n [74, str. 150].
U nastavku, najvixe pa�ǌe posve�uje se osobinama faktorizacije tri-
gonometrijskih polinoma.

Rit8 se prvi bavio faktorizacijom eksponencijalnih polinoma. On
je 1927. godine dokazao slede�u teoremu.

7Leonhard Euler (1707-1783), xvajcarski matematiqar i fiziqar
8Joseph Fels Ritt (1893-1951), ameriqki matematiqar
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Teorema 56. [79] Ako je eksponencijalni polinom 1 + a1e
α1x + · · · + ane

αnx

deǉiv eksponencijalnim polinomom 1 + b1e
β1x+ · · ·+ bre

βrx za svako b 6= 0, ai,
bj, αi, βj ∈ C, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , r (pri qemu je realan deo koeficijenta uz
x ve�i ili jednak nuli, a kada je jednak nuli, imaginaran deo je pozitivan),
tada je svako β linearna kombinacija α1, . . . , αn sa racionalnim koefici-
jentima.

Pri tome se pod deǉivox�u podrazumeva da se izraz 1+a1e
α1x+· · ·+aneαnx

faktorixe u proizvod (1 + b1e
β1x + · · · + bre

βrx) · (1 + c1e
γ1x + · · · + cse

γsx) za
svako b 6= 0 i c 6= 0. Primetimo da ako αk iz prethodne teoreme zamenimo
sa im, za m ∈ Z, prema Ojlerovoj formuli dobijamo trigonometrijske
polinome.

Oznaqimo redom sa

T =

{
n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx) | n∈N, ak, bk ∈ R

}
i

T c =

{
n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx) | n∈N, ak, bk ∈ C

}
skupove trigonometrijskih polinoma sa realnim i kompleksnim koefi-
cijentima. Stepen nenultog trigonometrijskog polinoma, kao xto je ve�
reqeno, definixe se kao najve�a vrednost n za koju an i bn nisu isto-
vremeno jednaki nuli. Naredna, dobro poznata lema, pokazuje nam da
realni trigonometrijski polinomi formiraju prsten, kao i da stepeni
realnih trigonometrijskih polinoma imaju osobine kao i stepeni obi-
qnih polinoma.

Lema 57. [93] Proizvod dva realna trigonometrijska polinoma stepena m
i n je realan trigonometrijski polinom stepena m+ n.

Dokaz: Ako je m ili n jednako nuli tvr�eǌe je oqigledno, jer je trigono-
metrijski polinom stepena 0 konstantna funkcija. Zato pretpostavimo
da je m, n > 0. Prisetimo se slede�ih trigonometrijskih identiteta:

sin a · sin b = [cos(a− b)− cos(a+ b)]/2,

cos a · cos b = [cos(a+ b) + cos(a− b)]/2,
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sin a · cos b = [sin(a+ b) + sin(a− b)]/2,

cos a · sin b = [sin(a+ b)− sin(a− b)]/2.

Ako ove jednakosti primenimo na proizvod

(p cosmx+ q sinmx) · (r cosnx+ s sinnx), (2.1.1)

p, q, r, s ∈ R, dobijamo slede�i rezultat

A cos(m− n)x+B sin(m− n)x+ C cos(m+ n)x+D sin(m+ n)x, (2.1.2)

gde je A = (pr + qs)/2, B = (qr − ps)/2, C = (pr − qs)/2 i D = (ps + qr)/2.
Kada je m > n, izraz (2.1.2) pripada skupu T . Ako je pak n > m, tada
cos(m−n) i sin(m−n) zamenimo redom sa cos(n−m) i − sin(n−m) u izrazu
(2.1.2), i dobijeni izraz tako�e pripada skupu T . Na kraju, ako je m = n,
zamenimo sin 0 sa 0 i cos 0 sa 1, pa izraz (2.1.2) i u ovom sluqaju pripada
skupu T .

Direktnim raqunaǌem dobijamo da je

C2 +D2 = (p2 + q2)(r2 + s2)/4. (2.1.3)

Odavde vidimo da ako nijedan faktor nije nula (p2 + q2 6= 0 i r2 +s2 6=
0), sledi da je C2 + D2 6= 0. Dakle, koristimo qiǌenicu da je suma
kvadrata dva realna broja jednaka nuli jedino kada su oba broja nula,
pa je proizvod (2.1.1) zaista stepena m+ n.

Posmatrajmo sada proizvod bilo koja dva realna trigonometrijska
polinoma, odgovaraju�ih stepena m i n. Taj proizvod bi�e jednak sumi
proizvoda oblika (2.1.1), koji su razmotreni u prethodnom tekstu ovog
dokaza, pa se mo�e zakǉuqiti da je tra�eni proizvod zapravo realan
trigonometrijski polinom.

Proizvod dva izraza najve�eg stepena, oblika (2.1.1), daje nenulti
izraz stepena m + n, oblika (2.1.2), koji ne mo�e biti ponixten nekim
drugim izrazom u proizvodu, pa �e tra�eni rezultat biti zaista ste-
pena m+ n. 2

Napomena 58. Iz dokaza prethodne leme mo�e se zakǉuqiti da je i
proizvod dva kompleksna trigonometrijska polinoma tako�e komplek-
san trigonometrijski polinom, xto se dokazuje potpuno analogno pret-
hodnom dokazu. Me�utim, ono xto se razlikuje kod kompleksnih, u od-
nosu na realne trigonometrijske polinome, su osobine ǌihovih stepena.
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Naime, posmatraju�i jednakost (2.1.3) ne mo�emo izvesti isti zakǉuqak
kao za realne trigonometrijske polinome, jer suma kvadrata dva kom-
pleksna broja mo�e biti jednaka nuli i ako nisu oba broja istovre-
meno jednaka nuli. Dakle, mo�e se dogoditi da su p, q, r, s ∈ C \ {0},
a da su C i D istovremeno jednaki nuli, kao npr. u sluqaju kada je:
p = 1, q = i, r = 1 + i i s = 1 − i. Tada proizvod (2.1.1), tj. proizvod
(cosmx + i sinmx) · ((1 + i) cosnx + (1 − i) sinnx) nije stepena m + n, dok su
faktori tog proizvoda redom stepena m i n. Zapravo, jedino kada je
p = ∓qi i r = ±si, pri qemu je (p, q) ∈ C \ {(0, 0)} i (r, s) ∈ C \ {(0, 0)},
stepen proizvoda (2.1.1) bi�e jednak |m−n|, dok �e ǌegovi faktori biti
redom stepena m i n. Odavde mo�emo zakǉuqiti da je stepen proizvoda
dva kompleksna trigonometrijska polinoma redom stepena m i n, pod
gorenavedenim uslovima, maǌi od m+ n.

Nadaǉe, nije texko zakǉuqiti da skup svih (realnih i kompleksnih)
trigonometrijskih polinoma obrazuje prsten, xtavixe obrazuje domen.
Uz to, prema osnovnim trigonometrijskim identitetima oqigledno je da,
za svako n ∈ N \ {1}, funkcija cosnx predstavǉa polinom po cosx stepena
n, dok funkcija sinnx predstavǉa proizvod funkcije sinx i polinoma po
cosx stepena n− 1. Ovo ilustrujemo slede�im primerom.

Primer 59. 1) Za funkciju cosnx, n ∈ N \{1}, va�i:
cos 2x = 2 · cos2 x− 1;
cos 3x = 4 · cos3 x− 3 · cosx;
cos 4x = 8 · cos4 x− 8 · cos2 x+ 1;
cos 5x = 16 · cos5 x− 20 · cos3 x+ 5 · cosx;
...
cos 10x=512 · cos10 x−1280 · cos8 x+1120 · cos6 x−400 · cos4 x+50 · cos2 x−1;
...
2) Za funkciju sinnx, n ∈ N \{1}, va�i:
sin 2x = 2 · sinx · cosx;
sin 3x = sinx · (3− 4 sin2 x);
sin 4x = sinx · (4 · cosx− 8 · sin2 x · cosx);
sin 5x = sinx · (5− 20 · sin2 x+ 16 · sin4 x);
...
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sin 10x=sinx · (10 · cosx−160 · sin2 x · cosx+672 · sin4 x · cosx−1024 · sin6 x · cosx+

512 · sin8 x · cosx);
...

Obrnuto, svaki proizvod cosnx·sinmx se mo�e zapisati kao
∑q

k=0(akcos kx+

bksin kx), q ∈ N, ak, bk ∈ Q, xto je dokazano teoremom 147 (glava 4).
Iz prethodnog razmatraǌa mo�e se zakǉuqiti da je T = R[cosx, sinx]

i T c = C[cosx, sinx], tj. T i T c su prsteni trigonometrijskih polinoma
redom nad poǉima R i C.

Napomena 60. Ako posmatramo trigonometrijske polinome sa koefici-
jentima iz poǉa Q i ǌegovog algebarskog raxireǌa Q(i), umesto iz poǉa
R i C, i ako uvedemo slede�e oznake:

S =

{
n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx) | n∈N, ak, bk ∈ Q

}
i

Sc =

{
n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx) | n∈N, ak, bk ∈ Q(i)

}
,

zakǉuqujemo da je S=Q[cosx, sinx]⊆R[cosx, sinx]=T i Sc=Q(i)[cosx, sinx]

⊆ C[cosx, sinx] = T c.

U nastavku rada, za element domena T , odnosno T c, koristi�emo oz-
naku z =

∑n
k=0(ak cos kx + bk sin kx), n ∈ N, gde su ak i bk realni, odnosno

kompleksni koeficijenti. Sa z oznaqava�emo element
∑n

k=0(ak cos kx +

bk sin kx), gde je a konjugat elementa a ∈ C. Pri tome, koeficijenti ak i
bk jednoznaqno su odre�eni zahvaǉuju�i teoriji Furijeovih redova.

Na kraju ovog poglavǉa istaknimo zanimǉivo zapa�aǌe iz rada [12],
koje se odnosi na qiǌenicu da se pojam trigonometrijskog polinoma ne
podudara sa pojmom takozvanog ,,naivnog” trigonometrijskog polinoma.
Naime, postavǉa se pitaǌe zaxto se pojam trigonometrijskog polinoma,
pored funkcije oblika

f(t) =
k∑

n=0

an cosnt+
k∑

n=1

bn sinnt, k ∈ Z+, a0, . . . , ak, b1, . . . , bk ∈ C,

ne odnosi i na funkciju oblika

g(t) =
k∑

n=0

αn cosn t+
k∑

n=1

βn sinn t, k ∈ Z+, α0, . . . , αk, β1, . . . , βk ∈ C,
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koja je, u radu [12], nazvana ,,naivan” trigonometrijski polinom.
Svaki od ovih skupova trigonometrijskih polinoma je zapravo pot-

prostor prostora C∞(R,C). Me�utim, na prvi pogled nije oqigledno
zaxto su ovi potprostori razliqiti. Jasno je da se svaki ,,naivan”
trigonometrijski polinom mo�e predstaviti kao standardan trigono-
metrijski polinom (teorema 147). Dakle, va�i slede�a teorema.

Teorema 61. [12] Svaki ,,naivan” trigonometrijski polinom mo�e biti
predstavǉen kao standardan trigonometrijski polinom.

Ono xto je maǌe oqigledno je da se ne mogu svi trigonometrijski
polinomi zapisati kao ,,naivni” trigonometrijski polinomi. Zapravo,
poznato je da je cosnt = Tn(cos t), gde je Tn n–ti Qebixevǉev9 polinom
prve vrste. Prema tome, oqigledno je da se cosnt mo�e predstaviti
kao ,,naivan” trigonometrijski polinom. Tako�e va�i da je sinnt =

sin t · Un−1(cos t), gde je Un−1 (n− 1)–vi Qebixevǉev polinom druge vrste.
Vixe o Qebixevǉevim polinomima mo�e se na�i u [58]. Tn(x) i Un(x)

su polinomi stepena n koji su parne ili neparne funkcije u zavisnosti
od parnosti broja n. Odavde se mo�e zakǉuqiti da se i sin(2k+ 1)t mo�e
predstaviti kao ,,naivan” trigonometrijski polinom. Time se problem
svodi na pokazivaǌe da se polinomi oblika sin 2kt ne mogu izraziti kao
,,naivni” trigonometrijski polinomi. Jedan od naqina da se to poka�e
izlo�en je u radu [12], gde je korix�ena poznata teorema algebarske
geometrije, Bezuova10 teorema. Pritom, dovoǉan je slabiji oblik ove
teoreme, koji je direktna posledica standardnog oblika Bezuove teoreme
(videti [20, 32, 96]).

Teorema 62. (Bezuova teorema – slabiji oblik) Neka su P (x, y) i Q(x, y) ∈
C[x, y] kompleksni polinomi redom stepena m i n, gde je NZD(P,Q) = 1.
Broj preseqnih taqaka dveju krivih P (x, y) = 0 i Q(x, y) = 0 u kompleksnoj
ravni je najvixe mn.

Doka�imo da va�i slede�a teorema.

Teorema 63. [12] Funkcija sin 2kt se ne mo�e izraziti kao ,,naivan” tri-
gonometrijski polinom.

9Pafnuti�L~voviq Qebyx�v (1821-1894), ruski matematiqar
10Etienne Bezout (1730-1783), francuski matematiqar
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Za dokaz ove teoreme koristimo slede�u pomo�nu lemu.

Lema 64. [12] Neka R(x, y) ∈ C[x, y]. Tada je R(cos t, sin t) = 0 za svako t ∈ R
akko R(x, y) ∈ 〈x2+y2−1〉, tj. R(x, y) pripada idealu generisanom polinomom
x2 + y2 − 1.

Dokaz: Ako R(x, y) ∈ 〈x2 + y2 − 1〉, tada je oqigledno R(cos t, sin t) = 0.
Obrnuto, pretpostavimo da je R(cos t, sin t) = 0 i da R(x, y) /∈ 〈x2 + y2 − 1〉.
Kako je x2+y2−1 nerastavǉiv polinom, prema Bezuovoj teoremi sledi da
je broj taqaka preseka krivih R(x, y) = 0 i x2+y2−1 = 0 najvixe 2 ·deg(R).
Shodno tome, sledi da cos t i sin t imaju konaqno mnogo vrednosti za t ∈ R,
xto je kontradikcija. 2

Konaqno, teorema 63 mo�e biti dokazana.

Dokaz teoreme 63 [12]: Pretpostavimo da postoje kompleksni polinomi
jedne promenǉive P i Q takvi da je sin 2kt = P (cos t) +Q(sin t), ∀t ∈ R. Ko-
riste�i identitet sin2kt=sint·U2k−1(cos t) dobijamo da je sin t·U2k−1(cos t) =

P (cos t)+Q(sin t). Prema prethodnoj lemi, sledi da U2k−1(x)y−P (x)−Q(y) ∈
〈x2 + y2 − 1〉. To znaqi da postoji polinom S(x, y) takav da je

U2k−1(x)y − P (x)−Q(y) = S(x, y)(x2 + y2 − 1).

Neka je xαyβ proizvoǉan monom polinoma S. Ako je α > 0, tada desna
strana prethodne jednakosti ima monom oblika xαyβ+2, koji se ne podud-
ara ni sa jednim monomom na levoj strani ove jednakosti. Prema tome,
svaki monom polinoma S ima oblik yβ. Me�utim, ako je β > 0, tada
desna strana pomenute jednakosti ima monom x2yβ, koji se ne podudara
ni sa jednim monomom sa leve strane ove jednakosti, jer je U2k−1(x) po-
linom neparnog stepena. Dakle, S(x, y) je konstanta, xto je oqigledno
nemogu�e. 2

Shodno tome, mo�e se zakǉuqiti da je prostor ,,naivnih” trigonome-
trijskih polinoma pravi potprostor trigonometrijskih polinoma.

2.2 Prsten C[cosx, sinx]

Kompleksno eksponencijalne forme sinusa i kosinusa, tj. veze cosx =
eix+e−ix

2
i sinx = eix−e−ix

2i
, omogu�avaju da se proizvoǉan element z ∈ T c =
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C[cosx, sinx] mo�e napisati u obliku

z = e−inxP (eix), n ∈ N, P (X) ∈ C[X], deg(P ) = 2n. (2.2.1)

Obrnuto, imaju�i u vidu da je eix = cosx + i sinx, sledi da element
oblika e−inxP (eix), za n ∈ N i P (X) ∈ C[X], pripada T c. Prema tome,
mo�e se zakǉuqiti da postoji izomorfizam f : C[X]S −→ T c indukovan
preslikavaǌem X −→ eix. Dakle, prsten trigonometrijskih polinoma sa
kompleksnim koeficijentima T c izomorfan je lokalizaciji prstena C[X]

u odnosu na multiplikativan skup S = {1, X,X2, . . .}, u oznaci C[X]S. Uz
to, mo�emo primetiti da je svaki element z iz C[X]S oblika XkP (X), za
k ∈ Z, P (X) ∈ C[X] i P (0) 6= 0.

Prema definiciji 20 i primeru 21 C[X] je Euklidov domen. Na os-
novu [84, propozicija 7], imamo da je i ǌegova lokalizacija u odnosu na
multiplikativan skup S, tj. C[X]S, tako�e Euklidov domen. Uz to, fun-
kcija ϕ, koja definixe Euklidov domen C[X]S, data je sa ϕ(z) = deg(P ).

Invertibilni elementi domena T c su elementi skupa C \ {0}, za-
tim stepeni elemenata z i z−1, kao i proizvodi nenultih kompleks-
nih konstanti i stepena elemenata z i z−1, gde je z = cosx + i sinx i
z−1 = cosx− i sinx.

Kao posledica prethodnih zapa�aǌa va�i slede�a teorema.

Teorema 65. T c = C[cosx, sinx] je Euklidov domen sa koliqniqkim poǉem
Kc = C(cosx)[sinx]. Nerastavǉivi elementi u T c su, do na invertibilne
elemente, trigonometrijski polinomi oblika cosx+ i sinx− a, a ∈ C∗.

Prethodna razmatraǌa izlo�ena su u radu [71].
Koriste�i teoreme 19 i 22, mo�e se zakǉuqiti da je C[cosx, sinx] do-

men sa jednoznaqnom faktorizacijom.
Me�utim, da je C[cosx, sinx] domen sa jednoznaqnom faktorizacijom

mo�emo pokazati i na drugi naqin. Prethodnu qiǌenicu mo�emo doka-
zati i na slede�i naqin:

Teorema 66. C[cosx, sinx] je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom.

Dokaz: Posmatrajmo domen A = C[X, Y ]/〈X2 + Y 2 − 1〉. Sa a i b ozna-
qimo odgovaraju�e slike elemenata X i Y pri kanonskom homomorfizmu
C[X, Y ] −→ A, a = X+ 〈X2 +Y 2−1〉, b = Y + 〈X2 +Y 2−1〉. Tada imamo da je
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A = C[a, b] sa definixu�om relacijom a2 + b2 = 1. Ako transformixemo
ovu relaciju na slede�i naqin:

1 = a2 + b2 = (a+ ib)(a− ib) = uv, a =
u+ v

2
, b =

u− v
2i

,

dobijamo da je A = C[u, v] sa definixu�om relacijom uv = 1. Primetimo
da ako sa a i b oznaqimo redom cosx i sinx, odakle sledi da je u = eix i v =

e−ix, dobijamo da je zapravo A = C[cosx, sinx] = C[eix, e−ix]. Posmatrajmo
C[eix, e−ix] kao prsten Loranovih11 polinoma C[u, u−1]. Daǉe, imamo da je

A = C[u, u−1] = C[u][u−1] = C[u]S,

gde je S = {1, u, u2, . . .}. Drugim reqima, C[u, u−1] je lokalizacija domena
C[u] u odnosu na multiplikativan skup S. Kako je C[u] glavnoidealski
domen (videti [70, primer 51]), prema teoremi 19 sledi da je ujedno i
domen sa jednoznaqnom faktorizacijom. Prema teoremi 27 sledi da je
i A = C[u]S domen sa jednoznaqnom faktorizacijom, pa je time i dokaz
gotov. 2

Jasno je da je i Sc = Q(i)[cosx, sinx] Euklidov domen, a time i domen
sa jednoznaqnom faktorizacijom, xto se pokazuje sliqno kao za domen
T c.

Slede�a posledica je uopxteǌe Ritove teoreme o faktorizaciji (te-
orema 56).

Posledica 67. [71] Neka je z=
∑n

k=0(ak cos kx+bk sin kx), n∈N \ {1}, ak, bk ∈ C,
tako da je (an, bn) 6= (0, 0). Neka je d zajedniqki deliteǉ celih brojeva k

takvih da je (ak, bk) 6= (0, 0). Tada z ima jednoznaqnu faktorizaciju

z = λ(cosnx− i sinnx)

2n
d∏
j=1

(cos dx+ i sin dx− αj), (2.2.2)

gde λ, αj ∈ C∗.

Dokaz: Uvo�eǌem smene y = dx dobijamo

z =
n∑
k=0

(ak cos kx+ bk sin kx) =
n∑
k=0

(ak cos k yd + bk sin k yd).

11Pierre Alphonse Laurent (1813-1854), francuski matematiqar
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Neka je daǉe k′ = k
d
, odakle je k = k′d, pa dobijamo

z =

n
d∑

k′=0

(ak′d cos k′y + bk′d sin k′y) = e−i
n
d yP (eiy),

gde je P (X) ∈ C[X] i deg(P ) = 2n
d
, na osnovu (2.2.1). Kako je, prema

prethodnoj teoremi, C[cos y, sin y] domen sa jednoznaqnom faktorizacijom
sa nerastavǉivim elementima oblika cos y + i sin y − a, a ∈ C∗, sledi da
postoji jednoznaqna faktorizacija oblika (2.2.2). 2

Napomena 68. Faktorizacija iz prethodne posledice je mogu�a, jer je C
algebarski zatvoreno poǉe. Postavǉa se pitaǌe da li postoji sliqna
faktorizacija za elemente iz Sc = Q(i)[cosx, sinx]. Odgovor je negativan,
jer Q(i) nije algebarski zatvoreno poǉe. Prema tome, za elemente iz Sc

nije mogu�e prona�i rastavǉaǌe sliqnog tipa.

2.3 Prsten R[cosx, sinx]

Prsten realnih trigonometrijskih polinoma T ima zanimǉive karak-
teristike. Jedna od ǌih je identitet

sin2 x = (1− cosx)(1 + cos x), (2.3.1)

koji je primer nejednoznaqne faktorizacije u domenu T . Me�utim, ova
jednakost nije primer nejednoznaqne faktorizacije u domenu kompleks-
nih trigonometrijskih polinoma T c, s obzirom na oblik nerastavǉivih
elemenata u T c, xto je prikazano teoremom 65. Detaǉnije o ovome mo�e
se videti u napomeni 79.

Naravno, nije dovoǉno samo re�i da su leva i desna strana jedna-
kosti (2.3.1) dve potpuno razliqite faktorizacije. Naime, potrebno je
detaǉno opisati osobine faktorizacije u domenu T , i pokazati da su
faktori sinx, 1 − cosx i 1 + cosx nerastavǉivi elementi, kao i da se
sinx ne mo�e zapisati kao proizvod jednog od preostala dva faktora i
invertibilnog elementa domena T . O svemu tome bi�e reqi u nastavku
ovog poglavǉa.

Naredna teorema je, po autorovom saznaǌu, originalan rezultat.
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Ciǉ je dakle pokazati da, za razliku od domena T c, domen T nije
domen sa jednoznaqnom faktorizacijom. S tim u vezi, doka�imo najpre
slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 69. Prsten T = R[cosx, sinx] je izomorfan sa R[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉.

Dokaz: Posmatrajmo homomorfizam ϕ : R[X, Y ] −→ R[cosx, sinx], koji je
definisan sa ϕ(X) = cosx i ϕ(Y ) = sinx. Jezgro ovog homomorfizma se
sastoji iz polinoma f(X, Y ) ∈ R[X, Y ], sa osobinom ϕ(f(X, Y )) = 0.
S jedne strane, imamo da je

ϕ(X2 + Y 2 − 1) = ϕ(X2) + ϕ(Y 2)− 1 = cos2 x+ sin2 x− 1 = 0,

odakle sledi da X2 + Y 2 − 1 ∈ ker(ϕ), pa 〈X2 + Y 2 − 1〉 ⊆ ker(ϕ).
S druge strane, za polinom f iz jezgra doka�imo da va�i (X2+Y 2−1) | f .
Posmatrajmo f kao polinom po X sa koeficijentima iz R[Y ], tj. f ∈
R[Y ][X]. Zapiximo f kao

f(X, Y ) = (X2 + Y 2 − 1) · g(X, Y ) + r(X, Y ),

degXr ≤ 1. Tada je r = a + bX, za a, b ∈ R[Y ]. Kako je f ∈ ker(ϕ), imamo da
je ϕ(f(X, Y )) = 0. Iz ove jednakosti sledi da je

ϕ(f(X, Y )) = ϕ((X2 + Y 2 − 1) · g(X, Y ) + r(X, Y )) = 0.

Prethodno smo videli da je ϕ(X2 + Y 2 − 1) = 0, pa je, prema tome,
ϕ(r(X, Y )) = 0. Dakle, ϕ(a(Y ) + b(Y )X) = ϕ(a(Y )) + ϕ(b(Y ))ϕ(X) = 0. Uba-
civxi gorenavedenu smenu, dobijamo a(sinx) + b(sinx) cosx = 0, za svako
x ∈ R. Odavde je a2(sinx) = b2(sinx) cos2 x, tj. a2(sinx) = b2(sinx)(1− sin2 x),
za svako x ∈ R, iz qega mora slediti a2(Y ) = b2(Y )(1 − Y 2), za svako
Y ∈ R. Posledǌa jednakost va�i jedino kada je a = b = 0. Stoga, imamo
da je r = 0, pa (X2 + Y 2 − 1) | f . Prema tome, dokazali smo i da je
ker(ϕ) ⊆ 〈X2 + Y 2 − 1〉. Dakle, va�i jednakost 〈X2 + Y 2 − 1〉 = ker(ϕ).
Na kraju, prema prvoj teoremi o izomorfizmima za prstene [28], sledi
da je R[X, Y ]/〈X2 + Y 2 − 1〉 ∼= R[cosx, sinx]. 2

Konaqno, mo�emo dokazati i slede�u teoremu.

Teorema 70. T = R[cosx, sinx] nije domen sa jednoznaqnom faktorizacijom.
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Dokaz: Kako je R[cosx, sinx] ∼= R[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉, ciǉ nam je da poka�emo
da R[X, Y ]/〈X2 +Y 2− 1〉 nije domen sa jednoznaqnom faktorizacijom. Kao
xto je reqeno u poglavǉu 1.2 ove disertacije, u domenu sa jednoznaqnom
faktorizacijom svaki nerastavǉiv element je ujedno i prost. Prema
tome, nastojimo da poka�emo da u R[X, Y ]/〈X2 + Y 2 − 1〉 postoji element
koji je nerastavǉiv, ali nije prost.

Oznaqimo redom sa x̂ i ŷ slike elemenata X i Y pri kanonskom ho-
momorfizmu R[X, Y ] −→ R[X, Y ]/〈X2 + Y 2 − 1〉, tj. x̂ = X + 〈X2 + Y 2 − 1〉 i
ŷ = Y + 〈X2 + Y 2 − 1〉. Tada imamo da je R[X,Y ]/〈X2 + Y 2 − 1〉 = R[x̂,ŷ] sa
definixu�om relacijom x̂2 + ŷ2 = 1. Pokaza�emo da je x̂ atom, ali nije
prost.

U dokazu prethodnog tvr�eǌa videli smo da se u R[X, Y ]/〈X2+Y 2− 1〉
svaki element mo�e jednoznaqno prikazati kao a(Y ) + b(Y )X. Definix-
imo ,,normu”

N : R[X, Y ]/〈X2 + Y 2 − 1〉 −→ R[Y ] sa N(a(Y )+b(Y )X)=a2(Y )+b2(Y )(Y 2−1).

Primetimo da je N multiplikativna funkcija, odakle mo�emo zakǉu-
qiti da su invertibilni elementi u R[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉 zapravo nenulti
elementi iz R.

Doka�imo prvo da je x̂ nerastavǉiv element. Pretpostavimo da je
x̂ = z1z2. Odavde sledi da je N(x̂) = N(z1z2) = N(z1)N(z2). S druge strane
je N(x̂) = Y 2 − 1. Dakle, N(z1)N(z2) = Y 2 − 1 i prema tome razlikujemo
slede�e sluqajeve:
1) degN(z1) = 0, pa je z1 ∈ R∗. Dakle, x̂ je nerastavǉiv element.
2) degN(z1) = 2, pa je degN(z2) = 0, xto znaqi da je z2 ∈ R∗. Dakle, x̂ je
nerastavǉiv element.
3) degN(z1) = degN(z2) = 1, pa pretpostavimo da je npr. N(z1) = Y − 1 tj.

a21(Y ) + b21(Y )(Y 2 − 1) = Y − 1. (2.3.2)

Odavde sledi da (Y − 1) | a1(Y ) =⇒ ∃a2 ∈ R[Y ] tako da je a1 = (Y − 1)a2.
Ubacivxi ovo u jednaqinu (2.3.2) dobijamo a22(Y )(Y − 1) + b21(Y )(Y + 1)=1.
Rexavaǌe posledǌe jednakosti svodi se na rexavaǌe sistema jednaqina
a22(Y )+b21(Y )=0 i b21(Y )−a22(Y )=1, odakle dobijamo kontradikciju. Dakle,
x̂ je nerastavǉiv element.
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Doka�imo sada da x̂ nije prost. Kako u R[x̂, ŷ] va�i x̂2 + ŷ2 = 1, tj.
x̂2 = (1− ŷ)(1+ ŷ), sledi da x̂ | (1− ŷ)(1+ ŷ). Me�utim, x̂ - (1− ŷ) i x̂ - (1+ ŷ).
Pretpostavimo suprotno da x̂ | (1 − ŷ). Tada imamo da N(x̂) | N(1 − ŷ).
Odavde dobijamo da (Y 2 − 1) | (Y − 1)2, tj. (Y + 1) | (Y − 1), a to je
kontradikcija. Sliqno dokazujemo da x̂ - (1 + ŷ), pa x̂ nije prost, i time
je dokaz gotov. 2

Znaju�i ovo, ciǉ nam je sada da poka�emo da u T , xto se faktori-
zacije tiqe, va�i neki slabiji uslov od jednoznaqnosti. S tim u vezi,
poka�imo da va�i slede�a teorema.

Teorema 71. [71] R[cosx, sinx] je Dedekindov polu-faktorijalan domen.

Dokaz: Prema primeru 55 imamo da je grupa klasa od R[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉
izomorfna sa Z/2Z.

Kako je R[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉 ∼= R[X][Y ]/〈Y 2−(1−X2)〉, gde je R[X] fakto-
rijalan domen u kome je 2 invertibilan element i 1−X2 neinvertibilan
element oslobo�en kvadrata, sledi da je R[X, Y ]/〈X2 +Y 2−1〉 integralno
zatvoren domen, prema [31, lema 11.1].

Tako�e, R[X, Y ]/〈X2 +Y 2− 1〉 je i Neterin jednodimenzionalan domen.
Naime, kako X2 +Y 2−1 = 0 odre�uje hiperpovrx u R2 i R[X, Y ] je dimen-
zije 2, trebalo bi da je R[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉 dimenzije 1. Zapravo, kako je
prsten R[X, Y ]/〈X2 +Y 2−1〉 domen, imamo da je 〈0〉 prost ideal, prema de-
finiciji 2. Jedini minimalni prosti ideali nad idealom 〈0〉 su oblika
〈X − a〉 i 〈Y − b〉 (videti definiciju 30). Izaberimo proizvoǉan ideal
〈X −

√
2〉. Tada u

(R[X, Y ]/〈X2 + Y 2 − 1〉)/〈X −
√

2〉 (2.3.3)

va�i Y 2 = 1 − X2 = 1 − 2 = −1, pa odavde vidimo da je prsten (2.3.3) u
stvari poǉe R[i]. Na osnovu definicije 3, 〈X−

√
2〉 je maksimalan ideal

u R[X, Y ]/〈X2 + Y 2 − 1〉, pa je 〈0〉 ( 〈X −
√

2〉 maksimalan lanac prostih
ideala. Stoga, dimenzija domena R[X, Y ]/〈X2 + Y 2 − 1〉 jednaka je 1.

Dakle, prema definiciji 37 T je Dedekindov domen, pa je prema teo-
remi 51 T i Krulov domen sa grupom klasa izomorfnom sa Z/2Z. Kona-
qno, prema [104, teorema 1.4] T je polu-faktorijalan domen. 2

Jasno je da i S = Q[cosx, sinx] tako�e nije domen sa jednoznaqnom fak-
torizacijom. Analogno dokazu prethodne teoreme mo�e se pokazati da
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je i S Krulov domen. Kako je Krulov domen i atomiqan i domen sa kona-
qno nerastavǉivih deliteǉa, sledi da je Q[cosx, sinx] domen sa konaqnom
faktorizacijom (FFD), prema [3, teorema 5.1].

Napomena 72. Qiǌenicu da je T c (odnosno T ) domen mo�emo dokazati i
na slede�i naqin. Zapravo, kao xto smo videli, prsten T c (odnosno T )

izomorfan je sa C[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉
(
odnosno R[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉

)
. C[X, Y ]

je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom, prema [75, teorema 2.3.2 i
posledica 2.3.3] (kao i R[X, Y ]). Polinom X2 + Y 2 − 1 je nerastavǉiv u
C[X, Y ] (time i u R[X, Y ] ). S obzirom da je u domenu sa jednoznaqnom
faktorizacijom element prost akko je nerastavǉiv, sledi da je polinom
X2 + Y 2 − 1 prost. Prema teoremi 6 je i ideal 〈X2 + Y 2 − 1〉 prost, pa je
prema definiciji 2 C[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉 domen, kao i R[X, Y ]/〈X2+Y 2−1〉.
Prema tome, sledi da su T c i T domeni. Odavde se na sliqan naqin mo�e
zakǉuqiti da su Sc i S tako�e domeni.

Napomena 73. [71] Posle svega reqenog o prstenima trigonometrijskih
polinoma, mo�emo napraviti kratak rezime ǌihovih osobina:
(i) T je slobodan R[cosx]-modul sa bazom {1, sinx} i T c je slobodan T -modul
sa bazom {1, i}.
(ii) R[cosx] je Euklidov domen, jer je R[cosx] ∼= R[X], pa odatle sledi da se
polu-faktorijalan domen T nalazi izme�u dva Euklidova domena R[cosx]

i C[cosx, sinx].
(iii) Koliqniqko poǉe od R[cosx, sinx] je K = R(cosx)[sinx] i koliqniqko
poǉe od C[cosx, sinx] je Kc = C(cosx)[sinx].
Analogno sve va�i i za prstene S i Sc.

Teorema 74. [71] C[cosx, sinx] je integralno zatvoreǌe od R[cosx, sinx] u
koliqniqkom poǉu Kc od T c.

Dokaz: Najpre doka�imo slede�e: Neka je R domen i K = Frac(R). Neka
je L algebarsko raxireǌe poǉa K i S integralno zatvoreǌe od R u L.
Tada va�i Frac(S) = L.

S jedne strane, kako je S integralno zatvoreǌe od R u L, tj. S je
skup svih elemenata iz L koji su celi nad R, sledi da poǉe L sadr�i
S. Poǉe L sadr�i i ǌegovo poǉe razlomaka Frac(S), jer je to najmaǌe
poǉe u koje se domen S mo�e utopiti. Dakle, Frac(S) ⊂ L.
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S druge strane, neka je B = R\{0}. Prema [7, propozicija 5.12], imamo
da je K = B−1R ⊂ B−1S ⊂ B−1L = L. Xtavixe, kako je S integralno
zatvoreǌe od R u L, prema istoj propoziciji sledi da je B−1S integralno
zatvoreǌe od K u L. Daǉe, kako je poǉe L algebarsko raxireǌe poǉa
K, ono je i integralno raxireǌe [6], pa je integralno zatvoreǌe od K

u L upravo L. Dakle, L = B−1S ⊂ Frac(S), jer je B ⊂ S \ {0}. Konaqno,
dobijamo da je L = Frac(S).

Vratimo se sada na ono xto je trebalo dokazati u ovoj teoremi i
uvedimo oznake prema pomo�nom dokazu. Neka je R = R[cosx, sinx] i
K = R(cosx)[sinx] ǌegovo koliqniqko poǉe. Kako je L = C(cosx)[sinx]

kvadratno raxireǌe K[i] poǉa K, a ujedno je i koliqniqko poǉe od
S = C[cosx, sinx], koriste�i prethodno dokazanu qiǌenicu imamo da je
C[cosx, sinx] integralno zatvoreǌe od R[cosx, sinx] u C(cosx)[sinx]. 2

2.3.1 Nerastavǉivi elementi
U nastavku se bavimo nerastavǉivim elementima domena R[cosx, sinx].

Definicija 75. [71]Neka je P =
∑n

k=0 ak cos
kx+

(∑p
j=0 bj cos

jx
)
sinx, ak, bj ∈

R. Stepen trigonometrijskog polinoma P definixe se kao

δ(P )=

sup {k, j + 1 | ak, bj 6= 0}, za P 6= 0

−∞, za P = 0.

Definicija ima smisla, jer familija {cosk x, sinx cosk x} obrazuje bazu
od T nad R.

Odavde sledi formula δ(PQ) = δ(P ) + δ(Q), za svako P,Q ∈ T , xto
je dokazano i lemom 57. Posebno, trigonometrijski polinomi stepena
jedan su nerastavǉivi elementi u T . Tako�e, va�i da je skup svih in-
vertibilnih elemenata u T skup R∗, xto je ve� reqeno u dokazu teoreme
70.

U nastavku rada ciǉ nam je da odredimo oblik nerastavǉivih ele-
menata u T .

Teorema 76. [71] Nerastavǉivi elementi u R[cosx, sinx] su oblika

a cosx+ b sinx+ c, (a, b, c) ∈ R3, (a, b) 6= (0, 0).
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Dokaz: S jedne strane, prema definiciji stepena realnog trigonometri-
jskog polinoma vidimo da je realan trigonometrijski polinom stepena
1 oblika a cosx+ b sinx+ c, (a, b, c) ∈ R3, (a, b) 6= (0, 0), i on je nerastavǉiv.

S druge strane, dokazujemo da je nerastavǉiv realan trigonometri-
jski polinom stepena 1. Neka je z ∈ T takav da je δ(z) = k > 0. Dakle, z
nije invertibilan element (jer bi bilo δ(z) = 0). Kako z ∈ T , sledi da
z ∈ T c. Na osnovu (2.2.1) i posledice 67, z mo�emo zapisati kao

z = λe−ikx
2k∏
j=1

(eix − aj), λ, aj ∈ C∗.

Me�utim, kako z ∈ T , sledi da je z = z, pa je

z2 = zz = λλ
2k∏
j=1

(eix − aj)
2k∏
j=1

(e−ix − aj), λ · λ ∈ R∗+.

Xtavixe, za a ∈ C∗ va�i

(eix − a)(e−ix − a) = 1 + aa− 2(α cosx+ β sinx),

gde je a = α + iβ, (α, β) ∈ R2 \ {(0, 0)}, jer je a 6= 0. Dakle, imamo da je

z2 = λλ
2k∏
j=1

(1 + ajaj − 2(αj cosx+ βj sinx)), (2.3.4)

gde je (−2αj,−2βj, 1 + ajaj) ∈ R3 i (−2αj,−2βj) 6= (0, 0). Prema tome, do-
bijamo z2 = z1 · . . . · z2k, gde su zj nerastavǉivi elementi iz T stepena 1.
Posebno, ako je z nerastavǉiv element, dobijamo da je 2δ(z) = 2 · 1, jer je
T polu-faktorijalan domen prema teoremi 71, pa je δ(z) = 1. 2

Posledica 77.[71] Neka je z =
∑n

k=0(ak cos kx+bk sin kx), n∈N\{1}, ak, bk ∈ R,
gde je (an, bn) 6= (0, 0). Neka je d zajedniqki deliteǉ celih brojeva k takvih da
je (ak, bk) 6= (0, 0). Tada je z proizvod n/d elemenata oblika a cos dx+b sin dx+c

za (a, b, c) ∈ R3, (a, b) 6= (0, 0).

Dokaz: Kako z ∈ T , sledi da z ∈ T c. Prema tome, analogno dokazu pos-
ledice 67 imamo da je z = e−i

n
d
yP (eiy), P (X) ∈ C[X], deg(P ) = 2n

d
. Ako

iskoristimo izraz (2.3.4) za oblik polinoma z2 i vratimo smenu y = dx,
dobijamo tra�eni oblik polinoma z. 2
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Posledica 78. [71] Za bilo koji nenulti i neinvertibilan element z ∈
R[cosx,sinx] postoji jednoznaqna faktorizacija, do na redosled atoma u
faktorizaciji i do na mno�eǌe invertibilnim elementima, oblika z2 =

uz1 · . . . · zn, gde u ∈ R∗+ i zj su nerastavǉivi elementi oblika

aj cosx+ bj sinx+ 1 +
1

4

(
a2j + b2j

)
, (aj, bj) ∈ R2 \ {(0, 0)}

i n = 2δ(z).

Dokaz: Postojaǌe takve faktorizacije sledi iz dokaza prethodne teo-
reme. Kako je zj nerastavǉiv element, imamo da je δ(zj) = 1, pa dobijamo
da je 2δ(z) = n.

Doka�imo sada jedinstvenost ove faktorizacije. Pretpostavimo da
postoje dve faktorizacije

z2 = uz1 · . . . · zn = u′z′1 · . . . · z′n, (2.3.5)

gde u, u′ ∈ R∗+, zj = aj cosx + bj sinx + 1 + 1
4
(a2j + b2j), z

′
j = a′j cosx + b′j sinx +

1 + 1
4
(a′2j + b′2j ), (aj, bj), (a′j, b

′
j) ∈ R2 \ {(0, 0)}. Oznaqimo sa cj = 1

2
(aj + ibj) i

c′j = 1
2
(a′j + ib′j).

Kako z ∈ T , sledi da z ∈ T c, pa prema jednakosti (2.3.5) u T c va�i

u
n∏
j=1

(eix − cj)(e−ix − cj) = u′
n∏
j=1

(eix − c′j)(e−ix − c′j),

xto je ekvivalentno sa

u

n∏
j=1

(X − cj)(1−Xcj) = u′
n∏
j=1

(X − c′j)(1−Xc′j).

Kako je C[X] faktorijalan domen, prema definiciji 12 va�i da za bilo
koje j ∈ {1, . . . , n} postoji j′ ∈ {1, . . . , n} tako da je cj = c′j′ ili cj = 1

c′
j′
.

• Ako je cj = c′j′, sledi da je zj = z′j′.
• Ako je cj = 1

c′
j′
, sledi da je c′j′ = (cj)

−1 =
cj
cjcj

=
2(aj+ibj)

(a2j+b
2
j )
. Prema tome,

dobijamo da je a′j′ =
4aj
a2j+b

2
j
i b′j′ =

4bj
a2j+b

2
j
. Odavde sledi da je z′j′ =

4aj
a2j+b

2
j

cosx+

4bj
a2j+b

2
j

sinx +
4+a2j+b

2
j

a2j+b
2
j
. Konaqno, dobijamo da je z′j′ =

4zj
a2j+b

2
j
, odakle sledi da

su zj i z′j′ pridru�eni. Time je dokazana i jedinstvenost. 2
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Napomena 79. Znaju�i i invertibilne elemente i oblik nerastavǉivih
elemenata domena T , jasno je da je jednakost sin2 x = (1− cosx)(1 + cos x),
gde su sinx, 1− cosx i 1 + cosx nerastavǉivi elementi u T , primer nejed-
noznaqne faktorizacije u T . Ova jednakost, me�utim, nije takav primer
u domenu kompleksnih trigonometrijskih polinoma T c. Promena koefi-
cijenata meǌa prirodu faktorizacije u domenu. Naime, u domenu T c

vixe je invertibilnih elemenata nego u domenu T , tj. pored svih ne-
nultih kompleksnih konstanti, tu su i stepeni elemenata z i z−1, kao i
proizvodi nenultih kompleksnih konstanti i stepena elemenata z i z−1,
gde su z i z−1 elementi oblika z = cosx + i sinx i z−1 = cosx − i sinx. Na
slede�em primeru pokaza�emo da u T c faktori sinx, 1 − cosx i 1 + cosx

prestaju da budu nerastavǉivi. Zapravo, va�i:

sinx =
z − z−1

2i
=
z−1(z − 1)(z + 1)

2i
,

1− cosx =
−z + 2− z−1

2
=
−z−1(z − 1)2

2
,

1 + cos x =
z−1(z + 1)2

2
,

tako da obe strane jednakosti sin2 x = (1− cosx)(1 + cos x) postaju

−z−2(z − 1)2(z + 1)2

4
,

kada ih izrazimo kao proizvod nerastavǉivih faktora u T c (videti te-
oremu 65 i posledicu 67).

2.3.2 Maksimalni ideali
Prema teoremi 71 R[cosx, sinx] je Dedekindov domen sa klasnim bro-

jem 2, tj. red grupe klasa ideala ovog domena je 2. Odavde vidimo da je
svaki maksimalan ideal ili glavni ideal ili ideal reda 2. Xtavixe,
ako su M i M ′ reda 2, va�i da su M2 i MM ′ glavni ideali generisani
nerastavǉivim elementima [95, propozicija 1 i ǌena posledica]. Obr-
nuto, ako je z ∈ T nerastavǉiv element, mogu�a su tri sluqaja: 〈z〉 je
maksimalan ideal; 〈z〉 = M2, gde je M maksimalan ideal i 〈z〉 = MM ′,
gde su M i M ′ razliqiti maksimalni ideali.
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Nerastavǉivi elementi dati su teoremom 76. Nadaǉe �emo se baviti
primarnom dekompozicijom ideala 〈z〉, gde je z ∈ T nerastavǉiv element,
xto je zapravo rastavǉaǌe ideala na presek konaqno mnogo primarnih
ideala, o qemu je bilo reqi u poglavǉu 1.3 ove disertacije.

Neki dokazi dati su detaǉnije nego u izvornom radu [71].

Teorema 80. [71] Neka je z = a cosx + b sinx + c ∈R[cosx, sinx], gde je (a, b) 6=
(0, 0). Tada va�i:

(1) 〈z〉 je maksimalan ideal ako i samo ako je c2 > a2 + b2;

(2) 〈z〉 je kvadrat maksimalnog ideala ako i samo ako je c2 = a2 + b2;

(3) 〈z〉 je proizvod dva maksimalna ideala ako i samo ako je c2 < a2 + b2.

Dokaz: Kako je (a, b) 6= (0, 0), sledi da je a2 + b2 > 0. Uvedimo oznake
a′ = a√

a2+b2
, b′ = b√

a2+b2
i k = c√

a2+b2
. Tada je

z′ = a′ cosx+ b′ sinx+ k =
1√

a2 + b2
(a cosx+ b sinx+ c),

tj. z′ = 1√
a2+b2

z, pa su z i z′ pridru�eni. Xtavixe, a′2 + b′2 = 1, pa prema
tome postoji α ∈ R tako da je a′ = sinα i b′ = cosα, odakle dobijamo da
je z′ = sin(x + α) + k. Nadaǉe, glavni ideal 〈z〉 posmatramo kao glavni
ideal 〈z′〉 (z i z′ su pridru�eni), tj. kao ideal generisan elementom
sin(x+ α) + k.

Definiximo homomorfizam h : T −→ T sa h(cosx) = cos(x + α) i
h(sinx) = sin(x+ α), koji je zapravo jedan izomorfizam.
Tada je h(〈sinx + k〉) = 〈sin(x + α) + k〉, odakle sledi da su primarne de-
kompozicije ideala 〈sin(x + α) + k〉 i 〈sinx + k〉 istog oblika. Zbog toga,
u nastavku mo�emo posmatrati ideal generisan sa sinx+ k.

Definiximo sada homomorfizam g′ : R[X] −→ T sa g′(X) = cosx. Neka
je t = sinx+ k, k ∈ R. Ciǉ nam je da prona�emo g′−1(〈t〉).

Neka P (X) ∈ R[X]. Tada imamo da P (X) ∈ g′−1(〈t〉) akko postoje poli-
nomi Q(X) i R(X) ∈ R[X] takvi da je

P (cosx) = (sin x+ k)[Q(cosx) + sin xR(cosx)]

= [kQ(cosx) + (1− cos2 x)R(cosx)] + sin x[Q(cosx) + kR(cosx)]

⇒

kQ(cosx) + (1− cos2 x)R(cosx) = P (cosx)

Q(cosx) + kR(cosx) = 0
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⇒

kQ(X) + (1−X2)R(X) = P (X)

Q(X) + kR(X) = 0.

Iz druge jednakosti posledǌeg sistema jednaqina dobijamo da je Q(X) =

−kR(X). Zamenom u prvu jednaqinu, dobijamo P (X) = (1− k2 −X2)R(X).
Xtavixe, g′(1−k2−X2) = 1−k2−cos2 x = sin2 x−k2 = (sinx−k)(sinx+k) ∈ 〈t〉.
Konaqno, dobijamo da je g′−1(〈t〉) = (1− k2 −X2)R[X]. Prema tome, imamo
slede�i komutativan dijagram:

R[X]
g′−−−→ Ty y

R[X]/〈1− k2 −X2〉 g′−−−→ T/〈t〉

gde je g′ injektivno preslikavaǌe. Me�utim, preslikavaǌe g′ je i surjek-
tivno, jer kako je sinx = −k u T/〈t〉, imamo da je P (cosx) + sin xQ(cosx) =

g′
[
P (X)− kQ(X)

]
.

Konaqno, sledi da je T/〈t〉 ∼= R[X]/〈1−k2−X2〉, xto omogu�ava slede�u
diskusiju po 〈t〉:
(1) 〈t〉 je maksimalan ideal ⇐⇒ 1 − k2 − X2 je nerastavǉiv element u
R[X]⇐⇒ k2 > 1⇐⇒ c2 > a2 + b2.
(2) 〈t〉 je kvadrat maksimalnog ideala ⇐⇒ 〈1− k2−X2〉 je kvadrat maksi-
malnog ideala ⇐⇒ 1− k2 −X2 je kvadrat ⇐⇒ k2 = 1⇐⇒ c2 = a2 + b2.
(3) 〈t〉 je proizvod dva razliqita maksimalna ideala ⇐⇒ k2 < 1⇐⇒ c2 <

a2 + b2. 2

Sada mo�emo da opixemo maksimalne ideale domena R[cosx, sinx] i
ǌihove osobine u zavisnosti od ǌihovih generatora.

Posledica 81. [71] Neka je M maksimalan ideal u T = R[cosx, sinx].
(a) Ako je M glavni ideal, tada postoje realni brojevi α i k, k > 1,

takvi da je M = 〈sin(x+ α) + k〉 i T/M ∼= C.
(b) Ako M nije glavni ideal, tada postoji realan broj α takav da je

M = 〈sin(x+ α) + 1, cos(x+ α)〉, M2 = 〈sin(x+ α) + 1〉 i T/M ∼= R.
Obrnuto, takvi ideali su maksimalni u R[cosx, sinx].

Dokaz: (a) U delu (1) prethodne teoreme videli smo da je maksimalan
ideal, koji je i glavni ideal, oblika 〈sin(x+α)+k〉 akko je k2 > 1. Ako je
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k < −1, dovoǉno je umesto α uzeti α+π, pa imamo da je sin(x+α+π)+k =

− sin(x + α) + k = −(sin(x + α) + (−k)), za −k > 1. Oznaqimo sa M ideal
〈sin(x + α) + k〉. Tako�e smo u tom delu prethodne teoreme videli i da
je T/M ∼= R[X]/〈1 − k2 − X2〉. Kako je R[X]/〈1 − k2 − X2〉 zapravo isto
xto i R[X]/〈a − X2〉, gde je a = 1 − k2 < 0, tj. isto xto i R[X]/〈b + X2〉,
gde je b = −a > 0, analogno dokazu primera 85 iz [70], pokazuje se da je
T/M ∼= C.
(b) Pretpostavimo da M nije glavni ideal. Ve� smo videli ranije da je
grupa klasa ideala domena T izomorfna sa Z/2Z. Tako�e je reqeno da je,
prema tome, M2 glavni ideal generisan nerastavǉivim elementom [95] i
oblika je t = sin(x+ α) + 1. Zaista je, prema delu (2) prethodne teoreme,
M2 generisan elementom oblika sin(x+α)+k, k ∈ R, gde je k2 = 1. Sliqno
kao u dokazu (a), ako je k = −1, umesto α dovoǉno je uzeti α + π.
Kako je sin(x+α)+1 ∈M , sledi da cos2(x+α) = [1−sin(x+α)][1+sin(x+α)] ∈
M , pa prema tome i cos(x+α) ∈M . Odatle je I = 〈sin(x+α)+1, cos(x+α)〉 ⊂
M . U prethodnoj teoremi koristili smo homomorfizam h : T −→ T

definisan sa h(cosx) = cos(x+α) i h(sinx) = sin(x+α), koji je izomorfizam,
i dobili da je T/I2 = T/〈sin(x + α) + 1〉 ∼= R[X]/〈X2〉, a odatle dobijamo
da je T/I ∼= R, pa je I maksimalan ideal. Otuda sledi da je M = I =

〈sin(x+ α) + 1, cos(x+ α)〉. 2

Iz dela (3) teoreme 80 sledi da je glavni ideal generisan elementom
a cosx+b sinx+c ∈ T , gde je (a, b) 6= (0, 0) i c2 < a2+b2, zapravo jednak proi-
zvodu dva razliqita maksimalna ideala koji nisu glavni. Namera nam
je da odredimo te maksimalne ideale i obrnuto, da prona�emo generator
proizvoda dva razliqita maksimalna ideala koji nisu glavni.

Teorema 82. [71] (Proizvod dva maksimalna ideala u T koji nisu glavni)

(1) Ako su M = 〈sin(x+α) + 1, cos(x+α)〉 i M ′ = 〈sin(x+β) + 1, cos(x+β)〉,
α 6= β(mod 2π), dva razliqita maksimalna ideala u T koji nisu glavni,
tada je MM ′ glavni ideal generisan nerastavǉivim elementom oblika
sin(α+β

2
) cosx+ cos(α+β

2
) sinx+ cos(α−β

2
).

(2) Obrnuto, neka je z = a cosx + b sinx + c, a, b, c ∈ R, nerastavǉiv
element u T , takav da je c2 < a2 + b2. Tada je 〈z〉 proizvod dva razli-
qita maksimalna ideala koji nisu glavni, M = 〈sin(x + α) + 1, cos(x + α)〉
i M ′ = 〈sin(x + β) + 1, cos(x + β)〉, tako da postoji θ ∈ R za koje va�i:
sin θ = a√

a2+b2
, cos θ = b√

a2+b2
, cos(θ − β) = c√

a2+b2
i α = 2θ − β.
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Dokaz: (1) Neka suM iM ′ dva razliqita maksimalna ideala u T , kao xto
je navedeno u pretpostavci dela (1) ove teoreme. Prema delu (3) teoreme
80 imamo da je MM ′ = 〈z〉, gde je z = a cosx + b sinx + c, za c2 < a2 + b2 i
M2M ′2 = 〈z〉2. Prema delu (b) posledice 81 ideali M2 i M ′2 su tako�e
glavni ideali generisani redom nerastavǉivim elementima sin(x+α)+1

i sin(x+ β) + 1. Odavde sledi da je

〈sin(x+ α) + 1〉〈sin(x+ β) + 1〉 = 〈a cosx+ b sinx+ c〉2,

odakle izjednaqavaǌem leve i desne strane dobijamo, do na zajedniqki
faktor elemenata a, b i c ∈ R∗, slede�i sistem jednaqina:

(∗)



b2 − a2 = cos(α+ β)

2ab = sin(α+ β)

2ac = sinα+ sinβ

2bc = cosα+ cosβ

b2 + c2 = 1 + cosα cosβ.

Rexavaǌem ovog sistema jednaqina dobijamo, do na znak, slede�e izraze:

a = sin α+β
2
, b = cos α+β

2
, c = cos α−β

2
.

(2) Obrnuto, neka je z = a cosx+ b sinx+ c, tako da je c2 < a2 + b2. Kako je
a2 + b2 > 0, uvedimo oznake a′ = a√

a2+b2
, b′ = b√

a2+b2
i c′ = c√

a2+b2
.

Tada je z′ = a′ cosx+b′ sinx+c′ = 1√
a2+b2

z, pa z i z′ generixu isti glavni

ideal 〈z〉 = 〈z′〉, gde je c′2 < a′2 + b′2 = a2

a2+b2
+ b2

a2+b2
= 1, tj. |c′| < 1. Oda-

vde sledi da postoji θ ∈ R tako da je a′ = sin θ, b′ = cos θ i β 6= θ (mod π)

pri qemu je c′ = cos(θ − β). Oznaqimo sa α = 2θ − β, odakle sledi da je
α 6= β (mod 2π). Za ovako uvedene oznake lako se proverava da je zado-
voǉen sistem jednaqina (∗), odakle se mo�e zakǉuqiti, prema delu (1),
da va�i jednakost:

〈sin(x+ α) + 1〉〈sin(x+ β) + 1〉 = 〈a′ cosx+ b′ sinx+ c′〉2.

Xtavixe, iz posledǌe jednakosti i dela (b) posledice 81 dobijamo
da su M = 〈sin(x + α) + 1, cos(x + α)〉 i M ′ = 〈sin(x + β) + 1, cos(x + β)〉 dva
razliqita maksimalna ideala takva da je MM ′ = 〈z′〉 = 〈z〉. 2
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Sada �emo razmotriti vezu izme�u maksimalnih ideala u domenima
T i T c.

Teorema 83. [71]Neka je M maksimalan ideal u T .
(1) Ako je M glavni ideal, tada je M oblika 〈p cosx + q sinx + r〉, gde je

4r = 4 + p2 + q2, r 6= 2 i T cM je proizvod dva razliqita maksimalna ideala
M ′ i M ′′ u T c, gde je M ′ = 〈cosx + i sinx − a〉, M ′′ = 〈cosx + i sinx − a −1〉 i
−2a = p+ iq.

(2) Ako M nije glavni ideal, tada postoji α tako da je M oblika
〈sin(x+ α) + 1, cos(x+ α)〉 i T cM = 〈cosx+ i sinx− a〉 je maksimalan ideal u
T c, gde je a = −ie−iα.
Neka je M ′ = 〈cosx + i sinx − a〉, a ∈ C∗, maksimalan ideal u T c. Tada
je M ′ ∩ T glavni ideal ako i samo ako je |a| 6= 1. Kada je M ′ ∩ T glavni
ideal, drugi maksimalan ideal M ′′, koji je natkrivaǌe od M ′ ∩ T , je oblika
〈cosx+ i sinx− a −1〉.

Dokaz: Neka je M maksimalan ideal u T . Tada je T cM =
∏n

i=1M
′
i
ei, gde

su M ′
i maksimalni ideali u T c i

∑n
i=1 eifi = 2 (∗). Na osnovu teoreme 74

i [106, posledica, 287. str.] je fi = [T c/M ′
i : T/M ]. Za svaki maksimalan

ideal M ′ u T c va�i T c/M ′ ∼= C.
(1) Ako je M glavni ideal u T , tada je M generisan nerastavǉivim
elementom z oblika p cosx + q sinx + r, gde je (p, q) 6= (0, 0) i r2 > p2 + q2,
prema delu (1) teoreme 80. Kako z ∈ T , sledi da z ∈ T c, pa je z =

λe−ix(eix−α)(eix−β), λ, α, β ∈ C∗, gde je α 6= β, jer je p2 +q2−r2 6= 0. Odavde
sledi da z pripada dvama razliqitim maksimalnim idealima domena T c

i n = 2, odakle je ei = fi = 1, za i = 1, 2 u (∗).
(2) Ako M nije glavni ideal, tada postoji α tako da je M oblika M =

〈sin(x+ α) + 1, cos(x+ α)〉.
U ovom sluqaju je T/M ∼= R, prema delu (b) posledice 81, pa je prema

tome [T c/M ′
i : T/M ] = [C : R] = 2, za svaki maksimalan ideal M ′

i koji
je natkrivaǌe ideala M . Odavde sledi da je fi = 2, pa zamenom u (∗)
dobijamo da je n = ei = 1.

Posmatrajmo u T c maksimalan idealM ′ = 〈z〉, gde je z = cosx+i sinx−a,
a ∈ C∗ i neka je M = M ′ ∩ T . Pretpostavimo da M nije glavni ideal.
Tada je, prema delu (b) posledice 81, M oblika 〈sin(x+α) + 1, cos(x+α)〉,
α ∈ R. Kako je M = M ′ ∩ T , sledi da 〈sin(x + α) + 1, cos(x + α)〉 ∈ M ′, pa i
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ei(x+α) + i ∈ M ′. S obzirom da je M ′ oblika 〈cosx + i sinx − a〉, a ∈ C∗, iz
jednakosti cosx + i sinx − a = ei(x+α) + i dobijamo da je a = −ie−iα, odakle
sledi da je |a| = 1.

Obrnuto, neka je a ∈ C tako da je |a| = 1. Tada postoji α ∈ R tako da
je a = −ie−iα. Odavde imamo da je t = ei(α−x)

2i
z2 = sin(x+ α) + 1 nerastavǉiv

element u T , koji generixe kvadrat maksimalnog ideala M = M ′ ∩ T u
T , prema teoremi 80 (2). Stoga, sledi da M nije glavni ideal.

Neka je M ′ = 〈cosx + i sinx − a〉, a ∈ C∗, maksimalan ideal u T c takav
da je |a| 6= 1. Tada je M = M ′ ∩T glavni ideal (videli smo u prethodnom
razmatraǌu da M nije glavni ideal akko je |a| = 1). Neka je M ′′ drugi
maksimalan ideal u T c, koji je natkrivaǌe ideala M . Neka je z = cosx+

i sinx− a. Tada

t = zz = (cosx+i sinx−a)(cosx−i sinx−a) = (−a−a) cosx+(−a+a)i sinx+1+aa

generixe ideal M .
Me�utim, z = cos x − i sinx − a = −ae−ix(cosx + i sinx − a −1) /∈ M ′, jer

a −1 6= a. Odavde sledi da cosx + i sinx − a −1 generixe M ′′. Xtavixe, u
dokazu teoreme 76 videli smo da je zz = 1 + aa− 2α cosx− 2β sinx, gde je
a = α+ iβ. Uvedimo smenu p = −2α, q = −2β i r = 1 + aa = 1 + 1

4
(p2 + q2), pa

prema tome p cosx + q sinx + r generixe ideal M . Kako je M maksimalan
ideal u T , dobijamo da je r2 > p2 + q2 (teorema 80 (1)). Dakle, r2 > 4r− 4

i r 6= 2. 2

Napomena 84. [71] Postoje dva sluqaja gde su maksimalni ideali u T c

natkrivaǌa maksimalnog ideala M u T :

M nije glavni ideal −→ M ′ = 〈cosx+ i sinx− a〉, a ∈ C∗, |a| = 1,

M jeste glavni ideal
↗ M ′ = 〈cosx+ i sinx− a〉

↘ M ′′ = 〈cosx+ i sinx− a−1〉
, a ∈ C∗, |a| 6= 1.

Navedimo sada nekoliko primera faktorizacije.

Primer 85. [71]Posmatrajmo jednakost cos2 x = (1 − sinx)(1 + sinx) (∗).
Dva nerastavǉiva elementa 1 − sinx i 1 + sin x generixu redom ideale
〈1−sinx〉 i 〈1+sin x〉, koji su kvadrati maksimalnih ideala prema teoremi
80. Prema tome, imamo dva maksimalna ideala M1 = 〈1 − sinx, cosx〉 i
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M2 = 〈1 + sinx, cosx〉. Dakle, tri nerastavǉiva elementa cosx, 1− sinx i
1 + sinx, koja se pojavǉuju u jednakosti (∗), generixu redom proizvode
M1M2, M2

1 i M2
2 , pri qemu su M2

1 i M2
2 glavni ideali prema posledici

81. Tako�e je i M1M2 glavni ideal prema teoremi 82.

Primer 86. [71]Posmatrajmo slede�e tri faktorizacije elementa cos 2x

na nerastavǉive, nepridru�ene faktore:

cos 2x = (
√

2 cosx− 1)(
√

2 cosx+ 1)

= (cosx− sinx)(cosx+ sinx)

= (1 +
√

2 sinx)(1−
√

2 sinx).

Svi ovi nerastavǉivi elementi generixu proizvod dva razliqita mak-
simalna ideala od slede�a qetiri:

M1 = 〈1 + sin(x+ π
4
), cos(x+ π

4
)〉

M2 = 〈1 + sin(x− π
4
), cos(x− π

4
)〉

M3 = 〈1 + sin(x+ 3π
4

), cos(x+ 3π
4

)〉

M4 = 〈1 + sin(x− 3π
4

), cos(x− 3π
4

)〉

tako da je: 〈
√

2 cosx−1〉 = M2M4, 〈
√

2 cosx+1〉 = M1M3, 〈cosx−sinx〉 = M1M4,
〈cosx + sin x〉 = M2M3, 〈1 +

√
2 sinx〉 = M1M2, 〈1 −

√
2 sinx〉 = M3M4, odakle

se dobija da je 〈cos 2x〉 = M1M2M3M4.

Primer 87. [71] Neka je n ∈N \{1}. Ciǉ nam je da izraqunamo broj ra-
zliqitih faktorizacija elementa sinnx na nerastavǉive, nepridru�ene
faktore. Krenimo najpre od jednoznaqne faktorizacije u T c, i dobijamo:

sinnx = − ie−inx

2
(e2inx − 1)

= − ie−inx

2

2n∏
k=1

(
eix − e 2ikπ

2n

)
= − ie−inx

2
(eix + 1)(eix − 1)

n−1∏
k=1

(
e2ix − 2eix cos 2kπ

2n
+ 1
)

= 2n−1 sinx
n−1∏
k=1

(
cosx− cos 2kπ

2n

)
.

To znaqi da u T imamo slede�i proizvod ideala:

〈sinnx〉 = 〈sinx〉
n−1∏
k=1

〈cosx− cos 2kπ
2n 〉.
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Daǉe, za k = 1, . . . , n− 1 imamo da je

〈cosx− cos 2kπ
2n
〉 =

= 〈1− cos(x+ kπ
n

), sin(x+ kπ
n

)〉〈1− cos(x− kπ
n

), sin(x− kπ
n

)〉

i 〈sinx〉 = 〈1 + cosx, sinx〉〈1 − cosx, sinx〉, pa je prema tome 〈sinnx〉 jednak
proizvodu 2n razliqitih maksimalnih ideala koji nisu glavni.

Prema teoremi 82 broj razliqitih faktorizacija na nerastavǉive,
nepridru�ene faktore jednak je broju razliqitih naqina na koje biramo
parove ovih maksimalnih ideala. Dakle, od 2n elemenata biramo parove
na slede�i naqin: od 2n elemenata biramo jedan par na

(
2n
2

)
naqina;

daǉe, od preostalih 2n− 2 elemenata biramo 2, tj. par na
(
2n−2

2

)
naqina;

nastavǉamo ovako sve dok na kraju ne preostane 2 elementa, i od ǌih
biramo posledǌi par na

(
2
2

)
= 1 naqin. Dakle, ukupan broj parova jednak

je proizvodu
(
2n
2

)
·
(
2n−2

2

)
· . . . ·

(
2
2

)
= (2n)!

2n
. Me�utim, neke kombinacije

parova se ponavǉaju i treba ih izbaciti. U jednoj kombinaciji se od
2n elemenata mo�e napraviti n parova. Svaka zamena mesta ovih parova
predstavǉa jednu permutaciju parova, a ovakvih permutacija ima n!, jer
ima ukupno n parova. Prema tome, u naxoj formuli se svaka kombinacija
parova ponavǉa n! puta, pa rezultat treba podeliti sa n!. Konaqno,
sinnx ima (2n)!

2nn!
razliqitih faktorizacija na nerastavǉive, nepridru�ene

faktore.

2.4 Faktorizacija u potprstenima prstena
trigonometrijskih polinoma

U ovom poglavǉu prikazani su rezultati iz radova [86, 87, 94], na
osnovu kojih su korigovane tabele date u zakǉuqcima ovih radova. Po-
menute tabele nalaze se na kraju poglavǉa.

2.4.1 Potprsteni prstena C[cosx, sinx]

U radu [94] konstruisana su tri polu-faktorijalna domena T c2 , T
c
3 i

T c4 , koja predstavǉaju potprstene prstena kompleksnih trigonometrij-
skih polinoma T c.
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Posmatrajmo slede�i skup

T c2 =
{ n∑
k=0

(ak cos kx+ ibk sin kx), n ∈ N, ak, bk ∈ R, an = α + β, bn = β − α
}
,

gde je α ∈ Q, β ∈ R i (α, β) 6= (0, 0). Neka z ∈ T c2 . Tada je

z = a0 +
n−1∑
k=1

(ak cos kx+ ibk sin kx) + {(α + β) cosnx+ i(β − α) sinnx}.

Kako je cosx = eix+e−ix

2
i sinx = eix−e−ix

2i
, sledi da je

z = e−inx
[
a0e

inx +
n−1∑
k=1

{(ak + bk
2

)
ei(n+k)x +

(ak − bk
2

)
ei(n−k)x

}
+ βe2inx + α

]
,

gde ak+bk
2

, ak−bk
2

, a0, β ∈ R, α ∈ Q. Prema tome, svaki element z ∈ T c2 je
oblika

e−inxP (eix), n ∈ N, P (X) ∈ Q+XR[X], deg(P ) = 2n.

Obrnuto, za α0 ∈ Q, αk ∈ R i 1 ≤ k ≤ 2n va�i

e−inxP (eix) = α0e
−inx + α2ne

inx +
n−1∑
k=1

(αke
−i(n−k)x + α2n−ke

i(n−k)x) + αn.

Kako je eix = cosx+ i sinx, sledi da je

e−inxP (eix) = (α0 + α2n) cosnx+ i(α2n − α0) sinnx

+
n−1∑
k=1

{(αk + α2n−k) cos(n− k)x

+i(α2n−k − αk) sin(n− k)x}+ αn,

gde αn, α0+α2n, α2n−α0, αk+α2n−k, α2n−k−αk ∈ R. Prema tome, svaki element
oblika e−inxP (eix), n ∈ N, gde je P (X)∈Q + XR[X] i deg(P ) = 2n, pripada
T c2 .

Na osnovu prethodnog razmatraǌa sledi da je

T c2 = {e−inxP (eix), n ∈ N, P (X) ∈ Q+XR[X], deg(P ) = 2n}.

Prema tome, postoji izomorfizam f : (Q + XR[X])S −→ T c2 indukovan
preslikavaǌem X −→ eix, pa sledi da je T c2

∼= (Q + XR[X])S, tj. T c2 je
izomorfan lokalizaciji prstena Q + XR[X] u odnosu na multiplikati-
van skup S = {1, X,X2, . . .}, u oznaci (Q+XR[X])S.
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Teorema 88. Integralni domen T c2 je polu-faktorijalan domen qiji su ne-
rastavǉivi elementi, do na invertibilne elemente, trigonometrijski
polinomi oblika cosx+ i sinx− a, gde a ∈ R∗.

Dokaz: (Q+XR[X])S je lokalizacija prstena Q+XR[X] u odnosu na multi-
plikativan skup S = {1, X,X2, . . .}, generisan prostim elementom X. Pr-
sten Q+XR[X] je polu-faktorijalan domen prema [3, propozicija 3.1], pa
prema [4, posledica 2.5] dobijamo da je i (Q+XR[X])S polu-faktorijalan
domen. Na kraju, iskoristimo izomorfizam T c2

∼= (Q+XR[X])S i dobijamo
tra�eni rezultat. 2

U radu [86] konstruisani su potprsteni prstena Sc = Q(i)[cosx, sinx],
u oznaci Sc1 i Sc0, takvi da je Sc1 ⊆ Sc0 ⊆ Sc. Za potprsten

Sc1 =
{ n∑
k=0

(ak cos kx+ ibk sin kx), n ∈ N, ak, bk ∈ Q
}

je, sliqno kao za potprsten T c2 , dokazano da je Sc1 ∼= Q[X]S, tj. potprsten
Sc1 je izomorfan lokalizaciji prstena Q[X] u odnosu na multiplikati-
van skup S = {1, X,X2, . . .}, u oznaci Q[X]S. Sliqno tome, u radu [87]
konstruisani su potprsteni T c0 i T c1 prstena T c, takvi da je T c1 ⊆ T c0 ⊆ T c.
Za potprsten

T c1 =
{ n∑
k=0

(ak cos kx+ ibk sin kx), n ∈ N, ak, bk ∈ R
}

je, analogno kao za potprsten T c2 , dokazano da je T c1 ∼= R[X]S, tj. potprsten
T c1 je izomorfan lokalizaciji prstena R[X] u odnosu na multiplikativan
skup S = {1, X,X2, . . .}, u oznaci R[X]S.
Prema definiciji 20 i primeru 21 Q[X] i R[X] su Euklidovi domeni.
Na osnovu [84, propozicija 7] imamo da su i ǌihove lokalizacije, tj.
Q[X]S i R[X]S, tako�e Euklidovi domeni. Dakle, Sc1 i T c1 su Euklidovi
domeni sa nerastavǉivim elementima oblika cosx+i sinx−a, gde je redom
a ∈ Q∗ i a ∈ R∗.

Definiximo sada T c3 kao skup svih polinoma oblika
∑n

k=0(ak cos kx +

bk sin kx), n ∈ N, ak, bk ∈ C i an = α+γ+iβ, bn = −β+i(α−γ), (α, β, γ) 6= (0, 0, 0),
α, β ∈ R, γ ∈ Q. Neka je z polinom iz T c3 . Tada va�i

z = a0+
n−1∑
k=1

(ak cos kx+bk sin kx)+{(α+γ+iβ) cosnx+(−β+i(α− γ)) sinnx}.
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Kako je cosx = eix+e−ix

2
i sinx = eix−e−ix

2i
, imamo da je

z = a0 +
n−1∑
k=1

{(
a′k+b

′′
k+i(a

′′
k−b

′
k)

2

)
eikx +

(
a′k−b

′′
k+i(a

′′
k+b

′
k)

2

)
e−ikx

}
+ (α + iβ)einx

+γe−inx,

gde je ak = a′k + ia′′k, bk = b′k + ib′′k i a′k, a
′′
k, b
′
k, b
′′
k ∈ R, a0 ∈ C.

Uvedimo oznake:

α′k =
a′k + b′′k + i(a′′k − b′k)

2
, β′k =

a′k − b′′k + i(a′′k + b′k)

2
.

Tada dobijamo

z = e−inx
[
a0e

inx +
n−1∑
k=1

{α′kei(n+k)x + β′ke
i(n−k)x}+ (α + iβ)e2inx + γ

]
,

gde α′k, β
′
k, a0 ∈ C i α, β ∈ R, γ ∈ Q. Prema tome, svaki element z iz skupa

T c3 je oblika

e−inxP (eix), n ∈ N, P (X) ∈ Q+XC[X], deg(P ) = 2n.

Obrnuto, za α0 ∈ Q, αk ∈ C i 1 ≤ k ≤ 2n va�i

e−inxP (eix) = e−inx(α0 + α1e
ix + · · ·+ α2ne

2inx)

= α0e
−inx +

2n−1∑
k=1

αke
−i(n−k)x + α2ne

inx

= α0e
−inx + α2ne

inx +
n−1∑
k=1

(αke
−i(n−k)x + α2n−ke

i(n−k)x) + αn.

Kako je eix = cosx+ i sinx, imamo da je

e−inxP (eix) = α0(cosnx− i sinnx) + α2n(cosnx+ i sinnx)

+
n−1∑
k=1

{
αk
(

cos(n− k)x− i sin(n− k)x
)

+α2n−k
(

cos(n− k)x+ i sin(n− k)x
)}

+ αn.

Uvedimo slede�e oznake: αk = α′k + iα′′k, α2n−k = α′2n−k + iα′′2n−k i α2n =

α′2n + iα′′2n. Tada va�i

e−inxP (eix) = (α0 + α′2n + iα′′2n) cosnx+
(
− α′′2n + i(α′2n − α0)

)
sinnx

+
n−1∑
k=1

{(
α′k + α′2n−k + i(α′′k + α′′2n−k)

)
cos(n− k)x

+
(
α′′k − α′′2n−k + i(α′2n−k − α′k)

)
sin(n− k)x

}
+ αn

= an cosnx+ bn sinnx+
n−1∑
k=1

{
ak cos(n− k)x+ bk sin(n− k)x

}
+ αn,
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gde je an = α0+α′2n+iα′′2n, ak = α′k+α′2n−k+i(α′′k+α′′2n−k), bn = −α′′2n+i(α′2n−α0) i
bk = α′′k−α′′2n−k+i(α′2n−k−α′k). Prema tome, svaki element oblika e−inxP (eix),
n ∈ N, gde je P (X) ∈ Q+XC[X] i deg(P ) = 2n, pripada T c3 .

Na osnovu prethodnog razmatraǌa sledi da je

T c3 = {e−inxP (eix), n ∈ N, P (X) ∈ Q+XC[X], deg(P ) = 2n}.

Prema tome, postoji izomorfizam f : (Q + XC[X])S −→ T c3 indukovan
preslikavaǌem X −→ eix, pa sledi da je T c3

∼= (Q + XC[X])S, tj. T c3 je
izomorfan lokalizaciji prstena Q + XC[X] u odnosu na multiplikati-
van skup S = {1, X,X2, . . .}, u oznaci (Q+XC[X])S.

Teorema 89. Integralni domen T c3 je polu-faktorijalan domen qiji su ne-
rastavǉivi elementi, do na invertibilne elemente, trigonometrijski
polinomi oblika cosx+ i sinx− a, gde a ∈ C∗.

Dokaz: Analogno dokazu teoreme 88. 2

Sliqno kao za potprsten T c3 , u radovima [86, 87] je pokazano da su re-
dom potprsteni Sc0 = {

∑n
k=0(ak cos kx + bk sin kx), n ∈ N, ak, bk ∈ Q(i), an =

α + γ + iβ, bn = −β + i(α − γ), (α, β, γ) 6= (0, 0, 0), α, β, γ ∈ Q} i T c0 =

{
∑n

k=0(ak cos kx+ bk sin kx), n ∈ N, ak, bk ∈ C, an = α+γ+ iβ, bn = −β+ i(α−γ),
(α, β, γ) 6= (0, 0, 0), α, β, γ ∈ R} polu-faktorijalni domeni, qiji su nerasta-
vǉivi elementi trigonometrijski polinomi oblika cosx+ i sinx− a, pri
qemu redom a ∈ Q(i)∗ i a ∈ C∗.

Oznaqimo sada sa T c4 skup polinoma oblika
∑n

k=0(ak cos kx+ bk sin kx),

n ∈ N, ak, bk ∈ C, tako da je an = (α + γ) + i(β + δ) i bn = (δ − β) + i(α − γ),
α, β ∈ R, γ, δ ∈ Q, gde (α, β, γ, δ) 6= (0, 0, 0, 0). Neka je z polinom iz T c4 . Tada
mo�emo napisati

z = a0+
n−1∑
k=1

(ak cos kx+bk sin kx)

+
{(

(α+γ)+i(β + δ)
)

cosnx+
(
(δ − β)+i(α− γ)

)
sinnx

}
.

Kako je cosx = eix+e−ix

2
i sinx = eix−e−ix

2i
, imamo da je

z = a0+
n−1∑
k=1

{(
a′k+b

′′
k+i(a

′′
k−b

′
k)

2

)
eikx+

(
a′k−b

′′
k+i(a

′′
k+b

′
k)

2

)
e−ikx

}
+ (α+iβ)einx+(γ + iδ)e−inx,

gde je ak = a′k + ia′′k, bk = b′k + ib′′k i a′k, a
′′
k, b
′
k, b
′′
k ∈ R, a0 ∈ C.
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Uvedimo oznake:

α′k =
a′k + b′′k + i(a′′k − b′k)

2
, β′k =

a′k − b′′k + i(a′′k + b′k)

2
.

Tada dobijamo

z = e−inx
[
a0e

inx +
n−1∑
k=1

{α′kei(n+k)x + β′ke
i(n−k)x}+ (α + iβ)e2inx + (γ + iδ)

]
,

gde α′k, β
′
k, a0 ∈ C i α, β ∈ R, γ, δ ∈ Q. Prema tome, svaki element z iz skupa

T c4 je oblika

e−inxP (eix), n ∈ N, P (X) ∈ Q(i) +XC[X], deg(P ) = 2n.

Obrnuto, za α0 ∈ Q(i), αk ∈ C i 1 ≤ k ≤ 2n va�i

e−inxP (eix) = e−inx(α0 + α1e
ix + · · ·+ α2ne

2inx)

= α0e
−inx +

2n−1∑
k=1

αke
−i(n−k)x + α2ne

inx

= α0e
−inx + α2ne

inx +
n−1∑
k=1

(αke
−i(n−k)x + α2n−ke

i(n−k)x) + αn.

Uvedimo slede�e oznake: α0 = α′0 + iα′′0, αk = α′k + iα′′k, α2n−k = α′2n−k + iα′′2n−k
i α2n = α′2n + iα′′2n. Kako je eix = cosx+ i sinx, sledi da je

e−inxP (eix) =
(
α0 + α′2n + i(α′′0 + α′′2n)

)
cosnx+

(
α′′0 − α′′2n + i(α′2n − α0)

)
sinnx

+
n−1∑
k=1

{(
α′k + α′2n−k + i(α′′k + α′′2n−k)

)
cos(n− k)x

+
(
α′′k − α′′2n−k + i(α′2n−k − α′k)

)
sin(n− k)x

}
+ αn

= an cosnx+ bn sinnx+
n−1∑
k=1

{
ak cos(n− k)x+ bk sin(n− k)x

}
+ αn,

gde je an = α0 + α′2n + i(α′′0 + α′′2n), ak = α′k + α′2n−k + i(α′′k + α′′2n−k), bn =

α′′0 − α′′2n + i(α′2n − α0) i bk = α′′k − α′′2n−k + i(α′2n−k − α′k). Prema tome, svaki
element oblika e−inxP (eix), n ∈ N, gde je P (X) ∈ Q(i)+XC[X] i deg(P ) = 2n,
pripada T c4 .

Na osnovu prethodnog razmatraǌa sledi da je

T c4 = {e−inxP (eix), n ∈ N, P (X) ∈ Q(i) +XC[X], deg(P ) = 2n}.
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Prema tome, postoji izomorfizam f : (Q(i) + XC[X])S −→ T c4 indukovan
preslikavaǌem X −→ eix, pa sledi da je T c4 ∼= (Q(i) + XC[X])S, tj. T c4 je
izomorfan lokalizaciji prstena Q(i) + XC[X] u odnosu na multiplika-
tivan skup S = {1, X,X2, . . .}, u oznaci (Q(i) +XC[X])S.

Teorema 90. Integralni domen T c4 je polu-faktorijalan domen qiji su ne-
rastavǉivi elementi, do na invertibilne elemente, trigonometrijski
polinomi oblika cosx+ i sinx− a, gde a ∈ C∗.

Dokaz: Analogno dokazu teoreme 88. 2

Napomena 91. Faktorizacija u potprstenima prstena T c, tj. u T c0 , T
c
1 ,

T c2 , T
c
3 i T c4 , je analogna kao u posledici 67.

Nadaǉe, oznaka ∩ predstavǉa�e inkluziju ⊆ u svim narednim dija-
gramima.

Napomena 92. Posmatrajmo slede�i rastu�i lanac podstruktura pr-
stena C[X]

Q+XR[X] ⊆ Q+XC[X] ⊆ Q(i) +XC[X] ⊆ C[X],

gde su Q+XR[X],Q+XC[X] i Q(i) +XC[X] polu-faktorijalni domeni i
C[X] Euklidov domen. Lokalizacija sva ova qetiri domena, u odnosu na
multiplikativan skup S = {1, X,X2, . . .}, quva ǌihova svojstva faktori-
zacije.

Q+XR[X] ⊆ Q+XC[X] ⊆ Q(i) +XC[X] ⊆ C[X]

∩ ∩ ∩ ∩

(Q+XR[X])S ⊆ (Q+XC[X])S ⊆ (Q(i) +XC[X])S ⊆ C[X]S.

Na osnovu prethodnih razmatraǌa i teoreme 65 va�i

Q+XR[X] ⊆ Q+XC[X] ⊆ Q(i) +XC[X] ⊆ C[X]

∩ ∩ ∩ ∩

T c2 ⊆ T c3 ⊆ T c4 ⊆ T c,

gde su T c2 , T
c
3 i T c4 polu-faktorijalni domeni sadr�ani u Euklidovom

domenu T c.
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Napomena 93. U radovima [86, 87], sliqno zakǉuqku iz prethodne napo-
mene, dobijeni su redom slede�i dijagrami:

Q[X] ⊆ Q+XQ(i)[X] ⊆ Q(i)[X]

∩ ∩ ∩
Sc1 ⊆ Sc0 ⊆ Sc,

gde je Sc0 polu-faktorijalan domen utisnut izme�u dva Euklidova domena
Sc1 i Sc, i

R[X] ⊆ R+XC[X] ⊆ C[X]

∩ ∩ ∩
T c1 ⊆ T c0 ⊆ T c,

gde je T c0 polu-faktorijalan domen utisnut izme�u dva Euklidova domena
T c1 i T c.

2.4.2 Uslovi koje zadovoǉavaju raxireǌa
prstena trigonometrijskih polinoma

U ovom delu bi�e analizirana dva uslova koja va�e me�u raxireǌi-
ma prstena trigonometrijskih polinoma. Uslov 1 je definisan u radu
[77, str. 661], dok je uslov 2 izveden iz uslova 1 u radu [86].

Uslov 1. Neka je A ⊆ B raxireǌe komutativnog prstena sa jedinicom.
Za svako x ∈ B postoje x′ ∈ B∗ i x′′ ∈ A tako da je x = x′x′′.

Primer 94. [77, primer 1.1] a) Ako raxireǌe prstena A⊆B zadovoǉava
uslov 1, raxireǌe prstena A+XB[X] ⊆ B[X] tako�e zadovoǉava uslov 1.
b) Ako raxireǌa prstena A ⊆ B i B ⊆ C zadovoǉavaju uslov 1, onda taj
uslov zadovoǉava i raxireǌe prstena A ⊆ C.
v) Ako je B koliqniqki prsten prstena A, raxireǌe prstena A⊆B zado-
voǉava uslov 1.
g) Ako je B poǉe, raxireǌe prstena A ⊆ B zadovoǉava uslov 1.

Uslov 2. Neka su A, A1, B i B1 komutativni prsteni sa jedinicom takvi
da je

A ⊆ B

∩ ∩
A1 ⊆ B1

.
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Tada za svako x ∈ B1 postoje x′ ∈ B∗ i x′′ ∈ A1 tako da je x = x′x′′.

Lema 95. Neka je A ⊆ B raxireǌe komutativnog prstena sa jedinicom
koje zadovoǉava uslov 1. Ako je N multiplikativan podskup skupa A, tada
raxireǌe prstena N−1A ⊆ N−1B zadovoǉava uslov 2.

Dokaz: Kako raxireǌe prstena A ⊆ B zadovoǉava uslov 1, sledi da za
svako a ∈ B postoje b ∈ B∗ i c ∈ A tako da je a = bc. Oqigledno je
N−1A ⊆ N−1B. Neka je x = a

s
∈ N−1B. Tada je x = a

s
, a ∈ B, s ∈ N . Odavde

sledi da je x = bc
s

= b c
s
, gde b ∈ B∗ i c

s
∈ N−1A. 2

Obrnuto ne va�i u opxtem sluqaju, xto je pokazano slede�om teoremom.

Teorema 96. Neka je A ⊆ B raxireǌe komutativnog prstena sa jedinicom.
Neka raxireǌe domena A1 ⊆ B1 zadovoǉava uslov 2 i raxireǌe domena A ⊆
A1 zadovoǉava uslov 1, gde je A ⊆ A1 i B ⊆ B1. Neka je B∗1 = B∗ i B∗1 ∩A1 =

A∗1. Tada raxireǌe domena A ⊆ B zadovoǉava uslov 1.

Dokaz: Kako raxireǌe domena A1 ⊆ B1 zadovoǉava uslov 2, za svako
x ∈ B ⊆ B1 postoje x′1 ∈ B∗ i x′′1 ∈ A1 tako da je x = x′1x

′′
1. Daǉe, ako

x′′1 ∈ A, dokaz je gotov. Pretpostavimo zato da x′′1 ∈ A1\A. Kako raxireǌe
domena A ⊆ A1 zadovoǉava uslov 1, za x′′1 ∈ A1 postoje x′2 ∈ A∗1 i x′′2 ∈ A
tako da je x′′1 = x′2x

′′
2. Odatle sledi da je x = x′1x

′
2x
′′
2. Kako je B∗1 = B∗ i

B∗1 ∩A1 = A∗1, sledi da x′1x
′
2 ∈ B∗ i x′′2 ∈ A. Prema tome, A ⊆ B zadovoǉava

uslov 1. 2

Teorema 97. Neka je A ⊆ B ⊆ B1 raxireǌe komutativnog prstena sa
jedinicom. Pretpostavimo da raxireǌe domena A ⊆ B1 zadovoǉava uslov
2. Tada raxireǌe domena A ⊆ B zadovoǉava uslov 1.

Dokaz: Raxireǌe domena A ⊆ B1 zadovoǉava uslov 2, pa stoga za svako
x ∈ B ⊆ B1 postoje x′ ∈ B∗ i x′′ ∈ A tako da je x = x′x′′. Prema tome, A ⊆ B

zadovoǉava uslov 1. 2

Primer 98. Neka je A ⊆ B raxireǌe komutativnog prstena sa jedini-
com. Neka je N = A∗ multiplikativan podskup skupa A. Pretpostavimo
da raxireǌe domena N−1A ⊆ N−1B zadovoǉava uslov 2. Tada raxireǌe
domena A ⊆ B zadovoǉava uslov 1.
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Primer 99. a) Ako raxireǌa prstena A ⊆ B i B ⊆ C zadovoǉavaju
uslov 2, tako�e taj uslov zadovoǉava i raxireǌe prstena A ⊆ C.
b) Za A = A1 i B = B1 uslov 1 i uslov 2 se podudaraju.
v) Ako raxireǌe prstena A1⊆B1 zadovoǉava uslov 2, tako�e zadovoǉava
i uslov 1.
g) Prema lemi 95, raxireǌa prstena T c3 ⊆ T c4 i T c4 ⊆ T c zadovoǉavaju
uslov 2, pa taj uslov zadovoǉava i raxireǌe prstena T c3 ⊆ T c.

Posmatrajmo sada komutativan dijagram prema napomeni 92:

Q+XR[X] ⊆ Q+XC[X] ⊆ Q(i) +XC[X] ⊆ C[X]

∩ ∩ ∩ ∩

T c2 ⊆ T c3 ⊆ T c4 ⊆ T c.

Kao zakǉuqak prethodne diskusije data je slede�a tabela, u kojoj je
prikazano va�eǌe uslova 1 i 2 me�u raxireǌima prstena trigonome-
trijskih polinoma.

Tabela 1.

Raxireǌe prstena uslov 1 uslov 2

Q+XR[X] ⊆ Q+XC[X] ne ne

Q+XC[X] ⊆ Q(i) +XC[X] da da

Q(i) +XC[X] ⊆ C[X] da ne

Q+XR[X] ⊆ T c2 da da

Q+XC[X] ⊆ T c3 da da

Q(i) +XC[X] ⊆ T c4 da da

C[X] ⊆ T c da da

T c2 ⊆ T c3 ne ne

T c3 ⊆ T c4 da da

T c4 ⊆ T c da da

Q+XR[X] ⊆ T c3 ne ne

Q+XC[X] ⊆ T c4 da da

Q(i) +XC[X] ⊆ T c da da

T c2 ⊆ T c4 ne ne

T c2 ⊆ T c ne ne

T c3 ⊆ T c da da

Q+XC[X] ⊆ C[X] da ne
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Primetimo da raxireǌa Q + XC[X] ⊆ T c4 , Q(i) + XC[X] ⊆ T c i T c3 ⊆ T c

zadovoǉavaju uslov 2, na osnovu tranzitivnosti.
Sliqno prethodnoj tabeli, prema napomeni 93, dobijamo naredne dve

tabele:

Tabela 2. Tabela 3.

Raxireǌe us.1 us.2

Q[X] ⊆ Q+XQ(i)[X] ne ne

Q+XQ(i)[X] ⊆ Q(i)[X] da ne

Q[X] ⊆ Sc1 da da

Q+XQ(i)[X] ⊆ Sc0 da da

Q(i)[X] ⊆ Sc da da

Sc1 ⊆ Sc0 ne ne

Sc0 ⊆ Sc da da

Q[X] ⊆ Sc0 ne ne

Q+XQ(i)[X] ⊆ Sc da da

Sc1 ⊆ Sc ne ne

Raxireǌe us.1 us.2

R[X] ⊆ R+XC[X] ne ne

R+XC[X] ⊆ C[X] da ne

R[X] ⊆ T c1 da da

R+XC[X] ⊆ T c0 da da

C[X] ⊆ T c da da

T c1 ⊆ T c0 ne ne

T c0 ⊆ T c da da

R[X] ⊆ T c0 ne ne

R+XC[X] ⊆ T c da da

T c1 ⊆ T c ne ne

Raxireǌa Q + XQ(i)[X] ⊆ Sc i R + XC[X] ⊆ T c zadovoǉavaju uslov 2 na
osnovu tranzitivnosti.

2.5 Algoritmi kod trigonometrijskih
polinoma

Ovo poglavǉe posve�eno je algoritmima za uprox�avaǌe koliqnika,
deǉeǌe, faktorisaǌe i odre�ivaǌe najve�ih zajedniqkih deliteǉa dva
trigonometrijska polinoma, prema radu [64]. Pored ovog rada, nije nam
poznato da postoji jox radova u dostupnoj literaturi koji se bave ovom
tematikom.

Oznaqimo sa s i c redom funkcije sinx i cosx. U nastavku �e biti
opisani postupci za uprox�avaǌe koliqnika dva trigonometrijska po-
linoma, taqnije elementa domena S=Q[s, c]/〈s2+c2−1〉, u smislu odre�i-
vaǌa jednostavnijeg oblika ovog koliqnika. Pomenuti problemi uprox-
�avaǌa pojavǉuju se u brojnim primenama matematike u in�eǌerstvu.
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Tako�e se javǉaju i u raznim izraqunavaǌima koja ukǉuquju trigono-
metrijske polinome nad poǉem, kao na primer kada se Gausova12 elimi-
nacija primeni na matricu trigonometrijskih polinoma.

Jedan pristup rexavaǌu ovog problema je skra�ivaǌe najve�eg za-
jedniqkog deliteǉa iz brojioca i imenioca. Ono xto ovaj problem qini
netrivijalnim je to xto koliqniqki prsten Q[s, c]/〈s2 + c2− 1〉 nije domen
sa jednoznaqnom faktorizacijom (videti poglavǉe 2.3), pa prema tome
i najve�i zajedniqki deliteǉ trigonometrijskih polinoma u ovom do-
menu nije jedinstven u opxtem sluqaju. Da bismo doxli do najve�eg
zajedniqkog deliteǉa dva trigonometrijska polinoma nad poǉem Q pot-
rebno je razumeti faktorizaciju u domenu Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 i naqin na
koji se u ovom domenu vrxi deǉeǌe. Tako�e je potrebno okarakterisati
nerastavǉive elemente domena S i pokazati na koji naqin se odre�uju
sve razliqite faktorizacije elementa ovog domena na nerastavǉive fak-
tore. Faktorisaǌe trigonometrijskih polinoma mo�e se primeniti na
rexavaǌe trigonometrijskih jednaqina.

Kao xto je ve� reqeno, jedan od naqina za uprox�avaǌe koliqnika dva
trigonometrijska polinoma nad poǉem racionalnih brojeva je nala�eǌe
najve�eg zajedniqkog deliteǉa brojioca i imenioca u Q[s, c]/〈s2+c2−1〉 i
ǌegovo skra�ivaǌe. Ipak, to ne vodi uvek do najjednostavnijeg rexeǌa.
U radu [64] dat je direktniji pristup koji nije te�ak za izraqunavaǌe
i uvek daje najjednostavniji rezultat.

U ovom poglavǉu navedene su glavne definicije, primeri i teoreme
iz rada [64] sa svim detaǉima dokaza, xto nam je posebno va�no zbog
mogu�nosti prilago�avaǌa odgovaraju�ih dokaza potrebama materije
koja je obra�ena u narednoj glavi.

2.5.1 Deǉeǌe i faktorizacija u Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉

Prouqavaǌe trigonometrijskih polinoma nad poǉem Q svodi se na
ispitivaǌe osobina domena Q[s, c] po modulu s2 + c2 − 1 = 0.

Definicija 100. Definiximo relaciju ≡ sa p ≡ q ⇐⇒ (s2+c2−1) | (p−q),
u domenu Q[s, c].

12Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), nemaqki matematiqar
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Jasno je da je ≡ relacija ekvivalencije u domenu Q[s, c] sa klasom ekvi-
valencije [p] = {q ∈ Q[s, c] : p ≡ q}. Dakle, kada govorimo o trigonome-
trijskom polinomu q to se odnosi na predstavnika klase ekvivalencije
[q] iz Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉.

Definicija 101. Definiximo φ :Q[s, c]−→Q[s, c] sa φ(p)=p (mod s2+c2−1),
pri qemu s2 meǌamo sa 1− c2.

Prema tome, φ(p) je element klase ekvivalencije [p] koji je linearan po
s. U narednoj lemi pokazano je da je on jedinstven.

Lema 102. Neka je p ∈ Q[s, c]. Tada je φ(p) jedinstven element u Q[s, c]

oblika A(c)s+B(c) ekvivalentan sa p.

Dokaz: Prema definiciji, element φ(p) je linearan po s i φ(p) ≡ p. Pret-
postavimo da je q = A(c)s+B(c), tako da je q ≡ p. Neka je φ(p) = a(c)s+b(c).
Tada je φ(p) ≡ q, pa prema tome (s2 + c2 − 1) | ((A − a)s + (B − b)). To je
mogu�e u Q[s, c] jedino u sluqaju kada je A = a i B = b. 2

Pre�imo sada na stepen trigonometrijskog polinoma u Q[s, c], koji je
definisan u zavisnosti od funkcije φ(p).

Definicija 103. Za p ∈ Q[s, c]/〈s2+c2−1〉 definixe se trigonometrijski
stepen od p, u oznaci TD(p), kao TD(p) = degs,c(φ(p)), gde je degs,c stepen
polinoma φ(p(s, c)).

Na primer, polinom p = s2+c2 je stepena 2 ako ga posmatramo kao obiqan
polinom u Q[s, c]. Me�utim, ako ga posmatramo kao trigonometrijski
polinom, ǌegov trigonometrijski stepen je 0, s obzirom da je φ(p) = 1.

Lema 104. Neka p, q ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉. Tada je TD(pq) = TD(p) + TD(q).

Dokaz: Neka je φ(p) = A(c)s + B(c) i φ(q) = a(c)s + b(c). Uvedimo slede�e
oznake: n1 = degc(A) + 1, m1 = degc(B), n2 = degc(a) + 1 i m2 = degc(b). Tada
va�i

φ(φ(p)φ(q)) = (Ab+ aB)s+ (Bb+ Aa− Aac2).

�elimo da doka�emo da je

deg(φ(φ(p)φ(q))) = deg(φ(p)) + deg(φ(q)). (2.5.1)
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Ovo tvr�eǌe se lako proverava, osim u sluqaju kada je m1 = n1, m2 =

n2. S ciǉem da, u ovom sluqaju, odredimo deg(φ(φ(p)φ(q))), posmatrajmo
slede�e sume: A(c) =

∑n1−1
i=0 Aic

i, B(c) =
∑m1

i=0Bic
i, a(c) =

∑n2−1
i=0 aic

i i b(c) =∑m2

i=0 bic
i. Vode�i koeficijent polinoma Ab+aB je An1−1bm2 +an2−1Bm1, dok

je vode�i koeficijent polinoma Bb+Aa−Aac2 jednak Bm1bm2−An1−1an2−1.
Ako pretpostavimo suprotno, da jednakost (2.5.1) ne va�i, tada oba ova
koeficijenta moraju biti nula, pa rexavamo sistem jednaqina

An1−1bm2 + an2−1Bm1 = 0

Bm1bm2 − An1−1an2−1 = 0,

i dobijamo dva rexeǌa sa nultim koeficijentima

{An1−1 = 0, Bm1 = 0}, {an2−1 = 0, bm2 = 0}

i dva kompleksna rexeǌa

{an2−1 = ±ibm2 , An1−1 = ∓iBm1}.

Prva dva skupa rexeǌa su u kontradikciji redom sa stepenima poli-
noma p i q, dok rexeǌa iz posledǌeg skupa ne pripadaju Q. Dakle,
deg(φ(φ(p)φ(q))) = n1 +m2 i tvr�eǌe (2.5.1) je taqno u ovom sluqaju.

Daǉe, primetimo da iz p ≡ φ(p), q ≡ φ(q) i pq ≡ φ(pq) sledi da je
φ(p)φ(q) ≡ pq ≡ φ(pq). Shodno tome, imamo da je

TD(pq) = deg(φ(pq))

= TD(φ(p)φ(q))

= deg(φ(φ(p)φ(q)))

= deg(φ(p)) + deg(φ(q))

= TD(p) + TD(q).
2

Jedan od naqina za uprox�avaǌe koliqnika dva trigonometrijska po-
linoma i faktorizaciju u domenu Q[s, c]/〈s2 + c2−1〉 je smena tan x

2
, xto je

opisano u radu [64]. Kao xto znamo, sinx =
2 tan x

2

1+tan2 x
2
i cosx =

1−tan2 x
2

1+tan2 x
2
. U na-

stavku, tan x
2
oznaqi�emo sa t. Ovom smenom (t-smena), trigonometrijski

polinom pretvara se u koliqnik polinoma iz Q[t] i stepena polinoma
1 + t2.
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Definicija 105. Definiximo

ψt : Q[s, c] −→ Q(t) sa ψt(p(s, c)) = p( 2t
1+t2

, 1−t
2

1+t2
).

Kao xto znamo, ψt : Q[s, c] −→ Q(t) je homomorfizam prstena qije je jezgro
glavni ideal generisan polinomom s2 + c2 − 1. Prema prvoj teoremi o
izomorfizmu prstena, imamo da je Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 ∼= Q(t).

Lema 106. Neka je p ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 tako da je TD(p) = d. Tada je
ψt(p) = a(t)

(1+t2)d
, gde a(t) ∈ Q[t], tako da je degt(a) ≤ 2d i 1 + t2 - a(t).

Me�utim, da bismo iskoristili gorenavedeni izomorfizam prstena,
potrebno je i vratiti gorepomenutu t-smenu, tj. izraziti t preko s i c, i
time pretvoriti racionalnu funkciju po t u trigonometrijski polinom.
To posti�emo smenom t = 1−c

s
. Zapravo, ovom smenom dobijamo koliqnik

dva trigonometrijska polinoma, pa da bismo dobili trigonometrijski
polinom treba izvrxiti ǌihovo deǉeǌe, xto je poseban zadatak. Taj
postupak opisan je u teoremi koja sledi.

Najpre kre�emo od pomo�nih lema.

Lema 107. Neka je a(t) =
∑2n

i=0 vit
i tako da je v2n =

∑n
i=1(−1)i+1v2(n−i) i

v2n−1 =
∑n−1

i=1 (−1)i+1v2(n−i)−1. Tada (1 + t2) | a(t).

Dokaz: Posmatrajmo b(t) =
∑2n−2

i=0 bit
i, gde je bi =

∑i/2
k=0(−1)kvi−2k ako je i

paran i bi =
∑(i−1)/2

k=0 (−1)kvi−2k ako je i neparan broj. Tada dobijamo da je
a(t) = (1 + t2) · b(t). 2

Lema 108. Neka je n ∈ N. Za svaki polinom a(t) za koji 1 + t2 - a(t) i
degt(a) ≤ 2n va�i

rest(a(t)−X(1 + t2)n, st+ (c− 1)) = p(s, c)X + q(s, c),

gde p(s, c), q(s, c) ∈ Q[s, c]. Xtavixe, φ(p) = −2n(1− c)n, φ(p) | φ(q) u Q[s, c] i
TD(q(s, c)) = 2n.

Dokaz: Neka je a(t) =
∑2n

i=0 vit
i, gde naravno ako je degt(a) < 2n va�i da je

vi = 0, za i > degt(a(t)). Rezultanta koja se tra�i jednaka je determinanti
Silvesterove13 matrice

13James Joseph Sylvester (1814-1897), engleski matematiqar
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S =



v2n −
(
n
0

)
X v2n−1 v2n−2 −

(
n
1

)
X · · · · · · · · · v0 −X

s c− 1 0 · · · · · · · · · 0

0 s c− 1 0 · · · · · · 0

0 0 s
. . . . . . ... 0

...
... 0

. . . . . . . . . ...
...

...
... . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · 0 s c− 1


.

Raqunaǌem ove determinante dobija se da je det(S) = p(s, c)X+q(s, c), pri
qemu dobijamo da je:

φ(p(s, c)) = −2n(1− c)n,

φ(q(s, c)) = (1− c)n
[ n∑
i=0

v2(n−i)(1 + c)i(1− c)n−i +
n−1∑
i=0

v2(n−i)−1s(1 + c)i(1− c)n−i−1
]
.

Ostalo je jox da se poka�e da je TD(q(s, c)) = 2n, tj. degs,c(φ(q(s, c))) = 2n.
Ako je degs,c(φ(q(s, c))) < 2n, tada u drugom qiniocu polinoma φ(q(s, c))

oba koeficijenta uz cn i scn−1 moraju biti nula. To znaqi da je v2n =∑n
i=1(−1)i+1v2(n−i) i v2n−1 =

∑n−1
i=1 (−1)i+1v2(n−i)−1, pa prema prethodnoj lemi

sledi da (1 + t2) | a(t). To je kontradikcija, pa je TD(q(s, c)) = 2n. 2

Teorema 109. Neka je n ∈ N i neka je a(t) polinom za koji va�i 1 + t2 - a(t)

i degt(a) ≤ 2n. Tada postoji jedinstven trigonometrijski polinom â,
trigonometrijskog stepena n, tako da je ψt(â) = a(t)

(1+t2)n
.

Dokaz: Na osnovu prethodne leme, imamo da je

rest(a(t)−X(1 + t2)n, st+ (c− 1)) = p(s, c)X + q(s, c),

gde φ(p) | φ(q) u Q[s, c], TD(p) = n i TD(q) = 2n.
Rexavaǌem jednaqine p(s, c)X + q(s, c) = 0 po X ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2− 1〉, dobi-
jamo da je

X =
φ(q)

φ(p)
∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉.

Dakle, X ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 je trigonometrijskog stepena n, i prema
definiciji rezultante imamo da je

ψt(X) =
a(t)

(1 + t2)n
.
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Poka�imo sada jedinstvenost. Pretpostavimo suprotno, da postoje
dva razliqita trigonometrijska polinoma â i b̂ ∈ Q[s, c]/〈s2 +c2−1〉, tako
da je ψt(â) = ψt(b̂) = a(t)

(1+t2)n
. Kako je ψt homomorfizam prstena, sledi da je

ψt(â− b̂)=0. Odavde imamo da â−b̂∈ker(ψt) = 〈s2 + c2 − 1〉. Dakle, â = b̂. 2

Ova teorema govori nam da je svaka racionalna funkcija oblika a(t)
(1+t2)n

,
gde a ∈ Q[t], 1 + t2 - a(t) i degt(a) ≤ 2n, zapravo slika trigonometrij-
skog polinoma stepena n pri preslikavaǌu ψt. Dakle, nax zadatak je da
odredimo ψ−1t ( a(t)

(1+t2)n
) = X(s, c), pri qemu je X(s, c) jedinstven trigonome-

trijski polinom.
Naredna teorema pokazuje nam kada jedan trigonometrijski polinom

deli drugi u Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉, a u dokazu je dat postupak izraquna-
vaǌa ǌihovog koliqnika. Oznaqimo sa NU brojilac u razlomku, npr.
NU( a(t)

(1+t2)n
) = a(t).

Teorema 110. Za a, b ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 va�i:

a | b ⇐⇒ (i) TD(a) ≤ TD(b)

(ii) NU(ψt(a)) | NU(ψt(b)) u Q[t]

(iii) deg(NU(ψt(b)))− deg(NU(ψt(a))) ≤ 2(TD(b)− TD(a)).

Dokaz: (=⇒) : Neka a | b. Tada sledi da postoji q tako da je b = qa ∈
Q[s, c]/〈s2+c2−1〉. Tako�e postoji i r ∈ Q[s, c] tako da je b = qa+r(s2+c2−1)

u Q[s, c]. Prema lemi 104 imamo da je TD(b) = TD(q) + TD(a). Xtavixe,

ψt(b) = ψt(qa+ r(s2 + c2 − 1))

= ψt(q)ψt(a) + ψt(r) · 0

= ψt(q)ψt(a).

Xire�i ovu jednakost, dobijamo:

NU(ψt(b))

(1 + t2)db
=

NU(ψt(q))

(1 + t2)dq
· NU(ψt(a))

(1 + t2)da
,

gde je dx = TD(x), za x = a, b, q. Kako je db = dq +da, sledi da je NU(ψt(b)) =

NU(ψt(q)) · NU(ψt(a)). Xtavixe,

deg(NU(ψt(b)))− deg(NU(ψt(a))) = deg(NU(ψt(q)))

≤ 2TD(q)

= 2(TD(b)− TD(a)).
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Time je dokazan smer (=⇒). Za dokaz smera (⇐=) pretpostavimo da va�e
sva tri uslova (i), (ii) i (iii) navedena u iskazu teoreme. Iz (ii) sledi da
je NU(ψt(b)) = q(t) · NU(ψt(a)), za neki polinom q ∈ Q[t]. Prema tome,

NU(ψt(b))

(1 + t2)db
=

q(t)

(1 + t2)db−da
· NU(ψt(a))

(1 + t2)da
.

Kako je
degt(q) = deg(NU(ψt(b)))− deg(NU(ψt(a)))

≤ 2(TD(b)− TD(a)) iz (iii)

= 2(db − da),

prema prethodnoj teoremi va�i

q̂ = ψ−1t (
q(t)

(1 + t2)db−da
) ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉.

Odavde je b = q̂a ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉. 2

Posledica 111. Neka je p ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 tako da je TD(p) ≥ 1. Ako
je deg(NU(ψt(p))) ≤ 2TD(p)− 2, tada (c+ 1) | p.

Dokaz: Kako je ψt(c+ 1) = 2
1+t2

, tada na osnovu prethodne teoreme sledi

(c+ 1) | p ⇐⇒ (i) 1 ≤ TD(p)

(ii) 2 | NU(ψt(p))

(iii) deg(NU(ψt(p))) ≤ 2(TD(p)− 1).

Kako su uslovi (i), (ii) i (iii) zadovoǉeni, sledi da (c+ 1) | p. 2

U nastavku odre�ujemo nerastavǉive elemente u Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉.
Znamo da su invertibilni elementi u Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 racionalni
brojevi razliqiti od nule. Shodno tome, definixu se nerastavǉivi
elementi u Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 prema definiciji 4.

Definicija 112. Nenulti element p ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 je nerastavǉiv
ako:
a) p nije invertibilan element, tj. ako p /∈ Q,
b) ako je p = ab, sledi da je jedan od a ili b invertibilan element.
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Teorema 113. Neka p ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 i neka je p neinvertibilan ele-
ment (tj. TD (p) ≥ 1). Tada va�i:
(a) ako je TD(p) = 1, tada je p nerastavǉiv trigonometrijski polinom,
(b) ako je TD(p) > 1, tada je p nerastavǉiv trigonometrijski polinom
akko

(i) degt(NU(ψt(p))) ≥ 2TD(p)− 1,
(ii) NU(ψt(p)) je nerastavǉiv polinom u Q[t] ili je NU(ψt(p)) proizvod

dva nerastavǉiva polinoma u Q[t], pri qemu su oba neparnog stepena.

Dokaz: Ako je TD(p) = 1, p je nerastavǉiv trigonometrijski polinom,
prema lemi 104. Pretpostavimo sada da je TD(p) ≥ 2.
(=⇒) : Pretpostavimo suprotno, da (i) i (ii) ne va�e. Ako (i) ne va�i,
tada (c + 1) | p prema posledici 111. Prema tome, p je rastavǉiv tri-
gonometrijski polinom. Sada pretpostavimo da (i) va�i, a (ii) ne va�i.
Tada mora biti da je NU(ψt(p)) rastavǉiv polinom u Q[t], ali nije jednak
proizvodu dva nerastavǉiva polinoma u Q[t] neparnog stepena. Dakle,
neka je

NU(ψt(p)) = q1(t) · q2(t),

za q1, q2 ∈ Q[t], tako da je deg(q1), deg(q2) ≥ 1 i q1 je nerastavǉiv polinom.
Ako je i q2 nerastavǉiv polinom, tada deg(q1) i deg(q2) ne mogu biti
neparni istovremeno. Kako (i) va�i, tada razlikujemo dva sluqaja:
(1) degt(NU(ψt(p))) = 2d ili
(2) degt(NU(ψt(p))) = 2d− 1.
Sluqaj (1) : Ako su stepeni polinoma q1(t) i q2(t) parni istovremeno,
mo�emo ψt(p) napisati kao

ψt(p) =
q1

(1 + t2)d1
· q2

(1 + t2)d2
,

gde je di = (1/2) degt(qi) za i = 1, 2. Ako su oba stepena neparna, tada
polinom q2 mora biti rastavǉiv. Xtavixe, q2 mora imati nerastavǉiv
faktor neparnog stepena, npr. q3. Neka je q2 = q3·q4 (q4 je parnog stepena).
Sada mo�emo ψt(p) napisati kao

ψt(p) =
q1 · q3

(1 + t2)d1
· q4

(1 + t2)d2
,

gde je d1 = (1/2)(degt(q1) + degt(q3)) i d2 = (1/2) degt(q4).
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Sluqaj (2) : Taqno jedan od polinoma q1 i q2 je neparnog stepena, npr. q1.
Napiximo sada ψt(p) kao

ψt(p) =
q1

(1 + t2)d1
· q2

(1 + t2)d2
,

gde je d1 = (1/2)(degt(q1) + 1) i d2 = (1/2)(degt(q2)). U svakom sluqaju
mo�emo ψt(p) napisati kao

ψt(p) =
q̂1

(1 + t2)d1
· q̂2

(1 + t2)d2
,

gde je 2di ≥ degt(q̂i) i di ≥ 1, i = 1, 2. Prema teoremi 109 oba qinioca ra-
cionalne funkcije ψt(p) odgovaraju trigonometrijskim polinomima ste-
pena redom d1 i d2, d1, d2 ≥ 1 u Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉. Dakle, p je rastavǉiv
trigonometrijski polinom.
(⇐=) : Neka va�e uslovi (i) i (ii). Pretpostavimo suprotno, da je trigo-
nometrijski polinom p rastavǉiv. Dakle, p=ab, a, b∈Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉,
TD(a) ≥ 1 i TD(b) ≥ 1. Sada imamo da je

ψt(p) = ψt(a) · ψt(b)

=
NU(ψt(a))

(1 + t2)da
· NU(ψt(b))

(1 + t2)db
,

gde je da = TD(a) i db = TD(b). Prema lemi 104 sledi da je da+db = TD(p).
Ako je degt(NU(ψt(a))) = 0, tada je

degt(NU(ψt(p))) = degt(NU(ψt(b)))

≤ 2db

= 2(TD(p)− da)

= 2TD(p)− 2da

≤ 2TD(p)− 2 (da ≥ 1)

< 2TD(p)− 1.

Ovo je u kontradikciji sa (i). Sliqno je i ako je degt(NU(ψt(b))) = 0.
Dakle, NU(ψt(a)) i NU(ψt(b)) /∈ Q. Prema tome, NU(ψt(p)) je rastavǉiv
polinom u Q[t]. Kako uslov (ii) va�i i NU(ψt(p)) je rastavǉiv poli-
nom, sledi da su oba polinoma, NU(ψt(a)) i NU(ψt(b)), nerastavǉivi i
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degt(NU(ψt(a))) i degt(NU(ψt(b))) su neparni. Neka je da = degt(NU(ψt(a))) i
db = degt(NU(ψt(b))). Kako su da i db neparni brojevi i ≤ 2da i 2db redom,
tada je da ≤ 2da − 1 i db ≤ 2db − 1.
Kako va�i uslov (i), sledi da je

degt(NU(ψt(p))) = 2d ili 2d− 1.

Ako je degt(NU(ψt(p))) = 2d, tada je 2d = da + db < 2da + 2db = 2d. Ako je
degt(NU(ψt(p))) = 2d − 1, tada je 2d − 1 = da + db < 2da + 2db − 2 = 2d − 2,
odakle sledi da je 2d ≤ 2d − 1. U oba sluqaja dobijamo kontradikciju.
Dakle, p je nerastavǉiv trigonometrijski polinom. 2

Na osnovu ove teoreme mo�emo zakǉuqiti da nerastavǉiv trigonometri-
jski polinom ne mora imati nerastavǉivu sliku pri preslikavaǌu ψt.
Xtavixe, nerastavǉiva slika trigonometrijskog polinoma pri presli-
kavaǌu ψt ne podrazumeva da je trigonometrijski polinom nerastavǉiv,
kao xto je npr. brojilac slike polinoma c+ 1 stepena 0 po t.

U nastavku �e, kroz primere, biti skiciran algoritam za odre�iva-
ǌe svih faktorizacija datog trigonometrijskog polinoma. Naime, u
teoremi 113 data je karakterizacija nerastavǉivih trigonometrijskih
polinoma nad Q u zavisnosti od ǌihove slike, pri uvo�eǌu t-smene.
Dakle, da bi pronaxli sve faktorizacije trigonometrijskog polinoma,
moramo faktorisati brojilac koji se dobija uvo�eǌem t-smene i posma-
trati kombinacije parova ǌegovih faktora neparnog stepena. Tako�e,
moramo uzeti u obzir i mogu�nost pojave faktora (1 + c).

Primer 114. Neka je p = sc. Najpre tra�imo sliku trigonometrijskog
polinoma p pri preslikavaǌu ψt(p):

ψt(p) = ψt(sc) =
2t(1 + t)(1− t)

(1 + t2)2
.

Svaki faktor slike trigonometrijskog polinoma p pri preslikavaǌu
ψt mora imati imenilac 1 + t2 na neki stepen. Stoga, trigonometrijski
polinom p mo�e imati najvixe dva faktora, s obzirom da je stepen poli-
noma 1 + t2 u imeniocu racionalne funkcije ψt(p) jednak 2. Primeǌuju�i
teoremu 113, vidimo da su mogu�e faktorizacije od ψt(p):

2 · t

1 + t2
· (1 + t)(1− t)

1 + t2
, 2 · 1 + t

1 + t2
· t(1− t)

1 + t2
i 2 · 1− t

1 + t2
· t(1 + t)

1 + t2
.
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Ove faktorizacije odgovaraju trima razliqitim faktorizacijama tri-
gonometrijskog polinoma p, redom:

2(1/2s) · c = sc,

2(1/2(c+ s+ 1)) · (1/2(c+ s− 1)) = 1/2(c+ s+ 1)(c+ s− 1)

i
2(1/2(c− s+ 1)) · (1/2(−c+ s+ 1)) = 1/2(c− s+ 1)(s− c+ 1).

Primer 115. Neka je p = (1 + c)s + 1− c2. Ponovo tra�imo sliku trigo-
nometrijskog polinoma p pri preslikavaǌu ψt(p):

ψt(p) =
4t(1 + t)

(1 + t2)2
.

Svaki faktor slike trigonometrijskog polinoma p pri preslikavaǌu ψt
mora imati imenilac 1 + t2 na neki stepen. Stoga, trigonometrijski
polinom p mo�e imati najvixe dva faktora. Mogu�e faktorizacije od
ψt(p) su:

4 · t

1 + t2
· 1 + t

1 + t2
i 4 · 1

1 + t2
· t(1 + t)

1 + t2
.

Posledǌa faktorizacija sledi prema posledici 111. Jasno je da nema
drugih faktorizacija od ψt(p), u kojima svaki faktor odgovara trigono-
metrijskom polinomu. Dakle, dve razliqite faktorizacije trigonome-
trijskog polinoma p su redom:

4(1/2s) · (1/2(c+ s+ 1)) = s(c+ s+ 1)

i
4(1/2(1 + c)) · (1/2(s− c+ 1)) = (1 + c)(s− c+ 1).

Na kraju ovog dela, napomenimo da broj razliqitih faktorizacija
trigonometrijskog polinoma p ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2−1〉 raste eksponencijalno
sa brojem razliqitih faktora polinoma a(t) = NU(ψt(p)) neparnog ste-
pena. Na primer, ako je TD(p) = d i ako se a(t) faktorixe na 2d razli-
qitih linearnih faktora, tada postoji 1 · 3 · 5 · . . . · (2d − 1) razliqitih
faktorizacija trigonometrijskog polinoma p i

(
2d
2

)
= 2d2−d razliqitih

nerastavǉivih deliteǉa trigonometrijskog polinoma p. Umesto raqu-
naǌa svih faktorizacija trigonometrijskog polinoma p, mo�emo na�i
skup svih nerastavǉivih trigonometrijskih polinoma koji dele p. To
se lako odre�uje, na osnovu faktorizacije polinoma a(t) i primenom te-
oreme 113.
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2.5.2 Najve�i zajedniqki deliteǉ dva
trigonometrijska polinoma

U ovom delu definisan je najve�i zajedniqki deliteǉ dva trigono-
metrijska polinoma, prema radu [64]. Dat je i algoritam za ǌegovo
raqunaǌe.

Navedimo najpre klasiqnu definiciju najve�eg zajedniqkog deliteǉa
dva elementa domena.

Definicija 116. Neka su a, b ∈ A, a, b 6= 0. Element d ∈ A je najve�i
zajedniqki deliteǉ elemenata a i b, u oznaci d = NZD(a, b), ako va�i:
(i) d | a, d | b
(ii) d′ | a, d′ | b =⇒ d′ | d.

Naredni primer nam pokazuje da se mo�e desiti da NZD dva trigono-
metrijska polinoma, definisan kao u prethodnoj definiciji, ne postoji,
qak iako postoje ǌihovi zajedniqki deliteǉi. Shodno tome, bi�e uzeta
u obzir druga definicija NZD-a, koja je u domenu sa jednoznaqnom fak-
torizacijom ekvivalentna definiciji 116.

Definicija 117. (Alternativna definicija NZD-a) Neka je A domen i
neka a, b ∈ A. Element g ∈ A je najve�i zajedniqki deliteǉ elemenata a

i b ako:
(1) g | a i g | b i
(2) ako p | (a/g) i p | (b/g), tada je p invertibilan element.

Primer 118. Neka je a=s(1 + c) i b=−c2 + cs+ s+ 1. Na isti naqin kao u
prethodna dva primera, faktorixemo trigonometrijske polinome a i b:

a = s(c+ 1),

b = (c+ s+ 1)s = (−c+ s+ 1)(1 + c).

Dakle, s i 1 + c dele i a i b, pa bi prema klasiqnoj definiciji NZD-a
(definicija 116), NZD trigonometrijskih polinoma a i b, ukoliko bi
postojao, bio deǉiv i sa s i sa 1 + c. Dakle, s i 1 + c dele NZD i NZD
deli a = s(1 + c), pa sledi da je NZD jednak s(1 + c) (do na mno�eǌe in-
vertibilnim elementom). Me�utim, takav NZD ne deli b, pa dobijamo
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kontradikciju. Dakle, mo�e se zakǉuqiti da su i s i 1+c najve�i zajed-
niqki deliteǉi trigonometrijskih polinoma a i b, prema alternativnoj
definiciji (definicija 117).

Prethodni primer nam pokazuje da NZD dva trigonometrijska polinoma
nad poǉem Q nije jednoznaqan. Naredni primer pokazuje da dva takva
NZD-a ne moraju biti qak ni istog stepena.

Primer 119. Neka je a = −5c3 + 5sc2 − 5c2 + 2cs + c + 9s + 9 i b = −c5 +

17c4 − 7sc4 + 6c3 − 16sc3 + 2c2 − 14sc2 − 21c− 24cs− 3− 3s. Kao u prethodnim
primerima dobijamo:

ψt(a) = 8 · t(t+ 1)(t3 + 2)(t+ 2)

(1 + t2)3
,

ψt(b) = 32 · t(t+ 1)(t3 + 2)(t5 − 2)

(1 + t2)5
.

Ne mo�emo re�i da je t(t+1)(t3+2) slika NZD-a trigonometrijskih poli-
noma a i b pri preslikavaǌu ψt, jer ne mo�emo rasporediti tri faktora
(1 + t2) u imeniocu racionalne funkcije ψt(a) izme�u t(t + 1)(t3 + 2) i
(t+2), tako da oba ova faktora budu slike trigonometrijskih polinoma.
Ono xto mo�emo je da slike trigonometrijskih polinoma razdvojimo na
slede�i naqin:

ψt(a) = 8 · t(t+ 1)

1 + t2
· (t3 + 2)(t+ 2)

(1 + t2)2

i

ψt(b) = 32 · t(t+ 1)

1 + t2
· (t3 + 2)(t5 − 2)

(1 + t2)4
.

Tako�e ih mo�emo razdvojiti i kao:

ψt(a) = 8 · t(t
3 + 2)

(1 + t2)2
· (t+ 1)(t+ 2)

1 + t2

i

ψt(b) = 32 · t(t
3 + 2)

(1 + t2)2
· (t+ 1)(t5 − 2)

(1 + t2)3
.

U prvom sluqaju je zajedniqki faktor t(t+1)
1+t2

, odakle vidimo da je NZD
trigonometrijskih polinoma a i b trigonometrijski polinom s − c + 1.
U drugom sluqaju je zajedniqki faktor t(t3+2)

(1+t2)2
, pa je odgovaraju�i NZD

jednak c2 + 2cs− 2c+ 2s+ 1.
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Posledǌi primer pokazuje da dva razliqita NZD-a trigonometrijskih
polinoma a i b mogu imati razliqite trigonometrijske stepene. Logi-
qno je da, u tom sluqaju, posmatramo onaj NZD qiji je trigonometrijski
stepen ve�i. Odavde proizilazi slede�a definicija NZD-a dva trigo-
nometrijska polinoma, koja je formulisana u radu [64].

Definicija 120. (Trigonometrijski NZD) Neka a, b ∈Q[s, c]/〈s2+c2−1〉.
Element g ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2− 1〉 naziva se trigonometrijski najve�i zajed-
niqki deliteǉ (trig. NZD) trigonometrijskih polinoma a i b ako:
(i) g | a i g | b,
(ii) ako p | (a/g) i p | (b/g), tada je p invertibilan element i
(iii) ako h zadovoǉava (i) i (ii), tada je TD(g) ≥ TD(h).

Prate�i metod koji je opisan u prethodnom primeru, dajemo algo-
ritam za raqunaǌe trigonometrijskih najve�ih zajedniqkih deliteǉa,
prema [64].

Algorithm [trig GCD]

Input: Dva trigonometrijska polinoma a i b

(da, db)←− (TD(a),TD(b))

(at, bt)←− (ψt(a) · (1 + t2)da , ψt(b) · (1 + t2)db)

gt ←− gcd(at, bt)

(at, bt)←− (at/gt, bt/gt)

l←− min(da − [degt(at)/2], db − [degt(bt)/2])

if degt(gt) > 2 · l then

f ←− faktor polinoma gt najmaǌeg neparnog stepena

gt ←− gt/f , at ←− at · f , bt ←− bt · f

l←− min(da − [degt(at)/2], db − [degt(bt)/2])

g ←− ψ−1t ( gt
(1+t2)l

)

RETURN (g) ♣
U algoritmu postoji dodatno prilago�avaǌe koje je potrebno ukoliko
je stepen polinoma gt preveliki. To je pokazano u prethodnom primeru.
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Primetimo da i uz uslov (iii) definicije 120, NZD dva trigonometrijska
polinoma i daǉe nije jednoznaqan, xto je pokazano primerom 118.

S obzirom da sada znamo kako se raquna trigonometrijski NZD,
uprox�avaǌe koliqnika dva trigonometrijska polinoma se time di-
rektno dobija, raqunaǌem trigonometrijskog NZD-a i deǉeǌem broji-
oca i imenioca trigonometrijskim NZD-om.

Me�utim, mo�e se dogoditi sluqaj da se koliqnik dva trigonometri-
jska polinoma mo�e uprostiti vixe na neki drugi naqin nego xto bi to
uqinili deǉeǌem brojioca i imenioca trigonometrijskim NZD-om.
Shodno tome, razmotrimo slede�i primer.

Primer 121. Neka je a = 5c3 + 21c2 + 4cs + 23c + 15 + 12s i b = 7c3 − c2s +

31c2 + 2cs+ 37c+ 15s+ 21. Uvo�eǌem t-smene dobijamo da je

ψt(a) = 8 · (t2 + 2)(t3 + 2)(t+ 2)

(1 + t2)3
,

i

ψt(b) = 8 · (t2 + 2)(t3 + 2)(t+ 3)

(1 + t2)3
.

Daǉe, dobijamo da je
ψt(a)

ψt(b)
=
t+ 2

t+ 3
=

t+2
1+t2

t+3
1+t2

.

Prevode�i brojilac i imenilac nazad u trigonometrijske polinome do-
bijamo

a

b
=

2c+ s+ 2

3c+ s+ 3
.

Dakle, a
b
se mo�e uprostiti, pri qemu se dobija koliqnik dva trigono-

metrijska polinoma stepena 1. Odavde bi mogli zakǉuqiti da je doxlo
do skra�ivaǌa trigonometrijskih polinoma a i b trigonometrijskim po-
linomom stepena 2. Me�utim, jedini trigonometrijski NZD od a i b je
c+ 3, koji je trigonometrijskog stepena 1, i ne postoji zajedniqki deli-
teǉ trigonometrijskih polinoma a i b koji je trigonometrijskog stepena
ve�eg od 1. Stoga, sledi da 2c+ s+ 2 ne deli a i 3c+ s+ 3 ne deli b.

U prethodnom primeru ilustrovana je qiǌenica da uprox�avaǌe ko-
liqnika dva trigonometrijska polinoma pomo�u t-smene mo�e kao re-
zultat dati koliqnik trigonometrijskih polinoma pri qemu su trigo-
nometrijski stepeni brojioca i imenioca smaǌeni vixe nego xto bi se
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postiglo skra�ivaǌem brojioca i imenioca trigonometrijskim NZD-
om. Zapravo, uprox�avaǌe na ovaj naqin sigurno nije gori postupak
od skra�ivaǌa brojioca i imenioca trigonometrijskim NZD-om. Ta
qiǌenica dokazana je teoremom iz rada [64] koja sledi posle narednog
algoritma. Tako�e, primetimo da na ovaj naqin nismo u obavezi da fak-
torixemo polinom u Q[t], xto bi morali ukoliko bi �eleli da izvrximo
skra�ivaǌe brojioca i imenioca trigonometrijskim NZD-om.

U nastavku �e biti prikazan algoritam za uprox�avaǌe koliqnika
dva trigonometrijska polinoma pomo�u t-smene, prema radu [64].

Algorithm [trig simplify]

Input: Koliqnik dva trigonometrijska polinoma a
b

(da, db)←− (TD(a),TD(b))

(at, bt)←− (ψt(a) · (1 + t2)da , ψt(b) · (1 + t2)db)

gt ←− gcd(at, bt)

(at, bt)←− (at/gt, bt/gt)

if da ≤ db then

at ←− at(1 + t2)db−da

else

bt ←− bt(1 + t2)da−db

l←− max([degt(at)/2], [degt(bt)/2])

a←− ψ−1t ( at
(1+t2)l

)

b←− ψ−1t ( bt
(1+t2)l

)

RETURN (a/b) ♣

Teorema 122. Neka su f, g ∈ Q[s, c]/〈s2 + c2 − 1〉 nenulti trigonometrijski
polinomi. Neka je p

q
izlazni podatak algoritma za uprox�avaǌe koliq-

nika dva trigonometrijska polinoma. Tada ne postoje trigonometrijski
polinomi a i b takvi da je a

b
= p

q
i TD(a) + TD(b) < TD(p) + TD(q).
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Dokaz: Neka je dp = TD(p), dq = TD(q), pt = ψt(p)(1+t2)dp i qt = ψt(q)(1+t2)dq .
Za izlazni podatak algoritma za uprox�avaǌe koliqnika dva trigono-
metrijska polinoma va�i NZD(pt, qt) = 1 i jedan od uslova (i) deg pt >

2dp − 2 ili (ii) deg qt > 2dq − 2, tj. nisu istovremeno p i q deǉivi sa
1 + c. Naime, neka je da = TD(a), db = TD(b) i neka je at = ψt(a)(1 + t2)da i
bt = ψt(b)(1 + t2)db. Sada iz a

b
= p

q
dobijamo

btpt(1 + t2)dq−dp = qtat(1 + t2)db−da .

Kako je 1 + t2 koprost sa at, bt, pt i qt, tada je dq − dp = db − da, tj.

dq + da = db + dp. (2.5.2)

Zatim, kako je NZD(pt, qt) = 1 i NZD(pt, 1 + t2) = 1, sledi da pt | at. U
sluqaju (i) imamo da je deg pt > 2dp − 2. S obzirom da pt | at, imamo
da je 2da ≥ deg at ≥ deg pt > 2dp − 2, pa je prema tome da ≥ dp, xto je
ekvivalentno sa −da ≤ −dp. Imaju�i u vidu posledǌu nejednakost, iz
jednakosti (2.5.2) dobijamo da je dq ≤ db. Dakle, u sluqaju (i) teorema
va�i. Na sliqan naqin se dokazuje da teorema va�i i u sluqaju (ii). 2

U posledǌoj sekciji rada [64] ukratko je opisano jox nekoliko naqina
za uprox�avaǌe koliqnika, faktorisaǌe i nala�eǌe NZD-a dva trigo-
nometrijska polinoma, prema [51, 80], gde su navedeni i neki nedostaci
pomenutih metoda u pore�eǌu sa postupcima opisanim u [64].

Premda u radu [64] nisu dati detaǉi algoritama za deǉeǌe i fakto-
risaǌe trigonometrijskih polinoma, autori ovog rada su sve navedene
operacije ugradili u program Maple. ǋihov Maple kod dostupan je na
stranici www.cecm.sfu.ca/CAG/products.html.

Dakle, teorija faktorizacije trigonometrijskih polinoma u radu
[64] opisana je nad poǉem Q. Ako pak, umesto poǉa Q posmatramo ǌe-
govo raxireǌe Q(i), tada su c+ is i c− is invertibilni elementi, jer je
(c+ is) · (c− is) = 1, pa stoga formula za trigonometrijski stepen, data
lemom 104, vixe ne va�i. Kao xto je reqeno u poglavǉu 2.2, Sc =

Q(i)[s, c]/〈s2+c2−1〉 je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom, pa je prema
tome u ovom domenu NZD dva trigonometrijska polinoma jedinstven do
na mno�eǌe invertibilnim elementima. Shodno tome, uprox�avaǌe ko-
liqnika dva trigonometrijska polinoma posti�e se skra�ivaǌem bro-
jioca i imenioca trigonometrijskim NZD-om.
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GLAVA 3

PRSTENI HIPERBOLIQKO-
TRIGONOMETRIJSKIH
POLINOMA

Hiperboliqke funkcije prvi put su uvedene 1760. godine, na dva
razliqita naqina [14]. Rikati14 je koristio oznake Sc. i Cc. ([co]sinus

circulare), koje se odnose na cirkularne (trigonometrijske) funkcije i
oznake Sh. i Ch. ([co]sinus hyperbolico), koje se odnose na hiperboliqke
funkcije. Lambert15 je usvojio naziv, ali je promenio skra�enice ovih
funkcija u one koje se i danas koriste.

Primene hiperboliqkih funkcija su brojne u matematici, fizici i
in�eǌerstvu. U kompleksnoj analizi hiperboliqki sinus i kosinus
(sinhx i coshx) posmatraju se kao funkcije sinus i kosinus sa argu-
mentom koji sadr�i imaginarnu jedinicu. Dobro je poznata veza iz-
me�u eksponencijalne funkcije i hiperboliqkog sinusa i kosinusa ex =

coshx + sinhx. S obzirom da eksponencijalna funkcija mo�e biti de-
finisana za bilo koji kompleksan argument, sledi da i sinhx i coshx

mogu imati kompleksne argumente. Dakle, hiperboliqke funkcije mogu
se posmatrati i kao holomorfne funkcije, koje predstavǉaju centralne
objekte istra�ivaǌa kompleksne analize.

Hiperboliqke funkcije javǉaju se i u rexeǌima mnogih linearnih

14Vincenzo Riccati (1707-1775), venecijanski matematiqar i fiziqar
15Johann Heinrich Lambert (1728-1777), xvajcarski matematiqar, fiziqar, astronom i
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diferencijalnih jednaqina, nekih kubnih jednaqina, zatim u proraqu-
nima uglova i rastojaǌa u hiperboliqkoj geometriji, kao i u Laplaso-
voj16 jednaqini sa Dekartovim17 koordinatama. Ova jednaqina znaqajna
je u mnogim oblastima fizike, ukǉuquju�i elektromagnetizam, dina-
miku fluida, toplotnu provodǉivost, kao i specijalnu teoriju relati-
vnosti. Vixe o primenama hiperboliqkih funkcija u elektrotehnici
mo�e se na�i u radu [49].

Primena hiperboliqkih funkcija u gorepomenutim oblastima aktu-
elna je i danas. Radovi poput [30, 72, 88, 92] su samo neki od brojnih
radova objavǉenih u posledǌe vreme koji potvr�uju ovu qiǌenicu.

U nastavku, hiperboliqke funkcije bi�e razmatrane sa algebarskog
aspekta. Ovakav pristup, koliko nam je poznato, nije zastupǉen u lite-
raturi. Naime, bi�e definisani hiperboliqko-trigonometrijski poli-
nomi, analogno trigonometrijskim polinomima, i tako�e bi�e opisani
prsteni ovih polinoma, upore�uju�i ih sa prstenima trigonometrijskih
polinoma, opisanim u prethodnoj glavi.

3.1 Pojam hiperboliqko-trigonometrijskog
polinoma

Po ugledu na trigonometrijske polinome, definixemo hiperboliqko-
trigonometrijske polinome kao konaqne linearne kombinacije funkcija
sinhnx i coshnx, za n ∈ N. U nastavku, umesto naziva hiperboliqko-
trigonometrijski polinom koristi�emo skra�eni naziv HT-polinom.

Oznaqimo redom sa

H =

{
n∑
k=0

(ak cosh kx+ bk sinh kx) | n∈N, ak, bk ∈ R

}
i

Hc =

{
n∑
k=0

(ak cosh kx+ bk sinh kx) | n∈N, ak, bk ∈ C

}
skupove HT-polinoma sa realnim i kompleksnim koeficijentima. Pri-
metimo da ako αk iz teoreme 56 zamenimo sa m ∈ Z dobijamo HT-polinom.

16Pierre-Simon, Marquis de Laplace (1749-1827), francuski matematiqar i astronom
17Rene Descartes (1596-1650), francuski filozof i matematiqar
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Stepen nenultog HT-polinoma definixemo kao najve�u vrednost n za
koju an i bn nisu istovremeno jednaki nuli. Naredna lema pokazuje nam
da je skup svih (realnih i kompleksnih) HT-polinoma prsten, kao i da
stepeni HT-polinoma nemaju osobine kao stepeni obiqnih polinoma.

Lema 123. Proizvod dva realna (kompleksna) HT-polinoma je realan (kom-
pleksan) HT-polinom, qiji stepen nije uvek jednak zbiru stepena ǌegovih
faktora.

Dokaz: Posmatrajmo proizvod dva realna, odnosno kompleksna HT-poli-
noma, redom stepena m i n. Ako je m ili n jednako nuli, ovaj proiz-
vod pripada�e skupu H, odnosno Hc, jer je HT-polinom stepena 0 kon-
stantna funkcija, dok �e stepen proizvoda biti jednak stepenu nekon-
stantnog HT-polinoma. Pretpostavimo sada da je m, n > 0. Prisetimo
se slede�ih identiteta:

sinh a · sinh b = [cosh(a+ b)− cosh(a− b)]/2,

cosh a · cosh b = [cosh(a+ b) + cosh(a− b)]/2,

sinh a · cosh b = [sinh(a+ b) + sinh(a− b)]/2,

cosh a · sinh b = [sinh(a+ b)− sinh(a− b)]/2.

Primenimo ove jednakosti na proizvod

(p coshmx+ q sinhmx) · (r coshnx+ s sinhnx), (3.1.1)

p, q, r, s ∈ R (odnosno C), i dobijamo slede�i rezultat

A cosh(m− n)x+B sinh(m− n)x+ C cosh(m+ n)x+D sinh(m+ n)x, (3.1.2)

gde je A = (pr − qs)/2, B = (qr − ps)/2, C = (pr + qs)/2 i D = (ps + qr)/2.
Kada je m > n, izraz (3.1.2) pripada skupu H, odnosno Hc. Ako je pak
n > m, tada cosh(m − n) i sinh(m − n) zamenimo redom sa cosh(n − m) i
− sinh(n − m) u izrazu (3.1.2), pa dobijeni izraz tako�e pripada skupu
H, odnosno Hc. Na kraju, ako je m = n, zamenimo sinh 0 sa 0 i cosh 0 sa 1,
pa izraz (3.1.2) i u ovom sluqaju pripada skupu H, odnosno Hc.

Pitamo se daǉe da li se mo�e dogoditi da su u izrazu (3.1.2) C i D

istovremeno jednaki nuli, a da je pritom u izrazu (3.1.1) (p, q) 6= (0, 0)
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i (r, s) 6= (0, 0). To je jedino mogu�e kada je p = ±q i r = ∓s. Dakle,
bilo koji od ova dva uslova predstavǉa potreban i dovoǉan uslov da
proizvod (3.1.1) ne bude stepena m + n, dok su ǌegovi faktori redom
stepena m i n.

Posmatrajmo sada proizvod bilo koja dva realna (kompleksna) HT-
polinoma, odgovaraju�ih stepena m i n. Taj proizvod bi�e jednak sumi
proizvoda oblika (3.1.1), koji su upravo razmotreni, pa se mo�e zakǉu-
qiti da je tra�eni proizvod zapravo realan (kompleksan) HT-polinom.

Proizvod dva izraza najve�eg stepena oblika (3.1.1), pod uslovima
p = ±q i r = ∓s, daje nenulti izraz stepena |m − n|, oblika (3.1.2).
Dakle, ako oba HT-polinoma redom stepena m i n sadr�e pri mno�eǌu
izraze redom oblika (p coshmx + q sinhmx) i (r coshnx + s sinhnx), koji
zadovoǉavaju jedan od dva gorepomenuta uslova, ǌihov proizvod bi�e
stepena maǌeg od m+ n. 2

Stoga, nije texko zakǉuqiti da skup svih (realnih i kompleksnih)
HT-polinoma obrazuje prsten. Prema poznatim identitetima koji va�e
za hiperboliqke funkcije, oqigledno je da za svako n ∈ N \ {1} funk-
cija coshnx predstavǉa polinom po coshx stepena n, dok funkcija sinhnx

predstavǉa proizvod funkcije sinhx i polinoma po coshx stepena n − 1.
Ovo ilustrujemo slede�im primerom.

Primer 124. 1) Za funkciju coshnx, n ∈ N \{1}, va�i:
cosh 2x = 2 · cosh2 x− 1;
cosh 3x = 4 · cosh3 x− 3 · coshx;
cosh 4x = 8 · cosh4 x− 8 · cosh2 x+ 1;
cosh 5x = 16 · cosh5 x− 20 · cosh3 x+ 5 · coshx;
...
2) Za funkciju sinhnx, n ∈ N \{1}, va�i:
sinh 2x = 2 · sinhx · coshx;
sinh 3x = sinhx · (4 · cosh2 x− 1);
sinh 4x = sinhx · (8 · cosh3 x− 4 · coshx);
sinh 5x = sinhx · (16 · cosh4 x− 12 cosh2 x+ 1);
...

Obrnuto, svaki proizvod coshnx·sinhmx mo�emo zapisati kao
∑q

k=0(akcoshkx

+ bksinhkx), q ∈ N, ak, bk ∈ Q, xto je dokazano teoremom 162 (glava 5).
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Iz prethodnog razmatraǌa mo�e se zakǉuqiti da je H=R[coshx, sinhx]

i Hc = C[coshx, sinhx], tj. H i Hc su prsteni HT-polinoma redom nad
poǉima R i C.

3.2 Prsteni C[coshx, sinhx] i R[coshx, sinhx]

Na poqetku ove sekcije istaknimo qiǌenicu da su prsteni C[cosx, sinx]

i C[coshx, sinhx] izomorfni. Naime, ako prvi prsten posmatramo kao
C[c, s]/〈c2 + s2 − 1〉, a drugi kao C[C, S]/〈C2 − S2 − 1〉, tada postoji ho-
momorfizam iz prvog u drugi prsten, indukovan preslikavaǌem koje c

slika u C, a s slika u i · S. S druge strane, postoji homomorfizam iz
drugog u prvi prsten, indukovan preslikavaǌem koje C slika u c, a S u
−i · s. To se sla�e sa idealima i indukuje homomorfizme koliqniqkih
prstena, koji su zapravo inverz jedan drugom. Odavde se mo�e zakǉu-
qiti da su pomenuti prsteni izomorfni. S tim u vezi, sve zakǉuqke
o prstenu C[coshx, sinhx] mo�emo izvesti u analogiji sa osobinama pr-
stena C[cosx, sinx], o kojima je bilo reqi napred, i zato ih ovde ne�emo
posebno navoditi.

U nastavku se bavimo prstenom R[coshx, sinhx]. Doka�imo, najpre,
slede�e tvr�eǌe.

Tvr�eǌe 125. H = R[coshx, sinhx] je domen.

Dokaz: Posmatrajmo koliqniqki prsten A = R[X, Y ]/〈X2 − Y 2 − 1〉. Sa a

i b oznaqimo odgovaraju�e slike elemenata X i Y pri kanonskom homo-
morfizmu R[X, Y ] −→ A, a = X + 〈X2− Y 2− 1〉, b = Y + 〈X2− Y 2− 1〉. Tada
imamo da je A = R[a, b] sa definixu�om relacijom a2− b2 = 1. Ako sa a i
b oznaqimo redom coshx i sinhx, dobijamo da je A = R[coshx, sinhx].

U nastavku, poka�imo da je R[X, Y ]/〈X2 − Y 2 − 1〉 domen. Da bi ovo
dokazali, dovoǉno je pokazati da je X2 − Y 2 − 1 nerastavǉiv element
u R[X, Y ]. Ako to doka�emo, sledi�e da je X2 − Y 2 − 1 prost element,
jer je R[X, Y ] domen sa jednoznaqnom faktorizacijom, prema [75, teorema
2.3.2. i posledica 2.3.3.] (u UFD-u element je prost akko je nerastavǉiv,
videti poglavǉe 1.2). Daǉe, ideal generisan polinomom X2 − Y 2 − 1 je
prost prema teoremi 6, pa sledi da je R[X, Y ]/〈X2 − Y 2 − 1〉 domen prema
definiciji 2.
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Pretpostavimo suprotno, da je X2−Y 2−1 = g ·h, deg g = deg h = 1 (ako
bi jedan od polinoma g ili h bio stepena 0, polinom X2 − Y 2 − 1 bio bi
nerastavǉiv, jer su invertibilni elementi u R[X, Y ] konstante). Neka
g, h ∈ R[X, Y ] = R[X][Y ]. Tada va�i:

g(X, Y ) = a0(X) + a1(X)Y,

h(X, Y ) = b0(X) + b1(X)Y.

Dakle, va�i jednakost:

X2 − Y 2 − 1 = (a0(X) + a1(X)Y ) · (b0(X) + b1(X)Y ).

Daǉim sre�ivaǌem prethodne jednakosti dobijamo:

X2 − Y 2 − 1 = a0(X) · b0(X) + (a0(X) · b1(X) + a1(X) · b0(X))Y + a1(X)b1(X)Y 2.

Posmatraju�i levu i desnu stranu prethodne jednakosti kao polinome
po Y sa koeficijentima iz R[X], i izjednaqavaǌem odgovaraju�ih koe-
ficijenata, dobijamo slede�i sistem jednaqina:

a1(X)b1(X) = −1

a0(X) · b1(X) + a1(X) · b0(X) = 0

a0(X) · b0(X) = X2 − 1.

Iz prethodnog sistema mo�e se zakǉuqiti da su a1(X) i b1(X) kon-
stante. Ako izraz a1(X) = − 1

b1(X)
, koji dobijamo iz prve jednaqine,

ubacimo u drugu jednaqinu, dobijamo da je b0(X) = a0(X)b21(X). Kona-
qno, ubacivaǌem posledǌeg izraza u tre�u jednaqinu, dobijamo da je
(b1(X) · a0(X))2 = X2 − 1, gde je b1(X) konstanta. Prethodna jednakost je
kontradikcija. Dakle, X2 − Y 2 − 1 je nerastavǉiv polinom u R[X, Y ], a
time je i dokaz gotov. 2

Xtavixe, va�i slede�a teorema.

Teorema 126. R[coshx, sinhx] je domen sa jednoznaqnom faktorizacijom.

Dokaz: Posmatrajmo R[coshx, sinhx] kao A = R[a, b] sa definixu�om rela-
cijom a2 − b2 = 1. Ako transformixemo ovu relaciju na slede�i naqin:

1 = a2 − b2 = (a− b)(a+ b) = uv, a =
u+ v

2
, b =

u− v
2

,
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dobijamo da je A = R[u, v] sa definixu�om relacijom uv = 1. Dakle, sa a
i b su oznaqeni redom coshx i sinhx. Odavde sledi da je u = ex i v = e−x,
pa dobijamo da je A = R[coshx, sinhx] = R[ex, e−x], xto je zapravo prsten
Loranovih polinoma R[u, u−1]. Tada je

A = R[u, u−1] = R[u][u−1] = R[u]S,

gde je S = {1, u, u2, . . .}. Drugim reqima, R[u, u−1] je lokalizacija domena
R[u] u odnosu na multiplikativan skup S. Kako je R[u] glavnoidealski
domen (videti [70, primer 51]), prema teoremi 19 sledi da je ujedno i
domen sa jednoznaqnom faktorizacijom. Prema teoremi 27 sledi da je
i A = R[u]S domen sa jednoznaqnom faktorizacijom, pa je time i dokaz
gotov. 2

Dakle, za razliku od domena R[cosx, sinx], domen R[coshx, sinhx] je do-
men sa jednoznaqnom faktorizacijom.

S jedne strane, dobro poznati identiteti coshx = ex+e−x

2
i sinhx =

ex−e−x
2

omogu�avaju da se proizvoǉan element z iz H mo�e napisati u
obliku

z = e−nxP (ex), n ∈ N, P (X) ∈ R[X], deg(P ) = 2n.

Obrnuto, kako je ex = coshx+sinh x, sledi da element oblika e−nxP (ex),
za n∈N i P (X)∈R[X], pripada H. Prema tome, ispostavǉa se da postoji
izomorfizam domena H i lokalizacije domena R[X] u odnosu na multi-
plikativan skup S = {1, X,X2, . . .}, indukovan preslikavaǌem X −→ ex.
Stoga, osobine domena H mo�emo opisati prema osobinama ǌemu izo-
morfne algebarske strukture R[X]S, xto je jednostavnije za analizu.

Prema tome, qitava priqa iz poglavǉa 2.2, koja se odnosi na domen
C[cosx, sinx], analogno se mo�e preneti kako na domen C[coshx, sinhx] tako
i na domen R[coshx, sinhx], imaju�i u vidu razliku izme�u ova dva do-
mena, koja se odnosi na nerastavǉive elemente.

Prema definiciji 20 i primeru 21, R[X] i C[X] su Euklidovi do-
meni. Na osnovu [84, propozicija 7], imamo da su i R[X]S i C[X]S ta-
ko�e Euklidovi domeni. Dakle, H ∼= R[X]S i Hc ∼= C[X]S su Euklidovi
domeni. Prema teoremi 22, mo�e se zakǉuqiti da su R[coshx, sinhx] i
C[coshx, sinhx] glavnoidealski domeni.

Invertibilni elementi domena H, odnosno Hc, su elementi skupa
R \ {0}, odnosno C \ {0}, zatim stepeni elemenata z i z−1, kao i umnoxci
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nenultih realnih (kompleksnih) konstanti i stepena elemenata z i z−1,
gde je z = coshx+ sinhx i z−1 = coshx− sinhx.

U domenu Hc nerastavǉivi elementi su, do na invertibilne ele-
mente, HT-polinomi oblika coshx + sinh x − a, a ∈ C∗. Ovo su jedini
nerastavǉivi elementi, jer je C algebarski zatvoreno poǉe. U do-
menu H nerastavǉivi elementi su, do na invertibilne elemente, HT-
polinomi oblika coshx + sinhx − a, a ∈ R∗, kao i HT-polinomi oblika
a(cosh 2x+ sinh 2x) + b(coshx+ sinhx) + c, sa osobinom b2− 4ac < 0, analogno
nerastavǉivim elementima domena R[X]. Maksimalni ideali domena H

i Hc su glavni ideali generisani nerastavǉivim elementima ovih do-
mena.

3.3 Algoritmi kod HT-polinoma

U posledǌem poglavǉu ove glave istaknimo qiǌenice koje, po ugledu
na domen Q[cosx, sinx] opisan u radu [64], va�e u domenu Q[coshx, sinhx], a
tiqu se postupaka za faktorisaǌe, deǉeǌe, nala�eǌe NZD-a i uprox�a-
vaǌe koliqnika dva HT-polinoma. Inaqe, dokaz same qiǌenice da je
Q[coshx, sinhx] domen izvodi se analogno dokazu tvr�eǌa 125.

Najpre, mo�e se zakǉuqiti da lema 123, koja je dokazana za realne i
kompleksne HT-polinome, va�i i za HT-polinome nad poǉem racional-
nih brojeva. U dokazu ove leme istaknuti su potrebni i dovoǉni uslovi
pod kojima stepen proizvoda dva HT-polinoma nije jednak zbiru stepena
ǌegovih qinilaca, xto je prva bitna razlika izme�u domena Q[cosx, sinx]

i Q[coshx, sinhx]. Druga bitna razlika izme�u ova dva domena je ta xto
je Q[coshx, sinhx] domen sa jednoznaqnom faktorizacijom, dok Q[cosx, sinx]

to nije (videti poglavǉe 2.3). Dokaz da je Q[coshx, sinhx] domen sa jed-
noznaqnom faktorizacijom izvodi se analogno dokazu teoreme 126.

Sada kada znamo koje su kǉuqne razlike izme�u ova dva domena, mo�e-
mo navesti sva tvr�eǌa koja va�e za domen Q[coshx, sinhx], po ugledu na
domen Q[cosx, sinx]. Napomenimo da teoreme 136 i 139, koje �e u nastavku
biti navedene, va�e za one HT-polinome nad Q kod kojih je stepen proi-
zvoda dva HT-polinoma jednak zbiru stepena ǌegovih qinilaca, tj. za
one HT-polinome nad Q za koje ne va�e uslovi navedeni u dokazu leme
123. Sva tvr�eǌa koja �emo navesti dokazuju se sliqno kao za domen
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Q[cosx, sinx] (videti poglavǉe 2.5), pa �e dokazi iz navedenog razloga
biti izostavǉeni.

Najpre, oznaqimo sa s i c redom sinhx i coshx. Pri tome, va�i�e
jednakosti

s =
2t

1− t2
i c =

1 + t2

1− t2
,

za t = tanh x
2
.

Navedimo sada definicije i tvr�eǌa koja va�e za Q[coshx, sinhx].

Definicija 127. Definiximo relaciju ≡ sa p ≡ q ⇐⇒ (c2−s2−1) | (p−q)
u domenu Q[s, c].

Definicija 128. Definiximo φ :Q[s, c]−→Q[s, c] sa φ(p)=p (mod c2−s2−1),
pri qemu s2 meǌamo sa c2 − 1.

Lema 129. Neka je p ∈ Q[s, c]. Tada je φ(p) jedinstven element u Q[s, c],
oblika A(c)s+B(c), ekvivalentan sa p.

Definicija 130. Za p ∈ Q[s, c]/〈c2 − s2 − 1〉 definiximo HT-stepen od p,
u oznaci HTD(p), kao HTD(p) = degs,c(φ(p)), gde je degs,c stepen polinoma
φ(p(s, c)).

Na primer, polinom p = c2−s2 je stepena 2, ako ga posmatramo kao obiqan
polinom u Q[s, c]. Me�utim, ako ga posmatramo kao HT-polinom, ǌegov
HT-stepen je 0, jer je φ(p) = 1.

Definicija 131. Definiximo

ψt : Q[s, c] −→ Q(t) sa ψt(p(s, c)) = p( 2t
1−t2 ,

1+t2

1−t2 ).

Kao xto znamo, ψt : Q[s, c] −→ Q(t) je homomorfizam prstena qije je jezgro
glavni ideal generisan polinomom c2 − s2 − 1. Prema prvoj teoremi o
izomorfizmu prstena, imamo da je Q[s, c]/〈c2 − s2 − 1〉 ∼= Q(t).

Lema 132. Neka je p ∈ Q[s, c]/〈c2 − s2 − 1〉 tako da je HTD(p) = d. Tada je
ψt(p) = a(t)

(1−t2)d , gde a(t) ∈ Q[t], tako da je degt(a) ≤ 2d i 1− t2 - a(t).

Da bismo iskoristili gorenavedeni izomorfizam prstena, potrebno je
i vratiti gorepomenutu t-smenu, tj. izraziti t preko s i c, i time pret-
voriti racionalnu funkciju po t u HT-polinom. To posti�emo smenom

83



t = c−1
s
. Ovom smenom dobijamo koliqnik dva HT-polinoma, a da bismo

dobili HT-polinom treba izvrxiti ǌihovo deǉeǌe, xto je poseban za-
datak. Taj postupak opisan je u teoremi koja sledi.

Va�e slede�e pomo�ne leme.

Lema 133. Neka je a(t) = −
∑2n

i=0 vit
i tako da je v2n = −

∑n
i=1 v2(n−i) i v2n−1 =

−
∑n−1

i=1 v2(n−i)−1. Tada (1− t2) | a(t).

Lema 134. Neka je n ∈ N. Za svaki polinom a(t) za koji 1 − t2 - a(t) i
degt(a) ≤ 2n, va�i

rest(a(t)−X(1− t2)n, st+ (1− c)) = p(s, c)X + q(s, c),

gde p(s, c), q(s, c) ∈ Q[s, c]. Xtavixe, φ(p) = −2n(c− 1)n, φ(p) |φ(q) u Q[s, c] i
HTD(q(s, c)) = 2n.

Konaqno, va�i slede�a teorema.

Teorema 135. Neka je n ∈ N i neka je a(t) polinom za koji va�i 1−t2 - a(t) i
degt(a) ≤ 2n. Tada postoji jedinstven HT-polinom â, HT-stepena n, tako
da je ψt(â) = a(t)

(1−t2)n .

Naredna teorema pokazuje nam kada jedan HT-polinom deli drugi u
Q[s, c]/〈c2−s2−1〉. Oznaqimo sa NU brojilac u razlomku, npr. NU( a(t)

(1−t2)n ) =

a(t).

Teorema 136. Za a, b ∈ Q[s, c]/〈c2 − s2 − 1〉 va�i:

a | b ⇐⇒ (i) HTD(a) ≤ HTD(b)

(ii) NU(ψt(a)) | NU(ψt(b)) u Q[t]

(iii) deg(NU(ψt(b)))− deg(NU(ψt(a))) ≤ 2(HTD(b)−HTD(a)).

Posledica 137. Neka je p ∈ Q[s, c]/〈c2− s2− 1〉 tako da je HTD(p) ≥ 1. Ako
je deg(NU(ψt(p))) ≤ 2HTD(p)− 2, tada (c+ 1) | p.

U nastavku se bavimo nerastavǉivim elementima u Q[s, c]/〈c2− s2− 1〉.
Znamo da su invertibilni elementi u Q[s, c]/〈c2−s2−1〉 racionalni brojevi
razliqiti od nule, zatim stepeni elemenata z i z−1, kao i umnoxci
nenultih racionalnih konstanti i stepena elemenata z i z−1, gde je z =

coshx+ sinhx i z−1 = coshx− sinhx.
U poglavǉu 1.1 navedena je definicija nerastavǉivog elementa (de-

finicija 4). Dakle, va�i:
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Definicija 138. Nenulti element p ∈ Q[s, c]/〈c2− s2− 1〉 je nerastavǉiv
ako:
a) p nije invertibilan element,
b) ako je p = ab, sledi da je a ili b invertibilan element.

Teorema 139. Neka p ∈ Q[s, c]/〈c2 − s2 − 1〉 i neka je p neinvertibilan ele-
ment. Tada va�i:
(a) ako je HTD(p) = 1, tada je p nerastavǉiv HT-polinom,
(b) ako je HTD(p) > 1, tada je p nerastavǉiv HT-polinom akko

(i) degt(NU(ψt(p))) ≥ 2HTD(p)− 1,
(ii) NU(ψt(p)) je nerastavǉiv polinom u Q[t] ili je NU(ψt(p)) proizvod

dva nerastavǉiva polinoma u Q[t], pri qemu su oba neparnog stepena.

Navedimo sada i neki primer rastavǉaǌa HT-polinoma na proste
faktore.

Primer 140. Neka je p = sc. Najpre tra�imo sliku HT-polinoma p pri
preslikavaǌu ψt(p):

ψt(p) = ψt(sc) = 2 · t(1 + t2)

(1− t2)2
.

Svaki faktor slike HT-polinoma p pri preslikavaǌu ψt mora imati
imenilac 1 − t2 na neki stepen. Prema tome, HT-polinom p mo�e imati
najvixe dva faktora, s obzirom da je stepen polinoma 1− t2 u imeniocu
racionalne funkcije ψt(p) jednak 2. Primeǌuju�i teoremu 139, vidimo
da je jedina mogu�a faktorizacija od ψt(p):

2 · t

1− t2
· 1 + t2

1− t2
.

Dakle, jedina faktorizacija HT-polinoma p je sc.

Primer 141. Neka je p = (1 + c)s + 1 − c2. Ponovo tra�imo sliku HT-
polinoma p pri preslikavaǌu ψt(p):

ψt(p) = −4 · t(t− 1)

(1− t2)2
.

Svaki faktor slike HT-polinoma p pri preslikavaǌu ψt mora imati
imenilac 1− t2 na neki stepen. Kao u prethodnom primeru, HT-polinom
p mo�e imati najvixe dva faktora. Mogu�e faktorizacije od ψt(p) su:

−4 · t

1− t2
· t− 1

1− t2
i − 4 · 1

1− t2
· t(t− 1)

1− t2
.
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Jasno je da obe faktorizacije od ψt(p) daju jednu istu faktorizaciju
HT-polinoma p i to (1 + c)(s− c+ 1).

Kao xto je ve� reqeno, Q[coshx, sinhx] je domen sa jednoznaqnom fakto-
rizacijom. Dakle, svaki element domena Q[coshx, sinhx] ima jedinstvenu
faktorizaciju, do na invertibilne elemente i do na redosled atoma u
faktorizaciji, xto je potvr�eno i ovim primerima. Shodno tome, mo�e
se zakǉuqiti da je NZD dva HT-polinoma jedinstven, do na mno�eǌe
invertibilnim elementima, i mo�e se dobiti korix�eǌem t-smene kao
u prethodna dva primera. Prema tome, uprox�avaǌe koliqnika dva HT-
polinoma posti�e se skra�ivaǌem brojioca i imenioca ǌihovim NZD-
om.

Primer 142. Neka je a = s(1 + c) i b = −c2 + cs + s + 1. U prethodnom
primeru videli smo da se HT-polinom b faktorixe kao b = (c+1)(s−c+1).
Dakle, NZD(a, b) = c+ 1.

Na kraju ovog dela napomenimo da se u dokazima teorema 136 i 139
koristi formula da je stepen proizvoda dva HT-polinoma jednak zbiru
stepena ǌegovih qinilaca. Zbog toga je na poqetku ovog poglavǉa reqeno
da �e se navedene teoreme odnositi na one parove HT-polinoma za koje
je ovaj uslov ispuǌen. Jasno je da ovakvi parovi HT-polinoma qine
neuporedivo ve�i deo skupa svih HT-polinoma od onog dela skupa koji
sadr�i parove HT-polinoma za koje pomenuta formula ne va�i.

S tim u vezi, interesantno bi bilo pozabaviti se i ovom drugom
klasom HT-polinoma, koja zapravo predstavǉa specijalan sluqaj i sa-
mim tim qini znatno maǌi skup od goreopisanog skupa HT-polinoma.
Dakle, nastavak istra�ivaǌa na ovu temu mogao bi i�i u pravcu prona-
la�eǌa postupaka za faktorisaǌe, deǉeǌe, odre�ivaǌe NZD-a i uprox-
�avaǌe koliqnika dva HT-polinoma, za koje ne va�i formula koja se
odnosi na stepen proizvoda dva HT-polinoma. Ovim bi bio obuhva�en
qitav skup HT-polinoma sa racionalnim koeficijentima.
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GLAVA 4

METOD DOKAZIVAǋA KLASE
NEJEDNAKOSTI KOJA OBUHVATA
MEXOVITE TRIGONOMETRIJSKE
POLINOMSKE FUNKCIJE

Predmet istra�ivaǌa ove glave je metod dokazivaǌa nejednakosti
oblika

f(x) =
n∑
i=1

αix
picosqix sinrix > 0, (4.0.1)

za x ∈ (δ1, δ2), δ1 ≤ 0 ≤ δ2; gde je αi∈R\{0}, pi, qi, ri∈N0 i n∈N.
Nejednakosti ovog tipa su u velikoj meri zastupǉene u literaturi.

Znaqajan broj ǌih dokazan je na razliqite naqine, dok su neke ostale
nedokazane, i date su kao otvoreni problemi. Otuda je nastala ideja da
se postupak dokazivaǌa ovakvih nejednakosti, u izvesnoj meri, automa-
tizuje.

Na osnovu razmatraǌa iz druge glave ove disertacije, mo�e se zakǉu-
qiti da elementi f(x) iz (4.0.1) pripadaju raxireǌu prstena realnih
trigonometrijskih polinoma R[cosx, sinx]. Ovo raxireǌe oznaqimo sa
R[x, cosx, sinx]. Nije texko zakǉuqiti, na osnovu analiza iz druge glave,
da je i R[x, cosx, sinx] prsten, xtavixe domen. Elemente ovog domena
nazovimo mexovitim trigonometrijskim polinomima nad poǉem R.

Neke zakǉuqke o ovom domenu mo�emo izvesti na osnovu rezultata
iz glave 2. U ovom radu ne�emo se baviti dubǉim prouqavaǌem ovog



domena, mada bi to mogla biti zanimǉiva tema nekog kasnijeg istra�i-
vaǌa.

Dakle, u ovoj glavi bi�e prikazan metod dokazivaǌa trigonometrij-
skih nejednakosti oblika (4.0.1), prema radu [55]. Funkcija f(x) je mexo-
vita trigonometrijska polinomska funkcija. Po autorovom saznaǌu,
mexovite trigonometrijske polinomske funkcije prvi put su razmatrane
u radu [25]. Ove funkcije javǉaju se u teoriji analitiqkih nejednakosti
[1, 2, 5, 8, 11, 21, 22, 46, 47, 50, 53, 76, 85, 97], [15]-[17], [38]-[42], [60]-[63],
[66]-[68], [89]-[91], [99]-[102], [107]-[110].

U radu [61] prikazan je prirodan pristup dokazivaǌu nekih konkret-
nih primera nejednakosti oblika (4.0.1). Ovaj metod bazira se na di-
rektnom pore�eǌu funkcija sinus i kosinus sa odgovaraju�im Maklore-
novim18 polinomima. Me�utim, pomenut metod nije primenǉiv na fun-
kciju cos2x na celom intervalu [0, π

2
], kao i na funkciju sin2x na celom

intervalu [0, π]. Prema tome, ne�emo porediti term cosqix·sinrix sa proi-
zvodom odgovaraju�ih Maklorenovih aproksimacija funkcija kosinus i
sinus stepenovanih redom na qi i ri. Jedna od mogu�nosti je transforma-
cija terma cosqix · sinrix u sumu sinusa i kosinusa vixestrukih uglova. U
nastavku ovog dela bi�e opisan metod dokazivaǌa nejednakosti oblika
(4.0.1) transformisaǌem funkcije f(x) u ekvivalentan oblik, koji sadr-
�i sinuse i kosinuse vixestrukih uglova.

4.1 Pomo�na tvr�eǌa i priprema za opis
metoda

Neka je funkcija ϕ(x) aproksimirana Tejlorovim19 polinomom Tk(x),
stepena k, u okolini taqke a. Ako postoji η > 0, tako da za x ∈ (a−η, a+η)

va�i
Tk(x) ≥ ϕ(x),

tada uvodimo oznaku T
ϕ,a

k (x) = Tk(x), i T
ϕ,a

k (x) nazivamo gorǌom aproksi-
macijom funkcije ϕ(x) u okolini taqke a. Analogno, ako postoji η > 0,

18Colin Maclaurin (1698-1746), xkotski matematiqar
19Brook Taylor (1685-1731), engleski matematiqar
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tako da za x ∈ (a− η, a+ η) va�i

Tk(x) ≤ ϕ(x),

tada uvodimo oznaku T ϕ,a
k (x) = Tk(x), i T ϕ,a

k (x) nazivamo doǌom aproksi-
macijom funkcije ϕ(x) u okolini taqke a. Nadaǉe, posmatramo funkciju
ϕ(x) kao funkciju iz skupa {sinx, cosx}.

Posmatraju�i Maklorenove aproksimacije funkcija sinus i kosinus,
mo�e se uoqiti da je T

sin,0

1 (x) iznad, a T sin,0
3 (x) ispod grafika funkcije

sinx za x>0, i T sin,0
1 (x) je ispod, a T

sin,0

3 (x) je iznad grafika funkcije sinx

za x < 0, kao i da je T
cos,0

0 (x) iznad, a T cos,0
2 (x) ispod grafika funkcije

cosx. Navedene qiǌenice precizirane su i uopxtene slede�im lemama.

Lema 143. (i ) Za polinom Tn(t) =

(n−1)/2∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
, gde je n = 4k + 1, k ∈ N0,

va�i: (
∀t ∈

[
0,
√
(n+ 3)(n+ 4)

])
T n(t) ≥ T n+4(t) ≥ sin t, (4.1.1)(

∀t ∈
[
−
√

(n+ 3)(n+ 4), 0
])

T n(t) ≤ T n+4(t) ≤ sin t. (4.1.2)

Za t = 0 nejednakosti u (4.1.1) i (4.1.2) prelaze u jednakosti.
Za t=±

√
(n+ 3)(n+ 4) va�e redom jednakosti T n(t)=T n+4(t) i T n(t)=T n+4(t).

(ii ) Za polinom Tn(t) =

(n−1)/2∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
, gde je n = 4k + 3, k ∈ N0, va�i:

(
∀t ∈

[
0,
√
(n+ 3)(n+ 4)

])
T n(t) ≤ T n+4(t) ≤ sin t, (4.1.3)(

∀t ∈
[
−
√

(n+ 3)(n+ 4), 0
])

T n(t) ≥ T n+4(t) ≥ sin t. (4.1.4)

Za t=0 nejednakosti u (4.1.3) i (4.1.4) prelaze u jednakosti.
Za t=±

√
(n+ 3)(n+ 4) va�e redom jednakosti T n(t)=T n+4(t) i T n(t)=T n+4(t).

Dokaz: (i) Neka je 0 < t ≤
√

(n+ 3)(n+ 4), tada va�i:

T n(t) =
2k∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
>

∞∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
= sin t

⇐⇒
∞∑
j=1

t4(k+j)−1(
4(k + j)− 1

)
!

(
1− t2(

4(k + j)
)(

4(k + j) + 1
))︸ ︷︷ ︸

(≥0)

> 0.
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Daǉe,

T n+4(t) = T n(t)− tn+2

(n+ 2)!

(
1− t2

(n+ 3)(n+ 4)

)
︸ ︷︷ ︸

(≥0)

≤ T n(t)

i

T n+4(t) =
2k+2∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
>
∞∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
= sin t

⇐⇒
∞∑
j=1

t4(k+j)+3(
4(k + j) + 3

)
!

(
1− t2(

4(k + j) + 4
)(

4(k + j) + 5
))︸ ︷︷ ︸

(>0)

> 0.

Lako se proverava da odgovaraju�e jednakosti u krajǌim taqkama
segmenta

[
0,
√
(n+ 3)(n+ 4)

]
va�e. Konaqno, dokazali smo (4.1.1).

Za t ∈
[
−
√

(n+ 3)(n+ 4), 0
)
(4.1.2) va�i na osnovu qiǌenice da je fun-

kcija sinx neparna. Konaqno, dokazali smo (4.1.2).

(ii) Neka je 0 < t ≤
√

(n+ 3)(n+ 4), tada va�i:

T n(t) =
2k+1∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
<
∞∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
= sin t

⇐⇒
∞∑
j=1

− t4(k+j)+1(
4(k + j) + 1

)
!

(
1− t2(

4(k + j) + 2
)(

4(k + j) + 3
))︸ ︷︷ ︸

(≥0)

< 0.

Daǉe,

T n+4(t) = T n(t) +
tn+2

(n+ 2)!

(
1− t2

(n+ 3)(n+ 4)

)
︸ ︷︷ ︸

(≥0)

≥ T n(t)

i

T n+4(t) =
2k+3∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
<

∞∑
i=0

(−1)it2i+1

(2i+ 1)!
= sin t

⇐⇒
∞∑
j=1

−t4(k+j)+5(
4(k + j) + 5

)
!

(
1− t2(

4(k + j) + 6
)(

4(k + j) + 7
))︸ ︷︷ ︸

(>0)

< 0.

Lako se proverava da odgovaraju�e jednakosti u krajǌim taqkama
segmenta

[
0,
√
(n+ 3)(n+ 4)

]
va�e. Konaqno, dokazali smo (4.1.3).
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Za t ∈
[
−
√

(n+ 3)(n+ 4), 0
)
(4.1.4) va�i na osnovu qiǌenice da je fun-

kcija sinx neparna. Konaqno, dokazali smo (4.1.4). 2

Lema 144. (i ) Za polinom Tn(t) =

n/2∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
, gde je n = 4k, k ∈ N0, va�i:

(
∀t ∈

[
−
√
(n+ 3)(n+ 4),

√
(n+ 3)(n+ 4)

])
T n(t) ≥ T n+4(t) ≥ cos t. (4.1.5)

Za t = 0 nejednakosti u (4.1.5) prelaze u jednakosti. Za t = ±
√

(n+ 3)(n+ 4)

va�i jednakost T n(t) = T n+4(t).

(ii ) Za polinom Tn(t) =

n/2∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
, gde je n = 4k + 2, k ∈ N0, va�i:

(
∀t ∈

[
−
√
(n+ 3)(n+ 4),

√
(n+ 3)(n+ 4)

])
T n(t) ≤ T n+4(t) ≤ cos t. (4.1.6)

Za t = 0 nejednakosti u (4.1.6) prelaze u jednakosti. Za t = ±
√

(n+ 3)(n+ 4)

va�i jednakost T n(t) = T n+4(t).

Dokaz: (i) Neka je 0 < t ≤
√

(n+ 3)(n+ 4), tada va�i:

T n(t) =
2k∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
>
∞∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
= cos t

⇐⇒
∞∑
j=1

t4(k+j)−2(
4(k + j)− 2

)
!

(
1− t2(

4(k + j)− 1
)(

4(k + j)
))︸ ︷︷ ︸

(≥0)

> 0.

Daǉe,

T n+4(t) = T n(t)− tn+2

(n+ 2)!

(
1− t2

(n+ 3)(n+ 4)

)
︸ ︷︷ ︸

(≥0)

≤ T n(t)

i

T n+4(t) =
2k+2∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
>
∞∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
= cos t

⇐⇒
∞∑
j=1

t4(k+j)+2(
4(k + j) + 2

)
!

(
1− t2(

4(k + j) + 3
)(

4(k + j) + 4
))︸ ︷︷ ︸

(>0)

> 0.

91



Lako se proverava da odgovaraju�e jednakosti u krajǌim taqkama seg-
menta

[
0,
√
(n+ 3)(n+ 4)

]
va�e. Prema tome, za t ∈

[
0,
√

(n+ 3)(n+ 4)
]
ne-

jednakosti u (4.1.5) su dokazane. Za t ∈
[
−
√

(n+ 3)(n+ 4), 0
)
nejednakosti

u (4.1.5) va�e na osnovu qiǌenice da je funkcija cosx parna. Konaqno,
dokazali smo (4.1.5).

(ii) Neka je 0 < t ≤
√

(n+ 3)(n+ 4), tada va�i:

T n(t) =
2k+1∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
<

∞∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
= cos t

⇐⇒
∞∑
j=1

− t4(k+j)(
4(k + j)

)
!

(
1− t2(

4(k + j) + 1
)(

4(k + j) + 2
))︸ ︷︷ ︸

(≥0)

< 0.

Daǉe,

T n+4(t) = T n(t) +
tn+2

(n+ 2)!

(
1− t2

(n+ 3)(n+ 4)

)
︸ ︷︷ ︸

(≥0)

≥ T n(t)

i

T n+4(t) =
2k+3∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
<
∞∑
i=0

(−1)it2i

(2i)!
= cos t

⇐⇒
∞∑
j=1

−t4(k+j)+4(
4(k + j) + 4

)
!

(
1− t2(

4(k + j) + 5
)(

4(k + j) + 6
))︸ ︷︷ ︸

(>0)

< 0.

Lako se proverava da odgovaraju�e jednakosti u krajǌim taqkama seg-
menta

[
0,
√
(n+ 3)(n+ 4)

]
va�e. Prema tome, za t ∈

[
0,
√

(n+ 3)(n+ 4)
]
ne-

jednakosti u (4.1.6) su dokazane. Za t ∈
[
−
√

(n+ 3)(n+ 4), 0
)
nejednakosti

u (4.1.6) va�e na osnovu qiǌenice da je funkcija cosx parna. Konaqno,
dokazali smo (4.1.6). 2

U nastavku rada, sa i �emo oznaqavati imaginarnu jedinicu.
Posmatrajmo sada kompleksan broj z = eix, x∈R. Tada va�i:

cosx =
1

2

(
z +

1

z

)
i sinx =

1

2i

(
z − 1

z

)
.

Uvedimo slede�e funkcije:

Rk(z) = zk +
1

zk
i Qk(z) = zk − 1

zk
,
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za k=1, 2, . . . . Tada je:

Rk(z) = 2 cos(kx) i Qk(z) = 2i sin(kx),

za z = eix i k = 1, 2, . . . . Stoga, mo�e se zakǉuqiti da va�i:

Rn(z) ·Rm(z) = Rn+m(z) +R|n−m|(z)

i
Rn(z) ·Qm(z) = Qn+m(z) + ν ·Q|n−m|(z),

gde je ν = sgn
(
m− n

)
. Specijalno, R0(z) = 2 i Q0(z) = 0.

U narednoj pomo�noj lemi pokazano je da se sinnx mo�e prikazati kao
suma sinusa ili kosinusa vixestrukih uglova, u zavisnosti od parnosti
stepena n.

Lema 145. Za n ∈ N slede�e formule su taqne:
(i ) ako je n neparan broj, tada je

sinnx =
2

2n

n−1
2∑

k=0

(−1)
n−1
2

+k

(
n

k

)
sin
(
(n− 2k)x

)
,

(ii ) ako je n paran broj, tada je

sinnx =
1

2n

(
n
n
2

)
+

2

2n

n
2
−1∑

k=0

(−1)
n
2
+k

(
n

k

)
cos
(
(n− 2k)x

)
.

Dokaz: Videti [29, glava IX, ve�be 17, 18] i metod dokazivaǌa opisan u
[52]. 2

Analogno prethodnoj lemi, za funkciju cosnx va�i:

Lema 146. Za n ∈ N slede�e formule su taqne:
(i ) ako je n neparan broj, tada je

cosnx =
2

2n

n−1
2∑

k=0

(
n

k

)
cos
(
(n− 2k)x

)
,

(ii ) ako je n paran broj, tada je

cosnx =
1

2n

(
n
n
2

)
+

2

2n

n
2
−1∑

k=0

(
n

k

)
cos
(
(n− 2k)x

)
.
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Dokaz: Videti [29, glava IX, ve�be 15, 16] i metod dokazivaǌa opisan u
[52]. 2

Koriste�i prethodne dve leme mo�e se dokazati slede�a teorema.

Teorema 147. Za n,m ∈ N razlikujemo slede�e sluqajeve:
(i ) ako su n i m neparni brojevi

cosnx· sinmx=
1

2n+m−1

n+m
2
−1∑

k=0

(−1)
m−1

2
+k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
sin
(
(n+m−2k)x

))
,

(4.1.7)

(ii ) ako je n paran, a m neparan broj

cosnx· sinmx=
1

2n+m−1

n+m−1
2∑

k=0

(−1)
m−1

2
+k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
sin
(
(n+m−2k)x

))
,

(4.1.8)

(iii ) ako je n neparan, a m paran broj

cosnx· sinmx=
1

2n+m−1

n+m−1
2∑

k=0

(−1)
m
2
+k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
cos
(
(n+m−2k)x

))
,

(4.1.9)

(iv ) ako su n i m parni brojevi

cosnx· sinmx=
1

2n+m−1

(n+m
2
−1∑

k=0

(−1)
m
2
+k

k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
cos
(
(n+m−2k)x

)
+

1

2
(−1)

2m+n
2

n+m
2∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

n+m
2
− r

))
.

(4.1.10)

Dokaz: (i) Neka su n i m neparni brojevi, tada je:

cosn x · sinm x =

=

(
2

2n

n−1
2∑
i=0

(
n

i

)
cos
(
(n− 2i)x

))
·

(
2

2m

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
m

j

)
sin
(
(m− 2j)x

))

=
1

2n+mi

( n−1
2∑
i=0

(
n

i

)
Rn−2i(z)

)
·

( m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
m

j

)
Qm−2j(z)

)
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=
1

2n+mi

n−1
2∑
i=0

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
n

i

)(
m

j

)
Rn−2i(z) ·Qm−2j(z)

=
1

2n+mi

n−1
2∑
i=0

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
n

i

)(
m

j

)(
Qn+m−2(i+j)(z) + νQ|n−m−2(i−j)|

)
=

1

2n+mi

( n−1
2∑
i=0

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
n

i

)(
m

j

)
Qn+m−2(i+j)(z)

+

n−1
2∑
i=0

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
n

i

)(
m

j

)
νQ|n−m−2(i−j)|(z)

)
,

gde je ν = sgn
(
m− n− 2(j − i)

)
.

Posmatrajmo sada binomne koeficijente uz Q|n−m−2(i−j)|(z). Proizvodi
binomnih koeficijenata se mogu zapisati u slede�em obliku:(

n

i

)(
m

j

)
=

(
n

n− i

)(
m

j

)
=

(
n

i

)(
m

m− j

)
=

(
n

n− i

)(
m

m− j

)
. (4.1.11)

Primetimo da su sume doǌih brojeva u proizvodima binomnih koefici-
jenata u (4.1.11) redom jednake i + j, n − i + j, i + m − j i n − i + m − j.
Oznaqimo indeks |n −m − 2(i − j)| sa d. Nax ciǉ je da odredimo k tako
da je n+m− 2k = d. Tada razlikujemo dve mogu�nosti:

1) kada je n−m− 2(i− j) > 0, imamo da je

n+m− 2k = n−m− 2(i− j) =⇒ k = m+ i− j, (4.1.12)

2) kada je n−m− 2(i− j) < 0, imamo da je

n+m− 2k = −n+m− 2(j − i) =⇒ k = n− i+ j. (4.1.13)

Stoga, pri raqunaǌu
∑n−1

2
i=0

∑m−1
2

j=0 (−1)
m−1

2
+j
(
n
i

)(
m
j

)
νQ|n−m−2(i−j)|(z), prema im-

plikaciji (4.1.12) biramo proizvod binomnih koeficijenata
(
n
i

)(
m
m−j

)
,

dok prema implikaciji (4.1.13) biramo
(
n
n−i

)(
m
j

)
, tj. biramo onaj proiz-

vod binomnih koeficijenata qija je suma doǌih brojeva jednaka k.
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Konaqno, dobijamo tra�eni rezultat:

cosn x · sinm x =
1

2n+mi

n+m
2
−1∑

k=0

(−1)
m−1

2
+k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
Qn+m−2k(z)

)

=
1

2n+m−1

n+m
2
−1∑

k=0

(−1)
m−1

2
+k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
sin
(
(n+m−2k)x

))
.

(ii) Neka je n paran, a m neparan broj, tada je:

cosn x · sinm x =

=

(
1

2n

(
n
n
2

)
+

2

2n

n
2
−1∑
i=0

(
n

i

)
cos
(
(n− 2i)x

))

×

(
2

2m

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
m

j

)
sin
(
(m− 2j)x

))

=
1

2n+mi

((
n
n
2

) m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
m

j

)
Qm−2j(z)

+
( n

2
−1∑
i=0

(
n

i

)
Rn−2i(z)

)
·
( m−1

2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
m

j

)
Qm−2j(z)

))

=
1

2n+mi

((
n
n
2

) m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
m

j

)
Qm−2j(z)

+

n
2
−1∑
i=0

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
n

i

)(
m

j

)
Rn−2i(z) ·Qm−2j(z)

)

=
1

2n+mi

((
n
n
2

) m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
m

j

)
Qm−2j(z)

+

n
2
−1∑
i=0

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
n

i

)(
m

j

)(
Qn+m−2(i+j)(z) + νQ|n−m−2(i−j)|(z)

))
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=
1

2n+mi

((
n
n
2

) m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
m

j

)
Qm−2j(z)

+

n
2
−1∑
i=0

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
n

i

)(
m

j

)
Qn+m−2(i+j)(z)

+

n
2
−1∑
i=0

m−1
2∑
j=0

(−1)
m−1

2
+j

(
n

i

)(
m

j

)
νQ|n−m−2(i−j)|(z)

)
,

gde je ν = sgn
(
m− n− 2(j − i)

)
. Posmatraju�i proizvod binomnih koefi-

cijenata uz Q|n−m−2(i−j)|(z), analogno jednakostima (4.1.11) i postupku sa
implikacijama (4.1.12) i (4.1.13), mo�emo zakǉuqiti da va�i:

cosn x · sinm x =
1

2n+mi

n+m−1
2∑

k=0

(−1)
m−1

2
+k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
Qn+m−2k(z)

)

=
1

2n+m−1

n+m−1
2∑

k=0

(−1)
m−1

2
+k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
sin
(
(n+m−2k)x

))
.

(iii) Ako zamenimo x sa π
2
−x u formuli (4.1.8), dobijamo formulu (4.1.9).

(iv) Ako su n i m parni brojevi, tada je:

cosn x · sinm x =

=

(
1

2n

(
n
n
2

)
+

2

2n

n
2
−1∑
i=0

(
n

i

)
cos
(
(n− 2i)x

))

×

(
1

2m

(
m
m
2

)
+

2

2m

m
2
−1∑

j=0

(−1)
m
2
+j

(
m

j

)
cos
(
(m− 2j)x

))

=
1

2n+m

((
n
n
2

)(
m
m
2

)
+

(
n
n
2

)m2 −1∑
j=0

(−1)
m
2
+j

(
m

j

)
Rm−2j(z)

+

(
m
m
2

)n2−1∑
i=0

(
n

i

)
Rn−2i(z)

+
( n

2
−1∑
i=0

(
n

i

)
Rn−2i(z)

)
·
( m

2
−1∑

j=0

(−1)
m
2
+j

(
m

j

)
Rm−2j(z)

))
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=
1

2n+m

((
n
n
2

)(
m
m
2

)
+

(
n
n
2

)m2 −1∑
j=0

(−1)
m
2
+j

(
m

j

)
Rm−2j(z)+

(
m
m
2

)n2−1∑
i=0

(
n

i

)
Rn−2i(z)

+

n
2
−1∑
i=0

m
2
−1∑

j=0

(−1)
m
2
+j

(
n

i

)(
m

j

)
Rn−2i(z) ·Rm−2j(z)

)

=
1

2n+m

((
n
n
2

)(
m
m
2

)
+

(
n
n
2

)m2 −1∑
j=0

(−1)
m
2
+j

(
m

j

)
Rm−2j(z)+

(
m
m
2

)n2−1∑
i=0

(
n

i

)
Rn−2i(z)

+

n
2
−1∑
i=0

m
2
−1∑

j=0

(−1)
m
2
+j

(
n

i

)(
m

j

)(
Rn+m−2(i+j)(z) +R|n−m−2(i−j)|(z)

))

=
1

2n+m

((
n
n
2

)(
m
m
2

)
+

(
n
n
2

)m2 −1∑
j=0

(−1)
m
2
+j

(
m

j

)
Rm−2j(z)+

(
m
m
2

)n2−1∑
i=0

(
n

i

)
Rn−2i(z)

+

n
2
−1∑
i=0

m
2
−1∑

j=0

(−1)
m
2
+j

(
n

i

)(
m

j

)
Rn+m−2(i+j)(z)

+

n
2
−1∑
i=0

m
2
−1∑

j=0

(−1)
m
2
+j

(
n

i

)(
m

j

)
R|n−m−2(i−j)|(z)

)
.

Posmatraju�i proizvode binomnih koeficijenata uz R|n−m−2(i−j)|(z),
analogno jednakostima (4.1.11) i postupku sa implikacijama (4.1.12) i
(4.1.13), mo�emo zakǉuqiti da va�i:

cosn x · sinm x =
1

2n+m

(n+m
2
−1∑

k=0

(−1)
m
2
+k

k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
Rn+m−2k(z)

+
1

2
(−1)

2m+n
2

n+m
2∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

n+m
2
− r

)
R0

)

=
1

2n+m−1

(n+m
2
−1∑

k=0

(−1)
m
2
+k

k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
cos
(
(n+m−2k)x

)
+

1

2
(−1)

2m+n
2

n+m
2∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

n+m
2
− r

))
,

uz napomenu da je proizvod
(
n
i

)(
m
j

)
· R0 (R0 = 2) zapisan kao suma dva

proizvoda binomnih koeficijenata jednakih
(
n
i

)(
m
j

)
, analogno (4.1.11),

qija je suma doǌih brojeva jednaka n+m
2
. 2
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4.2 Opis metoda

I Ciǉ je formirati metod dokazivaǌa nejednakosti tipa (4.0.1), za
x ∈ (0, δ) i δ=δ2>0. Pri tome, bi�e korix�ene gorǌe i doǌe Maklore–
nove aproksimacije funkcija sinus i kosinus, odre�ene lemama 143 i
144.

Najpre, posmatrajmo sabirak sume (4.0.1):

si(x) = αix
pi cosqix sinrix,

gde je αi 6= 0 za i = 1, . . . , n.
Uvedimo zatim oznaku

mi=


qi+ri

2
−1, kada su oba broja qi i ri parna ili oba neparna,

qi+ri−1
2

, kada su brojevi qi i ri razliqite parnosti.

Prema teoremi 147 sabirci si(x) (i = 1, 2, . . . , n) se mogu prikazati na
qetiri razliqita naqina, u zavisnosti od sluqaja, pa su u opisu metoda
date slede�e mogu�nosti:
1. Neka su qi i ri neparni brojevi, ili neka je qi paran, a ri neparan broj.
U oba sluqaja va�i:

si(x) = αix
picosqix sinrix

=
αix

pi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

(−1)
ri−1

2
+k

k∑
r=0

(−1)r
(
qi
r

)(
ri

k − r

)
sin
(
(qi+ri−2k)x

)
=

xpi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

(
k∑
r=0

αi(−1)
ri−1

2
+k+r

(
qi
r

)(
ri

k − r

))
sin
(
(qi+ri−2k)x

)
.

Uvedimo oznaku βk =
∑k

r=0 αi(−1)
ri−1

2
+k+r

(
qi
r

)(
ri
k−r

)
. Tada su za svaki podsa-

birak βk sin
(
(qi + ri−2k)x

)
, u zavisnosti od znaka βk, mogu�a dva sluqaja:

1) ako je βk > 0:

βk sin
(
(qi + ri − 2k)x

)
> βkT

sin,0

4l
(i)
k +3

(
(qi + ri − 2k)x

)
,

2) ako je βk < 0:

βk sin
(
(qi + ri − 2k)x

)
> βkT

sin,0

4l
(i)
k +1

(
(qi + ri − 2k)x

)
.
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Zapiximo sabirak si(x) u obliku:

si(x) =
xpi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

βk sin
(
(qi + ri − 2k)x

)
.

Tada va�i:

si(x) > τ i(x) =
xpi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

βkT
sin,0

4l
(i)
k +u

(
(qi + ri − 2k)x

)
, (4.2.1)

gde je u =

 3, βk > 0,

1, βk < 0
, l(i)k ∈ N0 i T ∈ {T , T}.

2. Neka je qi neparan, a ri paran broj, tada va�i:

si(x) = αix
picosqix sinrix

=
αix

pi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

(−1)
ri
2
+k

k∑
r=0

(−1)r
(
qi
r

)(
ri

k − r

)
cos
(
(qi+ri−2k)x

)
=

xpi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

(
k∑
r=0

αi(−1)
ri
2
+k+r

(
qi
r

)(
ri

k − r

))
cos
(
(qi+ri−2k)x

)
.

Uvedimo oznaku γk =
∑k

r=0 αi(−1)
ri
2
+k+r

(
qi
r

)(
ri
k−r

)
. Tada su za svaki podsa-

birak γk cos
(
(qi+ ri−2k)x

)
, u zavisnosti od znaka γk, mogu�a dva sluqaja:

1) ako je γk > 0:

γk cos
(
(qi + ri − 2k)x

)
> γkT

cos,0

4l
(i)
k +2

(
(qi + ri − 2k)x

)
,

2) ako je γk < 0:

γk cos
(
(qi + ri − 2k)x

)
> γkT

cos,0

4l
(i)
k +0

(
(qi + ri − 2k)x

)
.

Zapiximo sabirak si(x) u obliku:

si(x) =
xpi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

γk cos
(
(qi + ri − 2k)x

)
.

Tada va�i:

si(x) > τ i(x) =
xpi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

γkT
cos,0

4l
(i)
k +v

(
(qi + ri − 2k)x

)
, (4.2.2)
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gde je v =

 2, γk > 0,

0, γk < 0
, l(i)k ∈ N0 i T ∈ {T , T}.

3. Neka su qi i ri parni brojevi, tada, na osnovu prethodnog sluqaja (pod
2.), va�i:

si(x) =
xpi

2qi+ri−1

(
mi∑
k=0

(
k∑
r=0

αi(−1)
ri
2
+k+r

(
qi
r

)(
ri

k − r

))
cos
(
(qi+ri−2k)x

)
+

1

2
(−1)

2ri+qi
2

qi+ri
2∑

r=0

(−1)r
(
qi
r

)(
ri

qi+ri
2
−r

))

> τ i(x) =
xpi

2qi+ri−1

(
mi∑
k=0

γkT
cos,0

4l
(i)
k +v

(
(qi + ri − 2k)x

)
+

1

2
(−1)

2ri+qi
2

qi+ri
2∑

r=0

(−1)r
(
qi
r

)(
ri

qi+ri
2
− r

))
,

(4.2.3)

gde je v =

 2, γk > 0,

0, γk < 0
, l(i)k ∈ N0 i T ∈ {T , T}.

Upore�uju�i sve sabirke si(x) (i = 1, 2, . . . , n) koji se javǉaju u sumi
(4.0.1), prema upravo navedenim sluqajevima, dobijamo polinom

P (x) =
n∑
i=1

τ i(x)

(
doǌu aproksimaciju funkcije f(x) iz (4.0.1)

)
; tj. va�i:

f(x) > P (x).

Na osnovu prethodnih razmatraǌa mo�e se zakǉuqiti da va�i slede�a
teorema.

Teorema 148. Neka za polinom P (x)=
n∑
i=1

τ i(x) va�e slede�a svojstva:

(i) postoji najmaǌe jedan pozitivan realan koren polinoma P (x);

(ii) P (x)>0 za x∈(0, x∗), gde je x∗ najmaǌi pozitivan realan koren
polinoma P (x).

Tada va�i
f(x) > 0

za x ∈ (0, x∗) ⊆ (0, δ).
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Napomena 149. Na ovaj naqin dobija se dokaz nejednakosti f(x) > 0

za x ∈ (0, δ2), gde je δ2 = x∗. Prethodna teorema mo�e se primeniti na
intervalu (δ1, 0), uvo�eǌem smene t=−x.

Napomena 150. Ukoliko ne postoji najmaǌe jedan pozitivan realan ko-
ren polinoma P (x) i P (x)>0 za x∈(0,∞), tada va�i f(x)>0 za x∈(0,∞).

Prethodnom teoremom odre�en je metod dokazivaǌa klase trigono-
metrijskih nejednakosti, koji je zasnovan na aproksimacijama funkcija
sinus i kosinus Maklorenovim polinomima.

II Razmotrimo sada kompletnost prikazanog metoda za funkciju f(x),
gde je f(x) mexovit trigonometrijski polinom. Primetimo da je takav
polinom jedan primer realne analitiqke funkcije. Inaqe, funkcija
f : I −→ R, gde je I ⊂ R otvoren skup, je analitiqka ako za svako x0 ∈ I
postoji okolina J taqke x0 i stepeni red

∑+∞
n=0 an(x − x0)

n, tako da je
f(x) =

∑+∞
n=0 an(x− x0)n za svako x ∈ J.

U nastavku razmotrimo znak realne nekonstantne analitiqke funk-
cije na domenu (δ1, δ2).

Lema 151. Neka je f : (δ1, δ2)−→R, δ1≤0≤δ2 i δ1<δ2, realna nekonstantna
analitiqka funkcija, nad domenom (δ1, δ2).

Ako je f(0) 6=0, tada va�i:

1. f(0) > 0⇐⇒
(
∃x+∈(0, δ2]

)(
∀x∈(0, x+)

)
f(x) > 0,

2. f(0) < 0⇐⇒
(
∃x+∈(0, δ2]

)(
∀x∈(0, x+)

)
f(x) < 0.

Ako je f(0)= . . . =f (n−1)(0) = 0 ∧ f (n)(0) 6= 0, za neko n ∈ N, tada va�i:

3. f (n)(0) > 0⇐⇒
(
∃x+∈(0, δ2]

)(
∀x∈(0, x+)

)
f(x) > 0,

4. f (n)(0) < 0⇐⇒
(
∃x+∈(0, δ2]

)(
∀x∈(0, x+)

)
f(x) < 0.

Dokaz: Neka je f(x) nekonstantna funkcija sa Maklorenovim razvojem

f(h) = f(0) +
f ′(0)

1!
h+

f ′′(0)

2!
h2 + . . . , (h > 0). (4.2.4)

U dokazu koristimo metod iz [33, str. 157 i 158], kojim je pokazano da
su nule nekonstantne analitiqke funkcije izolovane.

1. (⇒) Neka je f(0)>0. Zapiximo (4.2.4) u obliku

f(h) = f(0)
(
1 + g(h)

)
,
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gde je g(h) realna analitiqka funkcija. Tada postoje x+ > 0 i konstanta
M > 0, tako da je |g(h)| < Mh i Mh < 1/2, za svako h ∈ (0, x+). Stoga,
mo�emo zakǉuqiti da je f(h) = f(0)+f(0) g(h) > f(0)−f(0)Mh > f(0)/2 > 0

za h ∈ (0, x+). (⇐) Pretpostavimo da postoji x+∈(0, δ2], tako da za svako
x ∈ (0, x+) va�i f(x) > 0. Otuda sledi da je f(x) pozitivna funkcija u
proizvoǉno maloj desnoj okolini taqke x= 0. Neka je g(x) funkcija za
koju va�i prethodan deo dokaza. Tada postoje M > 0 i x1 ∈ (0, x+], tako
da za svako x ∈ (0, x1) va�i |g(x)| < Mx < 1/2. Ako je f(0) < 0, tada za
x ∈ (0, x1) ⊆ (0, x+) imamo kontradikciju f(x) = f(0)

(
1 + g(x)

)
< 0. Prema

tome, dokazano je da je f(0)>0.

2. Dovoǉno je posmatrati funkciju −f(x), umesto funkcije f(x), i pri-
meniti 1.

U sluqaju kada je f(0) = . . . = f (n−1)(0) = 0 ∧ f (n)(0) 6= 0, za neko n ∈ N,
taqka x = 0 je izolovana nula reda n.

Zapiximo daǉe (4.2.4) u obliku

f(h) =
f (n)(0)

n!
hn +

f (n+1)(0)

(n+ 1)!
hn+1 + . . . , (h > 0). (4.2.5)

3. (⇒) Neka je f (n)(0)>0. Zapiximo (4.2.5) u obliku

f(h) =
f (n)(0)

n!
hn
(
1 + g(h)

)
,

gde je g(h) realna analitiqka funkcija. Tada postoje x+ > 0 i konstanta
M > 0, tako da je |g(h)| < Mh i Mh < 1/2, za svako h ∈ (0, x+). Stoga, mo-
�emo zakǉuqiti da je f(h) = f (n)(0)

n!
hn+f (n)(0)

n!
hng(h) > f (n)(0)

n!
hn−f (n)(0)

n!
hnMh >

1
2
f (n)(0)
n!

hn > 0, za h ∈ (0, x+). (⇐) Pretpostavimo da postoji x+∈(0, δ2], tako
da za svako x∈(0, x+) va�i f(x)>0. Otuda sledi da je f(x) pozitivna fun-
kcija u proizvoǉno maloj desnoj okolini taqke x=0. Neka je g(x) funk-
cija za koju va�i prethodan deo dokaza. Tada postoje M > 0 i x1∈(0, x+],
tako da za svako x∈ (0, x1) va�i |g(x)| < Mx < 1/2. Ako je f (n)(0)<0, tada
za x ∈ (0, x1) ⊆ (0, x+) imamo kontradikciju f(x) = f (n)(0)

n!
xn
(
1 + g(x)

)
< 0.

Prema tome, dokazano je da je f (n)(0)>0.

4. Dovoǉno je posmatrati funkciju −f(x), umesto funkcije f(x), i pri-
meniti 3. 2

Na osnovu prethodne leme sledi:
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Teorema 152. Neka je f : (δ1, δ2) −→ R, δ1 ≤ 0 ≤ δ2, δ1 < δ2, realna nekon-
stantna analitiqka funkcija, nad domenom (δ1, δ2). Tada su taqne slede�e
ekvivalencije: (

∃x+∈(0, δ2]
)(
∀x∈(0, x+)

)
f(x) > 0

⇐⇒

f(0) > 0 ∨
((
∃n∈N

)
f(0)= . . . =f (n−1)(0) = 0 ∧ f (n)(0) > 0

) (4.2.6)

ili (
∃x+∈(0, δ2]

)(
∀x∈(0, x+)

)
f(x) < 0

⇐⇒

f(0) < 0 ∨
((
∃n∈N

)
f(0)= . . . =f (n−1)(0) = 0 ∧ f (n)(0) < 0

)
.

(4.2.7)

Napomena 153. U nastavku posmatramo mexovit trigonometrijski po-
linom f(x) kao realnu analitiqku funkciju nad R. Tada, pitaǌe da
li postoji interval (0, x+) na kome je funkcija f(x) konstantnog znaka
predstavǉa odluqiv problem, na osnovu ekvivalencija (4.2.6) i (4.2.7).

Analizira�emo sada kompletnost datog metoda za funkciju f(x), koja
je mexovit trigonometrijski polinom, pod pretpostavkom(

∃x+∈(0, δ)
)(
∀x∈(0, x+)

)
f(x)>0. (4.2.8)

Bi�e pokazano da za funkciju f(x) na svakom podintervalu (a, b)⊂(0, x+),
gde je 0<a<b<x+, postoji pozitivna doǌa polinomska aproksimacija
P (x). Neka svi indeksi l(i)k

(
i∈{1, . . . , n} i k ∈ {0, . . . ,mi}

)
imaju istu vred-

nost l
(i)
k =K ∈N0. Formirajmo polinom P [K](x) =

∑n
i=1 τ

[K]

i (x) u funkciji
indeksa K. Ovako formiran polinom P [K](x) indeksa K je doǌa polinom-
ska aproksimacija funkcije f(x), za koju va�i

lim
K−→+∞

P [K](x) = f(x),

pri qemu je pomenuta konvergencija ravnomerna na [ 0, x+]. Ovo svojstvo
konvergencije sledi na osnovu qiǌenice da je za svako i = 1, . . . , n kon-
vergencija

lim
K−→+∞

τ [K]

i (x) = si(x),

ravnomerna na [ 0, x+]. Kako je P [K](x) < f(x) i P [K](x) ⇒ f(x), za x ∈ [ 0, x+],
dobijamo slede�u teoremu o kompletnosti analiziranog metoda.
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Teorema 154. Neka za mexovit trigonometrijski polinom f(x) va�i us-
lov (4.2.8). Tada na svakom intervalu (a, b)⊂(0, x+), za 0<a<b<x+, postoji
doǌa polinomska aproksimacija P [K](x), indeksa K, takva da je(

∀x∈(a, b)
)
f(x) > P [K](x) > 0.

Pod pretpostavkom va�eǌa prethodne teoreme za funkciju f(x) iz (4.0.1)
sledi kompletnost metoda, u smislu da je mogu�e na svakom intervalu
(a, b) ⊂ (0, x+), za 0<a<b<x+, dokazati nejednakost f(x) > 0 koriste�i
neku doǌu aproksimaciju P [K](x).

4.2.1 Poboǉxaǌe metoda
Istaknimo da se opisan metod mo�e primeniti na funkcije oblika

f(x) =
∑n

i=1 αihi(x)cosqix sinrix za x ∈ (0, δ), gde je hi(x) realan polinom,
pri qemu postoje dve mogu�nosti. Prva mogu�nost je kada je polinom
hi(x) konstantnog znaka na datom intervalu, i tada razlikujemo sluqa-
jeve hi(x) > 0 ili hi(x) < 0. U ovim sluqajevima sve radimo analogno go-
reopisanom metodu. Sa druge strane, imamo mogu�nost da polinom hi(x)

nije konstantnog znaka. Tada term αihi(x)cosqix sinrix mo�e biti zapisan
kao suma sabiraka oblika si(x), i zatim se mo�e primeniti goreopisan
metod na svaki od tih sabiraka.

4.2.2 Zavrxetak metoda
Posmatrajmo indekse l(i)k

(
i ∈ {1, . . . , n} i k ∈ {0, . . . ,mi}

)
, koji se javǉa-

ju u polinomu P (x): l0, l1, . . . , lm; pri qemu je m+1 ukupan broj podsabiraka
koji se dobijaju iz svakog sabirka si(x). Indeksi l0, l1, . . . , lm su odre�eni
u (4.2.1), (4.2.2) i (4.2.3). Primetimo da, u zavisnosti od indeksa ls,
va�i:

f(x) > P (x, l0, l1, . . . , ls + 1, . . . , lm) > P (x, l0, l1, . . . , ls, . . . , lm), (4.2.9)

za svaki indeks s ∈ {0, 1, 2, . . . ,m} i ls ∈ N0. Napomenimo da interval na
kome va�i stroga nejednakost

P (x, l0, l1, . . . , ls + 1, . . . , lm) > P (x, l0, l1, . . . , ls, . . . , lm)
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mo�e biti odre�en prema lemama 143 i 144. Pove�aǌem svakog indeksa
ls, intervali va�eǌa nejednakosti (4.2.9) se xire prema lemama 143 i
144, i na taj naqin dobijamo sve boǉe doǌe aproksimacije funkcije
f(x). Prethodno opisan metod se zavrxava kada se odredi najmaǌe jedna
(m+1)-torka indeksa (l0, l1, . . . , lm) = (l̂0, l̂1, . . . , l̂m) za koju va�i:

P (x, l̂0, l̂1, . . . , l̂m) > 0,

za x ∈ (0, δ). Zavrxetkom ovog metoda dobijamo dokaz polazne nejedna-
kosti (4.0.1).

Napomena 155. Ovaj metod predstavǉa uopxteǌe metoda koji je korix-
�en za dokazivaǌe nejednakosti u radu [61]. Zapravo, on se svodi na
dokazivaǌe polinomskih nejednakosti oblika P (x) > 0 za x ∈ (0, δ), xto
predstavǉa odluqiv problem prema rezultatima Tarskog20 [73].

Nax ciǉ je da, korix�eǌem ovog metoda, doka�emo neke dobro poznate
rezultate koji se tiqu nejednakosti oblika (4.0.1), a razmatrane su u
nedavno objavǉenim radovima.

4.3 Primene metoda

U ovom delu bavimo se primenama metoda baziranog na teoremi 148
na neke konkretne nejednakosti, koje su nedavno razmatrane u teoriji
analitiqkih nejednakosti.

4.3.1 Dokaz nejednakosti iz rada [16]
Nedavno je, u radu [16], dokazana nejednakost (4.3.2) iz naredne teo-

reme.

Teorema 156. (i ) Za 0 < x < π/2 va�i( x

sinx

)2
+

x

tanx
< 2 +

2

45
x3 tanx. (4.3.1)

Konstanta 2
45

je najboǉa mogu�a.

20Alfred Tarski (1901-1983), poǉski matematiqar i logiqar
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(ii ) Za 0 < x < π/2 va�i( x

sinx

)2
+

x

tanx
< 2 +

2

45
x4 +

8

945
x5 tanx. (4.3.2)

Konstanta 8
945

je najboǉa mogu�a.

U radu [55] dat je dokaz nejednakosti (4.3.1), koji �emo sada navesti.
Dokaz: Tra�ena nejednakost ekvivalentna je nejednakosti f(x) > 0 za
x∈(0, π/2), gde je

f(x) = 2 cosx sin2x+ 2
45
x3 sin3x− x cos2x sinx− x2 cosx

konkretan mexovit trigonometrijski polinom. Primetimo da je x = 0

koren reda osam funkcije f(x). Prema teoremi 147, funkcija f(x) se
mo�e zapisati na slede�i naqin:

f(x) = 1
2 cosx− x2 cosx− 1

2
cos 3x− ( 1

90
x3 + 1

4
x︸ ︷︷ ︸

(>0)

) sin 3x+ ( 1
30
x3 − 1

4
x︸ ︷︷ ︸

(<0)

) sinx.

Tada su, prema lemama 143 i 144 i opisu metoda, nejednakosti: cos y >

T cos,0
k (y) (k = 6), cos y < T

cos,0

k (y) (k = 12) i sin y < T
sin,0

k (y) (k = 13) taqne, za
y ∈

(
0,
√

(k + 3)(k + 4)
)
.

Za x ∈ (0, π/2) va�i:

f(x) > 1
2T

cos,0
6 (x)− x2T cos,0

12 (x)− 1
2
T

cos,0

12 (3x)− ( 1
90
x3 + 1

4
x︸ ︷︷ ︸

(>0)

)T
sin,0

13 (3x)

+ ( 1
30
x3 − 1

4
x︸ ︷︷ ︸

(<0)

)T
sin,0

13 (x) = P16(x),

gde je P16(x) polinom

P16(x) =
x8

186810624000

(
−531440x8−2746332x6−8885955x4

− 118584180x2+1183782600
)

=
x8

186810624000
P8(x).

Zatim, odredimo znak polinoma P8(x) za x ∈ (0, π/2). Uvo�eǌem smene
z = x2, dobijamo polinom qetvrtog stepena:

P4(z) = −531440 z4−2746332 z3−8885955 z2−118584180 z+1183782600.
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Realna faktorizacija polinoma P4(z) odre�ena je pomo�u programa
Matlab, i glasi

P4(z)=α(z−z1)(z − z2)(z2+pz+q),

gde je α =−531440, z1 = 4.503628..., z2 =−9.049..., p = 0.621..., q = 54.652...; pri
qemu je nejednakost p 2− 4q<0 taqna. Polinom P4(z) ima taqno dva prosta
realna korena z1 i z2. Kako je P4(0) > 0, sledi da je P4(z) > 0 za z ∈
(0, z1) ⊂ (z2, z1).

Konaqno, mo�emo zakǉuqiti da je

P8(x)>0 za x∈(0,
√
z1)=(0, 2.122...) =⇒ P16(x)>0 za x∈(0, 2.122...)

=⇒ f(x)>0 za x∈(0,
π

2
)⊂(0, 2.122...).

Primetimo da je najmaǌi pozitivan realan koren doǌe aproksimacije
funkcije f(x), tj. polinoma P16(x), x∗=

√
z1 =2.122175...>π/2.

Jednostavnim raqunom dobija se da je konstanta 2
45

najboǉa mogu�a. 2

4.3.2 Dokaz nejednakosti iz rada [90]
U radu [90] postavǉen je otvoren problem, s ciǉem da se doka�e

slede�a teorema.

Teorema 157. Neka je 0 < x < π/2. Tada va�i

(2π4/3)x3 + (8π4/15− 16π2/3)x5

(π2 − 4x2)2
< x sec2x− tanx

<
(2π4/3)x3 + (256/π2 − 8π2/3)x5

(π2 − 4x2)2
,

(4.3.3)

pri qemu su (8π4/15− 16π2/3) i (256/π2− 8π2/3) najboǉe konstante u (4.3.3).

U radu [55] dat je dokaz prethodne teoreme, koji �emo sada navesti.
Dokaz: I Najpre doka�imo nejednakost:

(2π4/3)x3 + (8π4/15− 16π2/3)x5

(π2 − 4x2)2
< x sec2x− tanx,

za x ∈ (0, π/2). Tra�ena nejednakost ekvivalentna je nejednakosti f(x)>0

za x∈ (0, π/2), gde je

f(x) = x(π2−4x2)2−(π2−4x2)2 cosx sinx−
(
(2π4/3)x3+

(8π4/15−16π2/3)x5
)
cos2 x

108



konkretan mexovit trigonometrijski polinom. Primetimo da je x = 0

koren reda sedam, a x = π/2 koren reda dva funkcije f(x).
Razlikujemo dva sluqaja:

1) Ako x ∈ (0, 1.136):
Prema teoremi 147, funkciju f(x) mo�emo zapisati na slede�i naqin:

f(x)= x(π2−4x2)2− (π2−4x2)2

2
sin 2x−

(
(π4/3)x3 + (4π4/15−8π2/3)x5

)
−
(
(π4/3)x3 + (4π4/15−8π2/3)x5︸ ︷︷ ︸

(>0)

)
cos 2x.

Tada su, prema lemama 143 i 144 i opisu metoda, nejednakosti: sin y<

T
sin,0

k (y) (k = 9) i cos y<T
cos,0

k (y) (k = 8) taqne, za y ∈
(
0,
√

(k + 3)(k + 4)
)
.

Za x ∈ (0, 1.136) va�i:

f(x)> x(π2−4x2)2−(π
2−4x2)2

2
T

sin,0

9 (2x)−
(
(π4/3)x3 + (4π4/15−8π2/3)x5

)
−
(
(π4/3)x3 + (4π4/15−8π2/3)x5︸ ︷︷ ︸

(>0)

)
T

cos,0

8 (2x) = P13(x),

gde je P13(x) polinom

P13(x) =
2x7

14175

(
(−12π4 + 120π2 − 80)x6−(−153π4 + 1640π2 − 1440)x4

− (1055π4 − 11880π2 + 15120)x2+2295π4−30240π2+75600
)

=
2x7

14175
P6(x).

Odredimo zatim znak polinoma P6(x) za x ∈ (0, 1.136). Uvo�eǌem smene
z = x2, dobijamo polinom tre�eg stepena:

P3(z) = (−12π4 + 120π2 − 80)z3−(−153π4 + 1640π2 − 1440)z2

− (1055π4 − 11880π2 + 15120)z+2295π4−30240π2+75600.

Realna faktorizacija polinoma P3(z) odre�ena je pomo�u programa
Matlab, i glasi

P3(z)=α(z−z1)(z2+pz+q),

gde je α = −64.556..., z1 = 1.290721..., p = −1.148..., q = 8.365...; pri qemu je
nejednakost p 2− 4q<0 taqna. Polinom P3(z) ima taqno jedan prost realan
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koren z1. Primetimo da je
√
z1 = 1.136099... > 1.136. Kako je P3(0) > 0,

sledi da je P3(z) > 0 za z ∈ (0, 1.136).
Konaqno, mo�emo zakǉuqiti da je

P6(x) > 0 za x∈(0, 1.136) =⇒ P13(x) > 0 za x∈(0, 1.136)

=⇒ f(x) > 0 za x∈(0, 1.136).

Primetimo da je najmaǌi pozitivan realan koren doǌe aproksimacije
funkcije f(x), tj. polinoma P13(x), x∗ =

√
z1 = 1.136099... .

2) Ako x ∈ [1.136, π/2), definiximo funkciju

ϕ(x) = f
(
π/2− x

)
= −16x5 + 40πx4 − 32π2x3 + 8π3x2

− (16x4 − 32πx3 + 16π2x2) sinx cosx

− (π2/60)(π − 2x)3
(
(4π2 − 40)x2 + (−4π3 + 40π)x+ π4 − 5π2

)
sin2 x.

Doka�imo sada da je f(x) > 0 za x ∈ [1.136, π/2), xto je ekvivalentno sa
ϕ(x) > 0 za x ∈ ( 0, c ], gde je c = π/2 − 1.136 = π/2 − 142/125 ( c = 0.434 . . . ).
Funkcija ϕ(x) je tako�e jedan konkretan mexovit trigonometrijski po-
linom.

Prema teoremi 147, funkcija ϕ(x) se mo�e zapisati na slede�i naqin:

ϕ(x) = −16x5 + 40πx4 − 32π2x3 + 8π3x2 − ( 8x4 − 16πx3 + 8π2x2︸ ︷︷ ︸
(>0)

) sin 2x

− (π2/60)(π − 2x)3
(
(2π2 − 20)x2 + (−2π3 + 20π)x+ π4/2− 5π2/2

)
+ (π2/60)(π − 2x)3

(
(2π2−20)x2+(−2π3+20π)x+π4/2−5π2/2︸ ︷︷ ︸

(>0)

)
cos 2x.

Tada su, prema lemama 143 i 144 i opisu metoda, nejednakosti: sin y<

T
sin,0

k (y) (k = 5) i cos y>T cos,0
k (y) (k = 6) taqne, za y ∈

(
0,
√

(k + 3)(k + 4)
)
.

Za x ∈ (0, c ] va�i:

ϕ(x) > −16x5 + 40πx4 − 32π2x3 + 8π3x2 − ( 8x4 − 16πx3 + 8π2x2︸ ︷︷ ︸
(>0)

)T
sin,0

5 (2x)

− (π2/60)(π − 2x)3
(
(2π2 − 20)x2 + (−2π3 + 20π)x+ π4/2− 5π2/2

)
+ (π2/60)(π − 2x)3

(
(2π2−20)x2+(−2π3+20π)x+π4/2−5π2/2︸ ︷︷ ︸

(>0)

)
T cos,0

6 (2x)

= Q11(x),
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gde je Q11(x) polinom

Q11(x) =
x2

2700

(
(64π4 − 640π2)x9+(−160π5 + 1600π3)x8

+ (160π6 − 2000π4 + 4800π2 − 5760)x7

+ (−80π7 + 1880π5 − 12000π3 + 11520π)x6

+ (20π8 − 1340π6 + 12840π4 − 20160π2 + 28800)x5

+ (−2π9 + 610π7 − 8700π5 + 36000π3 − 57600π)x4

+ (−150π8 + 4650π6 − 34200π4 + 28800π2 − 86400)x3

+ (15π9 − 1875π7 + 15300π5 + 194400π)x2

+ (450π8 − 3150π6 − 129600π2)x− 45π9 + 225π7 + 21600π3
)

=
x2

2700
Q9(x).

Odredimo zatim znak polinoma Q9(x) za x ∈ (0, c ]. Posmatrajmo peti
izvod polinoma Q9(x) kao polinom qetvrtog stepena u slede�em obliku

Q
(5)
9 (x) = (967680π4 − 9676800π2)x4+(−1075200π5 + 10752000π3)x3

+ (403200π6 − 5040000π4 + 12096000π2 − 14515200)x2

+ (−57600π7 + 1353600π5 − 8640000π3 + 8294400π)x

+ 2400π8 − 160800π6 + 1540800π4 − 2419200π2 + 3456000.

Realna faktorizacija polinoma Q(5)
9 (x) odre�ena je pomo�u programa

Matlab, i glasi
Q

(5)
9 (x)=β(x−x1)(x−x2)(x2+px+q),

gde je β = −1245358.656..., x1 = 0.894..., x2 = 3.702..., p = 1.106..., q = 0.521...,

pri qemu je nejednakost p 2− 4q<0 taqna. Polinom Q
(5)
9 (x) ima taqno dva

prosta realna korena x1 i x2. Prema tome, polinom Q
(5)
9 (x) nema realnih

korena za x ∈ (0, c ]. Kako je Q(5)
9 (0) < 0, sledi da je Q(5)

9 (x) < 0 za x ∈ (0, c ].
Xtavixe, polinom Q

(4)
9 (x) je monotono opadaju�a funkcija za x ∈ (0, c ],

i kako je Q(4)
9 (c) > 0, sledi da je Q(4)

9 (x) > 0 za x ∈ (0, c ]. Tada, s obzirom
da je polinom Q

′′′
9 (x) monotono rastu�a funkcija za x ∈ (0, c ] i Q

′′′
9 (c) < 0,

sledi da je Q
′′′
9 (x) < 0 za x ∈ (0, c ]. Odavde sledi da je polinom Q

′′
9(x)

monotono opadaju�a funkcija za x ∈ (0, c ], i kako je Q
′′
9(c) > 0, sledi

da je Q
′′
9(x) > 0 za x ∈ (0, c ]. Stoga, polinom Q

′
9(x) je monotono rastu�a

funkcija za x ∈ (0, c ], i kako je Q
′
9(c) < 0, sledi da je Q

′
9(x) < 0 za x ∈ (0, c ].
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Konaqno, kako je polinom Q9(x) monotono opadaju�a funkcija za x ∈
(0, c ] i Q9(c) > 0, mo�emo zakǉuqiti da je

Q9(x)>0 za x∈(0, c ] =⇒ Q11(x) > 0 za x∈(0, c ]

=⇒ ϕ(x)>0 za x∈(0, c ]

=⇒ f(x)>0 za x∈ [1.136, π/2).

Primetimo da je najmaǌi pozitivan realan koren doǌe aproksimacije
funkcije ϕ(x), tj. polinoma Q11(x), x∗= 0.630862 . . . > c = 0.434 . . . . Jed-
nostavnim raqunom dobija se da je konstanta (8π4/15 − 16π2/3) najboǉa
mogu�a. Time je dokaz prve nejednakosti gotov.

II Doka�imo nejednakost:

x sec2x− tanx <
(2π4/3)x3 + (256/π2 − 8π2/3)x5

(π2 − 4x2)2
,

za x∈(0, π/2). Tra�ena nejednakost ekvivalentna je nejednakosti f(x)>0

za x∈ (0, π/2), gde je

f(x) = −x(π2−4x2)2+(π2−4x2)2 cosx sinx+
(
(2π4/3)x3+

(256/π2−8π2/3)x5
)
cos2 x

konkretan mexovit trigonometrijski polinom. Primetimo da je x = 0

koren petog reda i x = π/2 koren tre�eg reda funkcije f(x).
Razlikujemo dva sluqaja:

1) Ako je x ∈ (0, 0.858):
Prema teoremi 147, funkcija f(x) se mo�e zapisati na slede�i naqin:

f(x)=−x(π2−4x2)2+
(π2−4x2)2

2
sin 2x+(π4/3)x3 + (128/π2−4π2/3)x5

+
(
(π4/3)x3 + (128/π2−4π2/3)x5︸ ︷︷ ︸

(>0)

)
cos 2x.

Tada su, prema lemama 143 i 144 i opisu metoda, nejednakosti: sin y >

T sin,0
k (y) (k = 7) i cos y > T cos,0

k (y) (k = 6) taqne, za y ∈
(
0,
√

(k + 3)(k + 4)
)
.

Za x ∈ (0, 0.858) va�i:

f(x)>−x(π2−4x2)2 +
(π2−4x2)2

2
T sin,0

7 (2x)+(π4/3)x3+(128/π2−4π2/3)x5

+
(
(π4/3)x3 + (128/π2−4π2/3)x5︸ ︷︷ ︸

(>0)

)
T cos,0

6 (2x) = P11(x),
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gde je P11(x) polinom

P11(x) =
2x5

945π2

(
(56π4−96π2−5376)x6+(−14π6−372π4+1008π2+40320)x4

+ (99π6 + 756π4 − 5040π2 − 120960)x2 − 252π6 + 1260π4 + 120960
)

=
2x5

945π2
P6(x).

Odredimo zatim znak polinoma P6(x) za x ∈ (0, 0.858). Uvo�eǌem smene
z = x2, dobijamo polinom tre�eg stepena:

P3(z) = (56π4−96π2−5376)z3+(−14π6−372π4+1008π2+40320)z2

+ (99π6 + 756π4 − 5040π2 − 120960)z − 252π6 + 1260π4 + 120960.

Realna faktorizacija polinoma P3(z) odre�ena je pomo�u programa
Matlab, i glasi

P3(z)=α(z−z1)(z2+pz+q),

gde je α = −868.572..., z1 = 0.737147..., p = 0.077..., q = 2.226...; pri qemu je
nejednakost p 2− 4q<0 taqna. Polinom P3(z) ima taqno jedan prost realan
koren z1. Primetimo da je

√
z1 = 0.858573... > 0.858. Kako je P3(0) > 0,

sledi da je P3(z) > 0 za z ∈ (0, 0.858).
Konaqno, mo�emo zakǉuqiti da je

P6(x) > 0 za x∈(0, 0.858) =⇒ P11(x) > 0 za x∈(0, 0.858)

=⇒ f(x) > 0 za x∈(0, 0.858).

Primetimo da je najmaǌi pozitivan realan koren doǌe aproksimacije
funkcije f(x), tj. polinoma P11(x), x∗ =

√
z1 = 0.858573... .

2) Ako x ∈ [0.858, π/2), definiximo funkciju

ϕ(x) = f
(
π/2− x

)
= 16x5 − 40πx4 + 32π2x3 − 8π3x2

+ (16x4 − 32πx3 + 16π2x2) sinx cosx

+ (1/(3π2))(π − 2x)3
(
(96− π4)x2 + (π5 − 96π)x+ 24π2

)
sin2 x.

Doka�imo sada da je f(x) > 0 za x ∈ [0.858, π/2), xto je ekvivalentno sa
ϕ(x) > 0 za x ∈ (0, c ], gde je c = π/2 − 0.858 = π/2 − 429/500 (c = 0.712 . . . ).
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Funkcija ϕ(x) je tako�e jedan konkretan mexovit trigonometrijski po-
linom. Prema teoremi 147, funkcija ϕ(x) se mo�e zapisati na slede�i
naqin:

ϕ(x) = 16x5 − 40πx4 + 32π2x3 − 8π3x2 + ( 8x4 − 16πx3 + 8π2x2︸ ︷︷ ︸
(>0)

) sin 2x

+ (1/(6π2))(π − 2x)3
(
(96− π4)x2 + (π5 − 96π)x+ 24π2

)
− (1/(6π2))(π − 2x)3

(
(96−π4)x2+(π5−96π)x+24π2︸ ︷︷ ︸

(>0)

)
cos 2x.

Tada su, prema lemama 143 i 144 i opisu metoda, nejednakosti: sin y >

T sin,0
k (y) (k = 7) i cos y < T

cos,0

k (y) (k = 8) taqne, za y ∈
(
0,
√

(k + 3)(k + 4)
)
.

Za x ∈ (0, c ] va�i:

ϕ(x) > 16x5 − 40πx4 + 32π2x3 − 8π3x2 + (8x4 − 16πx3 + 8π2x2︸ ︷︷ ︸
(>0)

)T sin,0
7 (2x)

+ (1/(6π2))(π − 2x)3
(
(96− π4)x2 + (π5 − 96π)x+ 24π2

)
− (1/(6π2))(π − 2x)3

(
(96−π4)x2+(π5−96π)x+24π2︸ ︷︷ ︸

(>0)

)
T

cos,0

8 (2x)

= Q13(x),

gde je Q13(x) polinom

Q13(x) =
x3

945π2

(
(−8π4 + 768)x10+(20π5 − 1920π)x9

+ (−18π6 + 112π4 + 1728π2 − 10752)x8

+ (7π7 − 280π5 − 576π3 + 26880π)x7

+ (−π8 + 252π6 − 792π4 − 24864π2 + 80640)x6

+ (−98π7 + 2076π5 + 9408π3 − 201600π)x5

+ (14π8 − 1890π6 + 1176π4 + 191520π2 − 241920)x4

+ (735π7 − 5964π5 − 80640π3 + 604800π)x3

+ (−105π8 + 5670π6 + 15120π4 − 574560π2)x2

+ (−2205π7 − 2520π5 + 234360π3)x+ 315π8 − 30240π4
)

=
x3

945π2
Q10(x).
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Odredimo zatim znak polinoma Q10(x) za x ∈ (0, c ]. Posmatrajmo xesti
izvod polinoma Q10(x) kao polinom qetvrtog stepena u slede�em obliku

Q
(6)
10 (x) = (−1209600π4 + 116121600)x4+(1209600π5 − 116121600π)x3

+ (−362880π6 + 2257920π4 + 34836480π2 − 216760320)x2

+ (35280π7 − 1411200π5 − 2903040π3 + 135475200π)x

− 720π8 + 181440π6 − 570240π4 − 17902080π2 + 58060800.

Realna faktorizacija polinoma Q
(6)
10 (x) odre�ena je pomo�u programa

Matlab, i glasi
Q

(6)
10 (x)=β(x−x1)(x−x2)(x2+px+q),

gde je β = −1704436.514..., x1 = 0.610..., x2 = 3.262..., p = 0.731..., q = 1.935...,

pri qemu je nejednakost p 2− 4q<0 taqna. Polinom Q
(6)
10 (x) ima taqno dva

prosta realna korena x1 i x2. Kako je Q(6)
10 (0) < 0, sledi da je Q(6)

10 (x) < 0

za x < x1, i kako je Q
(6)
10 (c) > 0, sledi da je Q

(6)
10 (x) > 0 za x ∈ (x1, x2).

Prema tome, Q(5)
10 (x) je monotono opadaju�a funkcija za x < x1 i monotono

rastu�a za x ∈ (x1, x2), pa stoga Q
(5)
10 (x) dosti�e minimum u taqki x1 =

0.610... na intervalu (0, c ]. Tada, kako je Q
(5)
10 (0) < 0 i Q

(5)
10 (c) < 0, sledi

da je Q(5)
10 (x) < 0 za x ∈ (0, c ]. Xtavixe, kako je polinom Q

(4)
10 (x) monotono

opadaju�a funkcija za x ∈ (0, c ] i Q
(4)
10 (c) > 0, sledi da je Q

(4)
10 (x) > 0 za

x ∈ (0, c ]. Odavde sledi da je polinom Q
′′′
10(x) monotono rastu�a funkcija

za x ∈ (0, c ] i Q
′′′
10(c) < 0, pa sledi da je Q

′′′
10(x) < 0 za x ∈ (0, c ]. Prema

tome, polinom Q
′′
10(x) je monotono opadaju�a funkcija za x ∈ (0, c ], i kako

je Q
′′
10(c) > 0, sledi da je Q

′′
10(x) > 0 za x ∈ (0, c ]. Tada, s obzirom da je

Q
′
10(x) monotono rastu�a funkcija za x ∈ (0, c ] i Q

′
10(c) < 0, sledi da je

Q
′
10(x) < 0 za x ∈ (0, c ].
Konaqno, poxto je polinom Q10(x) monotono opadaju�a funkcija za

x ∈ (0, c ] i Q10(c) > 0, mo�emo zakǉuqiti da je

Q10(x)>0 za x∈(0, c ] =⇒ Q13(x) > 0 za x∈(0, c ]

=⇒ ϕ(x)>0 za x∈(0, c ]

=⇒ f(x)>0 za x∈ [0.858, π/2).

Primetimo da je najmaǌi pozitivan realan koren doǌe aproksima-
cije funkcije ϕ(x), tj. polinoma Q13(x), x∗ = 0.910490 . . . > c = 0.712 . . . .
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Jednostavnim raqunom dobija se da je konstanta (256/π2− 8π2/3) najboǉa
mogu�a. Ovim je dokaz druge nejednakosti gotov. 2

U narednoj glavi, razmatrano je proxireǌe prethodno opisanog pos-
tupka na klasu realnih analitiqkih funkcija, koja obuhvata mexovite
hiperboliqko-trigonometrijske polinome.
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GLAVA 5

METOD DOKAZIVAǋA KLASE
NEJEDNAKOSTI KOJA OBUHVATA
MEXOVITE HIPERBOLIQKO-
TRIGONOMETRIJSKE POLINOMSKE
FUNKCIJE

Ciǉ nam je sada da proxirimo skup nejednakosti koje bismo mo-
gli dokazati odgovaraju�im metodom, kao xto je ura�eno u prethodnoj
glavi. Po ugledu na opisan metod, prirodno se postavǉa pitaǌe do-
kazivaǌa nejednakosti koje obuhvataju elemente raxireǌa prstena re-
alnih hiperboliqko-trigonometrijskih polinoma R[coshx, sinhx], u oz-
naci R[x, coshx, sinhx]. Elemente ovog raxireǌa nazovimo mexovitim
hiperboliqko-trigonometrijskim polinomima. S tim u vezi, pokuxa�emo
da prilagodimo postoje�i metod novoj klasi nejednakosti.

Dakle, u ovoj glavi, bavimo se metodom dokazivaǌa nejednakosti
oblika:

f(x) =
n∑
i=1

αix
pi sinhqix coshrix > 0, (5.0.1)

za x∈ (δ1, δ2), δ1≤ 0≤ δ2; gde αi ∈ R \ {0}, pi, qi, ri ∈N0 i n ∈N, prema radu
[56]. Najpre transformixemo mexovit hiperboliqko-trigonometrijski
polinom f(x) u ekvivalentan oblik, koji sadr�i hiperboliqke sinuse i



hiperboliqke kosinuse vixestrukih uglova. Ovaj metod je kompatibi-
lan sa efikasnim metodom opisanim u radu [55], i zasnovan je na di-
rektnom pore�eǌu hiperboliqkog sinusa i hiperboliqkog kosinusa sa
odgovaraju�im Maklorenovim polinomima.

5.1 Pomo�na tvr�eǌa i priprema za opis
metoda

Neka je funkcija ϕ(x) aproksimirana Tejlorovim polinomom Tk(x),
stepena k, u okolini taqke a. U poglavǉu 4.1 definisane su gorǌa i
doǌa aproksimacija funkcije ϕ(x) u okolini taqke a, koje su oznaqene
redom sa T

ϕ,a

k (x) i Tϕ,ak (x). I u ovoj glavi koristi�emo iste oznake.
Funkciju ϕ(x), u nastavku rada, posmatramo kao sinhx ili coshx.

Posmatraju�i Maklorenove aproksimacije funkcija sinhx i coshx,
dolazimo do slede�ih lema.

Lema 158. Za polinom Tn(t) =

(n−1)/2∑
i=0

t2i+1

(2i+ 1)!
, gde je n = 2k + 1, k ∈ N0, va�i:

(∀t ≥ 0) Tn(t) ≤ Tn+2(t) ≤ sinh t, (5.1.1)

(∀t ≤ 0) Tn(t) ≥ Tn+2(t) ≥ sinh t. (5.1.2)

Za t = 0 nejednakosti u (5.1.1) i (5.1.2) prelaze u jednakosti.

Lema 159. Za polinom Tn(t) =

n/2∑
i=0

t2i

(2i)!
, gde je n = 2k, k ∈ N0, va�i:

(∀t ∈ R) Tn(t) ≤ Tn+2(t) ≤ cosh t. (5.1.3)

Za t = 0 nejednakosti u (5.1.3) prelaze u jednakosti.

Neka je a = ex, x∈R. Tada va�i:

coshx =
1

2

(
a+

1

a

)
i sinhx =

1

2

(
a− 1

a

)
.

Uvedimo slede�e funkcije:

Rk(a) = ak +
1

ak
i Qk(a) = ak − 1

ak
, (5.1.4)
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za k=1, 2, . . . . Tada je

Rk(a) = 2 cosh(kx) i Qk(a) = 2 sinh(kx), (5.1.5)

za a = ex i k=1, 2, . . . . Stoga, lako se dokazuje da je:

Rn(a) ·Rm(a) = Rn+m(a) +R|n−m|(a) (5.1.6)

i
Rn(a) ·Qm(a) = Qn+m(a) + ν ·Q|n−m|(a), (5.1.7)

gde je ν = sgn
(
m− n

)
. Specijalno, R0(a) = 2 i Q0(a) = 0.

U radu [34] prikazani su stepeni hiperboliqkih funkcija u obliku
hiperboliqkih funkcija vixestrukih uglova, u zavisnosti od parnosti
stepena n. Prema tome, va�e slede�e pomo�ne leme.

Lema 160. Za n ∈ N slede�e formule su taqne:
(i ) ako je n neparan broj

sinhnx =
1

2n−1

n−1
2∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
sinh

(
(n− 2k)x

)
,

(ii ) ako je n paran broj

sinhnx =
(−1)

n
2

2n

(
n
n
2

)
+

1

2n−1

n
2
−1∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
cosh

(
(n− 2k)x

)
.

Lema 161. Za n ∈ N slede�e formule su taqne:
(i ) ako je n neparan broj

coshnx =
1

2n−1

n−1
2∑

k=0

(
n

k

)
cosh

(
(n− 2k)x

)
,

(ii ) ako je n paran broj

coshnx =
1

2n

(
n
n
2

)
+

1

2n−1

n
2
−1∑

k=0

(
n

k

)
cosh

(
(n− 2k)x

)
.

Na osnovu prethodne dve leme va�i slede�a teorema.
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Teorema 162. Za n,m ∈ N razlikujemo slede�e sluqajeve:
(i ) ako su n i m neparni brojevi

coshnx· sinhmx =
1

2n+m−1

n+m
2
−1∑

k=0

(−1)k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
sinh

(
(n+m−2k)x

))
,

(ii ) ako je n paran, a m neparan broj

coshnx· sinhmx =
1

2n+m−1

n+m−1
2∑

k=0

(−1)k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
sinh

(
(n+m−2k)x

))
,

(iii ) ako je n neparan, a m paran broj

coshnx· sinhmx =
1

2n+m−1

n+m−1
2∑

k=0

(−1)k

(
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
cosh

(
(n+m−2k)x

))
,

(iv ) ako su n i m parni brojevi

coshnx· sinhmx =
1

2n+m−1

(n+m
2
−1∑

k=0

(−1)k
k∑
r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

k − r

)
cosh

(
(n+m−2k)x

)
+

1

2
(−1)

m+n
2

n+m
2∑

r=0

(−1)r
(
n

r

)(
m

n+m
2
− r

))
.

Dokaz: Analogno dokazu teoreme 147, pri qemu za funkcije Rk i Qk ko-
ristimo izraze (5.1.4), (5.1.5), (5.1.6) i (5.1.7). 2

5.2 Opis metoda

Nax ciǉ je da prika�emo metod za dokazivaǌe nejednakosti oblika
(5.0.1), za x ∈ (0, δ) i δ = δ2>0. Pritom �emo koristiti doǌe Maklore-
nove aproksimacije funkcija sinhx i coshx, odre�ene lemama 158 i 159.
Primetimo da za ove funkcije postoje samo doǌe Maklorenove aprok-
simacije, za razliku od funkcija sinx i cosx koje imaju obe, i doǌe i
gorǌe Maklorenove aproksimacije (videti leme 143 i 144).

Me�utim, u radu [98] dokazana je slede�a teorema.
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Teorema 163. Pretpostavimo da je f realna funkcija na (a, b) i n pozi-
tivan ceo broj takav da f (k)(a+) i f (k)(b−) (k ∈ {0, 1, 2, . . . , n}) postoje i
da je (−1)nf (n)(x) rastu�a funkcija na (a, b). Tada za svako x ∈ (a, b) va�i
slede�a nejednakost:

n−1∑
k=0

f (k)(b−)

k!
(x− b)k+

1

(a− b)n
(
f(a+)−

n−1∑
k=0

(a− b)kf (k)(b−)

k!

)
(x− b)n

< f(x) <
n∑
k=0

f (k)(b−)

k!
(x− b)k.

(5.2.1)

Xtavixe, ako je (−1)nf (n)(x) opadaju�a funkcija na (a, b), tada va�i obr-
nuta nejednakost od nejednakosti (5.2.1 ).

Pretpostavimo da je f (n)(x) rastu�a funkcija na (a, b), tada za svako
x ∈ (a, b) va�i slede�a nejednakost:

n−1∑
k=0

f (k)(a+)

k!
(x− a)k+

1

(b− a)n

(
f(b−)−

n−1∑
k=0

(b− a)kf (k)(a+)

k!

)
(x− a)n

> f(x) >
n∑
k=0

f (k)(a+)

k!
(x− a)k.

(5.2.2)

Xtavixe, ako je f (n)(x) opadaju�a funkcija na (a, b), tada va�i obrnuta
nejednakost od nejednakosti (5.2.2 ).

Ovom teoremom dokazano je postojaǌe gorǌih aproksimacija funkcija
sinhx i coshx, na konaqnom intervalu (a, b).

Posmatrajmo sada sabirak sume (5.0.1), si(x) = αix
picoshqix sinhrix, gde

je αi 6= 0 za i = 1, . . . , n. Uvedimo oznaku

mi=


qi+ri

2
−1, kada su oba broja qi i ri parna ili oba neparna,

qi+ri−1
2

, kada su qi i ri razliqite parnosti.

Prema teoremi 162, sabirci si(x) (i=1, 2, . . . , n) mogu biti prikazani na
qetiri razliqita naqina, u zavisnosti od sluqaja, pa su u opisu metoda
date slede�e mogu�nosti:
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1. Neka je ri neparan broj, tada va�i:

si(x) = αix
picoshqix sinhrix

=
αix

pi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

(−1)k
k∑
r=0

(−1)r
(
qi
r

)(
ri

k − r

)
sinh

(
(qi+ri−2k)x

)
=

xpi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

(
k∑
r=0

αi(−1)k+r
(
qi
r

)(
ri

k − r

))
sinh

(
(qi+ri−2k)x

)
.

Uvedimo oznaku βk =
∑k

r=0 αi(−1)k+r
(
qi
r

)(
ri
k−r
)
. Tada su za svaki podsabirak

βk sinh
(
(qi + ri − 2k)x

)
, u zavisnosti od znaka βk, mogu�a dva sluqaja:

1) ako je βk > 0:

βk sinh
(
(qi + ri − 2k)x

)
> βkT

sinh,0

2l
(i)
k +1

(
(qi + ri − 2k)x

)
, l

(i)
k ∈ N0,

2) ako je βk < 0, postoji polinom pn(x) na konaqnom intervalu, prema
teoremi 163, koji je gorǌa aproksimacija za sinh

(
(qi+ ri−2k)x

)
, pa va�i:

βk sinh
(
(qi + ri − 2k)x

)
> βkpn(x).

2. Neka je qi neparan i ri paran broj, tada va�i:

si(x) = αix
picoshqix sinhrix

=
αix

pi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

(−1)k
k∑
r=0

(−1)r
(
qi
r

)(
ri

k − r

)
cosh

(
(qi+ri−2k)x

)
=

xpi

2qi+ri−1

mi∑
k=0

(
k∑
r=0

αi(−1)k+r
(
qi
r

)(
ri

k − r

))
cosh

(
(qi+ri−2k)x

)
.

Tada su za svaki podsabirak βk cosh
(
(qi + ri − 2k)x

)
, u zavisnosti od

znaka βk, mogu�a dva sluqaja:
1) ako je βk > 0:

βk cosh
(
(qi + ri − 2k)x

)
> βkT

cosh,0

2l
(i)
k +0

(
(qi + ri − 2k)x

)
, l

(i)
k ∈ N0, (5.2.3)

2) ako je βk < 0, postoji polinom pn(x) na konaqnom intervalu, prema
teoremi 163, koji je gorǌa aproksimacija za cosh

(
(qi+ri−2k)x

)
, pa va�i:

βk cosh
(
(qi + ri − 2k)x

)
> βkpn(x). (5.2.4)
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3. Neka su qi i ri parni brojevi, tada va�i:

si(x) =
xpi

2qi+ri−1

(
mi∑
k=0

(
k∑
r=0

αi(−1)k+r
(
qi
r

)(
ri

k − r

))
cosh

(
(qi+ri−2k)x

)
+

1

2
(−1)

qi+ri
2

qi+ri
2∑

r=0

(−1)r
(
qi
r

)(
ri

qi+ri
2
−r

))
.

Daǉe, za svaki podsabirak βk cosh
(
(qi + ri − 2k)x

)
, u zavisnosti od znaka

βk, imamo dve mogu�nosti (5.2.3) ili (5.2.4).
Prema tome, za svaki sabirak si(x) mo�emo na�i polinom τi(x), koji

predstavǉa ǌegovu doǌu aproksimaciju. Upore�uju�i sve sabirke si(x)

(i= 1, 2, . . . , n), koji se javǉaju u sumi (5.0.1), prema gorenavedenim slu-
qajevima, dobijamo polinom

P (x) =
n∑
i=1

τ i(x),

koji je doǌa aproksimacija funkcije f(x) iz (5.0.1); tj. va�i:

f(x) > P (x).

Na osnovu prethodnog razmatraǌa va�i slede�a teorema.

Teorema 164. Neka polinom P (x)=
n∑
i=1

τ i(x) ima slede�a svojstva:

(i) postoji najmaǌe jedan pozitivan realan koren polinoma P (x) ;
(ii) P (x)>0 za x∈(0, x∗), gde je x∗ najmaǌi pozitivan realan koren

polinoma P (x).
Tada va�i

f(x) > 0,

za x ∈ (0, x∗) ⊆ (0, δ).

Napomena 165. Primetimo da je ovim dobijen dokaz nejednakosti f(x)>0

za x ∈ (0, δ2), gde je δ2 = x∗. Prethodna teorema mo�e se primeniti i na
x ∈ (δ1, 0), uvo�eǌem smene t=−x.

Napomena 166. Ako ne postoji pozitivan realan koren polinoma P (x) i
ako je P (x)>0 za x∈(0,∞), tada je f(x)>0 za x∈(0,∞).
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Glavna razlika u pore�eǌu sa metodom koji je opisan u radu [55] je
qiǌenica da gorǌe aproksimacije funkcija sinhx i coshx postoje jedino
na konaqnim intervalima. Stoga, ovaj metod mo�e biti korix�en ili
za dokazivaǌe nejednakosti oblika (5.0.1) na konaqnom intervalu, ili
za dokazivaǌe nejednakosti istog oblika na intervalu (0,∞), pri qemu
koeficijenti uz sinhx i coshx moraju biti pozitivni, tj. jedino kada su
nam potrebne samo doǌe aproksimacije ovih funkcija.

Kompletnost prikazanog metoda za funkciju f(x) oblika (5.0.1) is-
puǌena je analogno kao za funkciju

∑n
i=1 αix

pi sinqix cosrix, xto je pokazano
u radu [55] (sekcija 2., deo II).

Napomena 167. Istaknimo da se opisan metod mo�e primeniti i na funk-
cije oblika f(x) =

∑n
i=1 αihi(x)coshqix sinhrix za x ∈ (0, δ), gde je hi(x) realan

polinom. Prva mogu�nost je kada je polinom hi(x) konstantnog znaka na
datom intervalu (hi(x) > 0 ili hi(x) < 0), i tada radimo analogno pret-
hodno opisanom postupku. S druge strane, mogu�e je da polinom hi(x)

nije konstantnog znaka. Tada term αihi(x)coshqix sinhrix mo�e biti zapisan
kao suma sabiraka oblika si(x), a zatim mo�emo primeniti prethodno
opisan postupak na svaki od tih sabiraka.

Posmatrajmo indekse l(i)k
(
i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {0, . . . ,mi}

)
koji se javǉaju

u polinomu P (x): l0, l1, . . . , lm; pri qemu je m+1 ukupan broj podsabiraka
koji se dobijaju iz svih sabiraka si(x). Primetimo da, u zavisnosti od
indeksa ls, va�i:

f(x) > P (x, l0, l1, . . . , ls + 1, . . . , lm) > P (x, l0, l1, . . . , ls, . . . , lm),

za svaki indeks s ∈ {0, 1, 2, . . . ,m} i ls ∈ N0. Pove�aǌem svakog indeksa ls
dobijamo sve boǉe doǌe aproksimacije funkcije f(x).

Prethodno opisan metod se zavrxava odre�ivaǌem bar jedne (m+1)-
torke indeksa (l0, l1, . . . , lm) = (l̂0, l̂1, . . . , l̂m), za koju va�i:

P (x, l̂0, l̂1, . . . , l̂m) > 0,

za x∈(0, δ). Na kraju metoda dobija se dokaz polazne nejednakosti (5.0.1).

Napomena 168. Ovaj metod svodi se na dokazivaǌe polinomskih nejed-
nakosti oblika P (x) > 0, za x ∈ (0, δ), xto predstavǉa odluqiv problem
prema rezultatima Tarskog [73].
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Nax ciǉ je da, ovim metodom, doka�emo neke dobro poznate nejedna-
kosti koje su razmatrane u nedavno objavǉenim radovima, kao i da dobi-
jemo neke nove rezultate koji se odnose na nejednakosti oblika (5.0.1).

5.3 Primene metoda

U ovom poglavǉu bavimo se primenama metoda baziranog na teoremi
164, na neke konkretne nejednakosti.

5.3.1 Dokaz nejednakosti iz rada [50]
U radu [50] dokazana je slede�a teorema.

Teorema 169. Za x ∈ (0, 1)( 1

coshx

)1/2
<

x

sinhx
<
( 1

coshx

)1/4
. (5.3.1)

U radu [56] dat je dokaz nejednakosti (5.3.1), koji �emo sada navesti.
Dokaz: I Doka�imo prvo nejednakost:( 1

coshx

)1/2
<

x

sinhx
,

za x ∈ (0, 1). Tra�ena nejednakost ekvivalentna je nejednakosti f(x)> 0

za x∈(0, 1), gde je
f(x) = x2 coshx− sinh2 x

konkretan mexovit hiperboliqko-trigonometrijski polinom. Prema te-
oremi 162, funkcija f(x) se mo�e zapisati na slede�i naqin:

f(x) = x2 coshx+
1

2
− 1

2
cosh 2x.

Tada je, prema lemi 159 i opisu metoda, nejednakost cosh y > T cosh,0
k (y)

(k = 4) taqna za svako y ∈ R i, prema teoremi 163, va�i: cosh 2y <

1 + 2y2 + (2 cosh2 1− 4)y4 za y ∈ (0, 1).
Za x ∈ (0, 1) va�i:

f(x) > x2T cosh,0
4 (x)− x2 − (cosh2 1− 2)x4 = P6(x),
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gde je P6(x) polinom

P6(x) =
x4

24

(
x2 + 60− 24 cosh2 1

)
=
x4

24

(
x2 + c

)
,

za c = 2.853 . . . . Kako je P6(x) > 0, mo�e se zakǉuqiti da je f(x) > 0 za
x∈(0, 1).
II Sada dokazujemo nejednakost:

x

sinhx
<
( 1

coshx

)1/4
,

za x ∈ (0, 1). Tra�ena nejednakost ekvivalentna je nejednakosti f(x)> 0

za x∈(0, 1), gde je
f(x) = sinh4 x− x4 coshx

konkretan mexovit hiperboliqko-trigonometrijski polinom. Prema te-
oremi 162, funkcija f(x) se mo�e zapisati na slede�i naqin:

f(x) =
3

8
+

1

8
cosh 4x− 1

2
cosh 2x− x4 coshx.

Tada je, prema lemi 159 i opisu metoda, nejednakost cosh y > T cosh,0
k (y)

(k = 6) taqna za svako y ∈ R i, prema teoremi 163, va�i: cosh y < 1 +
y2

2
+ y4

24
+ 1

24
(24 cosh 1− 37)y6 i cosh 2y < 1 + 2y2 + 2y4

3
+ 1

24
(48 cosh2 1− 112)y6 za

y ∈ (0, 1).
Za x ∈ (0, 1) va�i:

f(x) > 3
8

+ 1
8
T cosh,0

6 (4x) + 1
2

(
−1− 2x2 − 2x4

3
− 1

24

(
48 cosh2 1− 112

)
x6
)

+ x4
(
−1− x2

2
− x4

24
− 1

24

(
24 cosh 1− 37

)
x6
)

= P10(x),

pri qemu je P10(x) polinom

P10(x) =
x6

360

(
(555− 360 cosh 1)x4 − 15x2 + 916− 360 cosh2 1

)
=

x6

360
P4(x).

Realna faktorizacija polinoma P4(x) odre�ena je pomo�u programa
Matlab, i glasi

P4(x)=α(x−x1)(x− x2)(x2+px+q),
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gde je α=−0.509 . . . , x1 =1.871 . . . , x2 =−x1, p=0, q=32.971 . . . ; pri qemu va�i
p 2− 4q<0. Polinom P4(x) ima taqno dva prosta realna korena x1 i x2.
Kako je P4(x) > 0 za x ∈ (0, 1) ⊂ (x2, x1), konaqno se mo�e zakǉuqiti da je

P10(x) > 0 za x ∈ (0, 1) =⇒ f(x) > 0 za x ∈ (0, 1).

Stoga, dokaz nejednakosti (5.3.1) je gotov. 2

5.3.2 Dokaz nejednakosti iz rada [10]
U radu [10] dokazana je naredna teorema.

Teorema 170. Neka je x ∈ R \ {0}. Tada va�i nejednakost:

sinhx

x
>

1

cosh x
3

. (5.3.2)

U radu [56] dat je dokaz nejednakosti (5.3.2), koji �emo sada navesti.
Dokaz: Najpre doka�imo (5.3.2) za x ∈ (0,∞). Tra�ena nejednakost ekvi-
valentna je nejednakosti F (x) = sinhx

x
− 1

cosh
x
3
> 0, xto je ekvivalentno sa

f(x)>0 za x ∈ (0,∞), gde je

f(x) = sinh x cosh x
3 − x

konkretan mexovit hiperboliqko-trigonometrijski polinom.
Definiximo funkciju

ϕ(x) = f(3x) = sinh 3x coshx− 3x.

Sada imamo da je f(x) > 0 za x ∈ (0,∞) ekvivalentno sa ϕ(x) > 0 za
x ∈ (0,∞). Funkcija ϕ(x) se mo�e zapisati na slede�i naqin:

ϕ(x) =
1

2
sinh 4x+

1

2
sinh 2x− 3x.

Tada je, prema lemi 158 i opisu metoda, nejednakost sinh y > T sinh,0
k (y)

(k = 3, k = 5) taqna za y ∈ (0,∞).
Za x ∈ (0,∞) va�i:

ϕ(x) >
1

2
T sinh,0

3 (4x) +
1

2
T sinh,0

5 (2x)− 3x = P5(x),
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gde je P5(x) polinom

P5(x) =
2x3

15

(
x2 + 45

)
.

Kako je P5(x) > 0 za x ∈ (0,∞), mo�e se zakǉuqiti da je ϕ(x)> 0 za x ∈
(0,∞), odakle sledi da je f(x) > 0 za x∈(0,∞).

Za x ∈ (−∞, 0) nejednakost (5.3.2) je taqna, jer je F (x) parna funkcija.
Prema tome, nejednakost (5.3.2) je dokazana za x ∈ R \ {0}. 2

5.3.3 Dokaz nove dvostruke nejednakosti
Kao xto je reqeno u poglavǉu 5.2, ako koristimo gorǌe aproksimacije

funkcija sinhx i coshx prema teoremi 163, tada nejednakosti tipa (5.0.1)
mogu biti dokazane jedino na konaqnom intervalu (a, b).

Znaju�i ovo, doka�imo slede�u dvostruku nejednakost koja je, prema
naxem saznaǌu, prvi put dokazana u radu [56].

Teorema 171. Za x ∈ (0, 1) va�i:(
cosh

x

4

)5
<

sinhx

x
<

3 coshx+ 2

5
. (5.3.3)

Dokaz: I Najpre doka�imo nejednakost:(
cosh

x

4

)5
<

sinhx

x
,

za x ∈ (0, 1). Tra�ena nejednakost ekvivalentna je nejednakosti F (x) =
sinhx
x
−
(
cosh x

4

)5
> 0, xto je ekvivalentno sa f(x)>0 za x ∈ (0, 1), gde je

f(x) = sinh x− x
(
cosh

x

4

)5
konkretan mexovit hiperboliqko-trigonometrijski polinom.

Definiximo funkciju

ϕ(x) = f(4x) = sinh 4x− 4x cosh5 x.

Sada imamo da je f(x) > 0 za x ∈ (0, 1) ekvivalentno sa ϕ(x) > 0 za
x ∈ (0, 1

4
).

Prema teoremi 162, funkcija ϕ(x) se mo�e zapisati na slede�i naqin:

ϕ(x) = sinh 4x− x

4
cosh 5x− 5x

4
cosh 3x− 5x

2
coshx.

128



Tada je, prema lemi 158 i opisu metoda, nejednakost sinh y > T sinh,0
k (y)

(k = 5) taqna za y ∈ (0,∞) i, prema teoremi 163, za y ∈ (0, 1
4
) va�i:

cosh 5y < 1 + 25
2
y2 + 625

24
y4 + 1

24
(1572864 cosh5 1

4
− 1966080 cosh3 1

4
+ 491520 cosh 1

4
−

185104)y6,

cosh 3y < 1 + 9
2
y2 + 27

8
y4 + 1

24
(393216 cosh3 1

4
− 294912 cosh 1

4
− 127248)y6 i

cosh y < 1 + y2

2
+ y4

24
+ 1

24
(98304 cosh 1

4
− 101392)y6.

Za x ∈ (0, 1
4
) va�i:

ϕ(x) > T sinh,0
5 (4x)− x

4

(
1 + 25

2
x2 + 625

24
x4 + 1

24
(1572864 cosh5 1

4

− 1966080 cosh3 1
4
+491520 cosh 1

4
−185104)x6

)
− 5x

4

(
1 + 9

2
x2 + 27

8
x4

+ 1
24

(393216 cosh3 1
4
−294912 cosh 1

4
−127248)x6

)
− 5x

2

(
1 + x2

2
+ x4

24

+ 1
24

(98304 cosh 1
4
− 101392)x6

)
= P7(x),

gde je P7(x) polinom

P7(x) =
x3

30

(
(573520− 491520 cosh5 1

4
)x4 − 69x2 + 20

)
=

x3

30
P4(x).

Realna faktorizacija polinoma P4(x) odre�ena je pomo�u programa
Matlab, i glasi

P4(x)=α(x−x1)(x− x2)(x2+px+q),

gde je α=−205.838 . . . , x1 = 0.431 . . . , x2 =−x1, p= 0, q= 0.521 . . . ; pri qemu je
nejednakost p 2− 4q<0 taqna. Polinom P4(x) ima taqno dva prosta realna
korena x1 i x2. Kako je P4(x) > 0 za x ∈ (0, 1

4
) ⊂ (x2, x1), sledi da je P7(x) > 0

za x ∈ (0, 1
4
).

Stoga, mo�emo zakǉuqiti da je ϕ(x)> 0 za x∈ (0, 1
4
) =⇒ f(x) > 0 za x∈

(0, 1).
II Doka�imo sada nejednakost:

sinhx

x
<

3 coshx+ 2

5
,

za x ∈ (0, 1). Tra�ena nejednakost ekvivalentna je nejednakosti f(x)> 0

za x∈(0, 1), gde je
f(x) = 3x coshx+ 2x− 5 sinhx
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konkretan mexovit hiperboliqko-trigonometrijski polinom.
Prema lemi 159 i opisu metoda, nejednakost cosh y > T cosh,0

k (y) (k = 4)

je taqna za svako y ∈ R i, prema teoremi 163, nejednakost sinh y < y+ y3

6
+

1
6
(6 sinh 1− 7)y5 je taqna za y ∈ (0, 1).
Za x ∈ (0, 1) va�i:

f(x) > 3xT cosh,0
4 (x) + 2x− 5

(
x+ x3

6
+ 1

6
(6 sinh 1− 7)x5

)
= P5(x),

gde je P5(x) polinom

P5(x) = −x
3

24

(
(120 sinh 1−143)x2−16

)
= 0.082 · x3(x2+8.097).

Kako je P5(x) > 0 za x ∈ (0, 1), mo�emo zakǉuqiti da je f(x)>0 za x∈(0, 1).

Stoga, dokaz nejednakosti (5.3.3) je gotov. 2
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GLAVA 6

ZAKǈUQCI I DAǈI RAD

U ovoj glavi sumira�emo zakǉuqke i navesti neke smernice za budu�i
rad.

U drugoj glavi bavili smo se trigonometrijskim polinomima koji
obrazuju prsten, xtavixe domen.

Analiziraju�i svojstva faktorizacije u domenu kompleksnih trigo-
nometrijskih polinoma, C[cosx, sinx], navedeno je da je to domen sa jedno-
znaqnom faktorizacijom (UFD). Prikazan je oblik nerastavǉivih ele-
menata ovog domena, kao i faktorizacija elemenata ovog domena na atome.

Za domen realnih trigonometrijskih polinoma, R[cosx, sinx], prika-
zano je da nije domen sa jednoznaqnom faktorizacijom. Ispostavǉa se da
je to Dedekindov polu-faktorijalan domen (HFD). Opisani su nerasta-
vǉivi elementi ovog domena, kao i faktorizacija elemenata ovog domena
na atome. Tako�e, prikazani su i maksimalni ideali ovog domena, kao
i ǌihova veza sa maksimalnim idealima domena C[cosx, sinx].

Inaqe, sama faktorizacija u ovim domenima otvara mogu�nost broj-
nih primena kako u matematici, posebno numeriqkoj, tako i u in�eǌer-
stvu.

Na kraju ove glave prikazani su algoritmi za deǉeǌe, faktorisaǌe,
nala�eǌe najve�eg zajedniqkog deliteǉa, kao i za uprox�avaǌe koli-
qnika dva trigonometrijska polinoma, nad poǉem racionalnih brojeva.
U daǉem radu interesantno bi bilo, umesto poǉa Q, posmatrati ǌegovo



raxireǌe Q(i), i probati da u domenu Q(i)[cosx, sinx] odredimo nerasta-
vǉive elemente, kao i da, ako je mogu�e, modifikujemo teoriju za domen
Q[cosx, sinx] i prilagodimo je domenu Q(i)[cosx, sinx]. Pri tome, moramo
imati u vidu qiǌenicu da formula za trigonometrijski stepen, data le-
mom 104, u domenu Q(i)[cosx, sinx] ne va�i. Kako je domen Q(i)[cosx, sinx]

UFD, NZD dva trigonometrijska polinoma u ǌemu je jedinstven, do na
mno�eǌe invertibilnim elementima.

Prirodno se nametnula ideja da se, po ugledu na trigonometrijske
polinome, definixu hiperboliqko-trigonometrijski polinomi, skra�e-
no HT-polinomi, i da se ispita algebarska struktura koju qini skup
takvih polinoma. To je ura�eno u tre�oj glavi ovog rada. Realni, od-
nosno kompleksni HT-polinomi obrazuju domen R[coshx, sinhx], odnosno
C[coshx, sinhx]. Ispostavǉa se da su to domeni sa jednoznaqnom fak-
torizacijom (UFD). Odre�eni su nerastavǉivi elementi, kao i oblik
maksimalnih ideala oba ova domena.

U posledǌem odeǉku tre�e glave, razmatrani su algoritmi kod HT-
polinoma nad poǉem racionalnih brojeva, po ugledu na algoritme iz
druge glave. Sliqni rezultati dobijeni su i za HT-polinome, ali za
one parove HT-polinoma kod kojih je stepen proizvoda dva HT-polinoma
jednak zbiru stepena ǌegovih qinilaca. Zanimǉivo bi bilo, u daǉem
istra�ivaǌu, pozabaviti se i onim parovima HT-polinoma za koje ne
va�i ova formula. Ovim bi obuhvatili qitav skup HT-polinoma nad
Q.

U qetvrtoj glavi prikazan je metod dokazivaǌa nejednakosti oblika
f(x) > 0, koji korix�eǌem konaqnih Maklorenovih razvoja generixe
polinomske aproksimacije, kada je funkcija f(x) mexovit trigonome-
trijski polinom jedne promenǉive. Ovim metodom mogu se dobiti novi
rezultati, ali i poboǉxati postoje�i iz radova [1, 2, 11, 21, 22, 46, 47,
50, 76, 85, 97], [15]-[17], [38]-[42], [61]-[63], [66]-[68], [89]-[91], [99]-[102],
[107]-[110] i kǌiga [5, 60]. Konkretni rezultati prikazanog metoda za
dokazivaǌe nejednakosti dati su, u ovoj glavi, kroz primere. Metod je
ilustrovan na ve�em broju poznatih i otvorenih problema iz teorije
analitiqkih nejednakosti, kao na primer u radovima [8, 53, 54, 65].

Na kraju ovog dela posmatrajmo algebarsku strukturu R[x, cosx, sinx],

132



koja predstavǉa raxireǌe prstena realnih trigonometrijskih poli-
noma razmatranih u glavi 2, a qiji su elementi upravo mexoviti tri-
gonometrijski polinomi. U daǉem istra�ivaǌu interesantno bi bilo
pozabaviti se ovom strukturom, u qemu nam u izvesnoj meri mogu pomo�i
razmatraǌa i zakǉuqci iz glave 2 ove disertacije. Jasno je da su je-
dini invertibilni elementi domena R[x, cosx, sinx], kao i kod domena
R[cosx, sinx], nenulte realne konstante. Me�utim, ono xto se na prvi
pogled ne qini jednostavnim je odre�ivaǌe oblika svih nerastavǉivih
elemenata ovog domena. Dubǉa analiza osobina faktorizacije u domenu
R[x, cosx, sinx] mogla bi biti jedan od pravaca budu�eg istra�ivaǌa.

U petoj glavi razmatrano je proxireǌe postupka opisanog u prethod-
noj glavi na klasu realnih analitiqkih funkcija, koja obuhvata mexo-
vite hiperboliqko-trigonometrijske polinome jedne promenǉive. Kon-
kretni rezultati ovog metoda prikazani su kroz primere dokazivaǌa
aktuelnih nejednakosti. Nejednakosti iz radova: [9, posledice 2.1 i
2.2], [10, teorema 10, posledica 14], [43, napomena 1 iz sekcije 2] i [50,
lema 3.3] su neke od nejednakosti koje se mogu dokazati ovim metodom.
Tako�e, kombinuju�i ovaj metod sa metodom iz rada [55], mo�emo doka-
zati nejednakosti u kojima se funkcije sinx i cosx pojavǉuju zajedno sa
funkcijama sinhx i coshx, kao na primer u radu [10, teorema 1, posledica
2].

Istaknimo na kraju da bi, u nekom daǉem radu, zanimǉivo bilo poza-
baviti se i algebarskom strukturom R[x, coshx, sinhx], qiji su elementi
upravo mexoviti hiperboliqko-trigonometrijski polinomi, u qemu nam
mogu pomo�i razmatraǌa i zakǉuqci iz glave 3.

U glavama 4 i 5 data je teorijska osnova za konkretne realizacije
metoda razmatranih u ǌima. U daǉem radu moglo bi se razmotriti
xireǌe opisanih metoda na sluqajeve mexovitih trigonometrijskih i
mexovitih hiperboliqko-trigonometrijskih polinoma vixe promenǉi-
vih.
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[75] Z. Pucanović, Prsteni sa jednoznačnom faktorizacijom, Magistarski rad, Beo-

grad, 2002.

[76] F. Qi, Q.–M. Luo, B.–N. Guo, A simple proof of Oppenheim’s double inequality

relating to the cosine and sine functions, Journal of Mathematical Inequalities,

6 (2012), 645–654.

[77] N. Radu, Sinan O. Ibrahim Al-Salihi, T. Shah, Ascend and descend of facto-

rization properties, Revue Roumaine de Mathematiques Pures et Appliquees

(Romanian Journal of Pure and Applied Mathematics), 45 (2000), 659-669.

[78] P. Ribenboim, Classical Theory of Algebraic Numbers, Springer-Verlag, New

York, 2001.

[79] J. F. Ritt, A factorization theory for functions
∑n

i=1 aie
αix, Transactions of the

American Mathematical Society, 29 (1927), 584–596.

[80] K. Roach, Trigonometric Factorization and Integration, Unpublished ma-

nuscript, Presented at the Maple Retreat, (1992).

[81] W. Rudin, Real and complex analysis, Third edition, McGraw-Hill, 1987.

[82] P. Samuel, Lectures On Unique Factorization Domains, Tata Institute of Fun-

damental Research, Bombay, 1964.

[83] P. Samuel, Unique Factorization, The American Mathematical Monthly, 75

(1968), 945–952.

[84] P. Samuel, About Euclidean Rings, Journal of Algebra, 19 (1971), 282–301.

140



[85] J. Sándor, On new refinements of Kober’s and Jordan’s trigonometric inequa-

lities, Notes on Number Theory and Discrete Mathematics, 19 (2013), 73–83.

[86] T. Shah, E. Ullah, Factorization properties of subrings in trigonometric polyno-

mial rings, Publications de l’Institut Mathématique, Nouvelle série, 86 (2009),
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