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PRORAČUN PODZEMNOG TOKA

METODOM KONAČNIH ZAPREMINA

Rezime

U disertaciji su razmatrane numeričke metode za rešavanje problema podzemnog

strujanja, transporta mase i energije u anizotropnoj i deo po deo neprekidnoj sre-

dini. Ovakvi problemi sreću se u hidrologiji, naftnoj industriji, ekologiji i drugim

oblastima.

Podzemno strujanje u zasićenoj sredini opisano je linearnom parcijalnom dife-

rencijalnom jednačinom, dok je u nezasićenoj sredini opisano Ričardsovom neline-

arnom parcijalnom diferencijalnom jednačinom. Transport mase i energije opisan je

advektivno-difuznim jednačinama.

U tezi je razmatrano nekoliko metoda konačnih zapremina za diskretizaciju difu-

znog i advektivnog terma. Predstavljena je interpolaciona metoda za diskretizaciju

difuzije kroz diskontinualnu sredinu. Ova metoda je primenljiva u vǐse nelinearnih

shema konačnih zapremina.

Prisustvo bunara u podzemnoj sredini može imati veliki uticaj na podzemni tok.

Standardne numeričke metode daju pogrešan proticaj i distribuciju hidrauličkog po-

tencijala u bunaru i okolini. U tezi su predložene dve metode za popravku proticaja

u bunaru od kojih je jedna drugog red tačnosti za hidraulički potencijal i prvog reda

tačnosti za proticaj.

U radu su predstavljene eksplicitna i implicitna vremenska diskretizacija. Ana-

lizirano je očuvanje principa maksimuma i minimuma svih razmatranih shema.

Sve razmatrane sheme testirane su na numeričkim primerima koji potvrduju

izložene teorijske rezultate.

Ključne reči: metoda konačnih zapremina, parcijalne diferencijalne jednačine,

Ričardsova jednačina, transport mase, transport energije, princip minimuma i mak-

simuma, nestrukturna mreža.

Naučna oblast: numerička matematika.
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Uža naučna oblast: numeričke metode rešavanja parcijalnih diferencijalnih

jednačina.
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COMPUTATION OF SUBSURFACE FLOW

USING FINITE VOLUME METHOD

Abstract

The thesis considers numerical methods for the computation of subsurface flow and

transport of mass and energy in an anisotropic piecewise continuous medium. This

kind of problems arises in hidrology, petroleum engineering, ecology and other fields.

Subsurface flow in a saturated medium is described by a linear partial differential

equation, while in an unsaturated medium it is described by the Richards nonlinear

partial differential equation. Transport of mass and energy is described by advection-

diffusion equations.

The thesis considers several finite volume methods for the discretization of dif-

fusive and advective terms. An interpolation method for discretization of diffusion

through discontinuous media is presented. This method is applicable to several

nonlinear finite volume schemes.

The presence of a well in the reservoir determines the subsurface flow to a large

extent. Standard numerical methods produce a completely wrong flux and an inac-

curate hydraulic head distribution in the well viscinity. Two methods for the well

flux correction are introduced in this thesis. One of these methods gives second-order

accuracy for the hydraulic head and first-order accuracy for the flux.

Explicit and implicit time discretizations are presented. Preservation of the

maximum and minimum principles in all considered schemes is analyzed.

All considered schemes are tested using numerical examples that confirm teore-

tical results.

Keywords: finite volume methods, partial differential equations, Richards equa-

tion, mass transport, energy transport, maximum and minimum principle, unstruc-

tured mesh.

Scientific field: numerical mathematics.

Scientific subfield: numerical methods for solving partial differential equations.
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1.1. Značaj podzemnog strujanja fluida

Glava 1

Uvod

1.1 Značaj podzemnog strujanja fluida

Podzemne vode podmiruju najveći deo potreba za pijaćom vodom u Evropi, kao

i petinu svih svetskih potreba za vodom [11]. Pod podzemnim vodama podrazume-

vaju se sve vode ispod površine tla i one predstavljaju 97% ukupne količine sveže

vode (ne računajući trajno zaledene površine) [20]. Potreba za pijaćom vodom raste

sa povećanjem broja stanovnika, sa druge strane promena klime dovodi do pojava

poplava i suša koje utiču na kvalitet pijaće vode. Stoga će u narednom periodu

upravljanje vodnim resursima predstavljati veliki izazov.

Geološka formacija koja sadrži vodu i dozvoljava njeno kretanje naziva se izdan.

Podaci o nivou i kretanju vode kroz izdan dobijaju se putem merenja. Ovi podaci se

sistematizuju u jednu opštu predstavu o podzemnom strujanju koja se naziva model

i koja se može koristiti za predvidanje podzemnog strujanja.

Neke od primena modeliranja podzemnih voda su:

• Planiranje eksploatacije vode. Eksploatacija podzemne vode vrši se bu-

narima i kaptažama. Na osnovu rezultata modeliranja moguće je predvideti

izdašnost bunara, npr. kao što je uradeno u [58].

• Remedijacija tla. Remedijacija predstavlja sanaciju tla posle zagadenja.

Podrazumeva preduzimanje mera za zaustavljanje zagadenja i dovodenja sre-

dine u stanje pogodno za ponovno korǐsćenje. Zagadenje može nastati iz

1



1.1. Značaj podzemnog strujanja fluida

različitih razloga, kao što su ekološke nezgode, kontakt podzemnih voda sa

biološkim, hemijskim ili nuklearnim otpadom, itd. Informacije o širenju i in-

terakciji zagadenja u podzemnoj sredini neophodne u planiranju remedijacije

mogu se dobiti modeliranjem.

• Intruzija slane vode. Crpljenje pijaće vode iz priobalnih izdani dovodi do

pada pritiska u njima, što može dovesti do prodiranja morske vode i zaslanjiva-

nja izdani. Kako bi se ovo izbeglo potrebno je pažljivo isplanirati eksploataciju

priobalnih izdani za šta se koristi modeliranje.

• Korǐsćenje geotermalne energije. Modeliranje se izmedu ostalog koristi

za procenu gubitaka energije pri transportu, kao i za procenu obnavljanja

geotermalnih izvora.

• U rudarstvu. U kopove rudnika dospevaju podzemne vode, pa je neophodno

vršiti odvodnjavanje. Modeliranjem je moguće dobiti informacije o optimal-

nom postavljanju i režimu rada pumpi kako bi nivo podzemne vode bio ispod

odredene kote [68].

• U zaštiti od plavljenja. Snižavanjem nivoa podzemnih voda nekad je

moguće izbeći poplave. Npr. drenaža na prostoru Kovin-Dubovac predstavlja

primer snižavanja nivoa podzemnih voda radi zaštite od poplava. Modelira-

njem se mogu dobiti podaci o tome koliko je potrebno sniziti nivo podzemne

vode da ne bi došlo do poplave.

• U geotehnici. Dugotrajna i intenzivna eksploatacija podzemnih voda može

dovesti do sleganja tla i do pojave klizǐsta. Npr. delovi Meksiko Sitija potonuli

su i do 8.5 m usled prevelike eksploatacije podzemnih voda [33]. Modeliranjem

se može predvideti zavisnost sleganja tla od eksploatacije podzemnih voda.

• U navodnjavanju. Skoro 90% globalne potrošnje vode se koristi za navod-

njavanje [25]. Modeliranje može pomoći da se ova voda efikasnije iskoristi.

Modeliranje podzemnog strujanja se koristi i u eksploataciji nafte i prirodnog

gasa.
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1.2 Modeliranje

Modeli podzemnog strujanja vode se generalno mogu podeliti na fizičke i ap-

straktne. Pod fizičkim modelom se podrazumeva konstrukcija, obično manjih di-

menzija, izradena da imitira realnu podzemnu sredinu u nekom smislu. Pravljenje

fizičkih modela je često skupo i nepraktično, pa se stoga koriste apstraktni modeli.

Proces apstraktnog modeliranja se sastoji od nekoliko koraka. Prvo je potrebno

osmisliti konceptualni model, odnosno opisati relevantne fizičke procese koji se mo-

deliraju. U ovom osmǐsljavanju moraju se zanemariti odredeni fizički procesi koji

značajno komplikuju model a imaju minimalan uticaj na njegovo rešenje. Primera

radi u simulaciji podzemnog strujanja vode najčešće se pretpostavlja da je voda ne-

stǐsljiva, što umnogome pojednostavljuje model. Ovakva pretpostavka je ispravna

jer je stǐsljivost vode vrlo mala (voda u okeanu na dubini od 4 km pri pritisku od

400 atmosfera je kompresovana za manje od 2%).

U sledećem koraku potrebno je matematički opisati konceptualni model. Ovaj

proces se naziva matematičko modeliranje i u njemu se fizički procesi opisuju ma-

tematičkim relacijama. U ovom koraku treba ispitati da li je matematički model

korektno postavljen, odnosno ispitati pod kojim uslovima postoji jedinstveno i sta-

bilno rešenje.

U modeliranju podzemnog strujanja matematički model je često predstavljen

parcijalnim diferencijalnim jednačinama. Tada je rešenje postavljenog matematičkog

modela moguće naći analitički samo u retkim slučajevima ili nakon velikih pojed-

nostavljenja. Stoga se u opštem slučaju pristupa numeričkom rešavanju. Primenom

neke od metoda diskretizacije dolazi se do sistema algebarskih jednačina. Ukoliko

je dobijeni sistem jednačina nelinearan potrebno je izvršiti linearizaciju. Potom se

rešavaju sistemi linearnih jednačina.

Pri numeričkom rešavanju treba odgovoriti na pitanje da li se primenjenom

metodom dobija rešenje koje konvergira ka tačnom rešenju matematičkog modela.

Takode, potrebno je proveriti da li dobijeno numeričko rešenje krši neki od fizičkih

principa koji su od značaja za postavljeni problem. Konkretno, od velike važnosti
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1.3. Struktura i cilj disertacije

je da rešenje zadovoljava princip maksimuma i minimuma u modeliranju zagadenja

kada se modeliraju i hemijske reakcije.

Sledeći korak u modeliranju predstavlja kalibracija modela, koja podrazumeva

usaglašavanje rezultata dobijenih modeliranjem sa stvarno izmerenim vrednostima.

Izvodi se podešavanjem parametara modela, koje je moguće izvršiti rešavanjem in-

verznog problema [51].

Konačno, poslednji korak predstavlja verifikacija rezultata u realnim okolno-

stima.

1.3 Struktura i cilj disertacije

Cilj disertacije je razvijanje numeričkog aparata za simulacije podzemnog stru-

janja, transporta mase i transporta energije.

Disertacija je podeljena u sedam glava, računajući i ovu u kojoj je data motivacija

i predstavljena struktura.

U Glavi 2 su na osnovu osnovnih fizičkih postulata i konstitutivnih relacija iz-

vedene parcijalne diferencijalne jednačine koje opisuju razmatrane probleme. Na

osnovu Darsijevog zakona i zakona o održanju mase dobija se jednačina podze-

mnog strujanja u zasićenom i nezasićenom slučaju. Na sličan način izvedene su i

jednačine transporta mase i transporta energije. U ovom poglavlju je takode posta-

vljen granični problem i razmotreno je pod kojim uslovima je on dobro postavljen.

U Glavi 3 izvedene su metode za diskretizaciju difuznog terma na primeru sta-

cionarne jednačine podzemnog strujanja. Na isti način se izvodi diskretizacija difu-

znog terma i u jednačinama transporta mase i energije. Predstavljene su linearne

i nelinerane metode konačnih zapremina i analizirana su njihova svojstva. Koordi-

natna transformacija iskorǐsćena je za uklanjanje diskontinuiteta u domenu. Posebna

pažnja posvećena je problemima koji nastaju u slučaju prisustva bunara u modelu.

Izložene su dve sheme za diskretizaciju u okolini bunara. U ovoj glavi su takode

predstavljeni načini za usrednjavanje relativne propusnosti u slučaju nezasićenog

strujanja.
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1.3. Struktura i cilj disertacije

Diskretizacija advektivnog terma izvedena je u Glavi 4. Uzvodna aproksimacija

zadovoljava princip maksimuma i minimuma ali je prvog reda tačnosti. Linearnom

popravkom uzvodne sheme dobija se drugi red tačnosti ali se pojavljuju oscilacije

u regionima gde se gradijent brzo menja. Uvodenjem limitera dobijamo nelinearnu

popravku uzvodne sheme koja zadovoljava princip makismuma i minimuma. Ovako

dobijena shema je drugog reda tačnosti osim u oblastima gde se gradijent brzo menja

gde je tačnost prvog reda.

Glava 5 bavi se metodama za rešavanje sistema nelinearnih jednačina. Sistem

algebarskih jednačina koji se dobija diskretizacijom razmatranog sistema parcijalnih

diferencijalnih jednačina može biti nelinearan iz vǐse razloga. Prvo, u nezasićenom

slučaju zasićenost i tenzor filtracije zavise od pritiska na nelinearan način. Drugo,

advektivni term u jednačinama transporta je nelinearan. Treće, čak i kada su parci-

jalne diferencijalne jednačine od kojih se polazi linearne, nelinearne metode diskre-

tizacije predstavljene u disertaciji daće sistem nelinearnih algebarskih jednačina.

Vremenska diskretizacija predstavljena je u Glavi 6. Najjednostavnije je vre-

mensku diskretizaciju izvesti eksplicitnom shemom, medutim u ovakav pristup je

u praksi često neprimenljiv zbog toga što zahteva veoma kratak vremenski korak.

Stoga se pristupa implicitnoj diskretizaciji.

Na kraju, u Glavi 7 su dati numerički primeri koji potvrduju razmatranja iz

prethodnih glava.

Sve predstavljene metode implementirane su u projektu otvorenog koda

W.O.D.A. [67] koji služi za simulaciju podzemnog strujanja uz transport mase i

energije.
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2.1. Osnovni geološki pojmovi

Glava 2

Teorijske osnove

2.1 Osnovni geološki pojmovi

U modeliranju podzemnog strujanja podzemna sredina se šematizuje pod pret-

postavkom da je moguće identifikovati njenu slojevitu strukturu. Sloj predstavlja

deo podzemne sredine sastavljen od manje ili vǐse istovetnog materijala. To može

biti na primer pesak, šljunak, glina, prašina, itd. Šupljine u sloju ispunjene su ne-

kim fluidima (najčešće voda, nafta ili gas). Nije neophodno da se sloj podudara sa

geološkim slojevima u podzemnoj sredini.

Sloj je porozna sredina, odnosno sastoji se od pora i čvrste materije, tj. pro-

pusnog i nepropusnog dela. Kretanje fluida u poroznoj sredini može se modelirati

Navije-Stoksovim jednačinama pri čemu je domen sastavljen od pora. Ovakav pri-

stup nazivamo mikroskopskim modelom i on je praktično neupotrebljiv u modeli-

ranju podzemnog strujanja, jer je geometrija porozne sredine retko kada poznata.

Takode, mikroskopski pristup je neprimenljiv jer dimenzije pora mogu biti reda

veličine nekoliko mikrometara, dok je dimenzija modela najčešće od nekoliko me-

tara do vǐse kilometara, te bi stoga rešavanje ovakvog problema daleko premašilo

mogućnosti postojećih računara.

Alternativa mikroskopskom modelu je makroskopski model, gde poroznu sredinu

shvatamo kao kontinuum u kome se svaki proizvoljno mali deo sastoji i od čvrste

materije i od pora. U tom smislu definǐsemo i poroznost (ε) kao deo jedinične
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2.2. Darsijev zakon u zasićenoj sredini

zapremine koji sadrži pore. Poroznost u podzemnoj sredini varira od 0 do 1 i može

biti nula kod granitnih stena, dok kod treseta i nekih tipova zemljǐsta može biti čak

i 0.9 [50].

Kada su pore ispunjene jednim fluidom (npr. voda) ili sa vǐse uzajamno mešljivih

fluida (npr. slana i slatka voda) onda strujanje nazivamo jednofaznim, dok u slučaju

vǐse nemešljivih fluida (npr. voda, nafta i gas) tok nazivamo vǐsefaznim. Svi gasovi

u modelu uvek predstavljaju jednu fazu, jer su svi gasovi medusobno mešljivi.

Zasićenost faze predstavlja količnik zapremine pornog prostora ispunjenog tom

fazom i celokupne zapremine pornog prostora. U tom smislu za poroznu sredinu

kažemo da je zasićena jednom fazom ako su sve pore ispunjene samo tom fazom.

2.2 Darsijev zakon u zasićenoj sredini

Darsijev zakon je konstitutivna relacija1 koja opisuje tok fluida kroz poroznu

sredinu na makroskopskom nivou.

Posmatrajmo kružni cilindar poprečnog preseka A i dužine l, ispunjen poroznim

materijalom. Darsijev zakon kaže da je proticaj Q kroz cilindar proporcionalan

razlici hidrauličkih potencijala na ulazu hu i na izlazu hi, kao i površini poprečnog

preseka, a obrnuto proporcionalan rastojanju l (slika 2.1):

Q = −AKhi − hu
l

. (2.1)

Koeficijent proporcionalnosti K se naziva koeficijentom filtracije i predstavlja in-

A

hu hil

u

Slika 2.1: Darsijev zakon.

1Konstitutivne relacije opisuju odnos dve fizičke veličine. Konstitutivne relacije su aproksima-

tivne, za razliku od zakona održanja.
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2.2. Darsijev zakon u zasićenoj sredini

verznu vrednost otpora na koji fluid nailazi prilikom prolaska kroz poroznu sredinu.

Ovaj otpor je posledica viskoznih sila. U principu, u granularnoj sredini koeficijent

filtracije raste sa veličinom čestica. Primera radi, koeficijent filtracije ima veće vred-

nosti za pesak i sljunak nego za glinu, jer ovi prvi pružaju manji otpor kretanju

fluida.

Proticaj po jedinici površine u = Q/A naziva se Darsijeva brzina i ova brzina je

manja od stvarne brzine kojom se fluid kreće kroz pore.

Relacija izmedu hidrauličkog potencijala i pritiska je

h = z + p− pa

ρg
, (2.2)

gde je z visina u odnosu na proizvoljnu ali fiksiranu kotu (npr. nadmorska visina),

p je pritisak u fluidu, pa je referentni atmosferski pritisak, ρ je gustina fluida i g je

intenzitet gravitacionog ubrzanja.

U graničnom slučaju kada l→ 0 dobijamo diferencijalni oblik Darsijevog zakona

u = −K dh
dx, (2.3)

odnosno u n-dimenzionalnom slučaju

u = −K∇h, (2.4)

pri čemu je K = K(x) tenzor dimenzije n × n, vektor u je Darsijeva brzina, dok je

∇h gradijent hidrauličkog potencijala

∇h =
[
∂h

∂x1

∂h

∂x2
. . .

∂h

∂xn

]T

. (2.5)

Darsijev zakon je formulisan sredinom XIX veka na osnovu rezultata eksperime-

nata. Moguće ga je izvesti i iz stacionarne Navije-Stoksove jednačine za nestǐsljive

Njutnovske fluide konstantne gustine i viskoznosti

ρu · ∇u = −∇p+ µ∇2u + ρg, (2.6)

gde je µ dinamička viskoznost fluida i g vektor gravitacionog ubrzanja (npr. u

trodimenzionalnom slučaju g = (0, 0,−g)). Brzine podzemnog strujanja su obično
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2.2. Darsijev zakon u zasićenoj sredini

male (do nekoliko metara na dan), pa je inercioni term (term na levoj strani) moguće

zanemariti jer je kvadratan. Tok se u tom slučaju svodi na Stoksovo strujanje

−∇p+ µ∇2u + ρg = 0. (2.7)

U izvodenju Darsijevog zakona neophodna je pretpostavka da je viskozni otpor pro-

porcionalan brzini [38]

µ∇2u = −µk−1u (2.8)

pri čemu se tenzor k naziva koeficijent propusnosti. Pregled izvodenja ove pretpo-

stavke je moguće pronaći u [6, 8]. Zamenom (2.8) u (2.7) dobija se Darsijev zakon

formulisan preko pritiska

u = −k
µ

(∇p− ρg). (2.9)

Ako pretpostavimo da je gustina konstantna onda iz definicije hidrauličkog poten-

cijala (2.2) sledi

∇p− ρg = ρg∇h, (2.10)

pa je

u = −kρg
µ
∇h. (2.11)

Ako definǐsemo tenzor filtracije K kao

K = kρg

µ
, (2.12)

dolazi se do Darsijevog zakona u obliku (2.4). Primetimo da smo u izvodenju Darsije-

vog zakona formulisanog preko hidrauličkog potencijala morali da pretpostavimo da

je gustina konstantna. Kada gustina nije konstantna neophodno je koristiti Darsijev

zakon formulisan preko pritiska (2.9).

Koeficijent propusnosti k je isključivo karakteristika poroznog materijala. Odre-

duje se laboratorijskim eksperimentima ili na osnovu empirijski izvedenih formula

[50]. Koeficijent propusnosti sloja zavisi pre svega od veličine pora. Na primer glina,

iako ima veliku poroznost (0.5), je vǐse od 10000 puta slabije propusna od peska koji

ima manju poroznost (0.3), jer su pore u glini mnogo manje nego u pesku.

Na osnovu jednačine (2.12) vidi se da tenzor filtracije K zavisi od karakteristika

poroznog materijala ali i od karakteristika fluida, preko gustine fluida ρ i dinamičke

viskoznosti µ.
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2.3. Teorema o divergenciji

Pretpostavlja se da se tenzor filtracije može neprekidno menjati unutar sloja, a

izmedu dva sloja može biti prekidan. Prema tome, sloj možemo formalno definisati

kao zonu u kojoj je tenzor filtracije neprekidan.

Tenzor filtracije K je simetričan na osnovu Onsagerove recipročne relacije [6].

Ovaj tenzor je pozitivno definitan, što garantuje da su svi elementi vektora K∇h

pozitivni ako su pozitivni svi elementi vektora ∇h. Ako ovo ne bi važilo onda bi se

fluid kretao od nižeg hidrauličkog potencijala ka vǐsem, što je fizički nemoguće.

Poroznu sredinu nazivamo izotropnom ukoliko tenzor filtracije ne zavisi od prav-

ca. Tada je K = KI, pri čemu je K skalarna veličina (slika 2.2 levo), a I jedinična

matrica. U suprotnom poroznu sredinu nazivamo anizotropnom (slika 2.2 desno).

U primeru na slici 2.2 desno porozna sredina pruža veći otpor kretanju fluida duž

vertikalne ose nego duž horizontalne ose, zato što fluid u prvom slučaju mora da

prede duži put da bi prešao isto rastojanje.

Slika 2.2: Ilustracija porozne sredine na mikroskopskom nivou u izotropnom (levo)

i anizotropnom (desno) slučaju

Sopstveni vektori tenzora K predstavljaju ose anizotropije, tj. pravce duž kojih

je tok paralelelan gradijentu hidrauličkog potencijala. Sopstvene vrednosti predsta-

vljaju koeficijente filtracije duž osa anizotropije.

2.3 Teorema o divergenciji

Za izvodenje jednačine podzemnog toka se koristi Teorema o divergenciji, po-

znata i kao teorema Gausa-Ostrogradskog.

U Dekartovim koordinatama divergencija funkcije F = (F1, . . . , Fn), Fi : Rn → R
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2.4. Održanje mase

može se predstaviti kao

∇ · F = ∂F1

∂x1
+ ∂F2

∂x2
+ . . .+ ∂Fn

∂xn
. (2.13)

Ukoliko F predstavlja vektorsko polje brzine fluida, divergencija brzine fluida se

može posmatrati kao mera širenja fluida.

Teorema 1. Neka je Ω kompaktan podskup od Rn, čija je granica ∂Ω deo po deo

glatka. Za neprekidno diferencijalno vektorsko polje F definisano u okolini skupa Ω

važi ∫
Ω
∇ · FdΩ =

∮
∂Ω

F · ndS. (2.14)

Dokaz teoreme prvi je predstavio Ostrogradski 1826. godine i danas je uobičajeno

uključen u standardne udžbenike matematičke analize.

Teorema o divergenciji predstavlja specijalan slučaj Stoksove teoreme, pri čemu

je u dve dimenzije nazivamo Grinova teorema, a u jednoj dimenziji fundamentalna

teorema integralnog računa (Njutn-Lajbnicova formula). Vǐse o teoremi moguće je

pronaći u [41].

2.4 Održanje mase

Jedan od osnovnih fizičkih postulata je zakon održanja mase. Ovaj zakon je u

ovom poglavlju formulisan za fluid u poroznoj sredini.

Posmatrajmo tok fluida kroz porozni domen ω ⊂ R3. Neka mout označava razliku

mase koja je istekla i mase koja je utekla u domen kroz njegovu granicu ∂ω tokom

vremena [t0, t1]. Neka je mgen razlika mase koja je generisana (izvor) i mase koja je

unǐstena (ponor) unutar domena. Prema zakonu održanja mase, ukupna masa fluida

u domenu u trenutku t1 mora biti jednaka masi fluida u trenutku t0 umanjenoj za

mout i uvećanoj za mgen:

m(t1) = m(t0)−mout +mgen. (2.15)

Masa fluida se izražava kao proizvod zapremine i gustine. Stoga je ukupna masa

fluida prisutnog u domenu

m(t) =
∫
ω
θρdω, (2.16)
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2.4. Održanje mase

gde je θ količina fluida, odnosno količnik zapremine fluida u domenu i zapremine

domena.

Neka je sa n označena spoljašnja jedinična normala na granicu ∂ω. Zapremina

fluida koji istekne iz domena kroz površinu malog dela granice δS tokom vremenskog

intervala [t0, t1] je

V = (t1 − t0)u · nδS. (2.17)

Prema tome masa fluida koji istekne kroz δS tokom vremenskog intervala [t0, t1] je

mδS = (t1 − t0)ρu · nδS. (2.18)

Prelaskom na integral dobija se ukupna razlika mase fluida koja je istekla iz domena

i mase fluida koja je utekla u domen

mout = (t1 − t0)
∮
∂ω
ρu · ndS. (2.19)

Primetimo da je mout negativnog znaka ako je masa fluida koji izade iz domena

manja od mase fluida koji ude u domen. Primenom Teoreme o divergenciji (2.14)

na poslednju jednačinu dolazimo do

mout = (t1 − t0)
∫
ω
∇ · (ρu)dω. (2.20)

Razlika mase generisane i unǐstene u domenu tokom vremena (t1 − t0) je

mgen = (t1 − t0)
∫
ω
ρqdω, (2.21)

gde je q = q(x, t) razlika intenziteta izvora i ponora mase u svakoj tački.

Zamenom (2.16), (2.20) i (2.21) u jednačini (2.15) i deljenjem cele jednačine sa

zapreminom domena ω i sa (t1 − t0) dobija se
1
|ω|

∫
ω

θ(t1)ρ(t1)− θ(t0)ρ(t0)
t1 − t0

dω + 1
|ω|

∫
ω
∇ · (ρu)dω = 1

|ω|

∫
ω
ρqdω. (2.22)

Prelaskom na graničnu vrednost kada |ω| → 0 i (t1 − t0) → 0 dobija se parcijalna

diferencijalna jednačina koja izražava održanje mase u poroznoj sredini
∂(θρ)
∂t

+∇ · (ρu) = ρq. (2.23)

Primenom Busineskove aproksimacije2 jednačina (2.23) postaje
∂θ

∂t
+∇ · u = q. (2.24)

2Varijaciju gustine je moguće zanemariti svuda osim tamo gde ona množi gravitaciono ubrzianje

g. Ovakva aproksimacija je validna ukoliko su varijacije gustine male.
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2.5. Jednačina podzemnog strujanja u zasićenoj sredini

2.5 Jednačina podzemnog strujanja

u zasićenoj sredini

U zasićenoj sredini pretpostavlja se jednofazni tok. Pretpostavimo da je pro-

pusni deo porozne sredine ispunjen samo jednim fluidom, odnosno da važi ε = θ.

Vremenski izvod je moguće napisati na sledeći način

∂θ

∂t
= ∂ε

∂t
= ∂ε

∂h

∂h

∂t
= Ss

∂h

∂t
, (2.25)

gde je Ss = ∂ε/∂h koeficijent koji se u hidrologiji naziva specifična izdašnost izdani

pod pritiskom.

Zamenom Darsijevog zakona (2.4) u jednačini održanja (2.24) i na osnovu pret-

hodne relacije se dobija evolutivna3 jednačina podzemnog strujanja

Ss
∂h

∂t
−∇ · (K∇h) = q, (2.26)

pri čemu je q = q(x, t). Stacionarna jednačina podzemnog strujanja

−∇ · (K∇h) = q, (2.27)

sledi iz evolutivne (2.26) kada se hidraulički potencijal h ne menja sa vremenom.

Kada gustina nije konstantna ne važi jednačina (2.4), te je stoga neophodno

koristiti Darsijev zakon u obliku (2.9). Evolutivna jednačina podzemnog strujanja

u obliku zadatom preko pritiska glasi

∂θ

∂t
−∇ ·

(
k

µ
(∇p− ρg)

)
= q. (2.28)

Stacionarna jednačina podzemnog strujanja u obliku zadatom preko pritiska je data

kao

−∇ ·
(
k

µ
(∇p− ρg)

)
= q, (2.29)

3Vremenski promenljiva jednačina se u literaturi naziva i prelazna ili nestacionarna. U engle-

skom jeziku uobičajeni termin je transient equation.
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2.6. Kapilarne sile

2.6 Kapilarne sile

Kapilarne sile se javljaju pri dodiru čvrstih tela i tečnosti kao posledica površin-

skog napona. Nastaju usled dejstva sila kohezije i adhezije na molekule tečnosti.

Adhezione sile deluju izmedu tečnosti i čvrstog tela, dok kohezione sile deluju izmedu

molekula tečnosti. Kohezione sile su usmerene ka unutrašnjosti tečnosti, dok su

adhezione sile usmerene ka čvrstoj sredini. Slobodna površina tečnosti se uvek

postavlja normalno na rezultantu svih sila koje deluju na molekule tečnosti (adhezija,

kohezija i gravitacija). Ugao ϕ koji površina tečnosti gradi sa čvrstim telom se naziva

uglom kvašenja (slika 2.3). Kada je ovaj ugao oštar tečnost se penje uz zid čvrste

sredine, a kada je tup onda dolazi do kapilarne depresije.

a
a

w
w

Slika 2.3: Kapilarne sile.

Kapilarni pritisak pc se može izraziti formulom

pc = 2σ cosϕ
r

, (2.30)

gde je σ je površinski napon koji ne zavisi od veličine pore, ϕ je specifični kontaktni

ugao koji slobodna površina zaklapa sa čvrstim telom, a r je poluprečnik pore. Iz

ove formule se vidi da za oštar ugao ϕ kapilarni pritisak neograničeno raste kako se

smanjuje poluprečnik pore.

Najčešći slučaj u modeliranju podzemnog strujanja vode je da su prisutne dve

faze: voda i vazduh. Kapilarni pritisak pc tada predstavlja razliku pritiska u vazduhu

pa i pritiska u vodi pw:

pc = pa − pw. (2.31)
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2.7. Jednačina podzemnog strujanja u nezasićenoj sredini

Kada je u modelu prisutno vǐse od dve faze onda izmedu svake dve faze postoji

kapilarni pritisak.

2.7 Jednačina podzemnog strujanja

u nezasićenoj sredini

U slučaju vǐsefaznog toka u porama je prisutno vǐse nemešljivih fluida. Označimo

sa sβ zasićenost porozne sredine fluidom β, pri čemu se sβ definǐse kao količnik

zapremine tog fluida i zapremine koju zauzimaju svi fluidi zajedno (slika 2.4). Prema

tome deo jedinične zapremine koji zauzima fluid β je

θβ = sβε, (2.32)

gde je ε poroznost, a θβ količina fluida β u jediničnoj zapremini. U zasićenoj sredini

za jedini fluid koji je prisutan važi da je s = 1, dok u nezasićenoj sredini za zasićenost

svakog fluida važi da je 0 < sβ < 1, pri čemu je

∑
β

sβ = 1,
∑
β

θβ = ε. (2.33)

2

2

Slika 2.4: Podela jedinične zapremine na nepropusnu sredinu (gore), fluid 1 (dole

levo) i fluid 2 (dole desno)

Tenzor filtracije zavisi od zasićenosti sredine i manji je u nezasićenoj sredini.

Darsijev zakon se može formulisati u obliku

u = −krK∇h, (2.34)
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gde je K tenzor filtracije u zasićenom slučaju, a kr = kr(ψ) je relativna propusnost.

Pri tome je ψ veličina koja se naziva visina pritiska4. Ona se preko hidrauličkog

potencijala definǐse kao

ψ = h− z. (2.35)

Kada gustina nije konstantna Darsijev zakon se može formulisati u obliku

u = −kr
k

µ
(∇p− ρg). (2.36)

U zasićenom slučaju relativna propusnost kr jednaka je 1, pa se jednačina (2.34)

svodi na (2.4). Predstavljanje tenzora filtracije kao proizvoda skalarne funkcije kr

i konstantnog tenzora K je opravdano u izotropnom slučaju, ali u anizotropnom

slučaju postoje dokazi da ovakav pristup nije adekvatan [7]. Medutim, ovakav pri-

stup je uobičajen, dok su alternativni pristupi još u povoju.

Zamenom (2.34) u jednačini održanja (2.24) za svaku fazu β se dobija jednačina

∂θβ
∂t
−∇ · (kβ,rKβ∇hβ) = qβ. (2.37)

Veza izmedju različitih faza se ostvaruje preko kapilarnog pritiska, tj. preko

jednačine (2.31) u slučaju kada su u modelu prisutne dve faze (voda i vazduh).

Uobičajeni pristup proračunu podzemnog strujanja vode pretpostavlja da je pri-

tisak vazduha konstantan i jednak atmosferskom pritisku. Na taj način eliminǐse se

jednačina koja opisuje strujanje vazduha i rešava se samo jednačina

∂θ

∂t
−∇ · (krK∇h) = q. (2.38)

Ovu jednačinu nazivamo Ričardsova jednačina u mešovitoj formi.

Vremenski izvod je moguće napisati preko hidrauličkog potencijala na sledeći

način
∂θ

∂t
= ∂θ

∂h

∂h

∂t
= C(h)∂h

∂t
, (2.39)

gde je C(h) = ∂θ/∂h specifični kapacitet vlage koji se odreduje iz jednačina (2.32),

(2.44) i jedne od jednačina (2.46) ili (2.48). Zamenom u (2.38) dobijamo Ričardsovu

jednačinu izraženu isključivo preko hidrauličkog potencijala

C(h)∂h
∂t
−∇ · (krK∇h) = q. (2.40)

4U engleskoj literaturi naziv je pressure head
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2.7. Jednačina podzemnog strujanja u nezasićenoj sredini

Ova jednačina predstavlja alternativu Ričardsovoj jednačini u mešovitoj formi

(2.38).

Stacionarna Ričardsova jednačina se dobija kada ne postoji promena hidrauličkog

potencijala u vremenu

−∇ · (krK∇h) = q. (2.41)

Jedan od nedostataka Ričardsove jednačine je što ovako nije moguće modelirati

džepove gasa ili vode (slika 2.5).

Slika 2.5: Džepove vazduha (levo) i vode (sredina) nije moguće modelirati

Ričardsovom jednačinom, jer se zasićenost vodom izračunava iz pritiska, odnosno

uvek se modelira situacija prikazana sa desne strane.

Kada gustina nije konstantna onda se rešava Ričardsova jednačina oblika

∂θ

∂t
= ∇ ·

(
kr
k

µ
(∇p− ρg)

)
+ q. (2.42)

U daljem tekstu se pod nezasićenim tokom podrazumeva tok vode i vazduha, pri

čemu se sa s obeležava zasićenost vodom.

2.7.1 Odredivanje relativne propusnosti

Visina pritiska (2.35) igra veliku ulogu u odredivanju relativne propusnosti.

Možemo je izraziti i preko pritiska

ψ = p− pa

ρg
. (2.43)

Za odredivanje relativne propusnosti potrebna je efektivna zasićenost se, koju je

moguće predstaviti preko zasićenosti formulom

se = s− sr

ss − sr
, (2.44)
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2.7. Jednačina podzemnog strujanja u nezasićenoj sredini

pri čemu su parametri sr i ss respektivno rezidualna zasićenost (koja odgovara bes-

konačnom pornom pritisku) i maksimalna moguća zasićenost (praktično uvek 1).

Postoji vǐse različitih načina za odredivanje relativne propusnosti kr u jednačini

(2.37). Neki od najkorǐsćenijih su

• Model Mualema i van Genuhtena [52, 62]. Relativna propusnost se dobija

formulom

kr = √se
[
1−

(
1− s1/m

e

)m]2
, (2.45)

pri čemu je efektivnu zasićenost se moguće odrediti preko visine pritiska

se =


(

1
1 + |aψ|n

)m
ako je ψ < 0,

1 ako je ψ ≥ 0,
(2.46)

gde su a i n parametri modela, dok je m = 1 − 1/n. Parametar a je u vezi

sa inverzom prečnika pora, dok je n indeks distribucije veličina pora. Na slici

2.6 prikazani su primeri grafika efektivne zasićenosti i relativne propusnosti u

zavisnosti od visine pritiska ψ.

U [65] je predstavljen algoritam za efikasnu evaluaciju relativne propusnosti u

Mualem–van Genuhtenovom modelu na osnovu visine pritiska.
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Slika 2.6: Efektivna zasićenost se (levo) i relativna propusnost kr (desno) u zavisnosti

od visine pritiska, za parametre a = 1 i n = 2

• Model Bruksa i Koreja [12]. Relativna propusnost se dobija formulom

kr = s
2+3λ
λe (2.47)
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2.8. Početni i granični uslovi

pri čemu se efektivna zasićenost računa kao

se =


(
ψb

ψ

)λ
ako je ψ < ψb,

1 ako je ψ ≥ ψb,

(2.48)

gde su ψb i λ parametri modela.

• Gardner-ov model [35]. Relativna propusnost se dobija formulom

kr = e−Aψ (2.49)

gde je A parametar modela koji zavisi od distribucije veličine pora.

2.8 Početni i granični uslovi

Da bi rešenje jednačine (2.38) bilo jedinstveno moramo zadati početne i granične

uslove. Oni se zadaju na osnovu podataka utvrdenih eksperimentalno (terenskim

merenjima) ili na osnovu inženjerskih pretpostavki.

Početni uslov se zadaje formulom

h|t=0 = h0 na Ω. (2.50)

Razmatramo tri tipa graničnih uslova: Dirihleov, Nojmanov i Robinov. Nojma-

novim graničnim uslovom modelira se deo granice kroz koji je poznat proticaj

u · n = gN na ΓN ⊆ ∂Ω, (2.51)

pri čemu je n spoljašnja jedinična normala na ΓN. Izmedju ostalog, Nojmanovim

graničnim uslovom modeliraju se padavine (gN < 0), isparavanje (gN > 0), deo

granice gde nema toka (gN = 0), kao i bunari ako je poznata njihova izdašnost.

Dirihleovim graničnim uslovom modelira se deo granice gde je poznata vrednost

hidrauličkog potencijala

h = gD na ΓD ⊆ ∂Ω. (2.52)

Dirihleovim graničnim uslovom modeliraju se bunari kada je poznat hidraulički po-

tencijal u njima, kao i granice koje predstavljaju vodene tokove (kanali, reke, jezera,

itd.).
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2.9. Postavka graničnog problema

Polupropusne granice se modeliraju Robinovim graničnim uslovom

u · n = Ψ(h− gR) na ΓR ⊆ ∂Ω, (2.53)

pri čemu je koeficijent transfera zadat formulom Ψ = Kk/d, gde je Kk koeficijent

filtracije kolmiranog polupropusnog sloja i d njegova debljina. Robinov granični

uslov daje relaciju izmedu normalne brzine i hidrauličkog potencijala i moguće ga je

zapisati i kao linearnu kombinaciju Dirihleovog i Nojmanovog graničnog uslova

h− 1
Ψu · n = gR na ΓR ⊆ ∂Ω. (2.54)

Primer polupropusne granice predstavlja kolmirano rečno dno. Kolmiranje pred-

stavlja delimično zapušavanje rečnog dna usled različitih mehaničkih, hemijskih i

bioloških procesa.

U evolutivnom slučaju granični uslovi moraju biti zadati tako da važi ΓD∪ΓR =

ΓD ∪ ΓR, ΓD ∪ ΓN ∪ ΓR = ∂Ω i da su ΓD, ΓN i ΓR medusobno disjunktni skupovi. U

stacionarnom slučaju potrebno je da važi još i ΓD ∪ ΓR 6= ∅

2.9 Postavka graničnog problema

Stacionarno podzemno strujanje unutar otvorenog domena Ω opisano je jednači-

nom (2.27) u zasićenoj sredini, odnosno jednačinom (2.41) u nezasićenoj sredini.

Evolutivno podzemno strujanje u oblasti Ω× (0,T] opisano je jednačinom (2.26) u

zasićenom slučaju, odnosno jednačinom (2.38) u nezasićenom slučaju. U svakoj tački

na granici domena ∂Ω važi jedan od uslova (2.51), (2.52) ili (2.53). U evolutivnom

slučaju za t = 0 važi početni uslov (2.50).

Matematički problem je dobro postavljen u smislu Hadamarda [55] ako:

• rešenje postoji (egzistencija),

• rešenje je jedinstveno (jedinstvenost),

• rešenje neprekidno zavisi od ulaznih podataka (stabilnost).
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2.10. Transport mase

Uslov stabilnosti znači da dovoljno male promene u graničnim ili početnim uslovima

dovode do proizvoljno malih promena u rešenju.

Stacionarna jednačina podzemnog strujanja (2.27) u zasićenoj sredini je eliptička

parcijalna diferencijalna jednačina jer je K pozitivno definitna matrica. Dokazi

egzistencije, jedinstvenosti i stabilnosti eliptičkih graničnih problema prikazani su u

[40].

Evolutivna jednačina podzemnog strujanja (2.26) u zasićenoj sredini je para-

bolička parcijalna diferencijalna jednačina. Dokaz egzistencije rešenja paraboličkog

graničnog problema prikazan je u [40, 44], dok je dokaze jedinstvenosti i stabilnosti

moguće naći u [39].

Pregled dokaza postojanja jedinstvenog stabilnog rešenja Ričardsove jednačine

(2.38) moguće je pronaći u [31].

2.10 Transport mase

Pod transportom mase u podzemnoj sredini podrazumeva se prenos izvesne ras-

tvorene materije kroz podzemnu vodu. Količina materije u vodi opisana je njenom

koncentracijom C u svakoj tački domena. Koncentracija je masa posmatrane ma-

terije po jediničnoj zapremini vode. Transport mase je od značaja u modeliranju

širenja zagadenja u podzemnim vodama, modeliranju intruzije slane vode u prio-

balne izdani itd.

Transport mase se odvija putem molekularne advekcije, difuzije i disperzije.

Advekcija predstavlja prenos mase osnovnim tokom, koji se dobija iz jednačine

podzemnog strujanja. Molekularna difuzija nastaje usled haotičnog kretanja po-

jedinačnih molekula. Do ovog kretanja rastvorene materije dolazi čak i kada je Dar-

sijeva brzina nula. Predstavivši podzemnu sredinu kontinuumom zanemarili smo

kretanje vode na sitnijim skalama uključujući i pornu skalu. Ovo kretanje izaziva

dodatno mešanje vode, npr. zbog toga što voda prolazi različitim brzinama kroz

pore u različitim pravcima. Ovo dodatno mešanje vode nazivamo disperzija. U

podzemnom strujanju vode disperzija je obično mnogo intenzivnija od difuzije.
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2.10. Transport mase

Jednačina održanja mase (2.15) važi i za rastvorenu materiju. Pri tome je masa

rastvorene materije jednaka proizvodu zapremine vode i koncentracije materije, od-

nosno ukupna masa rastvorene materije je

m(t) =
∫
ω
θCdω. (2.55)

Razlika mase materije koja napušta domen ω i mase materije koja ulazi u domen

tokom vremenskog intervala [t0, t1] je

mout = (t1 − t0)
∫
ω
∇ · vCdω, (2.56)

pri čemu je intenzitet brzine vC jednak proticaju materije kroz jediničnu površ

normalnu na pravac toka materije. Analogno postupku opisanom u Poglavlju 2.4

dolazimo do jednačine održanja mase rastvorene materije

∂(θC)
∂t

+∇ · vC = qC , (2.57)

gde qC = qC(x, t) predstavlja izvore i ponore materije.

Brzinu vC možemo prikazati kao zbir advektivne brzine i brzine usled difuzije i

disperzije

vC = vadv
C + vdiff

C , (2.58)

pri čemu je advektivna brzina data formulom

vadv
C = uC, (2.59)

dok se brzina usled difuzije i disperzije aproksimira Fikovim zakonom

vdiff
C = −D∇C. (2.60)

Pozitivno definitan simetričan tenzor D predstavlja združeni efekat molekularne di-

fuzije i disperzije i može se zapisati kao

D = Ddiff + Ddis, (2.61)

gde je

Ddiff = θDdI, (2.62)
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2.10. Transport mase

pri čemu je Dd difuzivnost materije u fluidu, a I jedinična matrica. Difuzivnost

materije u fluidu Dd je skalarna veličina koju je moguće pronaći u literaturi (npr.

[17]) za različite vrste fluida i rastvorene materije. Uobičajeno je da se tenzor di-

sperzivnosti računa pomoću relacije (videti [6, 8])

Ddis = αT‖u‖I + (αL − αT)uuT/‖u‖ (2.63)

gde su αL i αT respektivno longitudalna i transferzalna disperzivnost, u je brzina

toka, dok je ‖u‖ intenzitet brzine toka. U inženjerskoj praksi se obično uzima

da je longitudalna disperzivnost 1/10 skale posmatranja (veličine domena), dok je

transferzalna disperzivnost 1/10 longitudalne [8], mada greška uvedena na ovaj način

može biti i vǐse redova veličine [60].

Zamenom jednačina (2.62) i (2.63) u jednačini (2.61) dobijamo izraz

D = (θDd + αT‖u‖) I + (αL − αT)uuT

‖u‖
, (2.64)

pomoću kog se računa tenzor D.

Zamenom (2.58), (2.59) i (2.60) u jednačini održanja mase (2.57) dobijamo rela-

ciju
∂(θC)
∂t

+∇ · (uC)−∇ · (D∇C) = qC , (2.65)

koju nazivamo advektivno difuzna jednačina5 ili jednačina advekcije i difuzije.

Sabirak∇·(uC) se naziva advektivni term, dok se term∇·(D∇C) najčešće naziva

difuzni term iako se pomoću njega modeliraju i difuzija i disperzija. Primetimo da

se pored združenog efekta difuzije i disperzije istom formom modelira i prostiranje

hidrauličkog potencijala u jednačini podzemnog strujanja, iako su ovo različite fizičke

pojave.

Kao i u slučaju jednačine podzemnog strujanja, potrebno je zadati početne i

granične uslove da bi rešenje bilo jedinstveno odredeno. Početni uslov zadaje se kao

C|t=0 = C0 na Ω. (2.66)

Obično se koriste granični uslovi zadati na sledeći način:
5Ponegde u literaturi naziva se i konvektivno difuzna jednačina. Advekcija predstavlja trans-

port mase samo tokom fluida, dok konvekcija predstavlja združeni efekat advektivnog i difuznog

transporta
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2.10. Transport mase

• Dirihleov granični uslov

C = gCD na ΓCD ⊆ ∂Ω, (2.67)

• Nojmanov granični uslov

(−D∇C) · n = gCN na ΓCN ⊆ ∂Ω, (2.68)

• Robinov granični uslov

(−D∇C) · n = ΨC(C − gCR) na ΓCR ⊆ ∂Ω, (2.69)

gde je n spoljašnja jedinična normala na granicu domena, a ΨC koeficijent transfera

za koncentraciju po analogiji sa Robinovim uslovom (2.53) za jednačinu podzemnog

strujanja.

Granični uslovi u evolutivnom slučaju moraju biti zadati tako da važi ΓCD∪ΓCR =

ΓCD ∪ ΓCR, ΓCD ∪ ΓCN ∪ ΓCR = ∂Ω i da su ΓCD, ΓCN i ΓCR uzajamno disjunktni skupovi. U

stacionarnom slučaju neophodno je da važi i ΓCD ∪ ΓCR 6= ∅.

Prisustvo rastvorene materije može promeniti gustinu vode, tada je neophodno

Darsijevu brzinu predstaviti preko pritiska. Promena u gustini utiče na jednačinu

strujanja preko terma ρg. Stoga su jednačine podzemnog strujanja i transporta mase

spregnute preko gustine i fluksa, što znači da ih je potrebno rešavati istovremeno.

Uticaj koncentracije na viskoznost se obično zanemaruje.

Kada prisustvo rastvorene materije tek neznatno menja gustinu vode moguće

je zanemariti promene u gustini vode. U ovom slučaju koncentracija ne utiče na

strujnu sliku te govorimo o pasivnom transportu6. Jednačina podzemnog strujanja

vǐse ne zavisi od transporta mase, ali transport zavisi od strujne slike. Ponekad u

primenama strujna slika može biti unapred poznata i tada se rešava samo jednačina

transporta mase.

2.10.1 Sorpcija i degradacija

U slučaju kada se modeliraju sorpcija, degradacija ili hemijske reakcije, u jednači-

ni transporta (2.65) postoje dodatni termi.
6Rastvorena materija se u tom slučaju naziva traser.
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2.10. Transport mase

Sorpcija predstavlja zadržavanje rastvorene materije iz vode u čvrstoj fazi i njeno

postepeno oslobadanje nazad u vodu. Sorpcijom rastvorene materije u poroznoj

sredini usporava se brzina njenog napradovanja u odnosu na tok.

Koncentracija materije u čvrstoj fazi C̄ opisuje se jednačinom

∂C̄

∂t
= a(C − bC̄), (2.70)

pri čemu parametar a definǐse brzinu razmene materije izmedu vode i čvrste faze,

a parametar b opisuje odnos koncentracije u čvrstoj i tečnoj fazi u ravnotežnom

stanju. Da bi ova jednačina imala jedinstveno rešenje potrebno je zadati početni

uslov za koncentraciju u čvrstoj fazi.

Kada postoji sorpcija, jednačina koja opisuje koncentraciju u vodi glasi

∂(θC)
∂t

+∇ · (uC)−∇ · (D∇C) + (1− ε)a(C − bC̄) = qC . (2.71)

pri čemu poslednji term na levoj strani predstavlja materiju koja je prešla iz tečne

u čvrstu fazu. Jednačine (2.70) i (2.71) su spregnute i potrebno ih je rešavati isto-

vremeno.

Usled hemijskih ili nuklearnih reakcija, kao i prisustva bakterija, može doći do

raspadanja molekula rastvorene materije. Ovaj proces se naziva degradacijom ili

razgradnjom i u odsustvu transporta može se modelirati jednačinom

∂C

∂t
= − ln 2

t1/2
C, (2.72)

pri čemu je t1/2 period poluraspada materije u vodi.

Ukoliko u modelu postoji i sorpcija i degradacija, transportna jednačina koja

opisuje koncentraciju u vodi glasi

∂(θC)
∂t

+∇ · (uC)−∇ · (D∇C) + (1− ε)a(C − bC̄) + ln 2
t1/2

θC = qC . (2.73)

Degradacija može postojati i u čvrstoj fazi. Tada je koncentracija u čvrstoj fazi

umesto jednačinom (2.70) opisana formulom

∂C̄

∂t
= a(C − bC̄)− ln 2

t̄1/2
C̄, (2.74)

gde je t̄1/2 period poluraspada materije u čvrstoj fazi. Ukoliko se radi o nuklearnom

raspadanju, periodi poluraspada t1/2 i t̄1/2 su isti, u suprotnom to ne mora biti slučaj.
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2.11. Transport toplotne energije

Degradacija u čvrstoj fazi utiče preko jednačine (2.74) na koncentraciju materije u

vodi.

Često se pretpostavlja da je kretanje vode veoma sporo u odnosu na brzinu reak-

cije a, tako da su u svakom trenutku koncentracija u vodi i u čvrstoj fazi u ravnoteži.

Ovo je ekvivalentno pretpostavci da je brzina razmene a beskonačna. Deljenjem

jednačine (2.74) sa a dobijamo da mora biti C = bC̄. Množenjem jednačine (2.74)

sa (1− ε) i dodavanjem jednačini (2.73) uz eliminaciju C̄ dobija se jednačina

∂(θC)
∂t

+ 1− ε
b

∂C

∂t
+∇ · (uC)−∇ · (DC) + ln 2

t1/2
θC + 1− ε

b

ln 2
t̄1/2

C = qC , (2.75)

koja izražava održanje mase istovremeno i u vodi i u čvrstoj fazi.

2.11 Transport toplotne energije

Toplotna energija se prenosi i kroz fluid i kroz čvrstu fazu. Mehanizmi transporta

energije u fluidu su: advekcija, disperzija i kondukcija7. Transport kroz čvrstu

fazu se odvija isključivo putem kondukcije. Pretpostavlja se da je u svakoj tački

temperatura čvrste materije jednaka temperaturi fluida jer je tok spor.

Toplotna energija po jedinici zapremine se može izraziti kao

E = ρcT, (2.76)

gde je c specifična toplota, a T temperatura. Slično kao i u slučaju transporta mase

(Poglavlje 2.10), održanje toplotne energije u vodi se može izraziti formulom

∂(θρcwT )
∂t

+∇ · vTw = qTw , (2.77)

gde je cw specifična toplota vode, vTw predstavlja brzinu prenošenja toplotne energije

kroz vodu, a qTw = qTw(x, t) predstavlja izvore i ponore toplotne energije u vodi.

Brzina prenošenja toplotne energije kroz vodu može se predstaviti kao zbir advek-

tivne brzine i brzine usled kondukcije i disperzije

vTw = vadv
Tw + vdiff

Tw , (2.78)
7Kondukcija je u transportu toplotne energije matematički analogna difuziji u transportu mase.
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2.11. Transport toplotne energije

pri čemu je advektivna brzina

vadv
Tw = uEw, (2.79)

dok je brzina usled kondukcije i disperzije aproksimirana Furijeovim zakonom

vdiff
Tw = −λw∇T. (2.80)

Tenzor λw opisuje združeni efekat kondukcije i termalne disperzije. Ovaj tenzor se

računa slično kao i tenzor difuzije i disperzije mase (2.64)

λw = (θλcond
w + ρcwγT‖u‖)I + ρcw(γL − γT)uuT

‖u‖
, (2.81)

gde je λcond
w termalna provodljivost vode, a γL i γT su respektivno longitudalna i

transferzalna termalna disperzivnost. Termalna provodljivost je skalar koji se može

pronaći tabeliran u literaturi, a longitudalna i transferzalna termalna disperzivnost

se ocenjuju slično kao u slučaju transporta mase.

U poroznoj sredini čvrsta materija zauzima (1− ε) od jedinične zapremine (slika

2.4). Stoga, jednačina održanja toplotne energije u čvrstom materijalu glasi

∂((1− ε)ρscsT )
∂t

+∇ · vTs = qTs , (2.82)

pri čemu je ρs gustina čvrstog materijala, cs je specifična toplota čvrstog materijala,

vTs je proticaj toplotne energije po jedinici površine kroz čvrsti materijal, a qTs

predstavlja izvore i ponore toplotne energije u čvrstom materijalu.

U čvrstom materijalu nema advekcije i disperzije, pa proticaj vTs zavisi samo od

termalne provodljivosti čvrstog materijala λcond
s i računa se iz Furijeovog zakona

vTs = −(1− ε)λcond
s ∇T. (2.83)

Termalna provodljivost λcond
s je u opštem slučaju anizotropni tenzor. Neki materijali

(recimo safir) sa kristalnom strukturom zaista imaju anizotropan tenzor termalne

provodljivosti.

Sabiranjem jednačina održanja energije u fluidu (2.77) i u čvrstom telu (2.82) i

zamenom relacija za proticaje (2.78) i (2.83) dobija se jednačina održanja toplotne

energije u poroznoj sredini

∂

∂t
[(θρcw + (1− ε)ρscs)T ] +∇ · (uρcwT )−∇ · (λ∇T ) = qT , (2.84)
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2.11. Transport toplotne energije

gde je

λ = λw + (1− ε)λcond
s , (2.85)

qT = qTw + qTs . (2.86)

Takode, i u slučaju transporta energije neophodno je zadati početne i granične

uslove da bi rešenje bilo jedinstveno odredeno. Početni uslov se zadaje formulom

T |t=0 = T0 na Ω. (2.87)

Najčešće se koriste sledeći granični uslovi:

• Dirihleov granični uslov

T = gTD na ΓTD ⊆ ∂Ω, (2.88)

• Nojmanov granični uslov

(−λ∇T ) · n = gTN na ΓTN ⊆ ∂Ω, (2.89)

• Robinov granični uslov

(−λ∇T ) · n = ΨT (T − gTR) na ΓTR ⊆ ∂Ω, (2.90)

gde je n spoljašnja jedinična normala na granicu domena. Granični uslovi i u evo-

lutivnom slučaju transporta energije moraju biti zadati tako da važi ΓTD ∪ ΓTR =

ΓTD ∪ ΓTR, ΓTD ∪ ΓTN ∪ ΓTR = ∂Ω i da su ΓTD, ΓTN i ΓTR medusobno disjunktni skupovi. U

stacionarnom slučaju mora biti ispunjen i uslov ΓTD ∪ ΓTR 6= ∅.

Promena temperature dovodi do promene viskoznosti i gustine vode, pa prema

tome preko terma k/µ i terma ρg utiče na jednačinu podzemnog strujanja. Zbog

toga je potrebno istovremeno rešavati jednačinu podzemnog strujanja i transporta

energije, pri čemu je relacije zavisnosti koeficijenta viskoznosti od temperature mogu-

će pronaći u literaturi.

Kada se modelira i transport mase, gustina zavisi i od koncentracije i od tem-

perature. Tada je potrebno istovremeno rešavati jednačinu podzemnog strujanja,

jednačinu transporta mase i jednačinu transporta energije.
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2.12 Princip maksimuma i minimuma

Neka je u unutrašnjosti domena Ω problem zadat eliptičkom parcijalnom diferen-

cijalnom jednačinom (npr. stacionarno podzemno strujanje (2.27)) i neka u svakoj

tački granice domena ∂Ω važi Dirihleov (2.52), Robinov (2.53) ili Nojmanov (2.51)

granični uslov.

Globalni princip maksimuma je svojstvo da rešenje ovog graničnog problema h

dostiže maksimum na ∂Ω ako je q ≤ 0 svuda u Ω. Ako pritom važi i gN ≥ 0 (granica

odliva) onda h dostiže maksimum na ΓD ∪ ΓR. U ovom slučaju rešenje ne može

da dostigne maksimum na ΓN, jer je tok usmeren od vǐseg hidrauličkog potencijala

ka nižem pa bi to bila granica priliva. To znači da je gornje ograničenje rešenja

unapred poznato i odredeno Dirihleovim i Robinovim uslovom. Ukoliko je q ≤ 0

svuda i gN < 0 negde na ΓN onda gornje ograničenje nije poznato unapred, iako se

zna da se maksimum i dalje dostiže na granici ∂Ω.

Globalni princip minimuma je svojstvo da h dostiže minimum na ∂Ω ako je q ≥ 0

svuda u Ω. Ako je pritom i gN ≤ 0 (granica priliva) onda se minimum hidrauličkog

potencijala dostiže na ΓD ∪ ΓR. U ovom slučaju minimum ne može biti na ΓN, jer

bi tada to bila granica odliva. Kada je q ≥ 0 svuda i gN > 0 negde na ΓN onda se

minimum i dalje dostiže na granici, ali donje ograničenje nije poznato unapred.

Na isti način se formulǐse globalni princip maksimuma (minimuma) za para-

boličku parcijalnu diferencijalnu njednačinu ako početno rešenje nema maksimum

(minimum) u unutrašnjosti domena.

Primetimo da globalni princip maksimuma (minimuma) dozvoljava da se lokalni

maksimum (minimum) dostiže i unutar domena, ako je maksimum dostignut na

granici (Slika 2.7).

Ukoliko za svaki podskup domena Ω rešenje zadovoljava globalni princip mak-

simuma (minimuma), kažemo da je zadovoljen lokalni princip maksimuma (mini-

muma).

U analogiji sa principom maksimuma (minimuma) koji je formulisan za rešenje

graničnog problema, uvodi se pojam diskretnog principa maksimuma (minimuma)
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Slika 2.7: Primer gde je zadovoljen globalni princip maksimuma i minimuma na

[a, b], ali ne i lokalni.

za numeričko rešenje, odnosno za rešenje diferencijske sheme.

Iako analitičko rešenje zadovoljava lokalni princip maksimuma i minimuma, veći-

na numeričkih shema može da da rešenje koje ne zadovoljava čak ni globalni diskretni

princip maksimuma i minimuma. Stoga se pristupa konstrukciji numeričkih shema

koje će zadovoljavati globalni ili lokalni diskretni princip maksimuma i minimuma.

30



GLAVA 3. Diskretizacija stacionarne jednačine podzemnog strujanja

Glava 3

Diskretizacija stacionarne

jednačine podzemnog strujanja

Analitičko rešenje parcijalnih diferencijalnih jednačina je moguće naći samo u

odredenim slučajevima. Stoga se pristupa aproksimativnom rešavanju korǐsćenjem

numeričkih metoda. Prvi korak u numeričkom rešavanju predstavlja diskretizacija.

Neka je domen Ω otvoren i povezan skup i neka je M mreža koja se sastoji od

poliedarskih, odnosno poligonalnih ćelija (kontrolnih zapremina) T takvih da važi

Ω =
⋃

K∈M
T , (3.1)

pri čemu su ćelije T disjunktni otvoreni skupovi. Pretpostavljamo da je svaka

ćelija T ∈ M zvezdolik skup1 u odnosu na svoje težǐste. Temena ćelija nazivaju se

čvorovima mreže. Mrežu je potrebno konstruisati tako da se mogući diskuntinuiteti

u tenzoru konstitutivne relacije poklapaju sa stranama mreže.

Za svaku ćeliju T definǐsemo tačku kolokacije xT u njenom težǐstu i pridružujemo

joj diskretnu vrednost fižičke veličine. Pomoćne tačke kolokacije definisaćemo u

zavisnosti od metode.

Mrežu nazivamo strukturnom ako svi unutrašnji čvorovi pripadaju istom broju

ivica i ako svaka ćelija ima isti broj strana (slika 3.1), u suprotnom mrežu nazivamo

nestrukturnom. Specijalna vrsta strukturnih mreža su pravougaone mreže (slika 3.1
1Skup S ⊆ Rn je zvezdolik u odnosu na tačku x0 ∈ S, ako za svaku tačku x ∈ S važi da duž

[x0, x] pripada skupu S.
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desno).

Izbor mreže zavisi od konkretnog problema koji se rešava. Prednost struktur-

nih mreža je ušteda računarske memorije, obizrom da kod strukturnih mreža nije

potrebno skladǐstiti informaciju o povezanosti ćelija. Pored toga u slučaju pravo-

ugaonih mreža prednost je jednostavnija diskretizacija. Medutim, granicu domena

najčešće nije moguće tačno predstaviti pravougaonim mrežama.

Slika 3.1: Strukturne mreže u dve dimenzije.

Ukoliko je geometrija modela komplikovana, generisanje strukturne mreže može

da bude mukotrpan posao koji nije moguće sasvim automatizovati. Sa druge strane,

postoje algoritmi koji automatski generǐsu kvalitetne nestrukturne mreže i u najkom-

plikovanijim slučajevima. Stoga, nestrukturne mreže predstavljaju najčešći izbor u

primenama sa kompleksnom geometrijom. U ovom radu akcenat je stavljen na ne-

strukturne mreže, s obzirom da je potrebno modelirati bunare sa vǐse drenova (Reni

bunari2) koji kao i sama podzemna sredina mogu imati kompleksnu geometriju.

Metode konačnih razlika je moguće primeniti samo na one jednačine kod kojih

je term koji opisuje fluks predstavljen pomoću divergencije. Za ovakve jednačine

kažemo da su zadate u konzervativnom obliku.

Razmotrimo za početak stacionarnu varijantu jednačine održanja (2.24). Inte-

gracijom po svakoj ćeliji T ∈ M dobijamo
∫
T
∇ · udΩ =

∫
T
qdΩ, (3.2)

2Na engleskom jeziku Ranney wells, ime su dobili po inženjeru Leu Reniju
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što primenom Teoreme o divrgenciji (2.14) postaje
∫
∂T

u · ndS =
∫
T
qdΩ. (3.3)

Pošto je svaka ćelija T poliedar (poligon u dvodimenzionalnom slučaju) njena gra-

nica ∂T se sastoji od konačnog broja strana f , pa prethodnu jednačinu možemo

zapisati ∑
f⊂∂T

uTf =
∫
T
qdΩ, (3.4)

pri čemu je fluks kroz stranu f

uTf =
∫
f
u · nTf dS, (3.5)

gde je nTf jedinični vektor normalan na stranu f usmeren van ćelije T .

Na osnovu prethodne jednačine za fluks kroz stranu f = ∂T + ∩ ∂T − važi

u+
f = −u−f . (3.6)

Ova osobina se naziva lokalno odražanje. Razlika u znaku se pojavljuje jer je n+
f =

−n−f . Da bismo izbegli komplikovanu notaciju uvodimo jedinstvenu normalu nf koja

je usmerena od ćelije sa manjim indeksom (npr. T +) ka ćeliji sa većim indeksom

(npr. T −)

uf = u+
f = −u−f . (3.7)

Različite varijante metode konačnih zapremina se razlikuju u načinu na koji se

aproksimiraju fluksevi uf .

Mi ćemo ovde podeliti metode konačnih zapremina za diskretizaciju fluksa na

one koje koriste diskretne vrednosti u dve ćelije kojima pripada strana f (TPFA3)

i na one koje koriste diskretne vrednosti u vǐse od dve ćelije (MPFA4). Diskretiza-

cija fluksa TPFA shemama je predstavljena u Poglavlju 3.1, dok je MPFA shema

predstavljena u Poglavlju 3.2. Opširan pregled metoda konačnih zapremina je dat

u [28].

Uklanjanje diskontinuiteta u tenzoru konstitutivne relacije predstavljeno u Po-

glavlju 3.3 moguće je primeniti i na TPFA sheme i na MPFA sheme. Takode,
3TPFA - skr. od termina na engleskom jeziku two-point flux approximation
4MPFA - skr. od termina na engleskom jeziku multipoint flux approximation
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diskretizaciju bunara prestavljenu u Poglavlju 3.4 moguće je primeniti i na TPFA i

na MPFA sheme.

Zbog jednostavnije notacije i lakšeg razumevanja u poglavljima 3.1–3.4 je pret-

postavljeno da je gustina konstantna. To znači da je brzina dobijena iz Darsijevog

zakona preko hidrauličkog potencijala, pa je Darsijev fluks kroz stranu f

uTf = −
∫
f
(K∇h) · nTf dS = −

∫
f
(KnTf ) · ∇hdS. (3.8)

Kada gustina nije konstantna Darsijev fluks se računa pomoću sledeće formule

uTf = −
∫
f

k

µ
(∇p− ρg) · nfdS. (3.9)

Razlike koje se pojavlju u poglavljima 3.1–3.4 kada gustina nije konstantna objašnje-

ne su u Poglavlju 3.5.

Diskretizacija Darsijevog fluksa u nezasićenoj sredini je opisana u poglavlju 3.6.

3.1 TPFA sheme

U ovom poglavlju predstavljena je aproksimacija fluksa korǐsćenjem diskret-

nih vrednosti u dve ćelije. Linearna aproksimacija fluksa na stranama na kojima

nema diskontinuiteta predstavljena je u Odeljku 3.1.1, dok je nelinearna aproksi-

macija fluksa predstavljena u Odeljku 3.1.2. Aproksimacija fluksa TPFA shemama

uvodenjem pomoćnih tačaka kolokacije na stranama gde postoji materijalni diskon-

tinuitet predstavljena je u Odeljku 3.1.3.

3.1.1 Linearna TPFA shema

Najjednostavnija aproksimacija fluksa se dobija tako što se izvod u pravcu aprok-

simira konačnom razlikom. U slučaju jednačine podzemnog strujanja, fluks (3.8)

kroz stranu f = ∂T + ∩ ∂T − možemo aproksimirati formulom

uf = −
∫
f
(Knf ) · ∇hdS ≈ −|f |‖Kfnf‖

h− − h+

‖x− − x+‖
, (3.10)
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pri čemu je Kf = K(xf ) gde je xf težǐste strane f , nf jedinični vektor normalan

na stranu f usmeren od T + ka T −, dok |f | predstavlja površinu strane f u tro-

dimenzionalnom slučaju, odnosno dužinu strane f u dvodimenzionalnom slučaju.

Diskretne vrednosti hidrauličkog potencijala u ćelijama T + i T − obeležene su sa h+

i h−, dok su tačke kolokacije u tim ćelijama označene sa x+ i x−. Sa ‖ · ‖ : Rn → R

obeležavamo standardnu Euklidsku normu.

Na ovaj način dobijena je aproksimacija fluksa uz pomoć dve tačke u obliku

uf ≈M+
f h+ −M−

f h−, (3.11)

pri čemu je

M±
f = |f |‖Kfnf‖

‖x− − x+‖
. (3.12)

Kada je na strani f ∈ ΓN zadat Nojmanov granični uslov f ∈ ΓN, fluks aprok-

simiramo formulom:

uf =
∫
f
gNdS ≈ |f |gN(xf ), (3.13)

gde je xf težǐste strane f .

Granične strane na kojima je zadat Dirihleov ili Robinov granični uslov možemo

posmatrati kao ćelije sa zapreminom nula. Definǐsimo pomoćnu tačku kolokacije xf
u težǐstu strane f . Ukoliko u izvodenju koje je dovelo do jednačine (3.11) umesto

T + i T − imamo T i f , dolazimo do aproksimacije preko dve tačke

uf ≈MT
f hT −M

f
f hf , (3.14)

pri čemu je hf diskretna vrednost hidrauličkog potencijala u pomoćnoj tački kolo-

kacije xf .

Kada je na strani f zadat Dirihleov granični uslov diskretna vrednost hidra-

uličkog potencijala hf = gD(xf ) je poznata iz graničnog uslova (2.52). Stoga fluks

u jednačini (3.5) možemo predstaviti kao:

uf ≈MT
f hT −M

f
f gD(xf ). (3.15)

Kada je na strani f zadat Robinov granični uslov, na osnovu (2.53) fluks je

moguće aproksimirati kao:

uf ≈ |f |Ψ(hf − gR(xf )). (3.16)
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Eliminacijom hf iz jednačina (3.14) i (3.16) dobijamo aproksimaciju fluksa

uf ≈
|f |ΨMT

f

|f |Ψ +M f
f

hT −
|f |ΨM f

f

|f |Ψ +M f
f

gR(xf ). (3.17)

Obeležimo sa D+,f pravu koja prolazi kroz tačku x+ u pravcu Kfnf . Za mrežu

kažemo da zadovoljava uslov ortogonalnosti u odnosu na tenzor K ukoliko:

• Za svaku stranu f izmedu dve ćelije T + i T − važi

D+,f ∩ f = D−,f ∩ f 6= ∅, (3.18)

• Za svaku stranu f koja pripada granici samo jedne ćelije T (takva strana se

nalazi na granici domena Ω) važi

DT ,f ∩ f 6= ∅. (3.19)

T+

x

x

D ,f

D ,f

T-

-

+

+

-

f

Slika 3.2: Primer mreže gde nije ispunjen princip ortogonalnosti za izotropni tenzor

K.

Napomena. Za linearnu TPFA shemu pomoćne tačke kolokacije, kada god je

to moguće, treba da budu definisane tako da je zadovoljen uslov ortogonalnosti u

odnosu na tenzor konstitutivne relacije. Na primer u izotropnom slučaju za pomoćne

tačke kolokacije xf treba uzeti ortogonalnu projekciju težǐsta xT na stranu f .

U slučaju strukturne pravougaone mreže sa izotropnim tenzorom, diskretizacija

dobijena linearnom TPFA shemom je identična diskretizaciji dobijenoj metodom

konačnih razlika sa tačkama kolokacije u centrima ćelija.
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Kada mreža zadovoljava uslov ortogonalnosti u odnosu na tenzor konstitutivne

relacije, shema dobijena aproksimacijom fluksa (3.10) je prvog reda tačnosti za fluks

i drugog reda tačnosti za hidraulički potencijal [30], što je i pokazano u Primeru 1.

Zamenom aproksimiranih vrednosti fluksa (3.11), (3.13), (3.15) i (3.17) u

jednačini (3.4) i evaluacijom ponora dobijamo za svaku ćeliju T ∈ M

∑
f⊂∂T

MT
f hT −

∑
f⊂∂T

f=∂T ∩∂L,L∈M

ML
f hL = |T |qT +

∑
f=∂T ∩∂Ω

Ff , (3.20)

pri čemu je

qT = q(xT ), (3.21)

Ff =



−|f |gN(xf ), ako je f ⊆ ΓN,

M f
f gD(xf ), ako je f ⊆ ΓD,

|f |ΨMf
f

|f |Ψ+Mf
f

gR(xf ) ako je f ⊆ ΓR.

(3.22)

Na ovaj način dobija se sistem linearnih jednačina

Ah = b, (3.23)

gde je A matrica sistema dimenzije card(M)×card(M) i h vektor nepoznatih dis-

kretnih vrednosti hidrauličkog potencijala u ćelijama.

Definicija 1. Matrica je nesvodljiva ako se ne može permutacijama redova i vrsta

svesti na gornje-trougaonu matricu.

Definicija 2. Nesvodljivu matricu A nazivamo M-matricom ukoliko za njene ele-

mente aij važi:

• svi elementi na glavnoj dijagonali su pozitivni, tj. aii > 0 za svako i,

• svi elementi van glavne dijagonale su nepozitivni, tj. aij ≤ 0 za svako i 6= j,

• suma svake kolone matrice je nenegativna i postoji bar jedna kolona čija je

suma pozitivna.
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Definicija 3. Matrica A se naziva dijagonalno dominantnom ako za njene elemente

aij važi

|aii| ≥
∑
j 6=i
|aij|, za svako i. (3.24)

Matrica je nesvodljiva ako je njen graf jako povezan (videti [32]). Za povezanu

mrežu M graf matrice A je jako povezan [18], pa je matrica A nesvodljiva.

Na osnovu (3.12), (3.15) i (3.17) koeficijenti M±
f i MT

f su uvek nenegativni, pa

se u matrici sistema (3.20) na glavnoj dijagonali nalaze pozitivni elementi a van nje

negativni. Primetimo da je doprinos fluksa kroz stranu f = ∂T +∩∂T − elementima

matrice a+± jednak ±M+
f , dok je doprinos elementima matrice a−± jednak ∓M−

f .

Sa druge strane fluks kroz stranu f = ∂T ∩ ∂Ω doprinosi samo elementu aT T i taj

doprinos je jednak MT
f . Stoga je suma kolone pozitivna ukoliko ta kolona odgovara

ćeliji koja ima graničnu stranu, a u suprotnom je jednaka nuli. Prema tome matrica

sistema dobijena TPFA shemom (3.11) je M-matrica. Na osnovu dobro poznate

teoreme da svaka M-matrica ima inverz [9] postoji jedinstveno rešenje sistema (3.23).

Linearna TPFA shema zadovoljava lokalni diskretni princip maksimuma i mini-

muma na osnovu sledeće teoreme koja je formulisana i dokazana u [15].

Teorema 2. Shema diskretizacije zadovoljava lokalni diskretni princip maksimuma

i minimuma ako je matrica sistema dijagonalno dominantna M-matrica.

Problem sa linearnom TPFA shemom je što profinjavanje mreže [2] ne dovodi do

smanjenja greške aproksimacija (3.10) kada mreža ne zadovoljava princip ortogonal-

nosti u odnosu na tenzor (v. Primer 2). Prema tome, shema je nekonzistentna što

znači da dobijeno rešenje ne teži tačnom rešenju kada veličina svake ćelije teži nuli.

U praksi je teško zadovoljiti princip ortogonalnosti, a nekada je to čak i nemoguće.

Stoga se pristupa izradi robusnijih shema koje će biti drugog reda tačnosti i kada

princip ortogonalnosti ne važi.

3.1.2 Nelinearna TPFA shema

U nelinearnoj TPFA shemi, slično kao i u linearnoj TPFA shemi cilj je predstaviti

fluks (3.8) u obliku (3.11), ali tako da shema bude drugog reda tačnosti i kada ne
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važi uslov ortogonalnosti u odnosu na tenzor konstitutivne relacije.

Shema ovog tipa je prvi put formulisana na trougaonim mrežama u [45]. Ge-

neralizacija u slučaju anizotropnog i heterogenog tenzora je razvijena u [47]. U

[48, 70] predstavljena je nelinearna TPFA shema za nestrukturnu mrežu sa zvezdo-

likim poligonalnim ćelijama. Ovaj pristup je proširen na trodimenzionalne poliedar-

ske nestrukturne mreže u [18, 54]. Ubrzanje konvergencije kao i drugačiji tretman

flukseva na Nojmanovoj granici dati su u [64]. U radovima [66, 69] shema je dodatno

unapredena o čemu će vǐse reči biti u Odeljku 3.3.

Numerički testovi pokazuju da su nelinearne TPFA sheme drugog reda tačnosti

čak i za izrazito anizotropne tenzore i deformisane mreže, iako ne postoji formalni

dokaz konvergencije [28]. Ove sheme ne zadovoljavaju diskretni princip maksimuma i

minimuma, ali garantuju pozitivnost rešenja što će biti i pokazano u ovom poglavlju.

Za pomoćne tačke kolokacije uzimamo čvorove mreže u kojima je zadat Dirihleov

granični uslov, kao i težǐsta strana na kojima je zadat Dirihleov granični uslov.

Hidraulički potencijal u okolini strane f = T + ∩T − možemo aproksimirati line-

arnom funkcijom na dva načina

h(x) ≈ h+ + Gf,+ · (x− x+), (3.25)

h(x) ≈ h− + Gf,− · (x− x−). (3.26)

Zamenom relacije (3.25) u (3.8) dobijamo aproksimaciju fluksa

u+
f ≈ uf,+ = −|f |nT

fKfGf,+. (3.27)

Nepoznati vektor Gf,+ nalazimo rešavanjem linearnog sistema koji se sastoji od

tri jednačine (dve u dvodimenzionalnom slučaju) oblika:

Gf,+ · (xT − x+) = hT − h+, gde je T ∈ M, (3.28)

Gf,+ · (x− x+) = gD(x)− h+, gde je x ∈ ΓD, (3.29)

nT
fN
KfNGf,+ = −gN(xfN), gde je fN ⊆ ΓN, (3.30)(

(xfR − x+)T + 1
ΨnT

fR
KfR

)
Gf,+ = gR(xfR)− h+, gde je fR ⊆ ΓR, (3.31)
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3.1. TPFA sheme

pri čemu je poslednja jednačina dobijena iz Robinovog graničnog uslova (2.53) i

(3.25)

−nT
fR
KfRGf,+ = Ψ(h+ + Gf,+ · (xfR − x+)− gR(xfR)). (3.32)

Na ovaj način dolazimo do sistema

MGf,+ = r. (3.33)

Stoga, aproksimacija fluksa (3.27) postaje

uf,+ = −|f |nT
fKfM

−1r = −α+ · r, (3.34)

gde je

α+ = |f |nT
fKfM

−1. (3.35)

Jednačine koje čine sistem (3.33) treba izabrati tako da su elementi vektora α+

nenegativni, tj. α+
i ≥ 0.

Aproksimaciju (3.34) možemo zapisati u obliku

uf,+ = −
∑
i

α+
i (h+

i − h+) +
∑
j

α+
j gN(x+

j ). (3.36)

Istim postupkom izvodimo aproksimaciju fluksa kroz stranu f u odnosu na ćeliju

T −

uf,− = −
∑
k

α−k (h−k − h−) +
∑
l

α−l gN(x−l ). (3.37)

Ideja je da se fluks predstavi konveksnom kombinacijom5 ove dve aproksimacije

uf ≈ µ+uf,+ + µ−(−uf,−) = −µ+
∑
i

α+
i (h+

i − h+) + µ+
∑
j

α+
j gN(x+

j )

+µ−
∑
k

α−k (h−k − h−)− µ−
∑
l

α−l gN(x−l )
(3.38)

gde je

µ+ + µ− = 1, µ± ≥ 0. (3.39)

Koeficijente µ± tražimo tako da se potru sve diskretne vrednosti hidrauličkog po-

tencijala osim onih u ćelijama T + i T − i svi Nojmanovi granični uslovi koji su manji

od nule (granica priliva). Drugim rečima zahtevamo da je

−µ+d+ + µ−d− = 0, (3.40)
5Konveksna kombinacija vektora vi predstavlja linearnu kombinaciju

∑n
i=1 λivi pri čemu važi

da je
∑n

i=1 λi = 1 i λi ≥ 0 za svako i.
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3.1. TPFA sheme

gde je

d± =
∑
i

i 6=T ∓

α±i h
±
i −

∑
j

gN(xj)<0

αjgN(x±j ). (3.41)

Rešavanjem sistema sačinjenog od jednačina (3.39) i (3.40) dobijamo

µ+ = d−
d− + d+

, µ− = d+

d− + d+
(3.42)

ako je d− + d+ 6= 0, a u suprotnom postavljamo µ± = 0.5. Na ovaj način dobi-

jena je aproksimacija fluksa koja koristi samo dve diskretne vrednosti hidrauličkog

potencijala

uf ≈M+
f h+ −M−

f h− + rf , (3.43)

M±
f = µ±

∑
i

α±i + µ∓
∑
k

xk=x±

α∓k , (3.44)

rf = µ+
∑
j

gN(x+
j )>0

α+
j gN(x+

j )− µ−
∑
l

gN(xfl)>0

α−l gN(xfl). (3.45)

Primetimo da koeficijenti M±
f zavise od diskretnih vrednosti hidrauličkih potencijala

preko koeficijenata µ±.

Fluks kroz stranu f ⊆ ΓN aproksimiramo koristeći Nojmanov granični uslov:

uf ≈ |f |gN(xf ). (3.46)

Kada je na strani f zadat Dirihleov granični uslov, tu stranu možemo posmatrati

kao ćeliju zapremine nula. Stoga fluks aproksimiramo formulom

uf ≈MT
f hT −M

f
f gD(xf ). (3.47)

Slično i stranu f na kojoj je zadat Robinov granični uslov možemo posmatrati kao

ćeliju zapremine nula. Kao i u linearnoj TPFA shemi fluks kroz stranu f aproksi-

miramo pomoću

uf ≈
|f |ΨMT

f

|f |Ψ +M f
f

hT −
|f |ΨM f

f

|f |Ψ +M f
f

gR(xf ). (3.48)

Zamenom aproksimiranih vrednosti fluksa (3.43), (3.46), (3.47) i (3.48) u jednačini

(3.4) dobijamo za svaku ćeliju T ∈ M

∑
f⊂∂T

MT
f hT −

∑
f⊂∂T

f=∂T ∩∂L,L∈M

ML
f hL = |T |qT +

∑
f=∂T ∩∂Ω

Ff −
∑
f⊂∂T

rf , (3.49)
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3.1. TPFA sheme

pri čemu

Ff =



−|f |gN(xf ), ako je f ⊆ ΓN,

M f
f gD(xf ), ako je f ⊆ ΓD,

|f |ΨMf
f

|f |Ψ+Mf
f

gR(xf ) ako je f ⊆ ΓR.

(3.50)

Za razliku od linearne TPFA sheme, gde su vrednosti M±
f iste i zavise samo od

mreže i tenzora K, u nelinearnoj TPFA shemi M±
f zavise od koeficijenata µ± koji

preko d± zavise od hidrauličkog potencijala u okolnim ćelijama (ne obavezno ćelijama

koje su susedne ćelijama T + i T −). Prema tome, za razliku od linearne TPFA sheme,

u nelinearnoj TPFA shemi vrednosti M±
f zavise od diskretnih vrednosti hidrauličkog

potencijala. Stoga se ovakvom diskretizacijom dobija sistem nelinearnih jednačina

A(h)h = b(h). (3.51)

Ovakav sistem moguće je rešiti na različite načine, recimo Pikarovim metodom:

A(hn)hn+1 = b(hn). (3.52)

Počevši od nekog početnog rešenja h0, rešavanjem sistema linearnih jednačina do-

lazi se do sledeće iteracije. Ovaj postupak se nastavlja sve dok ne bude ispunjen

kriterijum konvergencije
‖A(hn)hn − b(hn)‖

‖hn‖
< ε (3.53)

za zadato ε, ili dok se ne dostigne zadati maksimalan broj iteracija.

Važi da je h > 0, ako za svaki element vektora važi hi > 0. Na isti način

se definǐsu i relacije <,≤,≥ za vektor kolone. Kada je hn ≥ 0, na osnovu (3.41)

koeficijenti d± su nenegativni. Iz (3.42) dalje sledi µ± ≥ 0, pa su i koeficijenti

M±
f ≥ 0, što implicira da matrica A(hn) ispunjava uslove Definicije 2. Egzistencija

i jedinstvenost rešenja linearnog sistema (3.52) sledi iz činjenice da postoji inverz

M-matrice.

Ne postoji formalni dokaz konvergencije nelinearne TPFA sheme, iako numerički

primeri (v. Primeri 1 i 2) pokazuju da je shema prvog reda tačnosti za fluks i drugog

reda za hidraulički potencijal.
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3.1. TPFA sheme

Kada je g ≥ 0 i gN ≤ 0 na osnovu diskretnog principa minimuma (Poglavlje 2.12)

sledi da se minimum tačnog rešenja dostiže na ΓD ∪ ΓR. Neka je gD ≥ 0 i gR ≥ 0.

Potrebno je dokazati da je dobijeno numeričko rešenje nenegativno (hn+1 ≥ 0).

Na desnoj strani jednačine (3.49) imamo da je rf = 0, jer je gN ≤ 0. Kako su

i koeficijenti M f
f u nenegativni sledi da je i F nenegativno. Iz ovoga sledi da su

svi elementi vektora b(hn) nenegativni. Sa druge strane, matrica sistema A(hn) je

M-matrica, pa su svi elementi njenog inverza nenegativni [9]. Prema tome, ako je

početno rešenje h0 ≥ 0 onda i za svaku sledeću Pikarovu iteraciju važi hn ≥ 0.

Na osnovu razmatranja u prethodnom pasusu, rešenje dobijeno nelinearnom

TPFA shemom je nenegativno. Ovu osobinu možemo posmatrati kao globalni dis-

kretni princip minimuma kada je tačno rešenje nenegativno i dostiže nulu na gra-

nici. Matrica sistema (3.52) nije dijagonalno dominantna pa ne zadovoljava uslove

Teoreme 2. Stoga nelinearna TPFA shema ne poštuje lokalni diskretni princip mak-

simuma i minimuma (v. 3).

Prednost nelinearne TPFA sheme u odnosu na linearnu je da je ona drugog reda

tačnosti čak i za vrlo anizotropne tenzore i deformisane mreže. Ovakva robusnost

nelinearne TPFA sheme je dobijena po cenu rešavanja nelinearnog sistema jednačina,

čak i ako je polazni problem linearan.

3.1.3 TPFA shema za fluks kroz materijalni diskontinuitet

Slično kao i u slučaju strana na kojima je zadat Dirihleov ili Robinov granični

uslov, stranu na materijalnom diskontinuitetu možemo tretirati kao ćeliju zapremine

nula.

Istim izvodenjem koje je u slučaju linearne TPFA sheme dovelo do jednačine

(3.11), odnosno u slučaju nelinearne TPFA sheme do (3.43), dolazimo do aproksi-

macija

uf ≈ N+h+ −N+
f hf + r+

f , uf ≈ −N−h− +N−f hf − r−f , (3.54)

pri čemu je r±f = 0 u linearnoj TPFA shemi. Kombinujući ove dve aproksimacije,
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3.2. Nelinearna MPFA shema

hidraulički potencijal hf u strani f možemo izraziti formulom

hf =
N+h+ +N−h− + r+

f + r−f
N+
f +N−f

. (3.55)

Eliminačijom hf iz (3.54) dolažimo ponovo do aproksimacije uz pomoć dve tačke u

obliku (3.43) pri čemu su:

M±
f = N±N∓

N+
f +N−f

, rf =
N−f r

+
f −N+

f r
−
f

N+
f +N−f

. (3.56)

Na osnovu razmatranja iz prethodnog odeljka, koeficijenti N± i N±f su pozitivni

ako je hn ≥ 0. Stoga su u tom slučaju i koeficijenti M±
f ≥ 0. Prema tome ova-

kva aproksimacija fluksa na materijalnom diskontinuitetu ne narušava pozitivnost

rešenja.

Kada se diskontinuitet nalazi u blizini granice, da bi uopšte mogla da se nade

aproksimacija fluksa potrebno je uvesti dodatne pomoćne tačke kolokacije (na primer

u sredǐstima ivica). Tada će koeficijenti M±
f zavisiti od diskretnih vrednosti hidra-

uličkog potencijala u ovim pomoćnim tačkama kolokacije. Vrednost hidrauličkog

potencijala u pomoćnoj tački kolokacije moguće je naći interpolacijom iz okolnih

tačaka. U [64] interpolacija je izvršena metodom najmanjih kvadrata. Nažalost u

blizini diskontinuiteta tačnost ovakve metode je prvog reda.

U [66] je predstavljen algoritam koji ne narušava lokalni diskretni princip mak-

simuma i zadržava drugi red tačnosti. Ovaj pristup aproksimaciji fluksa preko ma-

terijalnog diskontinuiteta podrazumeva da se primeni lokalna deo po deo linearna

koordinatna transformacija koja uklanja diskontinuitet. Ovakav metod je opisan u

Odeljku 3.3.

3.2 Nelinearna MPFA shema

U MPFA shemama za aproksimaciju fluksa u strani koristi se vǐse od dve tačke.

Postoje različite linearne MPFA sheme, npr. O-metod [1], L-metod [2], itd. Medu-

tim, u [42] je pokazano da na četvorougaonim mrežama nije moguće napraviti kon-

zistentnu linearnu shemu uz pomoć devet tačaka koja zadovoljava diskretni princip

maksimuma i minimuma za svaki tenzor.
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3.2. Nelinearna MPFA shema

Nelinearna MPFA shema za trougaone mreže koja poštuje lokalni diskretni prin-

cip maksimuma i minimuma opisana je u radu [46]. U radu [29] ova nelinearna

MPFA shema je proširena na poligonalne, odnosno poliedarske ćelije u dve, odno-

sno tri dimenzije. Dalje je razvijana u radovima [34, 49].

Kao i u nelinearnoj TPFA shemi, ovde za pomoćne tačke kolokacije uzimamo

čvorove mreže u kojima je zadat Dirihleov granični uslov i težǐsta strana na kojima

je zadat Dirihleov ili Robinov granični uslov.

Da bi shema zadovoljavala lokalni diskretni princip maksimuma i minimuma,

dovoljno je da zadovoljava uslove Teoreme 2. Konstruǐsimo aproksimaciju fluksa

kroz stranu f ⊂ ∂T u obliku

uTf =
∑
i

νi(hT − hi) +
∑
j

%j|f |gN(xj), (3.57)

pri čemu je hi vrednost hidrauličkog potencijala u tačkama kolokacije, odnosno

hi = gD(xi) ako xi ∈ ΓD ili hi = gR(xi) ako je xi pomoćna tačka kolokacije na strani

u kojoj je zadat Robinov granični uslov. Ako važi

νi > 0, kada je f = ∂Ti ∩ ∂T , inace νi ≥ 0, (3.58)

i ako je %j ≥ 0 aproksimacija (3.57) zadovoljava uslove Teoreme 2.

Neka je strana f = ∂T + ∩ T −. Jednostrane aproksimacije (3.36) i (3.37) kroz

stranu f = T + ∩ T − možemo zapisati kao

uf,+ =
∑
i

α+
i (h+ − hi) + α+

−(h+ − h−) + r+
f , r+

f =
∑
j

α+
j gN(x+

j ) (3.59)

uf,− =
∑
j

α−j (h− − hi) + α−+(h− − h+) + r−f , r−f =
∑
l

α−l gN(x−l ) (3.60)

pri čemu zahtevamo da je α±∓ > 0. Ove aproksimacije možemo dalje zapisati u obliku

uf,+ = G+ + β+(h+ − h−), uf,− = G− + β−(h− − h+) (3.61)

pri čemu je

G+ =
∑
i

α+
i (h+ − hi) + (α+

− − β+)(h+ − h−) + r+
f ,

G− =
∑
j

α−j (h− − hi) + (α−+ − β−)(h− − h+) + r−f ,
(3.62)
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3.2. Nelinearna MPFA shema

Konstante β± > 0 biće razmatrane nešto kasnije u ovom poglavlju.

Za aproksimaciju fluksa kroz stranu f uzimamo konveksnu kombinaciju aproksi-

macija (3.61)

uf ≈ µ+uf,+ + µ−(−uf,−), (3.63)

µ+ + µ− = 1, µ± ≥ 0. (3.64)

Koeficijenti µ± u nelinearnoj TPFA shemi birani su tako da se doprinosi svih

ćelija osim T ± ponǐste. Sa druge strane, u nelinearnoj MPFA shemi koeficijenti

µ± biraju se tako da se fluks može predstaviti u obliku (3.57) pri čemu važi (3.58).

Doprinosi G± mogu da naruše ovaj zahtev, pa ako bismo njih uspeli da eliminǐsemo

onda bi važilo (3.58). Stoga, neka je

µ+G
+ − µ−G− = 0. (3.65)

Rešavanjem sistema jednačina (3.64) i (3.65) dobijamo

µ± = G∓

G+ +G−
. (3.66)

Ukoliko je G+ + G− = 0, možemo postaviti µ+ = µ− = 1/2. Nažalost, G+ i G−

mogu biti različitog znaka, pa stoga nije zadovoljen uslov µ± ≥ 0. Prema tome,

potrebno je koeficijente µ± pronaći na drugi način. Neka su:

µ± = |G∓|
|G+|+ |G−| , (3.67)

odnosno µ+ = µ− = 1/2, ako je |G+| = |G−| = 0.

Na osnovu (3.61) i (3.67) fluks (3.63) je moguće napisati u obliku

uf ≈ (µ+β+ + µ−β−)(h+ − h−) + µ+G
+ − µ−G−

= |G
−|β+ + |G+|β−
|G+|+ |G−| (h+ − h−) + |G

−|G+ − |G+|G−

|G+|+ |G−| .
(3.68)

U zavisnosti od znaka G+G− imamo dva slučaja.

• Kada je G+G− ≥ 0 aproksimacija fluksa se svodi na

uf ≈
|G−|β+ + |G+|β−
|G+|+ |G−| (h+ − h−). (3.69)

U jednačini (3.4) na osnovu (3.7) važi u+
f = uf za ćeliju T +, odnosno u−f = −uf

za ćeliju T −. Formula (3.69) je oblika (3.57), pa kako je β± > 0 ispunjen je

zahtev (3.58).
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3.2. Nelinearna MPFA shema

• Kada je G+G− < 0 onda važi |G−|G+− |G+|G− = 2|G−|G+ = −2G−|G+|, pa

je aproksimacija fluksa (3.68) u strani f za ćeliju T +

u+
f = uf ≈

|G−|β+ + |G+|β−
|G+|+ |G−| (h+ − h−) + 2|G−|G+

|G+|+ |G−|

= |G
−|β+ + |G+|β−
|G+|+ |G−| (h+ − h−)

+ 2|G−|
|G+|+ |G−|

(∑
i

α+
i (h+ − hi) + (α+

− − β+)(h+ − h−) + r+
f

)

= (h+ − h−)
|G+|+ |G−|

(
|G−|(2α+

− − β+) + |G+|β−
)

+ 2|G−|
|G+|+ |G−|

(∑
i

α+
i (h+ − hi) + r+

f

)
,

(3.70)

odnosno za ćeliju T −

u−f = −uf ≈
|G−|β+ + |G+|β−
|G+|+ |G−| (h− − h+) + 2|G+|G−

|G+|+ |G−|

= |G
−|β+ + |G+|β−
|G+|+ |G−| (h− − h+)

+ 2|G+|
|G+|+ |G−|

∑
j

α−j (h− − hi) + (α−+ − β−)(h− − h+) + r−f


= (h− − h+)
|G+|+ |G−|

(
|G+|(2α−+ − β−) + |G−|β+

)

+ 2|G+|
|G+|+ |G−|

∑
j

α−j (h− − hi) + r−f

 .

(3.71)

Aproksimacije (3.70) i (3.71) zadovoljavaju lokalno održanje, tj. važi da je

u+
f = −u−f . Ukoliko je ispunjeno 0 < β+ ≤ 2α+

− i 0 < β− ≤ 2α−+, aproksimacije

(3.70) i (3.71) su u zahtevanom obliku (3.58).

Fluks neprekidno zavisi od hidrauličkog potencijala. U radovima [28, 29] je

pokazano da je ovo svojstvo garantovano ako se uzme jedinstveno β = β− = β+ =

2 min(α+
−, α

−
+).

Kada je Nojmanov granični uslov zadat na strani f onda fluks aproksimiramo

kao

uf ≈ |f |gN(xf ). (3.72)

Stranu na kojoj je zadat Dirihleov granični uslov možemo posmatrati kao ćeliju

zapremine nula. Aproksimacija fluksa je tada

uf ≈MT
f hT −M

f
f gD(xf ). (3.73)
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3.2. Nelinearna MPFA shema

Slično, strane f gde je zadat Robinov granični uslov možemo posmatrati kao

ćelije zapremine nula. Kao i u linearnoj TPFA shemi, aproksimaciju fluksa je data

kao

uf ≈
|f |ΨMT

f

|f |Ψ +M f
f

hT −
|f |ΨM f

f

|f |Ψ +M f
f

gR(xf ). (3.74)

Diskretizacija fluksa u stranama gde postoji diskontinuitet izvedena je na način

opisan u Odeljku 3.3.

Veličine |G+| i |G−| zavise od vrednosti hidrauličkog potencijala. Stoga se dis-

kretizacijom opisanom u ovom poglavlju dolazi do sistema nelinearnih jednačina

A(h)h = b(h). (3.75)

Matrica A(h) ispunjava uslove Definicija 2. i 3. pa je to dijagonalno dominantna M-

matrica. Stoga, na osnovu Teoreme 2. nelinearna MPFA shema zadovoljava lokalni

diskretni princip maksimuma i minimuma.

Nelinearna MPFA shema je prvog reda tačnosti za fluks, a drugog za hidraulički

potencijal (v. Primer 1). Pod odredenim uslovima postoji dokaz konvergencije

ovakve sheme [29].

Kao i nelinearna TPFA shema, nelinearna MPFA shema je takode drugog reda

tačnosti čak i za vrlo anizotropne tenzore i deformisane mreze (v. Primer 2). Ovo

svojstvo je dobijeno po ceni rešavanja nelinearnog sistema čak i ako je problem

linearan. Prednost ove sheme u odnosu na nelinearnu TPFA shemu je u tome da

ona poštuje lokalni diskretni princip maksimuma (v. Primer 3). Matrica sistema

(3.75) je retka, najčešće sa nešto vǐse ne-nula vrednosti nego u nelinearnoj TPFA

shemi. Ako mreža zadovoljava odredene uslove [49] onda broj ne-nula vrednosti

može biti isti kao i u nelinearnoj TPFA shemi.

Jednu varijantu linearne MPFA sheme je moguće dobiti tako što ćemo uzeti

µ± = 0.5. Ovakva shema je prvog reda tačnosti za fluks i drugog reda za hidraulički

potencijal (v. Primer 1 i 2), ali ne daje M-matricu i ne zadovoljava diskretni princip

minimuma i maksimuma (v. Primer 3).
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3.3 Uklanjanje diskontinuiteta na stranama

lokalnom koordinatnom transformacijom

Tačnu diskretizaciju fluksa na stranama gde postoji diskontinuitet u tenzoru

konstitutivne relacije ponekad nije moguće konstruisati korǐsćenjem samo vrednosti

hidrauličkog potencijala u primarnim tačkama kolokacije (težǐsta ćelija) i pomoćnim

u stranama. Tada je potrebno na neki način izračunati vrednost hidrauličkog po-

tencijala u pojedinim ivicama ili čvorovima. Primera radi, u [18] vrednost u ivicama

interpolirana je aritmetičkom sredinom. Rešenje dobijeno na ovaj način je pozitivno,

ali je prvog reda tačnosti. Slično, u [64] je vrednost u čvorovima dobijena metodom

najmanjih kvadrata, garantovana je pozitivnost rešenja, ali je tačnost prvog reda na

diskontinuitetu.

U radu [66] vrednosti hidrauličkog potencijala u čvorovima mreže dobijaju se

interpolacijom koristeći deo po deo linernu transformaciju. Ovakav pristup ne

narušava lokalni diskretni princip maksimuma i ne smanjuje red tačnosti metode.

Ista lokalna transformacija je u [69] iskorǐsćena za direktnu aproksimaciju fluksa,

čime je izbegnuto korǐsćenje pomoćnih tačaka kolokacije i interpoliranje vrednosti u

njima.

Obeležimo sa U(x0) okolinu neke tačke x0 ∈ Ω. Neka se ona sastoji od slojeva

U−m, . . . , Un, m ≥ 0, n ≥ 0, pri čemu je materijalni diskontinuitet U i ∩ U i+1 glatka

površ koju aproksimiramo pomoću ravni (slika 3.3).

Slika 3.3: Lokalna slojevitost okoline tačke x.

49



3.3. Uklanjanje diskontinuiteta na stranama

Pretpostavimo da je tenzor K neprekidan unutar svakog sloja, dok izmedu slojeva

može da ima prekide. Uvedimo lokalnu aproksimaciju K(x) = Ki kada je x ∈ Ui.

Potražimo deo po deo linearnu aproksimaciju hidrauličkog potencijala u obliku

h(x) = hi + Gi · (x− x0), x ∈ Ui. (3.76)

Kako imamo m+n+ 1 slojeva, prethodna jednačina ima 4 · (m+n+ 1) stepena

slobode u trodimenzionalnom slučaju.

Hidraulički potencijal je neprekidna funkcija. Stoga na materijalnom diskonti-

nuitetu za prethodnu aproksimaciju mora da važi

hi−1 + Gi−1 · (x− x0) = hi + Gi · (x− x0), za svako x ∈ U i ∩ U i−1. (3.77)

Na osnovu zakona održanja na materijalnom diskontinuitetu mora da važi

−nT
i−1,iKi−1Gi−1 = −nT

i−1,iKiGi. (3.78)

gde je ni−1,i jedinični vektor normalan na U i ∩ U i+1 usmeren od sloja sa manjim

apsolutnim indeksom ka sloju sa većim apsolutnim indeksom. Zbog lakše notacije

obeležimo ni = ni−1,i za pozitivne indekse i, odnosno ni = ni,i+1 za negativne i

(slika 3.3).

Materijalnih diskontinuiteta ima (n+m) i na njima su definisani uslovi (3.77) i

(3.78). Uslov (3.77) eliminǐse tri stepena slobode, dok uslov (3.78) eliminǐse jedan

stepen slobode. Stoga, ovi uslovi eliminǐsu sve osim četiri stepena slobode funkcije

(3.76)

h(x) = h0 + G0 · F (x), (3.79)

pri čemu je F : R3 → R3 deo po deo linearna transformacija izvedena u Dodatku

A. Transformacija F (x) ne zavisi od hidrauličkog potencijala, već samo od tenzora

K i geometrije modela.

Formula (3.79) je u [66] iskorǐsćena za interpoliranje vednosti hidrauličkog poten-

cijala u tačkama. U [69] formula (3.79) se koristi direktno za aproksimaciju fluksa

kroz neku stranu f i taj pristup je opisan u nastavku.

Neka strana f sa težǐstem xf pripada ćeliji T i neka je njena normala nf usme-

rena van ćelije T . Za tačku x0 u jednačini (3.76) uzimamo težǐste xT , pa je h0 = hT .
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Komponente vektora G0 pronalazimo rešavanjem linearnog sistema

MG0 = r, (3.80)

koji se sastoji od tri jednačine (dve u dvodimenzionalnom slučaju) sledećeg tipa:

F (xK) ·G0 = hK − hT ako je K ∈M (3.81)

F (xn) ·G0 = gD(xn)− hT ako je xn ∈ ΓD, (3.82)

nT
fKf (xf )∇F (xf )G0 = −gN(xf ) ako je f ⊆ ΓN, (3.83)(

F (xf )T + 1
ΨnT

fKf (xf )∇F (xf )
)

G0 = gR(xf )− hT ako je f ⊆ ΓR. (3.84)

Poslednju jednačinu dobijamo iz Robinovog graničnog uslova (2.53)

−nT
fKf (xf )∇F (xf )G0 = Ψ (hT + G0 · F (xf )− gR(xf )) . (3.85)

Kada ovakav sistem ima jedinstveno rešenje, fluks kroz stranu f je moguće pred-

staviti kao

uf ≈ −|f |
(
Kf (xf )M−1r

)
nf = −|f |α · r, (3.86)

jer je f ⊂ U0 i ∇F ≡ I na U0. Vektor koeficijenata α je

α = nT
fKf (xf )M−1. (3.87)

Jednačine koje čine sistem (3.80) je potrebno izabrati tako da su sve koordinate

vektora α nenegativne.

U Primerima 4 i 5 pokazano je da ovakav pristup ne narušava lokalni diskretni

princip maksimuma i ne smanjuje red tačnosti metode.

3.4 Diskretizacija bunara

Podzemno strujanje koje je od interesa u inženjerskoj praksi često je prouzro-

kovano radom bunara. Hidrogeološki gledano, namena bunara je eksploatacija ili

osmatranje podzemnih voda.

Perforirani deo zida bunara koji omogućava dotok vode iz podzemne sredine u

unutrašnjost bunara nazivamo filter. Duž filtera usled različitih uticaja (mehaničkih,
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hemijskih i bioloških) dolazi do delimičnog zapušavanja (kolmiranja)6. Ovo uzrokuje

dodatan hidraulički otpor, pa je intenzitet Darsijeve brzine kroz filter

u = Ψ(hr − hw), (3.88)

pri čemu je hw hidraulički potencijal unutar bunara, hr hidraulički potencijal u

podzemnoj sredini tik do filtra bunara (slika 3.4), Ψ = Kk/dk koeficijent transfera,

a Kk i dk koeficijent filtracije i debljina kolmiranog sloja, respektivno.

kolmirani
sloj

Slika 3.4: Dodatni hidraulički otpor duž zida bunara.

Hidraulički potencijal se menja logaritamski sa udaljenošću od bunara (slika 3.4),

što će biti objašnjeno u Odeljku 3.4.1. Gradijent hidrauličkog potencijala se u okolini

bunara brzo menja, pa tu klasične sheme na grubim mrežama rezultuju velikim

gubitkom tačnosti. U situacijama kada strujanje u podzemnoj sredini uglavnom

zavisi od prisustva bunara, netačno modeliranje u okolini bunara ima za posledicu

gubitak tačnosti u celom domenu.

Lokalno profinjenje mreže može pomoći, ali je problem u tome da je u praksi

prečnik bunara najčešće mnogo manji od okolnih ćelija. Stoga je potrebno dosta
6U literaturi na engleskom jeziku ovakva pojava se obično opisuje terminom skin effect
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profiniti mrežu da bi se dobilo zadovoljavajuće rešenje, što ima za posledicu veće

korǐsćenje računarskih resursa.

Metode za modeliranje i diskretizaciju bunara razmatrane su u vǐse radova

[14, 23, 24, 27, 26, 53, 56, 57]. Najčešće upotrebljavani način za diskretizaciju bunara

je Pismanova korekcija [56, 57]. Ovakav pristup, prvobitno formulisan za konačne

razlike sa bunarom u centru ćelije, kasnije je proširen i na druge metode diskreti-

zacije (pregled videti u radu [14]). Ovaj metod daje korektan proticaj kroz bunar

i smanjuje grešku u hidrauličkom potencijalu, ali hidraulički potencijal i dalje nije

čak ni prvog reda tačnosti na grubljim mrežama.

U radu [27] predstavljene su dve metode za diskretizaciju kada je bunar mo-

deliran zasebnim ćelijama. U radu [26] predstavljeno je proširenje ovih metoda

na neizotropnu sredinu. Aproksimacija fluksa WFC7 metodom (dvodimenzionalni

slučaj predstavljen u Odeljku 3.4.2) je slična Pismanovom modelu i koriguje aproksi-

maciju fluksa na bunarskim stranama. Ona daje mnogo tačniji proticaj kroz bunar,

ali nije čak ni prvog reda tačnosti na grubim mrežama. Aproksimacija fluksa NWC8

metodom (dvodimenzionalni slučaj predstavljen u Odeljku 3.4.3) koriguje aproksi-

macije fluksa u nekoj okolini bunara, što daje drugi red tačnosti. U Odeljku 3.4.4

predstavljeno je proširenje na trodimenzionalni slučaj.

f f

Slika 3.5: Diskretizacija bunara u dve (levo) i tri (desno) dimenzije.

Bunar je predstavljen nizom cilindričnih ćelija u trodimenzionalnom slučaju,

odnosno jednom kružnom ćelijom u dve dimenzije (slika 3.5). U trodimenzionalnom
7WFC - skraćenica od termina na engleskom jeziku well face correction
8NWC - skraćenica od termina na engleskom jeziku near well correction
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slučaju granični uslov u bunaru se postavlja na najnižoj strani najniže ćelije, zato što

ta strana presušuje tek kada presuši i ceo bunar. Tok unutar bunara je modeliran

Hagen-Poisilovim zakonom, što znači da je koeficijent filtracije duž bunara zadat

relacijom

Kb = r2ρg

8µ , (3.89)

pri čemu je r poluprečnik bunara, ρ je gustina vode unutar bunara, g je gravitaci-

ona konstanta i µ je dinamička viskoznost vode. Fluks kroz stranu f izmedu dve

bunarske ćelije (T ±) aproksimiramo linearnom TPFA shemom

uf = |f ||Kb|
h+ − h−
‖x− − x+‖

. (3.90)

Ovakva aproksimacija je drugug reda tačnosti i zadovoljava lokalni diskretni princip

maksimuma i minimuma ako je bunar prav, jer je na stranama izmedu dve bunarske

ćelije zadovoljen uslov ortogonalnosti.

Strane koje se nalaze izmedu ćelija bunara i ćelija porozne sredine nazivamo

bunarskim stranama (slika 3.5).

U dvodimenzionalnom slučaju kada je zadat bunarski proticaj, bunar se modelira

kao term izvora i ponora, dok je u slučaju kada je zadat nivo bunar predstavljen

kao kružna rupa na čijoj granici je zadat Robinov granični uslov.

3.4.1 Analitičko rešenje

Posmatrajmo problem u dve dimenzije. Neka se bunar poluprečnika r nalazi u

centru kružnog domena poluprečnika R. Neka je domen homogen i izotropan sa

tenzorom filtracije K = KI. Prelaskom na polarne koordinate

x− xw = ρ sinϑ, y − yw = ρ cosϑ, (3.91)

možemo dobiti opšte rešenje jednačine (2.27) metodom razdvajanja promenljivih

h = (C0 ln ρ+ C1)(D0ϑ+ 1) +
∞∑
n=1

(
Anρ

n +Bnρ
−n
)

(Dn cosnϑ+ sinnϑ) , (3.92)

pri čemu su An, Bn, C0, C1 i Dn konstante, dok je ρ = ρ(x) udaljenost tačke x od

centra bunara xw:

ρ(x) = ‖x− xw‖. (3.93)
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Iz uslova da rešenje ne zavisi od ϑ dobijamo

h = C0 ln ρ+ C1. (3.94)

Ako su hr i hR vrednosti hidrauličkog potencijala u poroznoj sredini na rastojanjima

r i R od centra bunara onda je rešenje

h = hR − hr
ln R

r

ln ρ+ hr lnR− hR ln r
ln R

r

, (3.95)

dok je ukupni proticaj kroz bunar

Q = 2πKhR − hr
ln R

r

. (3.96)

Razmotrimo šta se dešava u anizotropnom slučaju. Tenzor filtracije K je sime-

trična pozitivno definitna matrica te stoga važi

K = ADAT, (3.97)

gde je A matrica sopstvenih vektora matrice K i D = diag(d1, d2) dijagonalna ma-

trica čiji su elementi sopstvene vrednosti matrice K. Zbog pozitivne definitnosti

matrice K sve njene sopstvene vrednosti su pozitivne. Prema tome

K = A
√
D
√
DAT,

√
D = diag(

√
d1,

√
d2) (3.98)

odnosno

K = S−1(S−1)T, gde je S =

 S11 S12

S21 S22

 = (A
√
D)−1. (3.99)

Definǐsimo koordinatnu transformaciju

x = S(x− xw). (3.100)

Gradijent hidrauličkog potencijala je moguće predstaviti kao

∇h =

 ∂h
∂x

∂h
∂y

 =

 ∂h
∂x

∂x
∂x

+ ∂h
∂y

∂y
∂x

∂h
∂x

∂x
∂y

+ ∂h
∂y

∂y
∂y

 =

 S11
∂h
∂x

+ S21
∂h
∂y

S12
∂h
∂x

+ S22
∂h
∂y

 = ST∇h, (3.101)

gde je

∇ =
(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
(3.102)
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nabla operator u novom koordinatnom sistemu. Divergenciju proizvoljnog vektora

v = [v1 v2]T je moguće predstaviti kao

∇ · v = ∂v1

∂x
+ ∂v2

∂y
= S11

∂v1

∂x
+ S21

∂v1

∂y
+ S12

∂v2

∂x
+ S22

∂v2

∂y
= ∇ · (Sv). (3.103)

Prema tome, stacionarna jednačina podzemnog strujanja u zasićenoj sredini (2.27)

u novim koordinatama glasi

∇ · (K∇h) = ∇ ·
(
SKST∇h

)
. (3.104)

Zamenom (3.99) u poslednjoj jednačini dobijamo da je jednačina podzemnog stru-

janja

∇ · (∇h) = q. (3.105)

Stoga je rešenje oblika

h = C0 ln ρ+ C1. (3.106)

Na ovaj način koordinatnom transformacijom problem je postao izotropan. Ako

je u novim koordinatama domen kružan sa konstantnim hidrauličkim potencijalom

hR na udaljenosti (u novim koordinatama) R od centra bunara, odnosno hr na

udaljenosti r, slično kao i u izotropnom slučaju rešenje je

h = hR − hr
ln R

r

ln ρ(x) + hr lnR− hR ln r
ln R

r

, (3.107)

pri čemu je

ρ(x) = ‖S(x− xw)‖ = ‖x‖. (3.108)

Ukupni proticaj kroz bunar je

Q = 2π|det(S−1)|hR − hr
ln R

r

. (3.109)

Primetimo da se ova formula svodi na (3.96) kada je u izotropnom slučaju K = KI,

gde je K pozitivna skalarna vrednost. Dekompoziciju (3.98) u tom slučaju možemo

zapisati kao

K = I
√
K
√
KIT, (3.110)

dok je S−1 = I
√
K, pa je |det(S−1)| = K.

56



3.4. Diskretizacija bunara

3.4.2 WFC korekcija

Na osnovu proticaja (3.109) u [26] je predloženo da se fluks na bunarskim stra-

nama aproksimira kao

uf ≈ |Pr(f)|S |det(S−1)| hT − hf
r ln ρ(xT )

ρ(xf )

, (3.111)

gde je hf vrednost hidrauličkog potencijala u pomoćnoj tački kolokacije xf , a Pr(f)

je centralna projekcija strane f na skup ‖x‖ = r iz centra bunara xw. Sa |Pr(f)|S je

označena dužina projekcije u novom koordinatnom sistemu. Ovakva aproksimacija

se u izotropnom slučaju svodi na aproksimaciju razmatranu u [27]

uf ≈ |f |K
hT − hf
r ln ρ(xT )

ρ(xf )

. (3.112)

Na osnovu (3.88) imamo da je fluks na bunarskim stranama

uf = |f |Ψ(hf − hw), (3.113)

pri čemu je hw vrednost hidrauličkog potencijala u bunarskoj ćeliji. Iz prethodne

jednačine i jednačine (3.111) dobijamo

uf = |f ||Pr(f)|S |det(S−1)|Ψ
|Pr(f)|S |det(S−1)|+ |f |Ψr ln ρ(xT )

ρ(xf )

(hT − hw). (3.114)

Vrednost ln ρ(xT )
ρ(xf ) je uvek pozitivna jer je bez obzira na koordinatnu transfor-

maciju uvek ispunjeno ρ(xT ) > ρ(xf ) > 0, te je zbog toga ceo razlomak u (3.114)

pozitivan. Ovakva korekcija ne narušava dobijanje M-matrice pa je primenjiva i

na linearnu TPFA i linearnu MPFA shemu. Takode, korǐsćenjem ovakve aproksi-

macije na bunarskim stranama uz nelinearnu TPFA shemu dobija se M-matrica i

poštuje se pozitivnost rešenja (Odeljak 3.1.2). Osim što su koeficijenti ovakve aprok-

simacije pozitivni oni su i jednaki, pa zadovoljavaju uslov (3.58). Stoga se ovakva

aproksimacija može primeniti u nelinearnoj MPFA shemi i lokalni diskretni princip

maksimuma i minimuma će i dalje biti zadovoljen.

Ovakva aproksimacija fluksa na bunarskim stranama daje korektan proticaj u

bunaru, ali u okolini bunara hidraulički potencijal i dalje nije čak ni prvog reda

tačnosti na grubim mrežama, iako je mnogo tačniji nego bez korekcije (v. Primere

6 i 7).
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3.4.3 NWC korekcija

Ideja NWC korekcije [26, 27] je da se hidraulički potencijal u okolini bunara

predstavi kao

h ≈ L+ ĥ, (3.115)

gde je L linearna funkcija, dok je ĥ bunarska funkcija oblika (3.106)

ĥ = C0 ln ρ(x) + C1. (3.116)

Stoga se gradijent hidrauličkog potencijala može predstaviti kao zbir linearnog i

singularnog dela

∇h ≈ G + C0∇ (ln ρ(x)) . (3.117)

Integracijom jednačine podzemnog strujanja (2.27) po svakoj ćeliji T ∈ M do-

bijamo∫
T
∇ · (−K∇h)dΩ ≈ −

∫
T
∇ · (KG)dΩ− C0

∫
T
∇ · (K∇(ln ρ(x))) dΩ. (3.118)

Kako je L linearna funkcija, G je konstanta. Primenom Teoreme o divergenciji na

prvi integral dobijamo∫
T
∇ · (KG)dΩ =

∫
∂T

(KG) · ndS ≈
∑
f⊂∂T

|f |(KfGf ) · nf . (3.119)

Primetimo da je ova aproksimacija dobra čak i za bunarsku stranu, jer integral ne

zavisi od putanje.

Koordinatnom transformacijom (3.100) i primenom Teoreme o divrgenciji drugi

integral postaje

C0

∫
T
∇ · (K∇(ln ρ(x))) dΩ = C0|det(S−1)|

∫
T
∇ ·

(
∇(ln ρ(x))

)
dΩ =

= C0|det(S−1)|
∫
∂T

(
∇(ln ρ(x))

)
· ndS.

(3.120)

Deljenjem granice ćelije T na strane, dobijamo da je fluks kroz stranu f

uf ≈ −|f |(KfGf ) · nf − C0|det(S−1)|
∫
f

(
∇(ln ρ(x))

)
· ndS. (3.121)

Kao i u prethodnom poglavlju, obeležimo sa Pr(f) centralnu projekciju strane

f na skup ‖x‖2 = r2 iz tačke xw (slika 3.6). Komponenta toka opisana bunarskom
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bunar

xw
f

x
Pr(x )f

Pr(f) f1

f

Slika 3.6: Radijalna projekcija na bunar.

funkcijom je usmerena ka centru bunara. Stoga je singularni deo fluksa isti kroz

strane f i f1 kao i kroz stranu Pr(f) (slika 3.6)

C0| det(S−1)|
∫
f
∇(ln ρ(x)) · nfdS

= C0| det(S−1)|σf
∫

Pr(f)
∇(ln ρ(Pr(x))) · n̂fdS,

(3.122)

gde je n̂f spoljašnja normala na skup ‖x‖ = r u tački Pr(xf ) u novom koordinatnom

sistemu, dok je σf = −1 ako je nf usmeren unutar trougla definisanog sa f i xw,

inače σf = 1. Primetimo da je

∇ (ln ρ(Pr(xf ))) · n̂f = 1
r
, (3.123)

jer ako je Pr(xf ) = (x, y) onda

∇ (ln ρ(Pr(xf ))) =

 − x
x2+y2

− y
x2+y2

 , n̂f =

 −
x√
x2+y2

− y√
x2+y2

 , (3.124)

pa kako je Pr(xf ) tačka na krugu poluprečnika r u novom koordinatnom sistemu

sledi da važi jednačina (3.123). Stoga, jednačinu (3.122) možemo predstaviti kao

C0| det(S−1)|
∫
f
∇(ln ρ(x)) · nfdS = C0σf | det(S−1)| |Pr(f)|S

r
, (3.125)

gde je |Pr(f)|S kao i u prethodnom poglavlju dužina projekcije u novom kooordi-

natnom sistemu.
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3.4. Diskretizacija bunara

Zamenjujući (3.125) u (3.121) dobijamo aproksimaciju fluksa kroz stranu f =

∂T + ∩ ∂T −

uf ≈ uf,+ = −|f |(KfGf,+) · nf − C0σf | det(S−1)| |Pr(f)|S
r

. (3.126)

U ovakvoj aproksimaciji fluksa nepoznate vrednosti su G i C0. Njih odredujemo

rešavanjem linearnog sistema koji se sastoji od tri jednačine oblika

Gf,+ · (xi − x+) + C0 ln ρ(xi)
ρ(x+) = hi − h+, gde je T ∈ M, (3.127)

Gf,+ · (xn − x+) + C0 ln ρ(xn)
ρ(x+) = gD(xn)− h+, gde je xn ∈ ΓD, (3.128)

|fN|nT
fN
KfNGf,+ + C0σfN| det(S−1)| |Pr(fN)|S

r

= −|fN|gN(xfN), gde je fN ⊆ ΓN,

(3.129)

Gf,+ ·
(
KfRnf

Ψ + xfR − x+

)
+ C0

(
σfR | det(S−1)| |Pr(fR)|S

r|fR|Ψ
+ ln ρ(xfR)

ρ(x+)

)

= gR(xfR)− h+, gde je fR ⊆ ΓR.

(3.130)

Na ovaj način dolazimo do sistema jednačina

AC = b, (3.131)

gde je

A =


x1 − x+ y1 − y+ ln ρ(x1)

ρ(x+)

x2 − x+ y2 − y+ ln ρ(x2)
ρ(x+)

x3 − x+ y3 − y+ ln ρ(x3)
ρ(x+)

 , (3.132)

xi = [xi yi]T C =
[
∂L

∂x

∂L

∂y
C0

]T

,

b = [h1 − h+ h2 − h+ h3 − h+]T .
(3.133)

Jednačine koje čine sistem treba izabrati tako da je matrica A invertibilna.

Obeležimo elemente matrice A−1 sa aij. Neka indeks k odgovara jednačinama oblika

(3.127), (3.128) ili (3.130), a neka indeks k odgovara jednačinama oblika (3.129).
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3.4. Diskretizacija bunara

Koordinate nepoznatog vektora C možemo zapisati

∂L

∂x
=
∑
k

a1k(hk − h+)−
∑
k̄

a1k̄gN(xfk̄)|fk̄|,

∂L

∂y
=
∑
k

a2k(hk − h+)−
∑
k̄

a2k̄gN(xfk̄)|fk̄|,

C0 =
∑
k

a3k(hk − h+)−
∑
k̄

a3k̄gN(xfk̄)|fk̄|.

(3.134)

Zamenjujući (3.134) u (3.126) dobijamo aproksimaciju fluksa u obliku

uf,+ = −
∑
k

α+
k (hk − h+) +

∑
k̄

α+
k̄
gN(xfk̄)|fk̄| (3.135)

gde je

α+
k = |f |[a1k a2k]Kfnf + a3kσf | det(S−1)| |Pr(f)|S

r
, (3.136)

α+
k̄

= |f |[a1k̄ a2k̄]Kfnf + a3k̄σf | det(S−1)| |Pr(f)|S
r

. (3.137)

Zahtevamo da su koeficijenti αk, αk̄ ≥ 0 za svako k, k. Ukoliko to nije slučaj po-

trebno je izabrati druge jednačine za sistem (3.131). Na isti način dobijamo i drugu

jednostranu aproksimaciju

uf,− = −
∑
l

α−l (hl − h−) +
∑
l̄

α−
l̄
gN(xfl̄)|fl̄|. (3.138)

Ako napravimo konveksnu kombinaciju jednostranih flukseva oblika (3.135) i

(3.138) na isti način kao u nelinearnoj TPFA shemi (Odeljak 3.1.2) dobijamo aprok-

simaciju uz pomoć dve tačke

uf ≈M+
f h+ −M−

f h− + rf , (3.139)

pri čemu su koeficijenti nešto drugačiji nego u Odeljku 3.1.2:

M+
f = µ+

∑
k

α+
k + µ−

∑
l

xl=x+

α−l , (3.140)

M−
f = µ−

∑
l

α−l + µ+
∑
k

xk=x−

α+
k , (3.141)

rf = µ+
∑
k̄

gN(xf
k̄

)>0

α+
k̄
gN(xfk̄)|fk̄| − µ−

∑
l̄

gN(xf
l̄
)>0

α−
l̄
gN(xfl̄)|fl̄|. (3.142)
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3.4. Diskretizacija bunara

Koeficijenti M±
f su nenegativni jer važi αk, αk̄, αl, αl̄ ≥ 0. Stoga se ovakvom dis-

kretizacijom dobija M-matrica, pa shema dobijena na ovaj način poštuje pozitivnost

rešenja.

Korekciju možemo definisati i za linearnu i za nelinearnu MPFA shemu. Zahte-

vamo da u aproksimaciji (3.135) učestvuje h− i da u aproksimaciji (3.138) učestvuje

h+, pri čemu je neophodno da važi α±∓ > 0. Tada umesto (3.59) koristimo (3.135),

a umesto (3.60) koristimo (3.138). Ostatak izvodenja je identičan kao u Poglavlju

3.2. Razmatranja za nelinearnu MPFA shemu važe i za ovako izvedenu shemu, pa

ona zadovoljava lokalni diskretni princip maksimuma i minimuma.

Predstavljena shema se koristi u okolini bunara. Ovakva okolina može biti bilo

kakvog oblika dokle god uključuje barem ćelije najbliže bunaru. Okolina jednog

bunara ne sme da se preklapa sa okolinom nekog drugog bunara. Van okoline bunara

se koristi nelinearna TPFA shema (Odeljak 3.1) ili MPFA shema (Poglavlje 3.2).

Dvodimenzionalna verzija NWC sheme je testirana u Primerima 6 i 7.

3.4.4 Korekcije u trodimenzionalnom slučaju

WFC korekcija (Odeljak 3.4.2) je direktno primenljiva u trodimenzionalnom

slučaju, pri čemu Pr(f) označava Lambertovu cilindričnu projekciju (videti dodatak

B) strane f na cilindar (zid bunara).

U trodimenzionalnom slučaju sistem (3.131) se sastoji od četiri umesto tri jedna-

čine tipa (3.127), (3.128), (3.129) i (3.130). Fukncija ρ(x) predstavlja udaljenost

tačke x od centralne ose bunara. Vektor nepoznatih je

C =
[
∂L

∂x

∂L

∂y

∂L

∂z
C0

]T

. (3.143)
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3.5. Diskretizacija Darsijevog fluksa izraženog preko pritiska

Njegove koordinate su
∂L

∂x
=
∑
k

a1k(hk − h+)−
∑
k̄

a1k̄gN(xfk̄)|fk̄|,

∂L

∂y
=
∑
k

a2k(hk − h+)−
∑
k̄

a2k̄gN(xfk̄)|fk̄|,

∂L

∂z
=
∑
k

a3k(hk − h+)−
∑
k̄

a3k̄gN(xfk̄)|fk̄|,

C0 =
∑
k

a4k(hk − h+)−
∑
k̄

a4k̄gN(xfk̄)|fk̄|.

(3.144)

Prema tome jednačine (3.136) i (3.137) postaju

α+
k = |f |[a1k a2k a3k](Kfnf ) + a4kσf | det(S−1)| |Pr(f)|S

r
, (3.145)

α+
k̄

= |f |[a1k̄ a2k̄ a3k̄](Kfnf ) + a4k̄σf | det(S−1)| |Pr(f)|S
r

, (3.146)

pri čemu je |Pr(f)|S površina Lambertove projekcije u novom koordinatnom sistemu.

Korekcije u trodimenzionalnom slučaju testirane su u Primeru 8.

3.5 Diskretizacija Darsijevog fluksa

izraženog preko pritiska

Darsijev fluks (3.9) možemo zapisati kao

uTf = −
∫
f

(
k

µ
∇p

)
· nfdS +

∫
f

(
ρ
k

µ
g
)
· nfdS. (3.147)

Neka je f = ∂T+ ∩ T−. Drugi integral aproksimiramo kao∫
f

(
ρ
k

µ
g
)
· nfdS ≈ |f |ρf

(kfnf ) · g
µf

(3.148)

gde je kf = k(xf ) i

ρf = ρ(x−)|T+|+ ρ(x+)|T−|
|T−|+ |T+|

, µf = µ(x−)|T+|+ µ(x+)|T−|
|T−|+ |T+|

. (3.149)

Ukoliko primenimo sheme iz prethodnih poglavlja na prvi integral diskretni princip

maksimuma, odnosno pozitivnost važiće za pritisak. Medutim, u tom slučaju poten-

cijal ne bi bio konstantan u hidrostatičkim uslovima (kada nema toka). Diskretni

princip maksimuma ne važi istovremeno i za hidraulički potencijal i za pritisak.
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3.5. Diskretizacija Darsijevog fluksa izraženog preko pritiska

Ukoliko želimo da diskretni princip maksimuma važi za hidraulički potencijal

kada se primeni linearna TPFA shema (Odeljak 3.1.1) za aproksimaciju fluksa (3.9),

potrebno je uvesti diskretizaciju fluksa kroz stranu f = ∂T+ ∩ T− koja se u slučaju

konstantne gustine svodi na (3.10):

uf ≈ |f |
∥∥∥∥∥kfnfµf

∥∥∥∥∥ p+ − p− + ρfg(z+ − z−)
‖x− − x+‖

. (3.150)

Ovakvu aproksimaciju možemo zapisati u obliku

uf = M+
f p+ −Mfp− + rf , (3.151)

pri čemu je

M±
f = |f |

∥∥∥∥∥kfnfµf

∥∥∥∥∥ 1
‖x− − x+‖

, rf = |f |
∥∥∥∥∥kfnfµf

∥∥∥∥∥ ρfg(z+ − z−)
‖x− − x+‖

. (3.152)

Shemu koja garantuje pozitivnost hidrauličkog potencijala kada gustina nije kon-

stantna izvodimo na sličan način kao u Odeljku 3.1.2. U okolini strane f uvedimo

aproksimaciju

p(x) + zg
ρ+ ρ+

2 ≈ p+ + z+g
ρ+ ρ+

2 + Gf,+ · (x− x+). (3.153)

Zamenom ove aproksimacije u (3.9) dobijamo

u+
f ≈ uf,+ = |f |xT

f

kf

µf
Gf,+, (3.154)

pri čemu nepoznati vektor Gf,+ nalazimo rešavanjem linearnog sistema koji se sastoji

od tri jednačine (dve u dvodimenzionalnom slučaju) oblika:

Gf,+ · (xT − x+) = pT − p+ + (zT − z+)ρT ,+g, gde je T ∈ M, (3.155)

Gf,+ · (xn − x+) = gD(xn)− p+ + (zn − z+)ρn,+g, gde je xn ∈ ΓD, (3.156)

nT
fN

kfN

µfN

Gf,+ = −gN(xfN), gde je xfN ∈ ΓN, (3.157)(
(xfR − x+)T + 1

ΨnT
fR

kfR

µfR

)
Gf,+ =

gR(xfR)− p+ + (zfR − z+)ρfR,+g, gde je xfR ∈ ΓR,

(3.158)

pri čemu su gD i gR funkcije kojima su zadati respektivno Dirihleov i Robinov

granični uslovi za pritisak, dok je

ρi,j = ρ(xi) + ρ(xj)
2 . (3.159)
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3.6. Nezasićeni slučaj

Na ovaj način dolazimo do aproksimacija

uf,+ = −
∑
i

α+
i (p+

i − p+) +
∑
j

α+
j gN(x+

j ) +
∑
i

α+
i (zi − z+)ρi,+g. (3.160)

Istim postupkom kao u Odeljku 3.1.2 dolazimo do aproksimacije fluksa

uf ≈M+
f p+ −M−

f p− + rf , (3.161)

M±
f = µ±

∑
i

α±i + µ∓
∑
k

xk=x±

α∓k , (3.162)

rf = µ+
∑
j

gN(x+
j )>0

α+
j gN(x+

j ) + µ+
∑
i

(zi − z+)ρi,+g

−µ−
∑
l

gN(xfl)>0

α−l gN(xfl)− µ−
∑
m

(zm − z−)ρm,−g.
(3.163)

Na isti način kao u Poglavlju 3.2, koristeći aproksimaciju (3.160) dolazimo do

sheme koja je drugog reda tačnosti i poštuje lokalni diskretni princip maksimuma i

minimuma za hidraulički potencijal. Po analogiji u Poglavlju 3.3, odnosno Odeljku

3.4.3 dobijamo aproksimaciju fluksa na materijalnim diskontinuitetima, odnosno u

okolini bunara, koja je drugog reda tačnosti i poštuje diskretni princip maksimuma

i minimuma za hidraulički potencijal.

3.6 Nezasićeni slučaj

Razmotrimo sada stacionarnu jednačinu podzemnog strujanja u nezasićenoj sre-

dini (2.41). Integracijom po svakoj ćeliji T ∈ M dolazimo do jednačine

∑
f⊂∂T

uTf =
∫
T
qdΩ, (3.164)

pri čemu je Darsijev fluks u nezasićenom slučaju

uTf = −
∫
f
u · nTf dS, (3.165)

gde je u Darsijeva brzina zadata jednačinom (2.34) ili (2.36).

Relativna propusnost kr se računa iz vrednosti hidrauličkog potencijala na način

opisan u Odeljku 2.7.1. Da bi se izračunao fluks potrebno je aproksimirati relativnu
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3.6. Nezasićeni slučaj

propusnost u strani f = ∂T + ∩ ∂T −. Standardni pristup je da se ova vrednost

dobije na osnovu vrednosti relativne propusnosti u ćelijama T + i T −. Ovaj pristup

je predstavljen u Odeljku 3.6.1. Drugi način je da se nekako dobije vrednost hi-

drauličkog potencijala u strani f , pa da se potom na osnovu te vrednosti, formule

(2.35) i jednog od modela iz Odeljka 2.7.1 izračuna relativna propusnost u strani f .

3.6.1 Aproksimacija relativne propusnosti

Ukoliko se za aproksimaciju fluksa koristi shema koja poštuje lokalni diskretni

princip maksimuma i minimuma (ili pozitivnost) onda će biti zadovoljen lokalni

diskretni princip maksimuma (pozitivnost) za hidraulički potencijal. Medutim, dis-

kretni princip maksimuma ne mora biti zadovoljen za visinu pritiska. Kako se re-

lativna propusnost odreduje na osnovu visine pritiska, ovo može dovesti do velikih

odstupanja u fluksu.

Razmotrimo aproksimaciju relativne propusnosti na jednodimenzionalnom pri-

meru. Darsijev zakon u nezasićenom jednodimenzionalnom slučaju možemo formu-

lisati preko visine pritiska (na osnovu (2.35)) formulom

u = −krK

(
dψ
dz + γ

)
, (3.166)

gde je K koeficijent filtracije, z prostorna promenljiva i γ kosinus ugla izmedu ose

prostorne promenljive i vektora suprotne orjentacije od usmerenja gravitacione sile.

U slučaju horizontalnog toka γ = 0, dok je u slučaju vertikalnog toka γ = 1.

Darsijevu brzinu kroz tačku koja se nalazi izmedu tačaka zL i zU = zL +∆z > zL

možemo aproksimirati formulom

u ≈ −krK

(
∆ψ
∆z + γ

)
, (3.167)

pri čemu je kr na neki način usrednjena vrednost relativne propusnosti, dok su ψL i

ψU = ψL + ∆ψ vrednosti visine pritiska u tačkama zL i zU.

Najčešće se za računanje usrednjene vrednosti relativne propusnosti kr koristi

jedna od sledećih sredina:
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3.6. Nezasićeni slučaj

• aritmetička sredina

kARIT
r = kL

r + kU
r

2 , (3.168)

• geometrijska sredina

kGEOM
r =

√
kL

r k
U
r , (3.169)

• harmonijska sredina

kHARM
r = 2

1
kU

r
+ 1

kL
r

(3.170)

Svaka od ovih sredina poštuje diskretni princip maksimuma za ψ ako je mreža

dovoljno fina. Nažalost, na grubim mrežama mogu se pojaviti nefizičke oscilacije

[3, 4, 61], što je i pokazano u Primerima 9 i 10.

Uzimajući relativnu propusnost u gornjoj tački

kUPG
r = kU

r , zU ≥ zL (3.171)

dobijamo rešenje koje poštuje diskretni princip maksimuma [4], ali je prvog reda

tačnosti.

Kada je γ = 0 (horizontalni tok) iz Darsijevog zakona (3.166) metodom razdva-

janja promenljivih dobijamo

∆z = −K
u

∫ ψU

ψL
krdψ. (3.172)

Zamenjivanjem ovog izraza u (3.167) i zahtevajući da u (3.167) važi jednakost do-

bijamo da je

kr = 1
∆ψ

∫ ψU

ψL
kr(ψ)dψ = kINT

r , (3.173)

što znači da integralna sredina kINT
r daje tačan fluks u horizontalnom slučaju. Po

istom principu zaključujemo da je integralna sredina dobra aproksimacija kada

|∆ψ/∆z| � γ. Medutim, u Primeru 10 je pokazano da ako primenimo integralnu

sredinu za aproksimaciju relativne propusnosti imaćemo oscilacije rešenja u nekim

drugim slučajevima.

Strujanje možemo podeliti u tri kategorije:

• Infiltracija je slučaj kada zasićenost raste sa visinom i tok je orjentisan na dole,

tj. dψ/dz > 0.

67



3.6. Nezasićeni slučaj

• Drenaža je slučaj kada zasićenost opada sa visinom i tok je orjentisan na dole,

tj. −γ < dψ/dz < 0.

• Kapilarno izdizanje je slučaj kada zasićenost opada sa visinom i tok je orjen-

tisan na gore, tj. dψ/dz < −γ.

Postoji još jedna fizička mogućnost, a to je da zasićenost raste sa visinom i da je tok

orjentisan na gore. To bi značilo da je gas ispod vode i da pritisak u gasu gura vodu

na gore. Da bi tok bio usmeren na gore, hidraulički potencijal u donjoj tački zL mora

da bude veći od hidrauličkog potencijala u gornjoj tački zU, tj. hL > hU. Na osnovu

(2.35) imamo da je zL + ψL > zU + ψU, a odavde sledi da mora biti ψL > ψU jer je

zL < zU. Zasićenost je monotono neopadajuća funkcija u odnosu na visinu pritiska

(Odeljak 2.7.1), što znači da zasićenost s(ψL) ne može biti veća od zasićenosti s(ψU).

Prema tome ovaj slučaj se ne može opisati Ričardsovom jednačinom.

U graničnom slučaju dψ/dz = 0 zasićenost se ne menja sa visinom, pa je stoga

svejedno koji metod usrednjavanja koristimo. Kada je dψ/dz = −γ onda ne postoji

tok bez obzira na vrednost kr.

Na osnovu ove klasifikacije u [61] je predloženo usrednjavanje u zavisnosti od

vrste strujanja koje zadovoljava diskretni princip maksimuma

kS
r =



max
(
kINT

r , γkU
r

γ+∆ψ/∆z

)
, kada je ∆ψ/∆z > 0,

min
(

γkU
r

γ+∆ψ/∆z , kr
(
ψL − (∆ψ)2

γ∆z

))
, kada je − γ < ∆ψ/∆z < 0,

∆zkR
r k

INT
r

(∆z−δz)kINT
r +δzkR

r
, kada je ∆ψ/∆z < −γ,

(3.174)

pri čemu je ψR = ψL − γ∆z, kR
r = kr(ψR) i

δz =
−∆ψ +

√
∆ψ2 + 4(kR

r /k
INT
r − 1)γ(ψR − ψU)∆z

2γ(kR
r /k

INT
r − 1) . (3.175)

Ovakvom aproksimacijom relativne propusnosti za infiltraciju važi kr → kU
r kada

∆ψ/∆z → 0, dok za kapilarno izdizanje važi kr → kU
r kada ∆ψ/∆z → −γ. Ako

pustimo da se ψL menja od slučaja ∆ψ/∆z = 0 do slučaja ∆ψ/∆z = −γ, funkcija

kr(ψL) ima istu vrednost na početku i na kraju ovog intervala a nije konstantna,
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3.6. Nezasićeni slučaj

što znači da nije monotona jer je neprekidna. Ovo može izazvati numeričke teškoće.

Ispravka ovog usrednjavanja je

kNS
r =



max
(
kINT

r , γkU
r

γ+∆ψ/∆z

)
, kada je ∆ψ/∆z > 0,

kU
r , kada je − γ < ∆ψ/∆z < 0,

∆zkR
r k

INT
r

(∆z−δz)kINT
r +δzkR

r
, kada je ∆ψ/∆z < −γ.

(3.176)

U [61] je pokazano da ψ poštuje diskretni princip maksimuma. Koliko je autoru

poznato u trodimenzionalnom slučaju na nestrukturnim mrežama ne postoji shema

koja garantuje da je diskretni princip maksimuma zadovoljen, bez obzira koji metod

se koristi za računanje kr.
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GLAVA 4. Diskretizacija stacionarnih jednačina transporta mase i
energije

Glava 4

Diskretizacija stacionarnih

jednačina transporta mase i

energije

Stacionarna jednačina transporta mase sledi iz evolutivne (2.65) kada se koncen-

tracija C ne menja sa vremenom:

∇ · (uC)−∇ · (D∇C) = qC . (4.1)

Integracijom ove jednačine po svakoj od ćelija T mrežeM i primenom Teoreme

o divergenciji na advektivni i difuzni term dobija se
∫
∂T
Cu · ndS −

∫
∂T

(D∇C) · ndS =
∫
T
qCdΩ. (4.2)

Kako se ∂T sastoji od konačnog broja strana, integral difuznog terma se može

prikazati u obliku
∫
∂T

(D∇C) · ndS =
∑
f⊂∂T

∫
f
(D∇C) · nfdS. (4.3)

Diskretizacija difuznog terma jednačine transporta se izvodi na isti način kao i dis-

kretizacija prostornog terma u jednačini podzemnog strujanja (Glava 3).

Integral advektivnog terma može se prikazati kao
∫
∂T
Cu · ndS =

∑
f⊂T

∫
f
Cu · ndS ≈

∑
f⊂T

ufCf , (4.4)

70



4.1. Linearna diskretizacija advektivnog terma

gde je uf Darsijev fluks dat jednačinom (3.8). Njegove vrednosti su izračunate iz

jednačine podzemnog strujanja ili su poznate kada je strujna slika unapred zadata.

Sa Cf je označena vrednost koncentracije u strani f . S obzirom da su vrednosti

koncentracije vezane za tačke kolokacije (težǐsta ćelija), vrednost koncentracije u

strani f je potrebno izraziti preko diskretnih vrednosti koncentracije u ćelijama.

Diskretizacija advektivnog terma je predstavljena u Poglavljima 4.1 i 4.2.

Stacionarnu jednačinu transporta toplotne energije dobijamo iz jednačine (2.84)

kada se temperatura ne menja sa vremenom

∇ · (uρcwT )−∇ · (λ∇T ) = qT . (4.5)

Diskretizacija konduktivnog terma u jednačini transporta toplotne energije izvodi

se na isti način kao u Glavi 3. Advektivni term jednačine transporta energije dis-

kretizuje se na isti način kao i advektivni term u jednačini transporta mase.

4.1 Linearna diskretizacija advektivnog terma

Najlogičnije izgleda da se koncentracija u strani f = ∂T + ∩ ∂T − predstavi kao

aritmetička sredina koncentracije u ćelijama T + i T −:

Cf ≈
1
2(C+ + C−). (4.6)

Ovo zovemo centralna shema. Ovakva aproksimacija razvija oscilacije kada advek-

cija dominira u odnosu na difuziju i disperziju [59]. Razlog je taj što centralna

diskretizacija advektivnog fluksa ufCf dodaje 1/2uf na glavnu dijagonalu matrice

sistema na pozicijama (T +, T +), (T −, T −), kao i van glavne dijagonale na pozi-

cijama (T −, T +), (T +, T −). Da bi se dobila M-matrica elementi glavne dijagonale

moraju biti pozitivni, a svi ostali nenegativni. Kako to ovde ne mora da bude slučaj,

ovakva diskretizacija ne poštuje diskretni princip maksimuma (Teorema 2).

Upravo zahtev da matrica sistema bude M-matrica dovodi nas do uzvodne

sheme1. Neka je normala nf usmerena od ćelije T + ka ćeliji T −. Koncentraciju
1U literaturi na engleskom jeziku upwind scheme
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4.1. Linearna diskretizacija advektivnog terma

u strani aproksimiramo kao

Cf ≈

 C+ ako je uf ≥ 0,

C− ako je uf < 0.
(4.7)

Ovakvom diskretizacijom dolazimo do dijagonalno dominantne M-matrice, jer

ako je uf pozitivno onda se na glavnu dijagonalu dodaje pozitivna vrednost uf ,

a u suprotnom se van glavne dijagonale dodaje negativna vrednost uf . Stoga na

osnovu Teoreme 2 ovako definisana shema zadovoljava diskretni princip maksimuma

(v. Primer 13).

Advektivni fluks diskretizovan uzvodnom shemom (4.7) moguće je zapisati u

obliku

ufCf ≈ uf
1
2(C+ + C−) + |uf |

1
2(C+ − C−), (4.8)

odnosno kao zbir centralne sheme (4.6) i terma |uf |12(C+−C−). Ovaj term odgovara

linearnoj diskretizaciji difuznog terma (3.11) sa koeficijentima 1/2|uf |. Stoga ga na-

zivamo veštačka difuzija. Dakle, cena zadovoljenja diskretnog principa maksimuma

je da uzvodna shema daje rešenje koje odgovara situaciji sa intenzivnijom difuzijom

nego što je zadata.

Kada advekcija značajno dominira nad difuzijom (npr. u aerodinamici), veštačka

difuzija može da bude mnogo snažnija od fižičke difuzije i disperzije. U takvoj

situaciji ne treba koristiti uzvodnu shemu. Kod simuliranja podzemnog strujanja

uzvodna shema može dati zadovoljavajuće rezultate u nekim slučajevima.

Tačniju diskretizaciju advektivnog terma dobijamo popravkom uzvodne sheme

Cf ≈

 C+ + g+ · (xf − x+) ako je uf > 0,

C− + g− · (xf − x−) ako je uf < 0.
(4.9)

Nepoznati gradijent g+ nalazimo rešavanjem sistema linearnih jednačina, koji je

sastavljen tako da svakoj strani f̃ ⊂ ∂T + odgovara jedna od jednačina

g+(xi − x+) = Ci − C+ kada je f̃ = ∂T + ∩ ∂T i, (4.10)

g+(xf̃ − x+) = gCD(xf̃ )− C+ kada je f̃ ⊆ ΓCD, (4.11)

nT
f̃Dg+ = −gCN(xf̃ ) kada je f̃ ⊆ ΓCN, (4.12)
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4.2. Nelinearna diskretizacija advektivnog terma

((
xf̃ − x+

)T
+ 1

ΨC
nT
f̃D
)

g+ = gCR(xf̃ )− C+ kada je f̃ ⊆ ΓCR, (4.13)

gde je Ci koncentracija u ćeliji T i. Na isti način pronalazimo i nepoznati gradijent

g−.

Na ovaj način dobijen je preodreden sistem linearnih jednačina koji rešavamo

metodom najmanjih kvadrata.

Shema dobijena na ovaj način je drugog reda tačnosti (v. Primer 12), ali razvija

oscilacije u regionima gde se gradijent koncentracije brzo menja (odnosno krši princip

maksimuma i minimuma v. Primer 13).

4.2 Nelinearna diskretizacija advektivnog

terma

Godunov je u [37] dokazao da su linearne neoscilatorne sheme najvǐse prvog reda

tačnosti2. Prema tome neophodno je da shema bude nelinearna da bi poštovala

diskretni princip maksimuma i bila drugog reda tačnosti.

Jedan od načina da rešenje poštuje diskretni princip maksimuma je ograničavanje

fluksa3. Koncentraciju u strani f = ∂T + ∩ ∂T − aproksimiramo kao

Cf ≈

 C+ + φ+g+ · (xf − x+) ako je uf > 0,

C− + φ−g− · (xf − x−) ako je uf < 0,
(4.14)

gde su φ± limiteri fluksa, koji treba da zadovoljavaju

min
j

∂T ±∩T j 6=∅

(Cj, C±) ≤ C± + φ±g± · (xf − x±) ≤ max
j

∂T ±∩T j 6=∅

(Cj, C±). (4.15)

Neka je

Θ±,f = g± · (xf − x±). (4.16)
2Ovo tvrdenje se u literaturi na engleskom jeziku često naziva order barrier theorem
3U literaturi na engleskom jeziku flux limiting
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4.2. Nelinearna diskretizacija advektivnog terma

Limiter Barta i Džaspersena φ se u [5] izračunava kao

φ±,f =


min

(
1, maxj(Cj ,C±)−C±

Θ±,f

)
ako je Θ±,f > 0,

min
(
1, minj(Cj ,C±)−C±

Θ±,f

)
ako je Θ±,f < 0,

1 ako je Θ±,f = 0,

(4.17)

dok za jedinstveni limiter po ćeliji uzimamo

φ± = min
f

(φ±,f ). (4.18)

U regionima gde se gradijent koncentracije brzo menja ili u kojima postoji lokalni

ekstremum, vrednost limitera je bliska nuli. Sa druge strane u ostalim regionima

vrednost limitera je bliska jedinici. Na ovaj način limiterom se prebacujemo na

shemu prvog reda kada je shema drugog reda oscilatorna.

Limiter Barta i Džaspersena ponekad sprečava konvergenciju do pravog stacio-

narnog stanja. Alternativa je limiter Venkatakrǐsnana predstavljen u radu [63], gde

je i pokazano da ovakav limiter može pobolǰsati konvergenciju ali po ceni narušavanja

diskretnog principa maksimuma.

Istorijska modifikacija [19] rešava problem konvergencije tako što se posle odrede-

nog broja nelinearnih iteracija limiter izračunava kao minimum limitera iz prethodne

iteracije i onoga što bi trebalo da se dobije u toj iteraciji. Istorijskom modifikacijom

izbegavaju se problemi u konvergenciji ali po ceni izvesnog smanjenja tačnosti.
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GLAVA 5. Rešavanje sistema nelinearnih jednačina

Glava 5

Rešavanje sistema nelinearnih

jednačina

Kada strujna slika nije unapred poznata onda je potrebno rešiti diskretizovane

jednačine podzemnog strujanja i transporta. Ove jednačine čine nelinearni sistem,

jer su jednačine transporta nelinearne. Dodatnu nelinearnost unosi relativna pro-

pusnost ako je podzemna sredina nezasićena, kao i sam numerički postupak ako je

fluks aproksimiran nelinearnom shemom.

Koncentracija i temperatura zavise od pritiska (tj. od hidrauličkog potencijala)

koji treba izračunati. Sa druge strane, pritisak preko gustine zavisi od koncentracije

i temperature (jednačina 2.42). Dakle, potrebno je istovremeno izračunati koncen-

traciju, temperaturu i pritisak. Postoje dve osnovne klase metoda kojima se rešava

jedan ovakav spregnut sistem jednačina:

• Kod razdvojenih metoda jednačine se rešavaju naizmenično. Prvo se rešava dis-

kretizovana jednačina podzemnog strujanja i zatim se koristi dobijeni Darsijev

fluks da se formiraju diskretizovane jednačine transporta. Potom se rešavaju

ove jednačine i iz dobijene koncentracije i temperature izračunava se gustina

koja se koristi u jednačini podzemnog strujanja u sledećoj iteraciji. Ovakav

pristup je moguće koristiti kada je medusobna zavisnost jednačina slaba tj.

kada se gustina ne menja mnogo sa koncentracijom i temperaturom. U su-

protnom bi bilo neophodno koristiti veoma mali vremenski korak. Ova pretpo-
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5.1. Pikarov metod

stavka obično važi u slučaju podzemne vode imajući u vidu tipične varijacije

koncentracije i temperature. Uostalom, ova pretpostavka je neophodna da bi

Busineskova aproksimacija bila validna.

• Kod spregnutih metoda od diskretizovanih jednačina podzemnog strujanja i

transporta formira se jedan veliki sistem algebarskih jednačina koji se zatim

linearizuje i rešava odjednom. Spregnute metode su jedina opcija kada je

sprega izmedu jednačina snažna.

Bez obzira da li koristimo razdvojene ili spregnute metode, potrebno je rešiti

sisteme nelinearnih jednačina.

5.1 Pikarov metod

Sistem nelinearnih jednačina

A(X)X = b(X), (5.1)

pri čemu je X vektor nepoznatih fizičkih veličina (hidraulički potencijal, koncentra-

cija, temperatura) u tačkama kolokacije, linearizujemo Pikarovim metodom (meto-

dom fiksne tačke)

A(Xm)Xm+1 = b(Xm), (5.2)

pri čemu za početnu iteraciju m = 0 u evolutivnim jednačinama uzimamo rešenje

iz prethodnog vremenskog trenutka. Iterativni postupak nastavljamo dokle god

dobijeno rešenje ne zadovolji nejednakost

‖A(Xm)Xm − b(Xm)‖
‖Xm‖

< ε, (5.3)

pri čemu je ε zahtevana tačnost.

Pikarov metod se može koristiti i kao razdvojeni i kao spregnuti metod.
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5.2. Njutnov metod

5.2 Njutnov metod

Zapǐsimo sistem nelinearnih jednačina u obliku

F (X) = 0. (5.4)

Krenuvši od rešenja iz prethodnog vremenskog trenutka, Njutnovom metodom se

naredne iteracije izračunavaju formulom

Xm+1 = Xm − (∇F (Xm))−1 F (Xm), (5.5)

pri čemu je ∇F Jakobijan vektorske funkcije F . Parcijalni izvodi u Jakobijanu se

aproksimiraju konačnim razlikama.

Njutnov metod konvergira ako je početno rešenje dovoljno blisko tačnom. Kako

bi se omogućila konvergencija i kada to nije slučaj, umesto (5.5) za dobijanje naredne

iteracije koristi se

Xm+1 = Xm − αm (∇F (Xm))−1 F (Xm), (5.6)

pri čemu se αm bira algoritmom linijske pretrage1 tako da zadovoljava

‖F (Xm+1)‖ ≤ (1− βαm)‖F (Xm)‖, (5.7)

pri čemu se 0 < β < 1 fiksira. Za početak se uzima αm = 1, pa se potom prepo-

lovljuje ako prethodna nejednakost nije zadovoljena. Takav postupak ponavljamo

sve dok (5.7) ne bude zadovoljeno ili dok αm ne postane suvǐse malo. Tako, ustvari,

dobijamo ograničenje 0 < αm ≤ 1 koje garantuje da je 0 < 1− βαm < 1.

Kada bismo sistem (5.6) mogli tačno da rešimo, nejednakost (5.7) bi garanto-

vano bila zadovoljena za dovoljno malo αm. Medutim, ako je vremenski korak suvǐse

velik, može se dogoditi da Jakobijan ∇F (Xm) bude slabo uslovljena matrica. Sma-

njivanjem vremenskog koraka uvek se može dobiti dovoljno dobra matrica tako da

Njutnova metod (i obična i sa linijskom pretragom) konvergira. Takode, isti ovi

zaključi važe i za Pikarovu metodu: što je vremenski korak manji, matrica A(Xm)

sistema (5.2) je bolje uslovljena i konvergencija je bolja.
1Na engleskom jeziku line search algorithm
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Matrica ∇F (Xm) u opštem slučaju ne mora da bude invertibilna, te može da se

desi da ne možemo naći sledeću iteraciju Njutnovim metodom. Kada je ∇F (Xm)

invertibilna, ona nije obavezno i dijagonalno dominantna M-matrica, pa prema tome

rešenje dobijeno u Njutnovoj iteracija ne mora da zadovoljava diskretni princip mak-

simuma. Ukoliko Njutnov metod iskonvergira dobijeno rešenje je isto kao i rešenje

dobijeno sa Pikarovim metodom do na traženu tačnost, te stoga zadovoljava dis-

kretni princip maksimuma ako ga poštuje i shema za diskretizaciju.

Obično Njutnov metod sa linijskom pretragom dozvoljava veće vremenske korake

od Pikarove metode.

Kvadratna konvergencija Njutnovog metoda se gubi ukoliko se on koristi kao

razdvojen metod, te je stoga opravdano potrošiti dodato vreme na izračunavanje

Jakobijana jedino ako se Njutnov metod primenjuje na spregnut sistem jednačina.
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GLAVA 6. Diskretizacija evolutivnih jednačina

Glava 6

Diskretizacija evolutivnih

jednačina

Posmatrajmo za početak evolutivnu jednačinu podzemnog strujanja u zasićenoj

sredini (2.26). Integracijom po svim ćelijama mreže M i primenom Teoreme o

divergenciji na difuzni term dobijamo

Ss

∫
T

∂h

∂t
dΩ−

∫
∂T

(K∇h) · ndS =
∫
T
qdΩ, T ∈ M, (6.1)

pod pretpostavkom da je specifična izdašnost izdani pod pritiskom Ss konstantna u

ćeliji T . Integracija prethodne jednačine po vremenskoj promenljivoj od tn do tn+1

((tn, tn+1] ⊆ (0,T]) daje

Ss

∫ tn+1

tn

∫
T

∂h

∂t
dΩdt−

∫ tn+1

tn

∫
∂T

(K∇h) · ndSdt =
∫ tn+1

tn

∫
T
qdΩdt, T ∈ M. (6.2)

Prema Fubinijevoj teoremi možemo promeniti redosled integracije u prvom termu,

pa primenom Njutn-Lajbnicove formule dobijamo

Ss|T |
(
hn+1
T − hnT

)
+
∫ tn+1

tn

∑
f⊂∂T

ufdt = |T |
∫ tn+1

tn
qT dt, T ∈ M, (6.3)

pri čemu gornji indeks predstavlja vremenski korak, fluksevi uf dati su jednačinom

(3.5), dok je

qT = q(xT ). (6.4)

Da bi ova jednačina bila potpuno diskretizovana potrebno je aproksimirati vre-

menske integrale i aproksimirati flukseve uf na neki od načina opisanih u Glavi

3.
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Najjednostavnije bi bilo koristiti eksplicitnu shemu koja podrazumeva da se vre-

menski integrali aproksimiraju pomoću vrednosti u n-tom vremenskom trenutku∫ tn+1

tn
ufdt ≈ ∆tnunf , ∆tn = tn+1 − tn, (6.5)

pri čemu su fluksevi unf aproksimirani preko poznatih hidrauličkih potencijala u

vremenskom trenutku tn (Glava 3). Aproksimacijom∫ tn+1

tn
qT dt ≈ ∆tnqnT , qnT = q(xT , tn) (6.6)

dobijamo eksplicitnu diskretizaciju jednačine (6.3)

Ss|T |
(
hn+1
T − hnT

)
+ ∆tn

∑
f⊂∂T

unf = |T |∆tnqnT , T ∈ M (6.7)

i sada se odavde eksplicitno dobija hn+1
T . Medutim, ovakav pristup zahteva da je

ispunjen CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) uslov da bi rešenje bilo stabilno [16]. Ovaj

uslov zahteva da je vremenski korak proporcionalan kvadratu najmanjeg rastojanja

izmedju težista dve ćelija mreže M

∆t ≤ C0l
2, l = inf

i,j∈M
‖xi − xj‖ (6.8)

gde je C0 konstanta. Ovo je strogo ograničenje na veličinu vremenskog koraka, te je

stoga ovakav pristup često neupotrebljiv u praksi jer bi proračun predugo trajao.

Drugi način je da za aproksimaciju vremenskih integrala koristimo∫ tn+1

tn
ufdt ≈ ∆tnun+1

f ,
∫ tn+1

tn
qT dt ≈ ∆tnqn+1

T . (6.9)

Ovako dolazimo do implicitne diskretizacije

Ss|T |
(
hn+1
T − hnT

)
+ ∆tn

∑
f⊂∂T

un+1
f = |T |∆tnqn+1

T , T ∈ M. (6.10)

Prednost implicitnog metoda je da je on stabilan za proizvoljno veliki vremenski ko-

rak. Za integraciju u vremenu moguće je koristiti čitav niz metoda za diskretizaciju

sistema običnih diferencijalnih jednačina (Runge-Kuta, Adams, itd.) koje dopuštaju

različite veličine vremenskog koraka.

Na osnovu hidrauličkog potencijala u trenutku tn, rešavanjem sistema linearnih

jednačina (6.10) dolazimo do hidrauličkog potencijala u trenutku tn+1. Raspored

hidrauličkog potencijala u trenutku t0 je poznat iz početnog uslova (2.50).
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Na isti način dolazimo i do implicitne diskretizacije jednačine podzemnog stru-

janja u nezasićenoj sredini (2.38)

|T |
(
θn+1
T − θnT

)
+ ∆tn

∑
f⊂∂T

un+1
f = |T |∆tnqn+1

T . (6.11)

U nezasićenom slučaju fluksevi un+1
f se diskretizuju na osnovu Poglavlja (3.6).

Kako relativna propusnost zavisi od hidrauličkog potencijala na nelinearan način,

diskretizacija evolutivne jednačine (6.11) je nelinearna. Stoga ga je potrebno na

neki način linearizovati, što je predstavljeno u Poglavljima 6.1 i 6.2.

Istim postupkom dobija se i diskretizovana evolutivna jednačina transporta mase

(2.65)

|T |
(
θn+1
T Cn+1

T − θnT Cn
T

)
+ ∆tn

∑
f⊂∂T

un+1
f Cn+1

f

+∆tn
∑
f⊂∂T

vn+1
f = |T |∆tnqn+1

T , T ∈ M.
(6.12)

pri čemu je

qn+1
T = qC(xT , tn+1). (6.13)

Diskretizacija jednačine transporta energije izvodi se na isti način kao i diskre-

tizacija jednačine transporta mase.

Ukoliko su u modelu prisutne sorpcija i degradacija onda je potrebno istovremeno

rešavati diskretizovanu jednačinu transporta mase kroz vodu (2.73)

|T |
(
θn+1
T Cn+1

T − θnT Cn
T

)
+ ∆tn

∑
f⊂T

un+1
f Cn+1

f + ∆tn
∑
f⊂T

vn+1
f

+∆tn(1− ε)a(Cn+1
T − bC̄n+1

T ) + ln 2
t1/2

θn+1
T Cn+1

T = |T |∆tnqn+1
T ,

(6.14)

kao i diskretizovanu jednačinu koja opisuje koncentraciju u čvrstoj fazi (2.74)

Cn+1
T − Cn

T −∆tna(Cn+1
T − bC̄n+1

T ) + ∆tn ln 2
t̄1/2

C̄n+1
T = 0. (6.15)

Uticaj sorpcije i degradacije na koncentraciju rastvorene materije razmatran je

u Primeru 14.
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6.1 Pikarov metod

Fluksevi un+1
f u jednačini (6.11) su na osnovu Glave 3 predstavljeni kao kombi-

nacija hidrauličkih potencijala na vremenskom nivou n+1 plus eventualno slobodni

član, pa njihovu sumu možemo predstaviti kao

∑
f

un+1
f =

∑
j

ζn+1
T ,j h

n+1
j + ri. (6.16)

Stoga, jednačinu (6.11) možemo zapisati kao

|T |
(
θn+1
T − θnT

)
+ ∆tn

∑
j

ζn+1
T ,j h

n+1
j + rT

 = |T |∆tnqn+1
T , T ∈ M, (6.17)

gde su ζn+1
T ,j neki koeficijenti.

Grešku

εTbal = |T |
(
θn+1
T − θnT

)
+ ∆tn

∑
j

ζn+1
T ,j h

n+1
j + rT

− |T |∆tnqn+1
T (6.18)

nazivamo greškom u balansu u ćeliji T . Sabiranjem grešaka u balansu po svim

ćelijama dobijamo grešku u balansu celog modela u vremenu od (tn, tn+1).

Pikarovim metodom ne možemo direktno rešiti sistem jer θn+1
i zavisi od nepo-

znatog rešenja na nelinearan način. Stoga, uvodimo aproksimaciju

θn+1
T − θnT ≈ C(hn)

(
hn+1
i − hni

)
. (6.19)

pri čemu se specifični kapacitet vlage C(h) = ∂θ/∂h izračunava iz jednačina (2.32),

(2.44) i jedne od jednačina (2.46) ili (2.48).

Zamenom (6.19) u jednačini (6.17) dobijamo

|T |C(hn)
(
hn+1
T − hnT

)
+ ∆tn

∑
j

ζn+1
T ,j h

n+1
j + rT

 = |T |∆tnqn+1
T . (6.20)

Sistem ovakvih jednačina je moguće rešiti Pikarovim metodom na način opisan u

Poglavlju 5.1. Primetimo da ovakvom diskretizacijom ustvari rešavamo jednačinu

podzemnog strujanja u obliku zavisnom samo od hidrauličkog potencijala (2.40).

Medutim, greška koju uvodi aproksimacija (6.19) može biti vrlo velika. Ovo je

naročito izraženo kada zasićeni front nadire u suvu sredinu (v. Primer 15), zato što
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tu postoji skok u količini vode i velika je razlika da li će se ∂θ/∂h računati u hn+1,

hn ili negde izmedu. Jedan od načina da se ovaj problem prevazide je modifikovan

Pikarov metod (Celia metod) [13] koji je prikazana u nastavku.

6.2 Modifikovani Pikarov metod

Predstavimo hidraulički potencijal kao korigovanu vrednost iz prethodne neline-

arne iteracije

hn+1,m+1
T = hn+1,m

i + δT . (6.21)

Promenu količine vode na osnovu aproksimacije (6.19) možemo predstaviti kao

θn+1,m+1
T − θnT = θn+1,m+1

T − θn+1,m
T + θn+1,m

T − θnT

≈ C(hn+1,m)δT + θn+1,m
T − θnT .

(6.22)

Zamenom prethodne jednačine i jednačine (6.21) u (6.17) dobijamo modifikovanu

Pikarovu metodu

|T |C(hn+1,m)δT + ∆tn
∑
j

ζn+1,m
T ,j δj =

−∆tn
∑

j

ζn+1,m
T ,j hn+1,m

j + rT

− |T | (θn+1,m
T − θnT

)
+ |T |∆tnqn+1

T .

(6.23)

Nepoznate u ovom sistemu su korekcije δT , na osnovu kojih se iz jednačine (6.21)

dobija novi potencijal. Ovaj postupak se ponavlja dok ne bude uspunjen uslov (5.3).

Prednost ovakvog metoda u odnosu na standardni Pikarov metod je što kada

iterativni proces konvergira korekcija teži nuli, pa cela leva strana jednačine (6.23)

ǐsčezava. Na ovaj način nestaje greška koju unosimo računanjem C(h). Kada leva

strana ǐsčezne dobijeno rešenje je ujedno i rešenje sistema (6.17).

Ukoliko nelinearni sistem (6.17) rešavamo Njutnovom metodom situacija je ista

kao sa modifikovanim Pikarovim metodom, tj. nemamo problem zbog aproksimacije

C(h), jer direktno rešavamo sistem (6.17).
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Glava 7

Numerički primeri

Za ocenu grešaka u primerima korǐsćene su L2 i L∞ norme:

εh2 =


∑
T ∈M

(h(xT )− hT )2|T |∑
T ∈M

(h(xT ))2|T |


1/2

, (7.1)

εhmax =
max
T ∈M

|h(xT )− hT |[ ∑
T ∈M

(h(xT ))2|T |
/ ∑
T ∈M

|T |
]1/2 , (7.2)

εu
2 =

[∑
f (u(xf ) · nf − uhf )2|f |∑

f (u(xf ) · nf )2|f |

]1/2

(7.3)

εu
max =

maxf |u(xf ) · nf − uhf |[∑
f (u(xf ) · nf )2|f |

/∑
f |f |

]1/2 . (7.4)

Relativna greška ukupnog proticaja kroz bunar je definisana kao

εQ = Q−QA

QA
, (7.5)

gde je Q ukupni proticaj dobijen numerički, dok je QA proticaj izračunat iz ana-

litičkog rešenja.

Parametar mreže h u strukturnim mrežama označava najveću dužinu ivice ćelije.

Za generisanje nestrukturnih mreža kada je u modelu prisutan bunar iskorǐsćen je

softver Lizza [10] [21], dok je za sve ostale modele iskorǐsćen softver Gmsh [36].

Parametar h u nestrukturnim mrežama označava ulazni parametar za generator

mreže, koji je proporcionalan veličini najveće ćelije. Mreže su nezavisno generisane

tj. nisu hijerarhijski povezane.
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Maksimalne i minimalne izračunate vrednosti hidrauličkog potencijala su

hmax = max
T ∈M

hT , hmin = min
T ∈M

hT . (7.6)

Greške u koncentraciji εC2 i εCmax, odnosno u temperaturi εT2 i εTmax, definǐsemo na

isti način kao i za hidraulički potencijal (7.1) i (7.2). Takode, maksimalne i mini-

malne izračunate vrednosti koncentracije su definisane kao i za hidraulički potencijal

Cmax = max
T ∈M

CT , Cmin = min
T ∈M

CT . (7.7)

Sve vrednosti u primerima date su bez mernih jedinica. Rezultati su isti dokle

god se konzistentno upotrebljavaju merne jedinice, tj. ako je recimo koeficijent

filtracije zadat u metrima u sekundi onda i hidraulički potencijal mora biti izražen

u metrima, itd.

Primer 1. Neka je u domenu Ω = (0, 1)3 rešenje stacionarne jednačine podzemnog

strujanja (2.27) dato sa

h = sin
(
πx

2

)
sin

(
πy

2

)
sin

(
πz

2

)
, (7.8)

pri čemu je tenzor filtracije K = 0.1I, dok je term izvora i ponora

q = 3
4 · 0.1 · π

2 sin
(
πx

2

)
sin

(
πy

2

)
sin

(
πz

2

)
. (7.9)

Nojmanov granični uslov zadat je na ravni z = 1 tačnom Darsijevom brzinom.

Robinov granični uslov zadat je na ravni y = 1, a na svim ostalim delovima granice

zadat je Dirihleov granični uslov tačnim hidrauličkim potencijalom (7.8). Na stra-

nama koje pripadaju ΓR zadato je gR(x) = 2, dok je koeficijent transfera Ψ izračunat

tako da za tačan hidraulički potencijal važi (2.53).

U Tabeli 7.1 prikazane su greške dobijene linearnom TPFA shemom na struktur-

nim mrežama. Rezultati pokazuju da je linearna TPFA shema prvog reda tačnosti

za fluks i drugog reda tačnosti za hidraulički potencijal.

U Tabeli 7.2 pokazano je da je u ovom primeru linearna TPFA shema na nestruk-

turnim tetraedarskim mrežama prvog reda tačnosti za potencijal i ne konvergira za

proticaj. Uopšteno, linearna TPFA shema nije konzistentna ukoliko mreža ne za-

dovoljava princip ortogonalnosti za tenzor. Prema tome, ne možemo očekivati da
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Tabela 7.1: Greške dobijene linearnom TPFA shemom na strukturnim mrežama u

Primeru 1.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 2.69e-03 8.32e-03 1.74e-03 5.47e-02

1/20 6.73e-04 2.13e-03 4.34e-04 2.13e-03

1/40 1.56e-04 5.37e-04 1.03e-04 3.99e-04

1/80 2.79e-05 1.34e-04 3.19e-05 2.56e-04

Tabela 7.2: Greške dobijene linearnom TPFA shemom na nestrukturnim tetraedar-

skim mrežama u Primeru 1.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 2.98e-02 1.16e-02 2.23e-01 1.30e-00

1/20 1.77e-02 7.65e-02 2.29e-01 1.80e-00

1/40 8.90e-03 4.83e-02 2.21e-01 1.96e-00

1/80 4.74e-03 2.65e-02 2.20e-01 1.84e-00

Tabela 7.3: Greške dobijene linearnom MPFA shemom na nestrukturnim tetraedar-

skim mrežama u Primeru 1.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 1.48e-03 9.88e-03 1.78e-02 1.46e-01

1/20 4.28e-04 3.74e-03 8.46e-03 1.27e-01

1/40 9.61e-05 7.98e-04 3.90e-03 7.39e-02

1/80 2.44e-05 2.23e-03 1.92e-03 5.14e-02
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Slika 7.1: Primer strukturne mreže h = 1/10.

Slika 7.2: Primer nestrukturne mreže h = 1/10.

rešenje uopšte konvergira s profinjavanjem mreže, što je i pokazano u sledećem pri-

meru.

Linearna MPFA shema (dobijena kada se u jednačini (3.63) uzmu koeficijenti

µ± = 0.5) je prvog reda tačnosti za fluks i drugog reda tačnosti za hidraulički

potencijal i na nestrukturnim mrežama (Tabela 7.3).

Rezultati dati u Tabelama 7.4 i 7.5 pokazuju da su nelinearne sheme prvog reda
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tačnosti za fluks i drugog reda tačnosti za hidraulički potencijal.

Tabela 7.4: Greške dobijene nelinearnom TPFA shemom na nestrukturnim tetrae-

darskim mrežama u Primeru 1.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 1.91e-03 7.17e-03 1.35e-02 8.97e-02

1/20 4.87e-04 2.39e-03 6.62e-03 7.61e-02

1/40 1.17e-04 6.94e-04 3.09e-03 4.43e-02

1/80 3.05e-05 2.02e-04 1.55e-03 1.74e-02

Tabela 7.5: Greške dobijene nelinearnom MPFA shemom na nestrukturnim tetrae-

darskim mrežama u Primeru 1.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 1.91e-03 1.23e-02 2.18e-02 1.77e-01

1/20 4.37e-04 3.71e-03 9.38e-03 1.22e-01

1/40 9.93e-05 1.17e-03 4.14e-03 1.03e-01

1/80 2.42e-05 2.93e-04 1.98e-03 5.79e-02

Primer 2. U ovom primeru rešavana je stacionarna jednačina podzemnog strujanja

(2.27) na domenu Ω = (0, 1)2. Neka je rešenje

h = sin
(
πx

2

)
sin

(
πy

2

)
, (7.10)

pri čemu je tenzor filtracije

K =

 5 3

3 10

 . (7.11)

Term izvora i ponora izabran je tako da je za rešenje (7.10) i tenzor filtracije

(7.11) zadovoljena jednačina (2.27).

Tačan hidraulički potencijal zadat je na granici. Primer je rešavan na struktur-

nim kvadratnim mrežama.
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U ovom slučaju mreže ne zadovoljavaju uslov ortogonalnosti u odnosu na tenzor.

Stoga linearna TPFA shema nije konzistentna što se vidi u Tabeli 7.6.

Tabela 7.6: Greške dobijene linearnom TPFA shemom u Primeru 2.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 6.86e-02 1.38e-01 2.42e-01 7.52e-01

1/20 7.65e-02 1.50e-01 2.52e-01 7.15e-01

1/40 8.12e-02 1.57e-01 2.58e-01 6.82e-01

1/80 8.38e-02 1.59e-01 2.60e-01 6.60e-00

Tabela 7.7: Greške dobijene linearnom MPFA shemom u Primeru 2.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 5.10e-03 1.22e-02 7.89e-03 5.25e-02

1/20 1.01e-03 3.31e-03 3.09e-03 2.39e-02

1/40 1.83e-04 4.84e-04 3.20e-04 4.05e-03

1/80 4.57e-05 1.22e-04 9.28e-04 1.92e-03

Tabela 7.8: Greške dobijene nelinearnom TPFA shemom u Primeru 2.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 8.48e-03 2.43e-02 1.48e-02 1.27e-01

1/20 1.94e-03 3.89e-03 6.30e-03 5.84e-02

1/40 4.47e-04 6.64e-04 1.97e-03 1.97e-02

1/80 1.29e-04 2.11e-04 7.24e-04 9.49e-03

Iako je tenzor filtracije anizotropan, linearna MPFA shema, nelinearna TPFA

shema i nelinearna MPFA shema su drugog reda tačnosti za hidraulički potencijal i

prvog reda za fluks (v. Tabele 7.7, 7.8 i 7.9).
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Tabela 7.9: Greške dobijene nelinearnom MPFA shemom u Primeru 2.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 3.52e-03 8.33e-03 1.14e-02 7.05e-02

1/20 8.11e-04 2.57e-03 4.59e-03 3.54e-02

1/40 1.94e-04 6.81e-04 1.34e-03 8.80e-03

1/80 4.86e-05 1.86e-04 4.82e-04 4.16e-03

Primer 3. U ovom primeru rešavana je stacionarna jednačina transporta mase

(4.1) kada je u = (0, 0, 0) i qC = 0. Neka je domen jedinična kocka sa dve rupe

S1 = [3/11, 4/11]× [5/11, 6/11]× [0, 1] i S2 = [7/11, 8/11]× [5/11, 6/11]× [0, 1] (Slika

7.3). Dirihleovi granični uslovi su zadati unutar rupa, i to gCD = 0 na ∂S1 i gCD = 1

Slika 7.3: Domen u Primeru 3.

na ∂S2. Na ostalim delovima granice je zadato da je difuzna brzina nula (gCN = 0).

Tenzor difuzije je dat formulom

D = Rz(ϑz)diag(d1, d2, d3)Rz(−ϑz), (7.12)

gde je d1 = d3 = 1, d2 = 0.001 i ϑz = 67.5◦, dok je Rz(ϑz) matrica rotacije oko ose

z za ugao ϑz.
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Prethodni primer je pokazao da su linearna MPFA shema i nelinearne MPFA i

TPFA sheme drugog reda tačnosti za hidraulički potencijal. Na osnovu graničnih

vrednosti i principa maksimuma i minimuma znamo da je tačno rešenje izmedu

min
x∈Ω

C = 0 i max
x∈Ω

C = 1. U ovom primeru ispitaćemo da li ove sheme zadovoljavaju

diskretni princip maksimuma.

Tabela 7.10: Minimalne i maksimalne vrednosti koncentracije u Primeru 3.

lin. MPFA nelin. TPFA nelin. MPFA

h Cmin Cmax Cmin Cmax Cmin Cmax

1/10 -0.55 1.50 3.92e-03 1.95 3.66e-03 0.99658

1/20 -0.20 1.20 8.55e-04 1.42 6.95e-04 0.99937

1/40 -0.02 1.03 1.23e-04 1.05 8.37e-05 0.99991

Primer je rešavan na nestrukturnim tetraedarskim mrežama. Rezultati prikazani

u drugoj i trećoj koloni u Tabeli 7.10 pokazuju da je za linearnu MPFA shemu

narušen diskretni princip maksimuma i minimuma. Nelinearna TPFA shema ne

zadovoljava diskretni princip maksimuma, ali zadovoljava pozitivnost rešenja, što i

pokazuju rezultati u četvrtoj i petoj koloni Tabele 7.10. Nelinearna MPFA shema

zadovoljava princip maksimuma što i pokazuju rezultati u šestoj i sedmoj koloni u

Tabeli 7.10.

Primer 4. Neka se domen Ω = (0, 1)3 stacionarne jednačine podzemnog strujanja

sastoji od dve materijalne zone u kojima je tenzor filtracije:

K =

 K1, ako je x < 0.5,

K2, inače,
K1 =


3 1 0

1 3 0

0 0 1

 , K2 =


10 3 0

3 1 0

0 0 1

 . (7.13)

Neka je tačno rešenje dato formulom

h(x, y, z) =

 1− 2y2 + 4xy + 2y + 6x, x < 0.5

3.5− 2y2 + 2xy + x+ 3y, x ≥ 0.5.
. (7.14)
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Tada je term izvora i ponora:

q =

 4, x < 0.5,

−8, x ≥ 0.5.
(7.15)

Na granici y = 0 zadat je tačan Darsijev fluks. Robinov granični uslov je zadat

na x = 0, tako da je gR = 0 a Ψ je izračunato tako da za tačan hidraulički potencijal

važi (2.53). Na ostalim delovima granice zadat je tačan hidraulički potencijal.

Ovaj primer je rešavan na nestrukturnim tetraedarskim mrežama (Slika 7.2).

Tabela 7.11: Greške dobijene nelinearnom TPFA shemom u Primeru 4.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 3.15e-04 1.45e-03 5.43e-03 4.37e-02

1/20 6.54e-05 4.63e-04 2.46e-03 2.22e-02

1/40 1.43e-05 9.76e-05 1.17e-03 1.37e-02

1/80 3.50e-05 3.32e-05 5.64e-04 8.46e-03

Tabela 7.12: Greške dobijene nelinearnom MPFA shemom u Primeru 4.

h εh2 εhmax εu
2 εu

max

1/10 4.68e-04 2.44e-03 6.85e-03 9.92e-02

1/20 9.34e-05 5.07e-04 2.80e-03 3.52e-02

1/40 2.39e-05 1.38e-04 1.28e-03 1.91e-02

1/80 6.16e-06 4.10e-05 6.00e-04 1.00e-02

Rezultati prikazani u tabelama 7.11 i 7.12 dobijeni su korǐsćenjem lokalne koor-

dinatne transformacije (Poglavlje 3.3) na stranama na kojima postoji diskontinuitet

u tenzoru filtracije. Ovi rezultati pokazuju da su nelinearna TPFA i nelinearna

MPFA sheme prvog reda tačnosti za fluks i drugog reda tačnosti za hidraulički po-

tencijal, bez obzira na prisustvo diskontinuiteta u modelu. Stoga zaključujemo da se

uklanjanjem diskontinuiteta na stranama lokalnom koordinatnom transformacijom

(Poglavlje 3.3) ne smanjuje red tačnosti nelinearne TPFA i nelinearne MPFA sheme.
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Primer 5. U ovom primeru rešavana je stacionarna jednačina trasporta mase (4.1)

kada je u = (0, 0, 0) i qC = 0. Neka je domen Ω = (0, 1)3\(S1 ∪ S2), pri čemu je

S1 = [0.2, 0.4]× [0.4, 0.6]× [0, 1] i S2 = [0.6, 0.8]× [0.4, 0.6]× [0, 1]. Tenzor difuzije

i disperzije je dat formulom:

D =

 D1, ako je (x < 0.5 ∧ y < 0.5) ∨ (x > 0.5 ∧ y > 0.5)

D2, inače
, (7.16)

Di = Rz(ϑi)diag(d1, d2, d3)Rz(−ϑi), (7.17)

gde je d1 = d3 = 1, d2 = 0.001, ϑ1 = 22.5◦,ϑ2 = 67.5◦, dok je Rz(ϑi) matrica rotacije

oko ose z za ugao ϑi.

Na delu granice ∂S1 zadat je Dirihleov granični uslov gCD = 0, dok je na delu

granice ∂S2 zadato gCD = 1. Na ostalim delovima granice je zadato da je difuzni

proticaj jednak nuli (gCN = 0). Na osnovu principa maksimuma i minimuma imamo

da je min
x∈Ω

C = 0 i max
x∈Ω

C = 1.

Ovaj primer je rešavan na nestrukturnim prizmatičnim mrežama (Slika 7.4).

Slika 7.4: Nestrukturna prizmatična mreža h = 1/10 korǐsćena u Primeru 5.

Rezultati prikazani u Tabeli 7.13 dobijeni su uklanjanjem diskontinuiteta na

stranama lokalnom koordinatnom transformacijom (Poglavlje 3.3).

Rezultati prikazani u drugoj i trećoj koloni u Tabeli 7.13 pokazuju da nelinearna

TPFA shema sa lokalnom koordinatnom transformacijom na stranama na kojima
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Tabela 7.13: Minimalne i maksimalne vrednosti koncentracije u Primeru 5.

nelin. TPFA nelin. MPFA

h Cmin Cmax Cmin Cmax

1/10 2.80e-05 1.26 4.23e-03 0.998749

1/20 6.91e-04 1.50 2.56e-04 0.999495

1/40 5.51e-05 1.68 7.90e-06 0.999991

postoji diskontinuitet zadržava pozitivnost. Četvrta i peta kolona u Tabeli 7.13

pokazuju da lokalna koordinatna transformacija ne narušava princip maksimuma i

minimuma nelinearne MPFA sheme.

Primer 6. Neka je krug x2+y2 = R2 domen stacionarne jednačine podzemnog stru-

janja (2.27) sa izotropnim tenzorom filtracije K = KI. Neka se bunar poluprečnika

r nalazi u centru kružnog domena. Na osnovu Odeljka 3.4.1 rešenje stacionarne

jednačine podzemnog strujanja (2.27) je dato jednačinom (3.95), što možemo zapi-

sati kao

h(ρ) =
hr ln R

ρ
+ hR ln ρ

r

ln R
r

. (7.18)

U ovom primeru postavljamo da je r = 0.05, R = 200, hw = 55, hR = 100 i

K = 1e− 04. Vrednost koeficijenta transfera u jednačini (3.88) je postavljena tako

da je hr = 60.

U Tabeli 7.14 predstavljene su greške dobijene nelinearnom TPFA shemom. Ova

shema bez korekcije nije drugog reda tačnosti i daje potpuno pogrešan proticaj kroz

bunar. Čak i na najfinijoj mreži razmatranoj u ovom primeru proticaj kroz bunar je

za 50% veći od analitičkog rešenja. Greška hidrauličkog potencijala je veća u okolini

bunara (Slika 7.5 levo), što je i očekivano jer se gradijent hidrauličkog potencijala

tu najbrže menja.

Korǐsćenjem WFC sheme dobijamo da je greška u proticaju kroz bunar oko 1%

a greške u hidrauličkom potencijalu su značajno manje. Nažalost u WFC shemi sa

profinjavanjem mreže ne dolazi do pobolǰsanja rezultata. Greška je i dalje veća u

okolini bunara (Slika 7.5 sredina).
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Tabela 7.14: Greške dobijene nelinearnom TPFA shemom u primeru 6.

h 32
√

2 16
√

2 8
√

2 4
√

2 2
√

2
√

2

shema bez korekcije

εh2 8.46e-02 6.65e-02 4.61e-02 3.61e-02 2.67e-02 1.93e-02

εhmax 2.25e-01 2.20e-01 2.05e-01 1.87e-01 1.65e-01 1.37e-01

εQ 2.33e+00 1.78e+00 1.22e+00 9.59e-01 7.12e-01 5.17e-01

WFC shema

εh2 1.37e-03 8.46e-04 6.36e-04 4.54e-04 4.29e-04 4.86e-04

εhmax 2.02e-02 7.64e-03 7.12e-03 6.41e-03 6.33e-03 6.65e-03

εQ 9.60e-03 1.17e-02 1.01e-02 1.18e-02 1.12e-02 1.32e-02

NWC shema

εh2 7.65e-04 2.04e-04 4.98e-05 8.30e-06 1.86e-06 4.92e-07

εhmax 3.37e-03 1.22e-03 6.43e-04 8.16e-05 1.91e-06 5.81e-06

εQ -4.42e-03 2.60e-04 8.13e-05 -1.44e-05 -1.16e-06 -4.97e-07

Slika 7.5: Apsolutna greška hidrauličkog potencijala dobijena nelinearnom TPFA

shemom na mreži h = 4
√

2 u Primeru 6 bez popravke (levo), WFC shemom (sredina)

i NWC shemom (desno).

95



GLAVA 7. Numerički primeri

Za oblast u kojoj je korǐsćena NWC shema je uzeta kružna okolina bunara po-

luprečnika 50. Rezultati predstavljeni u Tabeli 7.14 pokazuju da je shema drugog

reda tačnosti za hidraulički potencijal i da se greška proticaja u bunaru smanjuje

sa profinjavanjem mreže. U ovom slučaju greška hidrauličkog potencijala je data na

Slici 7.5 desno.

Isti zaključci važe i za nelinearnu MPFA shemu. Greške nelinearne MPFA sheme

su date u Tabeli 7.15.

Tabela 7.15: Greške dobijene nelinearnom MPFA shemom u primeru 6.

h 32
√

2 16
√

2 8
√

2 4
√

2 2
√

2
√

2

shema bez korekcije

εh2 3.35e-02 3.37e-02 3.17e-02 2.90e-02 2.35e-02 1.53e-02

εhmax 9.76e-02 1.24e-01 1.55e-01 1.63e-01 1.57e-01 1.21e-01

εQ -9.71e-01 -9.48e-01 -8.85e-01 -8.04e-01 -6.50e-01 -4.21e-01

WFC shema

εh2 1.63e-03 9.08e-04 6.95-04 5.01e-04 4.58e-04 5.88e-04

εhmax 7.72e-03 9.18e-03 7.90e-03 7.41e-03 6.90e-03 6.77e-03

εQ 1.02e-02 1.26e-02 1.08e-02 1.34e-02 1.21e-02 1.60e-02

NWC shema

εh2 8.19e-04 2.09e-04 5.60e-05 1.01e-05 2.27e-06 5.92e-07

εhmax 3.74e-03 1.31e-03 6.25e-04 9.68e-05 2.29e-05 5.81e-06

εQ 6.33e-03 4.74e-04 1.41e-04 2.52e-05 8.74e-06 2.14e-06

Primer 7. Neka je domen stacionarne jednačine podzemnog strujanja pravougaonik

sa temenima (±300,±150). U modelu su prisutna dva bunara sa centrima u xl =

(−150, 0) i xr = (150, 0), prečnika rl = 0.5 i rr = 0.6, respektivno. Tenzor filtracije

u modelu je

K = 10−4

 1 2

2 8

 . (7.19)
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Analitičko rešenje dobijeno je superpozicijom dva analitička rešenja oblika (3.95)

h = hRl − hrl
ln Rl

rl

ln ‖S(x− xl)‖+ hrl lnRl − hRl ln rl

ln Rl
rl

+hRr − hrr
ln Rr

rr

ln ‖S(x− xr)‖+ hrr lnRr − hRr ln rr

ln Rr
rr

. (7.20)

U ovom primeru postavljamo da je hRl = hRr = 20, Rl = Rr = 1200, hrl = 5 i

hrr = 10. Vrednost koeficijenta transfera Ψ je izabrana posebno za svaku bunarsku

stranu tako da je hidraulički potencijal 23 u levom bunaru i 27 u desnom bunaru.

Na spoljašnjem delu granice je zadat Dirihleov granični uslov tačnom vrednošću

hidrauličkog potencijala.

Tabela 7.16: Greške dobijene nelinearnom TPFA shemom u primeru 7.

h 32 16 8 4 2

shema bez korekcije

εh2 3.09e-02 1.06e-02 6.25e-03 2.50e-03 1.67e-03

εhmax 1.31e-01 1.26e-01 1.05e-01 3.47e-02 4.03e-02

εQl 2.90e-01 2.31e-01 1.88e-01 1.97e-01 1.21e-01

εQr 7.37e-02 2.57e-01 7.82e-02 1.35e-01 9.16e-02

WFC shema

εh2 2.02e-02 6.01e-03 3.30e-03 1.18e-03 7.64e-04

εhmax 8.85e-02 8.00e-02 7.47e-02 3.27e-02 3.07e-02

εQl -7.91e-02 -9.54e-02 -7.38e-02 3.22e-02 2.48e-02

εQr -9.61e-02 3.11e-02 -3.05e-02 2.88e-02 3.33e-02

NWC shema

εh2 7.62e-04 2.33e-04 7.13e-05 2.30e-05 5.53e-06

εhmax 4.95e-03 2.08e-03 6.11e-04 3.24e-04 7.03e-05

εQl -4.83e-04 -2.75e-04 9.91e-05 3.85e-05 6.90e-06

εQr -1.19e-04 4.36e-04 6.55e-05 2.40e-05 8.43e-06
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Tabela 7.17: Greške dobijene nelinearnom MPFA shemom u primeru 7.

h 32 16 8 4 2

shema bez korekcije

εh2 5.92e-03 3.27e-03 2.83e-03 1.99e-03 1.58e-03

εhmax 4.64e-02 3.04e-02 2.60e-02 2.01e-02 2.91e-02

εQl -2.53e-01 1.89e-01 2.73e-01 1.69e-01 1.28e-01

εQr 5.72e-02 2.64e-01 1.18e-01 1.02e-01 9.33e-02

WFC shema

εh2 4.25e-03 3.42e-03 1.88e-03 1.22e-03 9.69e-04

εhmax 3.33e-02 3.40e-02 4.20e-02 2.81e-02 3.64e-02

εQl 5.41e-02 6.73e-02 7.48e-02 5.96e-02 6.77e-02

εQr 4.06e-02 4.88e-02 3.29e-02 4.59e-02 5.39e-02

NWC shema

εh2 1.32e-03 5.17e-04 1.67e-04 6.23e-05 1.47e-05

εhmax 6.92e-03 3.48e-03 1.48e-03 9.61e-04 2.06e-04

εQl 1.35e-03 9.21e-04 6.32e-04 1.41e-04 3.47e-05

εQr 4.69e-03 2.42e-03 4.45e-04 7.91e-05 3.42e-05
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Slično kao i u prethodnom primeru nelinearna TPFA shema i nelinearna MPFA

shema bez korekcije daju netačan proticaj (tabele 7.16 i 7.17). Sa popravkom fluksa

na bunarskim stranama (WFC shema) dobija se tačniji proticaj, ali sa profinjava-

njem mreže ne dolazi do povećanja tačnosti. Za oblast u kojoj je korǐsćena NWC

shema uzete su kružne okoline bunara poluprečnika ρ = 100. Rezultati prikazani u

tabelama 7.16 i 7.17 pokazuju da su i nelinearna TPFA i nelinearna MPFA shema

sa NWC shemom u okolini bunara drugog reda tačnosti za hidraulički potencijal.

Sa NWC shemom greške u proticaju bunara su najmanje.

Slika 7.6: Apsolutna greška hidrauličkog potencijala dobijena nelinearnom MPFA

shemom na mreži h = 8 u Primeru 7 bez popravke (levo), WFC shemom (sredina),

NWC shemom (desno).

Na Slici 7.6 je predstavljena distribucija apsolutne greške hidrauličkog potencijala

dobijena nelinearnom MPFA shemom.

Primer 8. Neka je domen stacionarne jednačine podzemnog strujanja kvadar sa te-

menima (±100,±50,±50). Neka se u domenu nalazi horizontalni bunar

od (−50,−50, 0) do (−50, 50, 0) i vertikalni bunar od (50, 0− 50) do (50, 0, 50).

Analitičko rešenje je dobijeno superpozicijom dva analitička rešenja oblika (7.18)

h(x) =
hrh ln Rh

ρh
+ hRh ln ρh

rh

ln Rh
rh

+
hrv ln Rv

ρr
+ hRv ln ρv

rv

ln Rv
rv

, (7.21)

pri čemu su

ρh =
√

(x− xh)2 + (z − zh)2, ρv =
√

(x− xv)2 + (y − yv), (7.22)

gde su xh = −50, zh = 0, xv = 50 i yv = 0. U ovom primeru uzimamo da je Rh =

Rv = 1000, hRh = 50, hRv = 53, rh = 0.1, rv = 0.15, hh = 40 i hv = 45. Transfer
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koeficijent je izabran u skladu sa Hagen-Poisilovim zakonom tako da je hidraulički

potencijal na pumpi u horizontalnom bunaru 90, odnosno 92 na pumpi u vertikalnom

bunaru. Pumpa je u horizontalnom bunaru locirana u tački (−50,−50, 0), odnosno

u tački (50, 0,−50) u vertikalnom bunaru.

Tabela 7.18: Greške dobijene nelinearnom TPFA shemom u primeru 8.

h 16 8 4 2

shema bez korekcije

εh2 1.01e-02 7.31e-03 4.66e-03 3.05e-03

εhmax 3.03e-02 3.28e-02 2.94e-02 2.44e-02

εQh 2.38e-00 1.69e-00 1.13e-00 7.41e-01

εQv 2.73e-00 1.93e-00 1.14e-00 7.24e-01

WFC shema

εh2 4.88e-04 1.99e-04 8.38e-05 5.63e-05

εhmax 2.91e-03 3.03e-03 1.62e-03 1.04e-03

εQh 1.66e-02 3.89e-03 1.93e-03 -2.29e-03

εQv 1.69e-02 1.70e-02 1.61e-02 1.67e-02

NWC shema

εh2 6.94e-05 1.75e-05 4.44e-06 1.15e-06

εhmax 2.46e-04 6.24e-05 2.50e-05 7.27e-06

εQh 1.29e-03 9.09e-05 5.55e-05 2.41-05

εQv -4.40e-04 2.70e-05 1.82e-05 1.01e-05

U tabelama 7.16 i 7.17 date su greške u primeru 8. Oblasti u kojima je primenjena

NWC shema su cilindrične okoline bunara sa poluprečnikom ρ = 30. Površine

Lambertovih cilindričnih projekcija dobijaju se Gaus-Ležandrovom kvadraturnom

formulom sa šest čvorova sa mašinskom tačnošću.

Rezultati pokazuju da i u trodimenzionalnom slučaju važi isti zaključci kao i

u dvodimenzionalnom slučaju, tj. važi da: nelinearna TPFA shema i nelinearna
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MPFA shema bez korekcije daju netačan proticaj; sa popravkom fluksa na bunarskim

stranama (WFC shema) dobija se tačniji proticaj, ali se profinjavanjem mreže ne

dobija povećanje tačnosti; hidraulički potencijal dobijen korǐsćenjem NWC sheme u

okolini bunara je drugog reda tačnosti.

Tabela 7.19: Greške dobijene nelinearnom MPFA shemom u primeru 8.

h 16 8 4 2

shema bez korekcije

εh2 3.84e-03 3.63e-03 2.78e-03 1.70e-03

εhmax 1.82e-02 1.83e-02 2.01e-02 1.68e-02

εQh -8.54e-01 -8.22e-01 -6.75e-01 -4.52e-01

εQv -8.33e-01 -7.30e-01 -4.84e-01 -2.20e-01

WFC shema

εh2 4.86e-04 1.86e-04 9.09e-05 6.13e-05

εhmax 3.38e-03 2.41e-03 2.02e-03 1.25e-02

εQh 1.96e-02 4.81e-03 3.86e-04 -9.42e-04

εQv 1.95e-02 1.90e-02 1.78e-02 1.84e-02

NWC shema

εh2 6.39e-05 1.77e-05 4.71e-06 1.25e-06

εhmax 2.20e-04 6.88e-05 2.58e-05 6.26e-06

εQh 1.32e-03 8.36e-05 -2.02e-05 -1.70-05

εQv -2.36e-04 2.17e-04 2.69e-05 2.37e-05

Primetimo da su u ovom primeru rezultati WFC sheme tačniji nego u prethod-

nom primeru. Kako WFC shema predstavlja konačnu razliku u pravcu normalnom

na bunar, aproksimacija unosi manju grešku u izotropnom slučaju nego u anizotrop-

nom slučaju.

Primer 9. U ovom primeru razmatrana je jednodimeziona evolutivna Ričardsova
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jednačina (2.38) u prostornom domenu z ∈ [0, 1]. Neka je koeficijent filtracije K =

7 · 10−5, poroznost ε = 0.44 i neka su parametri Mualem–van Genuhtenovog modela

a = 7, n = 4.51, ss = 0.44, sr = 0.19. U tački z = 1 zadat je hidraulički potencijal

hU = 0.9 (ψU = −0.1), dok je u tački z = 0 zadat hidraulički potencijal hL = −1

(ψL = −1). Početno rešenje je dato sa h0 = z − 1 (ψ0 = −1). Budući da je

∆ψ/∆z > 0 i hU > hL ovaj slučaj predstavlja infiltraciju (v. Poglavlje 3.6.1).
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Slika 7.7: Visina pritiska u trenutku t = 1200 dobijena za različite metode usred-

njavanja relativne propusnosti.

Korǐsćenjem različitih metoda za usrednjavanje relativne propusnosti na mreži

h = 0.1 dobijeni su rezultati prikazani na Slici 7.7. Sa ove slike vidi se da usrednja-

vanje harmonijskom (kHARM
r ) ili geometrijskom sredinom (kGEOM

r ) dovodi do velikog

precenjivanja vrednosti visine pritiska. Profinjavanjem mreže usrednjavanje kGEOM
r

daje tačnije vrednosti visine pritiska. Medutim, za usrednjavanje kHARM
r profinjava-

nje mreže ne dovodi do tačnijeg rešenja.

Na slici 7.7 je takode moguće uočiti da aritmetička (kARIT
r ) i integralna (kINT

r )

sredina krše princip maksimuma.
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Primer 10. Prethodni primer je predstavio tok u režimu infiltracije, dok se u ovom

primeru razmatra tok u režimu drenaže. Rešavana je jednodimeziona evolutivna

Ričardsova jednačina (2.38) u prostornom domenu z ∈ (0, 5). Neka je koeficijent

filtracije K = 10−3, poroznost ε = 0.44 i neka su parametri Mualem–van Genuh-

tenovog modela a = 6, n = 2.51, ss = 0.44, sr = 0.19. U tački z = 5 zadat je

Nojmanov granični uslov gN = 0, dok je u tački z = 0 zadat hidraulički potencijal

hL = −0.1 (ψL = −0.1). Početno rešenje je h0 = z − 0.1 (ψ0 = −0.1).
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Slika 7.8: Visina pritiska u trenutku t = 2000 dobijena za različite metode usred-

njavanja relativne propusnosti u Primeru 10.

Problem je rešavan na mreži h = 0.5. Usrednjavanja kNS
r i kUPG

r su identična u

slučaju drenaže. Na Slici 7.8 možemo videti da usrednjavanja kARIT
r , kGEOM

r i kINT
r

proizvode oscilacije u visini pritiska.

Na osnovu ovog i prethodnog primera možemo zaključiti da sredina kHARM
r do-

vodi do velikog precenjivanja vrednosti visine pritiska u slučaju infiltracije, a da

sredine kARIT
r , kGEOM

r i kINT
r u slučaju drenaže dovode do oscilacija u visini pritiska.

Korǐsćenje sredina kNS
r i kUPG

r ne dovodi do oscilacija u visini pritiska.
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Primer 11. U ovom primeru rešavana je stacionarna Ričardsova jednačina (2.41).

Neka je domen kocka Ω = (0, 1)3 sa izotropnim tenzorom filtracije K = KI. Diri-

hleovi granični uslovi su zadati na ravnima z = 1 i z = 0 konstantnim hidrauličkim

potencijalima hU i hL. Na ostalim delovima granice zadat je Nojmanov granični

uslov gN = 0. Problem je rešavan na tetraedarskim nestrukturnim mrežama.

Za odredivanje relativne propusnosti iskorǐsćen je Gardnerov model (2.49), sa

parametrom A = 2.38. Za koeficijent filtracije u ovom primeru uzeto je K = 6.9 ·

10−3. U zavisnosti od režima strujanja izabrana je vrednost Dirihleovog graničnog

uslova za

• infiltraciju hU = 0.9 (ψU = −0.1) i hL = −1 (ψL = −1),

• drenažu hU = 0 (ψU = −1) i hL = −0.1 (ψL = −0.1),

• kapilarno izdizanje hU = −0.2 (ψU = −1.2) i hL = −0.1 (ψL = −0.1).

Tabela 7.20: Greške u Primeru 11 sa usrednjavanjem kNS
r .

h 1/5 1/10 1/20 1/40

infiltracija

εh2 1.18e-04 3.87e-05 1.07e-05 2.98e-06

εhmax 3.49e-04 9.77e-05 2.86e-05 7.92e-06

drenaža

εh2 3.14e-05 1.29e-05 4.19e-06 2.14e-06

εhmax 8.84e-05 3.22e-05 1.05e-05 4.89e-06

kapilarno izdizanje

εh2 3.29e-05 1.31e-05 4.16e-06 2.10e-06

εhmax 9.60e-05 3.39e-05 1.21e-05 5.23e-06

Za aproksimaciju fluksa je iskorǐsćena nelinearna TPFA shema, dok je usred-

njavanje relativne propusnosti izvedeno sa kNS
r i kUPG

r . Dobijene greške prikazane u
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Tabeli 7.20 pokazuju da kada se za usrednjavanje koristi kNS
r tačnost varira od prvog

do drugog reda u zavisnosti od režima strujanja. Ovo je posledica usrednjavanja kNS
r

jer je nelinearna TPFA shema drugog reda tačnosti (v. Primer 1).

Tabela 7.21: Greške u Primeru 11 sa usrednjavanjem kUPG
r .

h 1/5 1/10 1/20 1/40

infiltracija

εh2 3.41e-03 2.11e-03 1.17e-03 6.43e-04

εhmax 7.51e-03 4.33e-03 2.65e-03 1.46e-03

drenaža

εh2 3.14e-05 1.29e-05 4.19e-06 2.14e-06

εhmax 8.84e-05 3.22e-05 1.05e-05 4.89e-06

kapilarno izdizanje

εh2 2.07e-05 9.04e-06 5.71e-06 2.84e-06

εhmax 7.27e-05 2.61e-05 1.58e-05 6.96e-06

Primetimo da za drenažu važi kNS
r = kUPG

r , pa su stoga greške u Tabelama 7.20 i

7.21 za drenažu identične. Za razliku od usrednjavanja kNS
r , u slučaju usrednjavanja

kUPG
r rešenje je uvek prvog reda tačnosti.

Primer 12. U ovom primeru razmatrana je stacionarna jednačina transporta ener-

gije (4.5) u domenu Ω = (0, 1)3. Neka je tačno rešenje

T = x2y2z2, (7.23)

i neka je

ucwρ = (1, 0, 0) i λ = lI. (7.24)

Term izvora i ponora je

qT = 2y2z2(x− l)− 2lx2z2 − 2lx2y2. (7.25)
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Na granici x = 1 zadat je Nojmanov granični uslov

gTN = −2lxy2z2 − 2lx2yz2 − 2lx2y2z, (7.26)

dok je na ostalim delovima granice zadat Dirihleov granični uslov tačnom vrednošću

koncentracije (7.23).

U ovom primeru želimo da proverimo tačnost metoda za diskretizaciju advek-

tivnog terma. Ukoliko uzmemo da je l = 0.01 u problemu dominira advekcija. Za

diskretizaciju difuznog terma korǐsćena je nelinearna TPFA shema. Rezultati su

dobijeni na nestrukturnim tetraedardskim mrežama.

Tabela 7.22: Greške dobijene uzvodnom shemom u Primeru 12.

h 1/10 1/20 1/40 1/80

εT2 5.20e-02 2.68e-02 1.27e-02 6.39e-03

εTmax 5.33e-01 4.23e-01 1.28e-01 6.90e-02

Rezultati prikazani u Tabeli 7.22 pokazuju da je uzvodna diskretizacija advek-

tivnog terma (4.7) prvog reda tačnosti.

Tabela 7.23: Greške dobijene linearnom popravkom uzvodne sheme u Primeru 12.

h 1/10 1/20 1/40 1/80

εT2 5.74e-03 1.17e-03 2.41e-04 6.13e-05

εTmax 5.46e-02 2.14e-02 5.57e-03 1.30e-03

Rezultati prikazani u Tabeli 7.23 pokazuju da linearnom popravkom uzvodne

sheme (4.9) dobijamo shemu drugog reda tačnosti.

Limiter Barta i Džaspersena (4.18) sprečava konvergenciju do stacionarnog reše-

nja. Rezultati prikazani u Tabeli 7.24 dobijeni su limiterom Barta i Džaspersena

uz istorijsku modifikaciju tako da limiteru posle desete iteracije nije dozvoljeno da

raste. Rezultati pokazuju da je ovako dobijena shema malo manje tačna od sheme

(4.9).
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Tabela 7.24: Greške dobijene limiterom Barta i Džaspersena sa istorijskom modifi-

kacijom u Primeru 12.

h 1/10 1/20 1/40 1/80

εT2 7.57e-03 1.65e-03 4.27e-04 1.13e-04

εTmax 1.22e-01 5.06e-02 1.77e-02 7.81e-03

Primer 13. U domenu Ω = (0, 1)3 rešavana je stacionarna jednačina transporta

mase (4.1) za

D = 10−6I, qC = 0 (7.27)

i konstantnu brzinu

u = (2 · 10−5, 0, 0) (7.28)

Na delu granice x = 0 zada je Dirihleov granični uslov gCD = 1. Na ostalim

delovima granice zadat je Nojmanov granični uslov gCN = 0. Ovo znači da je na tom

delu difuzni fluks jednak nuli (v. (2.68)), dok rastvorena materija može napuštati

domen advekcijom.

Primetimo da na osnovu graničnih vrednosti i principa maksimuma i minimuma

važi da je tačno rešenje izmedu min
x∈Ω

C = 0 i max
x∈Ω

C = 1.

U Tabeli 7.25 prikazani su rezultati dobijeni na nestrukturnoj mreži h = 1/10

(Slika 7.2). Rezultati potvrduju da uzvodna shema zadovoljava princip maksimuma

i minimuma (prva i druga kolona u Tabeli 7.25). Popravka uzvodne sheme bez li-

mitera (4.9) krši princip maksimuma i minimuma (treća i četvrta kolona u Tabeli

7.25). Da bi popravka linearne sheme uz pomoć limitera Barta i Džaspersena kon-

vergirala uzimamo istorijsku modifikaciju tako da limiteru posle deset iteracija nije

dozvoljeno da raste. Ovakva shema zadovoljava princip maksimuma i minimuma

Primer 14. U ovom primeru razmatran je uticaj sorpcije i degradacije na transport

zagadenja. Vǐse o uticaju sorpcije i degradacije na zagadenje u zonama sanitarne

zaštite Beogradskog izvorǐsta moguće je pronaći u radu [22].

Prostorni domen modela je Ω = (0, 800 m)× (0, 500 m) (Slika 7.9), posmatrani

vremenski interval je od 0 do 300 dana.
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Tabela 7.25: Minimalne i maksimalne vrednosti koncentracije u Primeru 13.

uzvodna shema shema bez limitera shema sa limiterom

Cmin Cmax Cmin Cmax Cmin Cmax

8.53e-11 1 -0.06 1.03 1.27e-10 1

Duž granice y = 0 m nalazi se reka u kojoj je nivo 71 m dok je koeficijent propu-

snosti rečnog dna 10−5 s−1. Stoga na ovom delu granice zadajemo Robinov granični

uslov (2.53) pri čemu su gR = 71 m i Ψ = 10−5 s−1. Neka se tri bunara nalaze

na pozicijama (0, 100 m), (400 m, 100 m) i (800 m, 100 m). Kapacitet centralnog

bunara je 80 litara u sekundi, a kapaciteti druga dva su po 40 l/s. Bunare mode-

liramo preko terma izvora i ponora q. Poznato je da 90% vode u bunare dolazi iz

reke dok ostatak vode dolazi iz zaleda, pa prema tome na delu granice y = 500 m

postavljamo Nojmanov granični uslov (2.51) pri čemu je gN = −0.016/800 m/s. Na

delu granice x = 0 i x = 800 m zadat je Nojmanov granični uslov gN = 0.

800

400

100

bunar bunar bunar

lokacija unosa

460

Slika 7.9: Skica modela u Primeru 13.

Na lokaciji (400 m, 460 m) brzinom 5 l/s izliva se voda sa koncentracijom zagadi-

vača 1 g/s tokom prvih 10 dana, nakon čega izlivanje prestaje. Zbog moguće nesta-

bilnosti numeričkog rešenja advektivno-difuzne jednačine [59] potrebno je na granici

prilivanja vode u model postaviti Dirihleov ili Robinov granični uslov, a na granici

odlivanja vode iz modela Nojmanov granični uslov.
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Budući da je disperzija posledica advekcije na zanemarenim skalama njome se

rastvorena materija može prostirati samo u smeru od vǐseg hidrauličkog potencijala

ka nižem (u smeru osnovnog toka). Medutim, budući da je disperzija modelirana

difuznim termom, jednačina (4.1) dopušta da se rastvorena materija prostire u su-

protnom smeru čak i kada je difuzivnost jednaka nuli što je nefizičko ponašanje.

Da rastvorena materija koja se na ovaj način (suprotno fizici) kreće uzvodno ne bi

izlazila iz domena, na granicama priliva vode u model y = 0 i y = 500 m zada-

jemo Robinov uslov sa ΨC = 10−10 m/s i gCR = 0. Na ostalim granicama zadajemo

Nojmanov granični uslov gCN = 0. Rastvorena materija napušta model kroz bunar.

Neka je tenzor filtracije K = 6 · 10−4I m/s, difuzivnost Dd = 10−9 m2/s, longitu-

dalna disperzivnost αL = 36 m, transferzalna disperzivnost αT = 3.6 m, poroznost

ε = 0.2. Pretpostavlja se da su u svakom trenutku koncentracije u vodi i u čvrstoj

fazi u ravnoteži. Odnos koncentracije u čvrstoj i tečnoj fazi opisan je parametrom

b = 10. Period poluraspada zagadivača u obe faze jednak je t1/2 = 60 dana.

0 50 100 150 200 250 300
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
x 10

−3

t

C

bez sorpcije i degradacije
sa sorpcijom i bez degradacije
bez sorpcije i sa degradacijom
sa sorpcijom i degradacijom

Slika 7.10: Koncentracija u sredǐsnjem bunaru u odnosu na vremensku osu u danima

u Primeru 13.
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Na Slici 7.10 prikazana je koncentracija izmerena u sredǐsnjem bunaru. Sa ove

slike vidimo da sorpcija usporava kretanje zagadenja.

Primer 15. Ovaj primer je predstavljen u radu [43]. Rešavana je jednodimenzio-

nalna jednačina (2.38) u prostornom domenu z ∈ (0, 0.6) i vremenu t ∈ (0, 302.76].

Diskretizacija prostornog domena je izvršena sa 180 tačaka kolokacije. Na delu gra-

nice z = 0 zadat je Nojmanov granični uslov gN = 0, dok je na delu granice z = 0.6

zadat Dirihleov granični uslov gD = 1. Početno rešenje je dato sa h0 = −10.

Neka je koeficijent filtracije K = 9.2 · 10−5, poroznost ε = 0.368 i neka su

parametri Mualem–van Genuhtenovog modela a = 3.55, n = 2, ss = 1, sr = 0.27717.

Za usrednjavanje realativne propusnosti je iskorǐsćen metod (3.176).

Sabiranjem grešaka u balansu (6.18) u svim ćelijama i svim vremenskim tre-

nucima dobijamo ukupnu grešku u balansu. Relativnu grešku u balansu dobijamo

kada ukupnu grešku podelimo sa većom od vrednosti ukupnog uticaja ili ukupnog

isticaja iz modela.

Tabela 7.26: Relativna greška u balansu u zavisnosti od načina rešavanja nelinearnog

sistema u Primeru 15 (jednodimenzionalni slučaj).

Pikarova metoda Modifikovana Pikarova metoda Njutnova metoda

0.52 3.99e-11 1.78e-10

Rezultati predstavljeni u Tabeli 7.26 pokazuju da Pikarova metoda ima veliku

relativnu grešku u balansu, dok je kod modifikovane Pikarove metode i Njutnove

metode ta greška zanemarljivo mala.

Ovakav problem rešavan je i u trodimenzionalnom slučaju kada je domen kocka

stranice 0.6. U ovom slučaju iako je diskretizacija znatno grublja nego u [43] dobijeno

je slično prostiranje fronta količine vode θ (Slika 7.11).
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t = 5.76 t = 29.16 t = 70.56 t = 129.96 t = 207.36 t = 302.76
Slika 7.11: Količina vode u Primeru 15.
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Zaključak

Klasična metoda konačnih zapremina (linearna TPFA shema) za diskretizaciju

difuznog terma je drugog reda tačnosti samo ukoliko mreža poštuje princip ortogo-

nalnosti u odnosu na tenzor, što je uslov koji je teško a ponekad čak i nemoguće

ispuniti. Pored ove sheme, u disertaciji su predstavljene i linearna MPFA shema,

nelinearna TPFA shema i nelinearna MPFA shema koje su drugog reda tačnosti u

anizotropnim poroznim sredinama i na nestrukturnim mrežama. Pri tome linearna

MPFA shema ne zadovoljava princip maksimuma i minimuma, nelinearna TPFA

shema poštuje pozitivnost rešenja (što možemo posmatrati kao globalni princip mi-

nimuma) i nelinearna MPFA shema zadovoljava princip maksimuma i minimuma.

Diskretizaciju fluksa na stranama gde postoji diskontinuitet u tenzoru filtracije

je u opštrem slučaju nemoguće konstruisati korǐsćenjem samo vrednosti hidrauličkog

potencijala u primarnim tačkama kolokacije (težǐsta ćelija) i u stranama. Tada je

potrebno rekonstruisati vrednost hidrauličkog potencijala u ivicama ili čvorovima.

U radu [66] ove vrednsoti se dobijaju interpolacijom koristeći lokalnu koordinatnu

transformaciju. Direktna aproksimacija fluksa koja koristi istu ovu koordinatnu

transformaciju uvedena je u [69] i izložena ovde u poglavlju 3.3. Ovakav pristup ne

narušava red tačnosti metode kao ni princip maksimuma i minimuma.

Hidraulički potencijal se u okolini bunara ponaša logaritamski i njegov gradijent

se brzo menja. Stoga, numeričke metode zasnovane na linearnoj aproksimaciji daju

netačan proticaj u bunaru i netačan hidraulički potencijal u okolini bunara. Kada

strujanje u modelu uglavnom zavisi od prisustva bunara, netačnost u okolini bunara
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ima za posledicu gubljenje tačnosti u celom domenu. U poglavlju 3.4 izložene su

sheme koje su prethodno predstavljene u radovima [26, 27]. Prva shema je slična

Pismanovoj korekciji i daje tačniji proticaj u bunaru, ali nije čak ni prvog reda

tačnosti za hidraulički potencijal. Drugom shemom dobija se hidraulički potencijal

drugog reda tačnosti.

Pored toga u tezi su predstavljene metode za diskretizaciju advektivnog terma,

rešavanje sistema nelinearnih jednačina i diskretizaciju evolutivnih jednačina. Ove

klasične numeričke metode neophodne su za simulaciju podzemnog toka i transporta

mase i energije.

U projektu otvorenog koda W.O.D.A. u ovom trenutku parametri Mualem –

van Genuhtenovog modela su konstantni za ceo model. U nastavku istraživanja

na modeliranju podzemnog strujanja trebalo bi razviti numeričke metode koje će

omogućiti da se ovi parametri menjaju glatko unutar sloja odnosno diskontinualno

izmedu slojeva. Takode je planirana ekstenzija predloženih shema za diskretizaciju

u okolini bunara na slučaj heterogene podzemne sredine.
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Dodatak A

Ravan materijalnog diskontinuiteta sa normalom ni (Slika 3.3) se dovodi u hori-

zontalni položaj koordinatnom tranformacijom

[u v w]T = Ri(x− x0), (A.1)

gde je Ri = R(ni) matrica rotacije takva da je

R(n)n =

 z for nz ≥ 0,

−z for nz < 0,
(A.2)

pri čemu je n = [nx ny nz]T jedinični vektor normalan na ravan materijalnog

diskontinuiteta i z = [0 0 1]T . Matricu rotacije izračunavamo Rodrigesovom

rotacionom formulom sa osom rotacije n× z:

R(n) =


nz 0 0

0 nz 0

0 0 nz

+


0 0 −nx

0 0 −ny

nx ny 0

+ 1
1 + nz


nyny −nxny 0

−nxny nxnx 0

0 0 0

 , (A.3)

gde je n = n ako je nz ≥ 0, odnosno n = −n ako je nz < 0.

Ovakvom transformacijom svaka tačka na materijalnom diskontinuitetu x ∈ U i∩

U i−1 će imati istu treću koordinatu w = wi. Posmatrajmo za početak samo pozitivno

i (Slika 3.3).

Neka je

[µ ν ξ]T = RiGi−1 i [µ1 ν1 ξ1]T = RiGi. (A.4)

Uslov (3.77) možemo zapisati kao

hi−1 + [µ ν ξ]


u

v

wi

 = hi + [µ1 ν1 ξ1]


u

v

wi

 , za svako u i v. (A.5)
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Da bi prethodni uslov važio za svako u i v neophodno je da bude µ = µ1, ν = ν1, pa

se uslov (3.77) svodi na

hi−1 + ξwi = hi + ξ1wi. (A.6)

Matrica rotacije R(b) je ortogonalna, pa je

n · u = −nTKG = −nTK (R(n))T R(n)G = −τ · (R(n)G), (A.7)

gde je

τ = R(n)Kn = [τx τ y τ z]T. (A.8)

Ako označimo τ i,j = RiKjni, uslov (3.78) možemo zapisati

−[τxi,i−1 τ yi,i−1 τ zi,i−1]


µ

ν

ξ

 = −[τxi,i τ yi,i τ zi,i]


µ

ν

ξ1

 . (A.9)

Rešavanjem po ξ1 dobijamo

ξ1 =
τxi,i−1 − τxi,i

τ zi,i
µ+

τ yi,i−1 − τ
y
i,i

τ zi,i
ν +

τ zi,i−1

τ zi,i
ξ. (A.10)

Poslednja jednačina nam daje RiGi preko RiGi−1, što možemo matrično zapisati

kao

RiGi = ΨiRiGi−1, Ψi =


1 0 0

0 1 0

−ϕxi −ϕ
y
i 1− ϕzi

 , (A.11)

gde je

ϕi = [ ϕxi ϕyi ϕzi ]T = 1
τ zi,i

(τ i,i − τ i,i−1), (A.12)

Zapǐsimo (A.11) u obliku

Gi = MiGi−1, gde je Mi = R−1
i ΨiRi. (A.13)

Vrednost Gi u bilo kom sloju Ωi, i > 0, možemo predstaviti preko G0:

Gi = NiG0, gde je Ni = MiNi−1 i N0 = I. (A.14)

Uslov (A.6) na osnovu (A.10) i (A.12) možemo zapisati

hi = hi−1 + wi(ξ − ξ1) = hi−1 + wiϕi · [µ ν ξ]T, (A.15)
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odnosno

hi = hi−1 + ai ·Gi−1, gde je ai = wiR
−1
i ϕi. (A.16)

Na osnovu (A.14) ovu formulu možemo napisati kao

hi = h0 + ηi ·G0, gde je ηi =
i∑

j=1
Nj−1aj. (A.17)

Slično, kada je i negativno (Slika 3.3) svaka tačka na materijalnom diskontinui-

tetu x ∈ U i∩U i+1 ima istu treću koordinatom u novom sistemu w = wi. Ponavljajući

isti postupak kao i za pozitivno i umesto (A.11) dobijamo

RiGi = ΨiRiGi+1, (A.18)

pri čemu umesto (A.12) imamo

ϕi = 1
τ zi,i

(τ i,i − τ i,i+1). (A.19)

Nastavljajući proces izvodenja kao za pozitivno i dobijamo

Gi = MiGi+1, Mi = R−1
i ΨiRi, (A.20)

Gi = NiG0, Ni = MiNi+1, N0 = I, (A.21)

hi = hi+1 + ai ·Gi+1, ai = wiR
−1
i ϕi, (A.22)

hi = h0 + ηi ·G0, ηi =
−1∑
j=i

Nj+1aj. (A.23)

Ako tačka x ∈ U i, primenom (A.17), (A.23) i (A.14) u jednačini (3.76) dobijamo

(3.79), pri čemu je

F (x) =
(
ηi +NT

i (x− x0)
)

(A.24)
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Dodatak B

Neka je prav kružni cilindar dat svojom osom p i poluprečnikom r. Lambertova

cilindrična projekcija neke tačke x na cilindar je definisana kao

Pr(x) = xp + r
x− xp
‖x− xp‖

, (B.1)

gde je xp ortogonalna projekcija tačke x na osu cilindra p.

Slika B.1: Lambertova cilindrična projekcija.

Ovako definisana projekcija prave u opštem slučaju nije kriva drugog reda (slika

B.1). Površinu |Pr(f)| je moguće naći primenom neke od metoda numeričke inte-

gracije.
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transporta zagadenja kod odredivanja zona sanitarne zaštite izvorǐsta podzem-
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Drainage Optimization, Water Research and Management, Vol. 4, No. 2, pp.

15–17, 2014.
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1. Ayropcreo - loeaorbaBare yMHoxaBaHre, gncrpn6yqnjy n jaeno caonulTaBalbe Aena, Ll

npepa,qe, aKo ce HaBeAe nMe ayTopa Ha HaqnH oApehen oE CTpaHe ayTopa nflH gaBaoqa

flhueHqe, qaK n y rouepqrajanHe cBpxe. Oao je najcno6ogHuja og cBnx nuqeHqn^

2. Ayropcrao - HeKoMepqrjanHo. ,{oaaoruaaare ynrHoxaBabe, gncrpn6yqnjy n janHo

caon[lraBaFbe gefia, n npepa,qe, aKo ce HaBe,qe HMe ayropa Ha HaL{ilH o4peleN orq crpaHe

ayropa hnla AaBaoLla nrqeHqe. Oea nhqeHqa He Ao3BoJbaBa KoMepqnjanHy ynorpe6y.qena.

3. AyropcrBo - HeKoMeprlrajanno - 6es npepage. flosaoruaaare yMHoxaBaHre, gncrpuEyqrjy

n jaaHo caonuraBaFbe Aena, 6es nporrrena, npeo6nnKoBaFba nnu ynorpe6e gena y cBoM

Aefiy, aKo ce HaBe,qe nMe ayropa Ha HaqnH ogpe[eH o,q crpaHe ayropa nnr gaBaolla

nnqeHqe. Oea nhqeF{qa He AosBorbaBa KoMepqnjanny ynorpe6y Aena. Y ogtlocy Ha cBe

ocrane firqeHqe, oBoM nnqeHqoM ce orpaHhqaBa uajeehn o6utu npaaa xopmuheba flena.

4. Ayropcrao - HeKoMeprlr,rjanno &ennrn nog Hcl4M ycnoBuMa. looaoruaaare
yMHoxaBalbe, gmcrpm6yqiljy m jaauo caonuJTaBan,e Aeua, il npepage, aKo ce HaBe.qe mMe

ayropa Ha HaL{ilH ogpeflen oA crpaHe ayropa nnn gaBaolla nHqeHUe a aKo ce npepaga
gracrpraOyrapa nog lrcroM nntl cnnqHoM nnqeHqoM. Osa nnqenqa He rqo3BorbaBa

xoruepqnjanHy ynorpe6y,qena H npepaAa.

5. Ayropcrao 6eg npepa4e. ffoaaoruaaare yMHoxaBaFbe, grcrpnOyqnjy n jaeno

caonuraBalbe Aena, 6ee npouexa, npeo6nilKoBaFba ilnH ynorpe6e gena y cBoM rqeny, aKo

ce HaBeAe nMe ayropa Ha Haqr4H ogpefieH oA crpaHe ayropa ilnn gaBaoua nilueHqe. Oaa

nnqeHqa .qo3BorbaBa KoMepqiljanuy ynorpeOy .qena.

6. AyropcrBo - AenilTh noA ucr4M ycnoBilMa. fioaaoruaaare yMHoxaBaFbe, gncrpu6yqnjy n
jaexO caonuTaBalbe Aeua, n npepa,qe, aKO ce HaBe$e nMe ayTopa Ha Har{HH ogpefieu og
crpaHe ayropa HnH AaBaoqa nr{qeHue r aKo ce npepa4a gnetpv5ynpa nog ucroM hntl
cnnL{HoM nnueHqoM. Oaa nnqenua ,qosBori'aBa KoMepqrajanHy ynorpe6y Aefla il npepaAa.

CnuqHa je coQraepcKnM nnqeHqaMa, oEHocHo nhueHLtaMa orBopeHor KoAa.


