Haxne, saxu B(P., A, Py). B
[Ipase S,S. u PP, ce CeKY Yy TauKu Auwunz S,P, L BC u S.P. 1. BC
sakspyayjeMo ga je SpP, || S.P.. Iomro Baxku B(S, A, S.), n3 Tanecose

Teopeme criem na Baxu B(B,, A, P.) n g‘lic = ggz = % MebyTuMm, BazKu
Sy Py = pp, 11a je Spfc = ZZ oJaK.Ie 3aK/byayjeMo aa je S.P. = p., Tj. P! = P.

Hakie, Baxku B(B,, A, PL).

Kao mro emo nmasu CraBoBe o 1oLy IJapHOCTH TPOYIJIOBa, rmocroje u Cra-
BOBH O CJIMYHOCTH TpoyriioBa. [IITo ce Tnye muxoBux hopmysiaruja, mmahemo
CTpaHWIE U YIJIOBe, M TO GAIll Kao KOJ| CTaBOBa O MOJYapHOCTH (HIIP. HEKe
JBe U mbrMa 3axBalieH yrao), ¢ THM IITO UMAMO y BUJLY Jia CJAMIHOCT IyBa
UOGYGapHOCUL YA08G T 0GHOCE CUPAHUUQ.

CraB 2. Hexa cy gatuu wpoyirosu NABC u NA'B'C'. Axo saorcu mewiio
0g caegehet:
1° ﬁg, = Ag,, A{BAC’ LB'A'C;
90 AB — .
A/B/ A/Cl B/C/7
3° ABAC = AB'A'C’", {ABC = LA'B'C’;
4° % = ﬁg,, AAC’B LA'C'B', a yiosu LABC u LA'B'C" cy oba
owwmpa, 0ba Upasa uAu 006 WYL,

onga je NABC ~ NA'B'C'.

C/

A B A/ B/
Cajia pesiazuMo Ha 3aiaTke u3 candanoctu. [Ipsu 3amarak je Teopema o
cumerpasu yria. OBa TeopeMa je BeoMa BaxKHa u Tpeba je 3uarh, jep he ce

KOPUCTHTH ¥ Y JIA/bUM 3ajaruMa (HIp. KAO IIITO Ce CPe/lha JUHUja KOPUCTU
Yy MHOTHM JIDYTUM 3aJIaI[IMA).
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1. (Teopema o cumerpasm yraa) Ako cy E u F tauke y kojuma Ou-
CeKTpHCe YHYTpAIher U Crojballliher yria Koji Temera A Tpoyria ANABC
(AB < AC) cexy npaBy BC' nokazatn BE : CE = BF : CF = AB : AC.

Penieme:
D

Nneja je na mpumenumo TastecoBy Teopemy. Jla 6GucMo mpoHaIm KOJIMKT
je omnoc BE : CFE, nosospHO je na wHahemo kosimku je omnoc CE : EB,
na norpazkumo Ha nostynpasoj C'A rauky D raksy ja sBaxku B(C, A, D) u
AD = AB. Ykouuko jokaxkemo ja je DB || AE, npema TasiecoBoj reopemn
he outu CE : EB = CA : AD, na he ogarne ciequtu BE : CE = AD : AC.
Kako je AD = AB, nobuhemo na je BE : CE = AB : AC, a To u Tpeba
JIOKA3aTH.

Ykommko Jokaxkemo ja je L BDA = AFEAC = §, cremuhe jma cy To
YIVIOBH C TapaJjieJlJHUM Kpaiuma, na he ouru DB || AE. Kako je AD =
AB, ciequ na je tpoyrao AADB jennakokpak, na je A BDA = £DBA.
Oznaunmo Te yriose ca ¢. Yrao £ BAC' = « je crno/balliikbu yrao Tpoyriia
ANADB, na je jemnaxk 30upy yHyTpaIlImbuX HecyceHnX yrioBa L BDA = o n
ADBA = . Jlakne, a = ¢+ ¢ = 2¢, na je ¢ = 5. Jlakie, joKazajiu cMo Ja
je ABDA = §,ma je DB || AE, a onarne cnemu 1a je BE : CE = AB : AC.

Caja xkesimmo sia nahemo opnoc BF : CF = FB : FC\, na youumo mpaBy
Koja canap:ku B n napaJsiesina je ca npaBoM AC. O3naunmo ca GG HeH Ipecek
ca ipaBom F'A. TanecoBa Teopema Ham Tajia aaje maje FB : FC' = BG : CA,
na je joBo/bHO JoKazatu Ja je BG = AB. IlpaBa AG je cumerpasia yria
ABAD = m — « (1o je cnomammu yrao koj temena A tpoyrina AABC),
na je L{GAB = 5. s BG || AC zakmyuyjemo na cy yriosu LGBA u
£ BAC = « yrioBu ¢ mapaJjejHuM KpaluMa, I1a ¢y oHu noayaapau. lakie,
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AGBA = a. Onage je {BGA =71 —AGBA—LGAB = 1—a—"5% = 57,
na je ABGA = £GAB. [Hakne, tpoyrao ABAG je jemnakokpaku, Ia je
BG = BA. OBum je moka3s 3aspiien, jep je caga BF : CF = BG : AC =
AB : AC, mrro je n Tpebasio JoKa3aTu.

Buanmo na je moneka, i moTpedbHO L, IoNpTaTi’ HEKe TadKe U Ipase Jia ou ce
JIAKIIe JOILI0 JI0 pemerba 3agaTka. Opje cy Tauka D u npasa BG nobujene

y ¥KeJpn Ja ce nckopuctu TasecoBa TeopeMa.

2. Heka cy E' n F' Tauke n3 mpeTxXoIHOT 3ajlaTKa. /lokazaTn:
a) AS:SE =AS,: S, F = (AB+ AC) : BC;
6) AE: SE = (AB+AC+BC): BC,AE : S,E = (AB+AC—-BC) : BC;
B) ASy: SF = AS.: S.F =(AC — AB) : BC.

Pereme: Ope cy Tauke F, F u3 1. 3a7aTKa, a Tauke S, Sy, Sy, S, Cy TauKe u3
Besmkor 3a1aTKa, JaK/ie IeHTPU PeoM YIIHCAHOT KPYTra k U CII0Jba YITHCAHUX
KpyroBa kg, ky, k..

a) A

Sa

[Tpumenom Teopeme o cumerpasu yria (1. 3agarka) va Tpoyrao ACAFE
3ak/pyayjemo ma je AS : SE = AS, : SuE = AC : CE. Takobe, 3namo na je
BE : CE = AB : AC (1. 3amarak), na je AC' : CE = AB : BE. O3naunmo
Taj OJHOC ca A, JakKje HeKa je % = % = \. OmaBue je AC = \CE n
AB = ABE, na je AB+ AC = AN(BE + CE) = ABC. Cuemu na je A =
(AB+ AC) : BC, a xako je AS : SE = AS, : S, = AC : CE = )\, cnenu

maje AS : SE=AS,: S,FE = (AB+ AC) : BC.
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6) Kako je AE = AS + SFE, nememem ca SE nobujamo 1a je
AE AS+SE AS SE

SE = ~ SE SE ' SE
B AS+1_AB+AO+1
-~ SE ~ BC
B AB+AC+BC_AB+AC+BC
N BC BC BC '

Cimano, kako je AE = AS, — S, F, nememem ca S, E nobujamo 1a je

AE  AS,—S,E _AS, S.E
S.E S.E  S,E S,E
_ AS. | _AB+AC
S.E BC
_ AB+AC BC AB+ AC - BC
- BC  BC BC '

OBJie cMO caMO KOPHUCTHJIM HPETXOJIHE Pe3y/ITaTe U y3 MaJo padyHarba
JIOIIJIN JI0 TPazKEHOT' HOBOI' PE3YJITATA.

B) S

F B C

[Tpumenom Teopeme o cumerpasu yria Ha Tpoyrao ABAF nobujamo ja
je ASy : SyF = AS. : S.F = AB : BF. Takohe, nmpumeHoM Te Teopeme Ha
tpoyrao ACAF nobujamo ma je AS, : SpF = AS. : S.F = AC : C'F. O3na-
YUMO TParKeHHW HEeIO3HATH OJHOC ca A, jakiae ASy : SpF' = AS. : S.F = .
Ha ocnoBy j06mjennx pesysiarara umamo ja je AB : BF = AC : CF = \.
Opmasue cinemn ja je AB = ABF u AC' = AC'F, na oxysumMammeM j1001jaMo
na je AC — AB = A\(CF — BF) = ABC. Hakne, A = (AC — AB) : BC, na
cienn Tpaxkenu pesyarar ASy : SyF = AS.: S.F = (AC — AB) : BC
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3. Jokazaru (Bake O3HAKE U3 BEJMKOD 3a/aTKA):
a) SA-SN = 2rp;
6) S,A - SN = 2rpg;
B) SpA - SyM = 2rpy;
r) S.A-S.M =2rp,.

Pemewe: a) M
A

"Qa

s,

CimaHOCT Jaje ojHOCe, a He MPOU3BOJIE JIYKHU, ajl MOXKEMO Te OJIHOCE
MOMHOXKUTH JIy2KUMa Koje Cy y IMeHuonuMa u Johu 0 mpoussoja. Kako Ham
ce jaBjba MOJIYIPEYHNUK YIUCAHOI KPyTra, MOPaMO YOUUTH IIOIHOKje HOpMaJIe
u3 1eHTpa S yIucaHor Kpyra Ha HEKOj o crpanuiia Tpoyria ANABC, Hup.
nojgHoKje () Ha crpanunm AC. Ilomro Ham ce jaBba 27, Tj. MPEYHUK OIN-
caHor Kpyra, u momTo Beh nmamo tadky N, youumo tauky M u3z Benuxor
3aJ1aTKa, jep Taja umamo npednuk M N = 2r.

Cama umamo jga je £SAQ = ANAC = ANMC (uepudepujcku HaI
JIYKOM J/@) u jna cy yrosu £SQA u ANCM upasu (LNMC' je nepude-
pujcku Hag ipedaukoM N M), na je L SQA = ANCM. Crnequ na je AASQ ~
AMNC, na je SA: NM = 5Q : NC. Muoxemwem ca NM u NC' nobujamo
naje SA-NC = NM-SQ. Kako je NM =2r, SQ = pu NC = SN (Besuku
3ajiaTak, cras 6)), cieau ga je SA- SN = 2rp, mro je u Tpebasio JoKa3aTu.
6) Cimano Kao y Jeiy a), younmo tadke M, @, n3 Bemukor 3agaTka. mamo
na je £S5,AQ, = ANAC = ANMC' (nepudepujcku HaJ JTyKOM J/@) u Ja
cy yrinou £5,0,A n L NCM nupasn, na je £5,0,A = LNCM. Cnenn na
je NAS,Q, ~ AMNC, na je S;A : NM = 5,0, : NC, ognocHo, 1mocJe
Muoxkemwa, S,A - NC = NM - 5,Q,. Bamenom NM = 2r, S,Q, = p, u
NC = S,N (Benmuku 3anarak, cras 6)) gobujamo S, A - Su N = 2rp,.
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Kako HaMm ce oBjie jaBiba p,, YOUNMO TOTHOXK]jE HOpMAaJIe U3 S, Ha HEKO] O/

crpanuia Tpoyriaa AABC, nup. Ha crpannnu AB (nakie, Tauky Rp) 1 Kako
ce TIOHOBO jaB/ba MMPEYHUK OMUCAHOT KpyTa 27, younmo npednnk M N. Yriaosn
AMNC nu AMAC cy nepudepujcku HaJl JIyKOM ]\/4\0, na cy MOJyJIapHU,
nakine LMNC = LMAC = 5% (npasa AM je cumeTpasia CIIOJbaITIber yria
ko temena A Tpoyrina AABC). Takobe, £SyAR, = 5%, na je LMNC =
LSpARy. Baxu u LMCN = 5 = AS,RyA, na ciemn ja je AMNC ~
AS{,AR{,. ﬂaKﬂe, SbA cMN = SbRb . MC, OIHOCHO SbA MC = MN - SbRb.
Bamenom MN = 2r, SyR, = pp, u MC = S,M (Benuku 3ajarak, cras 6))
nobujamo SpA - SyM = 2rpy,.
r) Ciamano Kao y ey B), younmo tadke M, R, u3 Bemukor 3agarka. mamo
na je LS. AR, = 5% = AMAC = £LMNC' (npBe aBe jeqHAKOCTH Baske jep
je S.M cumerpaJsia crio/ballmer yriia Koja TeMeHa A, a mocsemama jep ¢y To
nepudepujcKu yriioBU HaJI JIyKOM m), Kao u £S.R.A =5 = AMCN, na je
AS, AR, ~ AMNC. Cnegu S,A : MN = S.R. : MC, onnocuo S, A- MC =
MN - S.R.. 3amenom MN = 2r, S.R. = p. u MC = S.M (Benuku 3aarax,
cras 6)) mobujamo S.A - S.M = 2rp.,.

46



4. Heka je ABC'D reruBan derBopoyrao, M u N pejioM CpejiuiiTa CTPAHUIA
AB u CD, O upecek mujaronayia AC' u BD, a P u () HOpMaJiHe IpojeKIuje
rauxke O pejgom Ha AD u BC'. Jlokazatu na je MN 1 PQ.

Penieme:

Heka je R cpenmmre mujaronane AC. Tama je RM cpemma auHIja TPO-
yrna AABC, na je RM || BC u RM = 1BC, a RN je cpemma ymnmja
tpoyriaa AACD, na je RN || AD u RN = %AD. Hame, kako je OQ 1L BC
u OP 1 AD, ciequ na je RM 1 OQ u RN 1 OP, na je AMRN = £QOP
MR _ 3BC _ Bc
RN ™ 1AD — AD’
ma je JI0BOJBHO Ja JoKaxkeMo jga je OQ : OP = BC : AD na 6u cieanio ma
je AMRN ~ AQOP.

Tpoyriosu ANAOD u ABOC' cy ciuvnu, jep uMajy mojiyJapHe yriioBe.
Bancra, L AOD = £BOC jep cy 1o yuakpcuu yriosu u L ADO = £BCO
(mepudepujckn HaJL JTyKOM @) Ko/t cimaHux TpoyryioBa BUCHHE C€ OJIHOCE
ucro Kao u crpanute, na je OQ : OP = BC : AD (OQ je Bucuna Tpoyria
BOC, a OP je Bucuna tpoyriaa AOD). dakne, MR : RN = BC : AD =
QO : OP u AMRN = AQOP, na je AMRN ~ AQOP. Cnenu na je
ARNM = LOPQ u LRMN = £OQP.

Oznaummo ca K, L pemom mpecedne tadke npase RN ca npasuma OP
n QP u ozmaummo ca X mpeceuny Taduky npae M N u mpase P(Q). Yrio-
Bu LKPL u £XNL cy mehycobno nogymapuu, jep je L KPL = LOPQ u
AXNL = £MNR, a £LOPQ = AMNR. Takohe, {KLP = AXLN, jep
cy to ynakpcuu yriosu. Ciean ga tpoyriosu APKL uw AN X L nmajy 1io-
ayaapue yrioee, na je LLXN = LLKP. Melyrum, LLKP = 7, jep je
To yrao m3mely npaBe NR u npase OP, a Baxxu NR 1. OP. Ilpema Tome,
LLXN = 7, a 1o je yrao usmely npase PQ n npase M N, na 3ak/bydyjemo
na je MN L PQ.

(yruioBu ¢ HOpMasHUM Kpanuma). [lopes Tora umamo Jia je
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5. IITomomejeBa Teopema. Ako je ABC'D KoHBEKCaH U TETUBAH YETBOPO-
yrao, nokaszartu jga Baxu AC - BD = AB-CD + AD - BC.

Jokas:
D

Uneja je ma mpoussox AC - BD manummemo Kao 30up jBa cabupka, O
kojux he jeman Outn jennak ca AB - CD, a apyru ca AD - BC. Ako na
qujaronaaun AC yoummo meky tauky FE, omma je AC = AE + EC, na je
AC-BD = (AE+EC)-BD = AE-BD+ EC- BD. Tpeba norojno onadbparti
tauky F Tako mga umnp. oyne AE - BD = AB-CD u EC - BD = AD - BC,
onuocao AFE : CD = AB: BD u EC : AD = BC': BD. 3aro y3MuMo Tauky
E na mujaronasu AC' taksy na je LABE = £LDBC.

Kaxko je {BAE = £ BDC' (nepudepujcku Haj BE’) u {ABE = £DBC,
crieqn jga je NABE ~ ADBC, na je AE : DC = AB : DB. Jlakie, Baxu
AE -BD = AB - CD. Jlamwe, umamo ja je LECB = L ADB (nepudepujcku
nan1 AB) u AEBC = {EBD + {DBC = {EBD + £{ABE = £ABD, na
je AEBC ~ AABD. Cnemn na je EC' : AD = BC : BD, na mobujamo
EC-BD = AD - BC. Cabupamem j00ujaMo J1a je

AE-BD+ EC-BD = AB-CD+ AD-BC
(AE+EC)-BD = AB-CD+ AD - BC
AC-BD = AB-CD+ AD - BC,

ITO je u Tpedaso JOKa3aTH. 0

Hedunumnuja 14. Heka je F damuanja npaBux HeKe paBHH. AKO

1) nocroju Tauka S Koja mpunajia cBuM npasuma dpavuimje F U cBe mnpase
Koje caJipyke Tauky S npunaaajy damumwimju F;

2) mocroju mpaBa S$ Koja je mapaJiesiHa CBEM IpaBuMa damuiamje F U cBe
IpaBe Koje cy mapaJiejine mpaBoj s npunajajy dbamuanju F;

OHJTa TakBY aMuinjy F 30BEMO UpameHom upasux. AKo nmpameH JF 3a10BO-
JbaBa yCJIOB 1), KaXKeMo Jia je TO IpaMeH KOHKYPeHTWIHUT TPAaBUX, & aKO Ipa-
MeH F 3aJ10BOJ/baBa YCJIOB 2), KayKeMO JIa je TO TPaMeH UapaieAHuT TPaBUX.
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YeBuna Teopema. Ako cy P, Q), R peiom tauke npasux BC, C A, AB tie cy
A, B,C Tpu mekojuHeapue Ttadke, taja npase AP, BQ,CR upunauajy jej-

HOM IIpaM€Hy akKO N CaMO aKO BazKn % . % : % =1

Hoxka3z: Oznaummo II = % . % . 1‘%. Y dopmystanuju Teopeme Tpedasio

6u momaTu ycsaoB Ja ce Tauke P, (), R pasmukyjy ox temena A, B, C' tpoyria
AABC, jep unade 6poj 11 wan muje mo6po nedunncan (axo je amnp. P = C,|
oHJIa HUje JIePUHUCAHO ?), i je jennak 0 (ako je uup. P = B).
: Heka cy AP, B Q,?R 1paBe jeJIHOTI IIpaMeHa.
1° R

L A K A L K

P C B C P

Heka je S 3ajennunuka mpecedna tauka npasux AP, BQ,CR u Heka cy
K, L penom npeceune Tadke npasux B(Q), C'R ca nmpaBoM Koja CaJIpPXKU TAUKY
A u napaJiesina je ca BC. Tazga je na ocrHoBy Tasmecoe Teopeme

BP KA
PC — AL
cQ  CB
QA ~ KA
AR AL
RB ~ CB

na Jiodbujamo Jia je

BP CQ AR KA CB AL
PC QA RB AL KA CB

1I] = —1.

Axko je tauka Sy yayrpammoctu Tpoyriaa AABC, onga tauke P, (), R npu-
nasajy peaom gyorcuma BC,CA AB, na je % > 0, % > 0w % > 0.
Hake, Tama je I > 0. Tauka S He moxke npumnajaru HE npaBoj AB, Hu
npasoj AC, autn npasoj BC, jep he Taja Heka ox tadaka P, (), R 6utn Teme
tpoyria. [Ipema Tome, tatka S He npunaja Tpoyriny AABC, ma ocraje jorr
citydaj Kaja je y crosbantmsoctu Tpoyria AABC (1, HapaBHO, He TpUaja
uu 1pasoj AB, uu npasoj AC murtu npasoj BC'). Taga he rauno jemna o
tradaka P,Q, R npunajgaru oxrosapajyhoj myxu (BC, AC, AB). Hup. neka

rauka () npunaja ayxu AC, kao mTo je Ha caunm. Taga je % < 0, %— >0
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Ak

n == < 0, ma je monoso II > 0. Cuano mobujamo ma je I > 0 u y npeocrasa
nBa caydaja (P npunaga ayxu BC, oqrocHo R npunaja nyxu AB). laxie,
mvamo I > 0 u |II| = 1, ma caenun na je I1 = 1.

2° Ry

Hexka cy npase AP, BQ, C'R mehycobno napasenne. Ha ocnoBy Tasecose
TeopeMe je

cQ  CB
QA ~— BP
AR PC
RB ~ CB’

ma je
BP CQ AR BP (CB PC
PC QA RB PC BP CB
[Ipase AP, BQ),C' R mopajy 6uTn TakBe Ta TaIHO JIBe O] IbUX HE IIPoJia3e
Kpo3 yayTparnimocT Tpoyria AABC, a tpeha mposaszu. Crora TaaHo J1BE 01
radaka P, (), R npunanajy nyxuma BC,CA, AB, a tpeha ne npumazga. Hup.
ako mpaBa AP mposasun Kpo3 yHyTpaiimocT Tpoyria ANABC, oxja mpase
BQ,CR ue npoJjiaze Kpo3 yHYTPAIIHLOCT TPOyIJIa U Tadka P rnpuiiajia 1y xKu

11} = 1.

BC, a mauke @, R ne npunajajy jgyxuma CA, AR. Ciean na je % > 0,

% <0mn % < 0, ma je IT > 0. Camuno u y npeocraja jiBa ciydaja (mpasa

BQ nposasu kpo3 yuyrpaimoct tpoyria AABC, ognocuo npasa C' R 1po-
na3u Kpo3 yayTparmoct Tpoyria AABC) nobujamo ga je 11 > 0. lakure,
Baxku I1 > 0 u |II| = 1, na 3akspyuyjemo ja je IT = 1.
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: Heka je II = 1. ITocmarpajmo npase BQ) u CR.
10 R

c P P

Heka ce nmpase BQ u C'R cexy y rmauku S. Ozmaunmo ca P’ npecedny

Py
tauky npase AS u npase BC. Ha ocHoBy nena ceun % : % . % = 1.
Taxkobe, o mpeTocTasiu je BD cg (AR =1, naje B—EZ = BD . Onasne caenn
' PC QA RB ’ PC PC

naje P = P, na ce npase AP, BQ, CR cexy y tauku S. laxne, AP, BQ,CR
PUTIAJIAJy jeTHOM TTpaMeHy.
2° Ry

Heka je BQ || CR. Oznauumo ca P’ npecedry Tauky mpase Koja CajipKu
trauky A u napasesnna je ca npasom BQ (u npasom C'R) u npase BC. Ha

—
BP CQ AR _ BP  CQ AL _ -
OCHOBY ,ZLeJIaCJIe,ZLI/IP—Té— oA R?—l. TaKolje,% oA ﬁ_l’ na je

Bp
% = %. Opasge cienn jga je PP = P, na cy upase AP, BQ, C'R napaJeie.
Hake, mpaBe AP, BQ), C'R npunasajy jeJHOM IIpaMeHy. O]

MeunemnajeBa Teopema. Tauke P, (), R npasux ojpehennx crpanurama BC,
CA, AB tpoyria ANABC cy KojimHeapHe ako U caMO aKO BayKu

P GO AT
e G W

' . _ BP Q.
Hokaz: Osnaunmo monoso 11 = oA

—1

Ap .
= Comanao Kao koj hopMmyJtaryje

Yepune teopemMe, u y popMysalyju oBe TeopeMme TpedaJsio O J10/1aTh YCJI0B
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na ce rauke P, Q, R pasmukyjy o remena A, B, C tpoyria AABC (u3 ncrux
pasJjiora Kao maJornpe, jep he 6poj Il outn nenedunucan ako je ump. P = C
um he 6utn jequax Hysu ako je Hup. P = B).

: Heka cy P, (), R KonuHeapHe U HeKa je p paBa Koja ux cajapxku. O3Ha-
qumo ca A', B', C' penom nogaoxK]ja HopMasia u3 tadaka A, B, C' Ha upaBoj p.
Tana cy npase AA’, BB, CC' napajenne, mna #a ocHoBy TajiecoBe Teopeme
UMaMO:

A
B’ R
A
Q c
C P
RA’
B/
C/
B C P
BP BB’
PC  CC’
cQ _ cc
QA AA
AR B AA
RB BB’
Cnemn na je

BP CQ AR BB CC' AA

|H|:PO'QA'RB_CC/'AA/'BB/‘

Kako npaBa p ne cajp:ku nujeano reme tpoyriaa A, B, C jep 6u nnade Heka
ox Tadaka P, (), R 6uia Teme Tpoyriia, Ha ocHoBY IlarmoBe akcuome 3aK/bydy-
jemo ja miam TadHo JBe of Tadaka P, (), R npunajajy ogarosapajyhum jyxu-
va BC, C A, AB win uuje/ina off ibUX He npuiiajia ogarosapajyhoj ayxm. Axo
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Hip. Tadke (), R npumamajy pegom ayxuma C' A, AB, Baxu % <0, o
Ak

" > 0, ma je II < 0. Commano, ako tauke P, () npuraiajy peaoM IyKuMa
Bg, CA nwmm ako tauke P, R npunajajy pemom ayxuma BC, AB, cienu na
je Il < 0. Ako nujeana ox radaka P, (), R He npumnaga oarosapajyhoj myzKu

(BC,CA, AB), Baxu % < 0, gﬁ <0mn % < 0, na je nmonoso II < 0.
Bakspyayjemo na je II < 0 u |II| =1, na je IT = —1.

=, Q
R
Q
B ¢ prPp B c P p
Hexka je II = —1. Osnauumo ca P’ NPECEHiy TauKy Ipane QR u upase
BC. Ha ocnoBy jeina ciesi Jia je % - %‘; : % = —1. Takobe, 1o
B
IIPETIIOCTABIINA je % . % . % = —1, nma ciesm j1a je g—% = %. OnaBre ciiegun
na je PP = P, na cy tauke P, (), R KonuHeapwe. m

Hamomena 5. /la 6u goka3u cMepoBa Yerune u Menesajese Teopeme
OuJn J10 Kpaja KOpeKTHH, MopaJjii 6UCMO Jia JoKazkeMo J1a Tauke P’ mocroje,
Tj. y caydajy 1° Uesune Teopeme jja AS u BC' mucy napajesse, y caydajy
2° Yepune TeopeMe Ja mpaBa Koja cajpxku A u napasenna je ca BQ u CR
Huje napaJsenda ca BC, a y MenenajeBoj Teopemu ja npase QR u BC' aucy
napasiesie. Mehyrtum, To oie nehemo paguru.

Hamomena 6. Y Hekoj juTepaTypu ce ymecTo uspasa ,,deBuHa teopema’
Moke Hahm u u3pas ,,YeBaoBa Teopema’.
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6. Axo cy P,Q, R tauke y kojuma ymuucanu kpyr tpoyria ABC nomupyje
crpanunie BC,C'A, AB, nokazartu ja cy npase AP, BQ), C'R KOHKypeHTHe.

Pememe:
A

B r C

Heka je Il = % . % . %. Tanrentne jayx)u n3 tadaka A, B,C Ha

yrucasoMm Kpyry tpoyria AABC cy nonynapue (AQ = AR, BR = BP,
CP = CQ), na crenu jia je

BP CQ AR BR CP AQ

Il = . . — ) ) -1
= %a OA RB_PC QA RB

Tauke P,Q, R npunajnajy nyxuma BC,CA, AB, na ciegu jia je % > 0,

g% > 0mn % > 0. Onmaae 3akspydyjemo ga je II > 0, ma 36or |II] = 1

ciequ na je II = 1. Ha ocnoBy YeBune Teopeme 3aK/bydyjeMoO Jia IIpaBe
AP, BQ, C'R nupunajajy jeaaom npameny. C o63upom Ha 1O 11 ayxu BQ, CR
npuna/ajy yuyrpaiimoctn Tpoyria AABC, one ce ceky, Ima 3aK/bydyjeMo
na npase AP, BQ,CR upunajajy npaMeHy KOHKYPEHTHHUX IPaBUX, Tj. OHE
Cy KOHKYDEHTHe (CeKy e y jeJIHOj TaIKn).
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7. JlokazaTu Jia YKOJMKO IIOCTOje TadKe y KOjuMa OMCEKTPHCE CIIOJbAIlbIX
yriioBa Kox temena A, B, C' ceky npase oapehene HacnmpaMHUM CTpaHHIIaMa
tpoyria ABC', oHe cy KOoJuHeapHe.

Penieme:

Heka cy P, @, R pegom mpecedne Tadke CHMETPaJia CIOJbAIbUX yIJIOBa
kox temena A, B,C' tpoyria AABC ca npasuma BC,CA, AB. O3naunmo

II= % . %— . %. Ha ocnoBy Teopeme o cumeTpasu yria cjiean Ja je
BP  AB
PC — AC
cQ  CB
QA ~ BA
AR AC
RB ~ CB’

na je |lI| = 35 - 5% - 2% = 42 - <5 - 52 = 1. Kako cumerpaJie Cro/balmbux
YIJIOBa TPOYIJIA MPUIAJIAjy CIOJbAIIILOCTH TPOYIJIA, CACTH Ja HHUjeIHa Of

radaka P,Q, R we npunajna oiarosapajyhoj ayxu (BC,CA, AB), na cienn
Aaje%<0,%<OH1’%<O.I[aKJIe,H<OH\H[zl,najeH:—l.Ha

ocuoBy Menesajese Teopeme ciieqn Ja cy tadke P, (), R Koiuneapue.
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8. Jlokazatu ja Tauke P, (), R y KojuMa TaHT'€HTe OIMCAHOI Kpyra TPOyIJa
ABC'y meroBuM TeMeHNMa, CeKy IIpaBe ojpelene HacIpaMHUM CTpaHHUIaMa,
YKOJIMKO MOCTOje, TPUTAJIajy jeJIHO] TIPaBoj.

Penieme:

Q5

RS

Heka cy P,(Q, R pemom mpecedne Tadke TaHreHTun y temenmma A, B, C

tpoyriia AABC Ha meroom omnucanoMm Kpyry ca npasuma BC,CA; AB.
BP . CQ
PC QA
reruBe AB, na je nogaynapan ¢ nepudepujckum yriaom £ AC' B Hat TOM TeTH-

BoM. Ciresmt 1a je L PAB = L PCA(= £{BCA), axkako jeu LAPB = {CPA

(uctu yrao), cieau ga je APAB ~ APCA. Onasne je % = % = ﬁ—(Bj,
na cjaeau Jia je ]B;—g = % : ﬁ—g = (ﬁ—g)Q. Cmnano, LQBA = LACB (yrao
£Q) BA uzmehy tanrente (B u teruBe BA nogynapasn je ¢ nepudepujckum
yroom £ AC'B wag tom tetuoMm) u £ BQA = ABQC (uctu yrao), na je

CQ _ @B _ BC . CQ _ CQ BQ __ (BC\2

Konauno, {RCB = £BAC (yrao £RCB usmel)y tanreare RC u reru-
Be C'B noxynapan je ¢ nepudepujeckum yriaom £ BAC Haj TOM TETHBOM )

u £BRC = LARC (uctu yrao), na je ARAC ~ ARCB. Crequ na je

Oznaunmo I = : %. Yrao L PAB je yrao uamelhy tanrente PA u
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AR _ RC _ AC o AR _ AR CR _ (40
CR— RB _cB 1) R = Cr " ®B — \BC

_ BP CQ AR_(AB>2 (B_C’>2 (A_(J>2_1
~ PC QA RB \AC AB BC)

2
) . [Ipema Towme,

1]

Kaxko tanrenre AP, BQ, C'R npumajajy CrioJballliboCTH OMMCAHOT KPyTa TPO-
yriaa AABC, cinenn jta one npunajajy u crnospammoctu Tpoyria AABC, na
rauke P,(Q), R He npumnazajy oxaroapajyhum pyxuma BC,CA, AB. Ilpema

TOME, %<O, %i—<01/1%<0, ma je n II < 0. /lakne, [I = —1, na npema
MemnesrajeBoj Teopemu cieau ja cy tadke P, (), R komuHeapHe.

Hanomena 7. PazMoTpumo y KOM cJIy4ajy je HeKa OJ TAHT€HTH MTapaJie/THa
ca HACIPAMHOM CTPAHUIIOM, HIIP. Kaja je TanreHta y temeny A tpoyrira
AABC na meroBoM ommcaHoM Kpyry napasenna ca BC.

A

B C

Hasnauenu yrao uzmel)y ranrenre u reruse AB nojyjapan je ¢ nepude-
pujckum yriiom £ AC'B Haj TOM TETHBOM, a € Jpyre CTpaHe MOJLy/apaH je ¢
yriiom £ ABC jep ¢y TO yIJIOBH C TapaJjieTHIM KpaluMa. 3aK/bydyjeMo Jia
je LACB = LABC, na je tpoyrao ANABC' jennakokpaku ¢ ocaoBuiiom BC.
JlakJte, 3aj1aTak ce Morao pemasatu camo 3a Tpoyrioe AABC Koju Hucy
jeTHaKOKpaKH, jep WHade He MOCTOju HeKa o1 Tadaka P, Q) R.

Hedunumnuja 15. Heka cy P, Q, R, S deTupu pasjmanTe KoJMHeapHe TadKe.
[Tap Tauaka (P, Q) je xapmonujeku cupernyw ¢ napom tadaka (R, S) ako je
% = —% u tremo H (P, Q; R, S).

—0

P R Q S

Crenie Heke ocobuHE peJsaldje XapMOHHjCKe clpermyroctu. Hajmupe, Ta
penanuja je cumerpuana y caejgehem emuceiny. Axo je H(P, Q; R, S), onja je
H(P,Q;S,R), H(Q, P; R,S), H(Q, P; S, R), ogrocro HebUTaH je na Ju je y
muramy map (P, Q) wim nap (@, P), kao u ja Jqu je y nurawy nap (R,S)
wim nap (S, R). Takobe, ako je H(P,Q; R, S), ouga je H(R,S; P,Q), 1j. ako
je map (P, Q) xapmonujcku cuperayT ¢ napom (R, S), ouna je u map (R, .S)
XapMOHUjCKH crperayT ¢ napoM (P, Q). lokaxkumo oBe ocobume.
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Axo je H(P,Q; R, S), ouna je % = —%. 3aMeHOM MecTa pa3JIoMIIMa
I

Ha JIEBOj U JIECHO] CTPaHU jeIHAKOCTH JI0OMjaMO 5= 5o mTo 1o jedu-

aunuju naje H(P,Q; S, R). Muoxemem Opojuiara u UMEHHJIANA C JIEBE 1
5o _pB

JlecHe cTpaHe jegHakocTu 6pojem —1 mgobujamo jia je T56 =  _pg OMHOCHO

Jia je % = —g%. Kaxko cy tauke P, (Q, R, S melhycobHO pasimanTe, HEje aH

0/l OBUX BEKTODa HUje HyJa BEKTOD, Ila HU OPOjeBH C JIEBE U JIeCHE CTPaHe

jemHakocTn Hucy jenHakn 0, IMITO 3HAYM JIa MOXKEMO y3eTH HBUXOBE MHBEp3e

% = —%Ps, a To 1o Jjedu-

iy 3uadn Ja je H(Q, P; S, R). [ToHOBHOM 3aMeHOM MecTa Pa3jioMIMa
Ha JIEBOj U JIECHO]j cTpanu jejnakoctu jobujamo H(Q, P; R, S).

Axo je H(P,Q; R, S), ouna je % = —% = \. Crequ na je ﬁ = )\]ﬁ u
ﬁ = —)\@ = )\Cﬁ . BexTopu ﬁ u ﬁ Cy KOJINHEAPHU U HUjEJAH O] ThUX

HUje HyJ/la BEKTOD, Ia cjiean Ja je A 7 0 U ImOCTOju OJTHOC THX BEKTOpa KOju

n onm he takohe 6utn jegnaku. lobujamo ja je

s RP _ —PE _ —ARG _ _ RQ - ,
je jenmax T5 = 7t = SF = —oF. Cnemn na je H(R,S; P, Q?.
Hasbe, ako cy P,(Q), R tpu pa3ne KojauHeapue Ttadke u R Huje cpeaurire

ayxu PQ, Tama moctoju jenmHCTBeHA Tadka S TakBa na je H(P,Q; R, S).

Bawncra, Taga je % ¢ {0,1}, ma nocroju jesumHCTBEHA Tadka S TakBa Jia je

Ps PR PR

5 = (360r —% # —1 ciene mocTojarbe W jeMHCTBEHOCT Tadke S).

P
R
360r —% # 0 cnenu nma je S pasnuunrta o P, a HapaBHO Mopa OUTH U
S#Qu S # R, na je zaucra H(P,Q; R, S).
Axoje H(P,Q; R, S), onia Baxku TavHo jeiaH o paciopeia Tadaka B( P, R, Q))
u B(P, S, Q). 3aucra, uz H(P,Q; R, S) creau % = —% = ). Kako 360r pa-
samauTocTn Tadaka P,Q), R, S Baxu A # 0, cienm 1a je TadHO jeJaH OJf

PR P3S P

OMHOCA £ 11 <5 HOSHTHBAH (npyru je HapaBHO HeraTuBaH). AKo je % >0,

OHJIIA, je % < 0, ma BaxKu B(P, R, Q) 1 HE BazKN B(P7 S7Q) Axo je % <0,

OHJIA je % > 0, ma Baxu B(P,S,Q) u ue saxku B(P, R, Q). IIpema Tome,

BayKM TAYHO jeJlaH o1 pacrnopesa tadaka B(P, R, Q) u B(P, S, Q).
Hedunncahemo n XapMOHHUjCKY CIIDETHYTOCT I1apOBa IPABHX.

Hednannmja 16. Heka nipase a, b, ¢, d npunajiajy jeanom mpaveny. Kaxemo
na je map (a,b) zapmonujcku cupernyw ¢ mapoM (¢, d) ako MoCTOju MpaBa p
rakBa ga je pNa = {A}, pNb={B}, pnec={C}, pnd={D} n Baxu
H(A, B; C, D). Tana numemo H(a, b; c,d).
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Jla 6u nedunummja 6maa KOpeKTHa, TpebdaJso Ou JJoKa3aTu jia 0Ba 0COOMHA
He 3aBucu oj1 m3bopa mpase p. To nehemo pajuru. Hasemhemo camo jemany
ocobuny 6e3 mokaza. AKo ¢y a, b, ¢, d npaBe KOHKYPEHTHOI paMeHa (KOHKY-
pentHe npase) u ¢ L d, Baxu H(a,b;c,d) ako u camo cy ¢ u d cumerpasie
yIJIOBa Koju Trpajie mpase a u b (nma ux jBa u Tpeba ja ¢ Gyle cumerpasa
jestHOT O BBIX, a d cuMmeTpaJia OHOT JIPYTOr).

300r joKa3aHe CUMETPUIHOCTH peJIallije XapMOHWjCKe CIIPErHyTOCTH ITa-
poBa Tavdaka, CJaeJd W CUMETPUIHOCT pesallije XapMOHU]CKe CIIPErHyTOCTH
naposa npasux. Takobe, decto ymecro ,map (P,()) je XapMOHUjCKHU CIIper-
HyT ¢ napom (R, S)” wmu ,maposu (P,Q) u (R,S) cy XapMOHUjCKHU CIIPErHY-
™’ KaxkeMmo u ,tadke P, (), R, S cy xapmonujcku crperuyre’. CJIUIHO, 1€CTO
KaxKeMo ,T1ipaBe a, b, ¢, d cy XapMOHU]CKH CIIPErHyTe .
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9. Heka cy S, S,, S, S. npojeximje Tauaxa S, Sy, Sy, S. Ha 1npasy onpeheny
sucunom AA’ tpoyria ABC, a E upojeknuja E na npasy AC. Jlokazaru:

a) H(Aa Ea Sa Sa)v H(Ay A/;gws_a)a %(AaE;Q7Qa)7 H(A/aEv Pa Pa);
b) H(Aa Fa 86750)7 H(A,aFa Pbapc)) H<A7A/a§b7§c)

Penieme:
A

Qa

Sa

Sa

a) Tauke S,S, cy pejioM IEHTAp YINUCAHOI ¥ CIIOJba YIMHUCAHOT Kpyra KOju
nonupyje crpanuity BC, a tauka E je mpecedna Tadka cuMeTpalie yHYTpa-
mer yria koj remena A u (macupamue) crpanuie BC. Ha ocuoBy Teopeme
o cumerpasm yria (1. 3amarka) cienn AS : SE = AS, : S,E(= AC : CE).

Taxobe, kako Baxku pacropes Tadaka B(A, S, E, S,) ciaenn ma cy ogHocH ?%

u %— CYIIPOTHUX 3HAKOBA, I1a BAXKH ?% = —%, 1j. H(A, E;S,S,).

CaJsta hemo jrokazaTu jia ce HOPMAJTHUM [TPOjJEKTOBAEM TyBa XapMOHMU]-
cka crpernyToct tadaka. Tauxe A, S, E, S, ce npojextyjy y Tauxe A, S, A’, S,
u noxazyjemo na u3s H(A, E; S, S,) cnenn H(A, A’ S, S,). Baxu SS L AA,
EA" 1 AA' u S,S, L AA', na cremm na je SS || EA” || SoS,, ma Tamecosa
teopema jaje AS : SA' = AS : SE = AS, : S,E = AS, : S,A’. Hopmaiso

[POJEKTOBaME 1yBa Paclope/] Tavaka, ia u3 pacrnope/a radaka B(A, S, E, S,)
— —
5

3aKJbydyjeMo Jia Baxku pactopes tadaxa B(A, S, A, S,). Cnenn §=A§ = —%,

na je H(A, A S, S,).
CaJa KaJia 3HAMO J1a HOPMAJIHO IPOjeKTOBAIbe UyBa XapMOHH]CKY CIIPer-
HyToct Tadaka, w3 H(A, E;S,S,) nupekrao crenu H(A, F;Q,Q,), Kao u
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H(A',E; P, P,). Baucra, Tauke A, S, E, S, upojexryjy ce y Tauke A, Q, E,Q,
na npasoj AC u y tauke A’, P, F, P, na upasoj BC' (nentpu S, S, ynucanor
U CII0Jba, YITUCAHOT KPyTa MPOJjeKTY]y ce PEJOM Y JIO/INPHE TauKe TUX KPYyToBa
u ofrosapajyhe crpaHuiie, OJHOCHO IIpaBe Koja je cajp:Ku; Jakie, S ce mpo-
jekryje y ( na crpanuriu AC' u'y P na crpanuru BC, a S, y (), Ha 1paBoj
AC n 'y P, na crpanunu B(C'), na cjejie TpayKeHe peJanuje.

_ S
6) Sbc o b
A
S. -
Se
F P, B A c P,

Tauke Sy, S, Cy LEHTPHU CIO/bA YIUCAHUX KPYTrOBa KOJU JOAUPY]Y PEIOM
crpanune AC, AB, a tauka F je upecedHa Tadka CUMeTPaJe CIOJbaIlher
yria koj temena A u (macupamue) crpanurie BC. Ha ocuoBy Teopeme o
cumerpasm yrua (1. samarka) crenn AS, : S.F = ASy : SyF (= AB : BF).
VY zasucHoctn of Tora ga yim je AB < AC nwim AB > AC' Baxku pacriopej
B(F,S., A, Sy) nu pactiopen B(F, Sy, A, S.) (ne moxe 6utu AB = AC, jep
je Tajia cuMeTpaJia CIoJballiber yIiia, K% TeMera A napagensa ¢ npasom BC
o He mocToju Tadka F), ma cy omHoCH 22% u 45 cympoTHHX 3HAKOBA. JlaKie
- A_S{ ), ma cy oHocH L2 £55 cynp Haxre,
ST s A BaKH H(A, F; S, Se).

Hopwmasamm nipojektoBamem tauke F, S., A, S, TPOjeKkTyjy ce y Tadke
F, P, A’, P, na npasoj BC u y rauke A’ S,, A, S, ua npasoj AA’, na u3
H(A, F; Sy, S.) cnene H(A, F; Py, P.) u H(A, A’; Sy, S.).
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10. Baxu H(P,Q; R, S) ako u camo ako mocroje derupu tauke A, B, C, D
takBe na Baxku ABNCD = {P}, BCNAD = {Q}, PQnN AC = {R},
PQNBD ={S}.

Penieme:

Heka cy A, B,C, D derupu pa3He Tadyke y paBHU M HeKa IIOCTOje TadKe
{P} =ABNCD, {Q} = BOCNAD, {R} = PQnN AC, {S} = PQ N BD.
[Tocmarpajmo Tpoyrao APQC, tauke R, B, D peioM Ha HEroBUM CTPAHU-
nama PQ,QC, CP un tauky S na npasoj PQ. [Ipase PB,QD,CR cexy ce y

Tadkn A, a oHe npuraajy jeanom npameny. IIpema YeBunoj reopemu ciien

PR QB  CD

a je 76 B¢ DE 1. Takobhe, Tauke S, B, D cy kojauneapHe, 1a je mpemMa
MemnestajeBoj Teopemu % . % : % = —1. Cireqn j1a je % = Z% . % = —%,
na Baxu H(P,Q; R, S).

|

LEECAN

Heka cy P,Q, R, S xapmonujcku cupernyre tadke (Baxu H(P,Q; R, S5)).
Oznaunmo ca p npaBy Koja cagpxku tadke P, @), R, S. Tpeba npornahu neke
getupu tatuke A, B, C, D y HeKOj paBHU KOja CaJIPXKK IPABY P TAKO Jla BaXKN
{P} = ABNCD, {Q} = BCNAD, {R} = PQ N AC, {S} = PQ N BD.
Orabepumo TpousBOJbHY HpaBy | Koja cajp:Ku Tadyky S U pas3InduTa je O
IpaBe p u ojlabepuMo Ha 0] ITPOU3BOJbHE JBE pas3He Tadyke B, [ paznuaure
on Tauke S takee qa PB }f QD u PD }f QB (y6p3o hemo Buigern 3amito
MOpaMo HaMeTHYTH Oalll oBa JiBa ycsioBa). Kako kemnMo j1a oabepemMo Tadke

62



A, C rako na 6yne {P} = ABNCD u {Q} = BCNAD, nobujamo na tauka A
Mopa npunajaru npasuMa PBu QD u ga tauka C' Mopa IpuIia aTi IpaBuMa
PD u @QB. U3 tux pasnora ueka je {A} = PBNQD u {C} = PDNQB
(makste, Mmopamo HameTHyTH ycsiose PB Jf QD u PD }f QB na 6u mocrojasu
[PEeCeIy TUX MPaBHX ).

Caga nmamo dgetupu tadke A, B, C, D u Tpeba joIr nmpoBepuTH 1a Jn je
(P} = ABNCD, {Q} = BCNAD, {R} = PQNAC, {S} = PQNBD. Tpse
JIBE jeTHAKOCTH BaxKke jep cmo bupasin tauke A, C' taxo ja one Baxke. Taxobe,
Bazkn u deTBpra jeanakoct ({S} = PQ N BD) jep cMo Tako Gupasm Tadke
B, D. Tpeba jorr nposeputn ja qu je {R} = PQ N AC. O3Haunmo mpecek
npasux PQ u AC ca R'. Ha ocuoBy gena caenn fna Baxku H(P, Q; R, S),

Y
OJTHOCHO % = —%. [To npernocrasiu Bazku u H (P, Q; R, S), 0HOCHO % =
Y
—%. Jlaxkne, ciaean % = % =k, na je P(j = Pﬁ + R(f) = k:R(j + R@ =

> rd rd g _—%
(k + 1)}ﬁ7 aJll U Pﬁ = PR+ RQ = ER'Q + RQ = (k+ 1)R'Q, Te je
R’ = R. Ilpema Tome, Bakn u { R} = PQ N AC.

Hedunumuja 17. Heka cy A, B, C' tpu xouHeapue tadke. /ledpururremo
uzpa3z AB - AC' na cinenehn wauns:

E . /ﬁ _ AB-AC,  axo T{I/It]e B(B,A,C)
—AB - AC, axo jecre B(B, A, C)

11. Axo cy A, B,C, D pazue xkonuneapue tauke, a O cpempuiire jnyxu AB,
taja Baxku H(A, B;C, D) <= AO?* = OC-0OD.
Pememe:

Jlako ce mpoBepaBa 1a uspas gedunncan y gedunuiujn 17 CyIITUHCKE IPeI-
CTaBJba CKAJaPHU IIPOU3BO/] KOJMHEAPHIX BeKTopa. 3ancra, ako auje B(B, A, C'),

OHJIA je COoS A{(@,@) = cos0 = 1, ma gobujamo ABAC = H@H . Hz@” =
AB - AC, a ako jecre B(B, A,C'), onja je cos A(%@,ﬁ) =cosm = —1, na
je AB - AC = —||AB|| - || AC|| = —AB - AC.

H(A,B;C,D) <+ % = —%

«s AC.DB=-AD-CL.
= (A0 +0C) - (DO + OB) = —(A0 + OD) - (CO + OB)
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