
Deveti doma�i 30. decembar 2021.

1. Afina verzija teoreme o nestixǉivosti
Preslikavaǌe ψ : R2n → R2n oblika

ψ(z) = Ψ(z) + z0,

gde je Ψ ∈ Sp(2n) i z0 ∈ R2n, naziva se afinim simplektomorfizmom na R2n. Sa ASp(2n) oznaqavamo grupu
afinih simplektomorfizama. Neka je ψ ∈ ASp(2n) preslikavaǌe takvo da je ψ(B2n(1)) ⊂ Z2n(R) (ovde
je B2n(1) jediniqna lopta u R2n i cilindar Z2n(R) = D2(R) × R2n−2 ⊂ R2n gde je D2(R) disk u (q1, p1)
koordinatama).

a) Neka su u, v ∈ R2n kolone od ΨT koje odgovaraju koordinatama q1 i p1. Pokazati da je ω0(u, v) = 1,
gde je ω0 standardna simplektiqka forma na R2n.

b) Ako su a, b koordinate od z0 koje odgovaraju koordinatama q1 i p1 pokazati da je

sup
|z|=1

(
(〈u, z〉+ a)2 + (〈v, z〉+ b)2

)
≤ R2.

v) Pokazati da je R ≥ 1.

2. Neka je (P, ω) zatvorena simplektiqka mnogostrukost za koju va�i π2(P ) = 0 (asferiqna mnogostrukost).
Neka je LP prostor kontraktibilnih petǉi z : S1 → P , Ham(P, ω) grupa Hamiltonovih difeomorfizama
na P , H̃am(P, ω) ǌeno univerzalno natkrivaǌe i LHam(P, ω) grupa kontraktibilnih petǉi u Ham(P, ω).

a) Neka je D neki disk qija je granica petǉa z. Dokazati da je sa

AH(z) =

∫
D
ω −

∫ 1

0

H(z(t), t) dt

dobro definisan funkcional dejstva AH : LP → R.

b) Neka je J skoro kompleksna struktura kompatibilna sa ω i 5J gradijent u odnosu na Rimanovu
metriku ω(·, J ·). Dokazati da je gradijent funkcionala dejstva u odnosu na L2 metriku

〈ξ, η〉 =

∫ 1

0

ω(ξ(t), η(t)) dt

na LP dat sa (proveriti znak ispred drugog qlana sa desne strane)

gradAH(z) = J
dz

dt
−5JH.

v) Dokazati da je sa Th(z) = ht(z(t)) definisano dejstvo grupe LHam(P, ω) na LP .

g) Neka je
F = {H : P × R→ R |H(x, t+ 1) = H(x, t)}

skup 1-periodiqnih Hamiltonijana. Za φ ∈ H̃am(P, ω) oznaqimo sa F(φ) skup svih Hamiltonijana
F ∈ F koji generixu φ. Neka je ψtF Hamiltonov tok generisan Hamiltonijanom F ∈ F i neka je
h = {ht} ∈ LHam(P, ω). Oznaqimo sa h ? F normalizovan Hamiltonijan koji generixe Hamiltonov
tok h−1t ◦ ψtF . Dokazati da je sa

(F, h) 7→ h ? F

dobro definisano tranzitivno dejstvo grupe LHam(P, ω) na F(φ).

d) Neka je H ∈ F Hamiltonijan koji generixe kontraktibilnu petǉu {ht} ∈ LHam(P, ω) za koju je
h0 = h1 = id. Dokazati da je AH({ht(x)}) = 0 za svako x ∈ P .

�) Dokazati da je (T−1h )∗AF = Ah?F za svako h = {ht} ∈ LHam(P, ω) i F ∈ F .

3. Neka je ψ ∈ Symp(P, ω) simplektiqki difeomorfizam.

a) Dokazati da je sa Tψ(φ) = ψ ◦ φ ◦ ψ−1 dobro definisan homomorfizam Tψ : Ham(P, ω)→ Ham(P, ω).

b) Dokazati da je Tψ izometrija u odnosu na Hoferovu metriku.

v) Ako je simplektomorfizam ψ jox i Hamiltonov difeomorfizam onda va�i ρ(φ, Tψφ) ≤ 2ρ(id, φ), gde
je ρ Hoferova metrika.



g) Neka je Symp0(P, ω) komponenta putne povezanosti u Symp(P, ω) koja sadr�i id. Dokazati da je

G = {ψ ∈ Symp0(P, ω) | sup
φ∈Ham(P,ω)

ρ(φ, Tψφ) < +∞}

normalna podgrupa grupe Symp0(P, ω) koja sadr�i Ham(P, ω).

4. Neka je ω0 =
∑
dpk ∧ dqk standardna simplektiqka forma u euklidskom prostoru Cn, ψ ∈ Ham(Cn, ω0)

i neka je, za λ > 0,
ψλ(z) = λψ(λ−1z).

a) Dokazati da je ψλ ∈ Ham(Cn, ω0).

b) Dokazati da je ρ(id, ψλ) = λ2ρ(id, ψ).

5. Neka je fn ∈ C∞(R) funkcija koja zadovoǉava

fn(x) =


x, 0 ≤ x ≤ n2

n2 + ε, x > n2 + ε

−ε, x < −ε,

i neka je χn ∈ C∞(R×R) glatka funkcija sa kompaktnim nosaqem takva da je χn(x, y) = 1 na pravougaoniku
{0 ≤ x ≤ n2, 0 ≤ y ≤ 2n−1} i ‖ 5 χn(x, y)‖ ≤ n−2 za sve (x, y) ∈ R × R. Neka je ψn : R2 → R2 Hamiltonov
difeomorfizam generisan Hamiltonijanom

Hn(x, y) =
1

n
fn(x)χn(x, y).

Dokazati da je
lim

n→+∞
d∞(id, ψn) = 0, lim

n→+∞
ρ(id, ψn) = +∞,

gde je
d∞(f, g) = sup

(x,y)∈R×R
‖f(x, y)− g(x, y)‖

C0-metrika na prostoru difeomorfizama na R2 sa kompaktnim nosaqem.


