
Xesti doma�i 6. decembar 2021.

1. Dokazati da je 2-sfera polupreqnika r bez jedne taqke simplektomorfna otvorenom disku polupreq-
nika 2r i na�i eksplicitnu formulu simplektomorfizma.

2. Dokazati da se svaka dovoǉno mala kontraktibilna petǉa na T2 mo�e razdvojiti od sebe Hamiltonovim
difeomorfizmom.

3. Neka je α diferencijalna 1-forma na M . Dokazati da je vertikalna translacija

Tα : T ∗M → T ∗M, Tα(ξ) = ξ + α

simplektomorfizam ako i samo ako je α zatvorena forma. Dokazati da je Tα Hamiltonov difeomorfizam
ako i samo ako je α taqna forma.

4. Neka je P taqna simplektiqka mnogostrukost, odnosno neka je simplektiqka forma na ǌoj oblika
ω = −dθ za neku 1-formu θ. Oznaqimo sa φt glatku familiju difeomorfizama. Dokazati

a) φt je familija simplektomorfizama ako i samo ako je 1-forma φ∗t θ − θ zatvorena za svako t;

b) φt je familija Hamiltonovih difeomorfizama ako i samo ako je 1-forma φ∗t θ − θ taqna za svako t.

5. Neka je Y : M → TM vektorsko poǉe na mnogostrukosti M i ψt ǌime generisana jednoparametarska
familija difeomorfizama. Lijevi izvodi vektorskog poǉa X i forme η na M su definisani sa

LYX :=
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gde je ψ∗X := ψ−1∗ X za difeomorfizam ψ.

a) Dokazati da je Lijev izvod 0-forme izvod funkcije u pravcu vektora.

b) Dokazati linearnost
LY (α+ β) = LY α+ LY β

i Lajbnicovo pravilo
LY (α ∧ β) = (LY α) ∧ β + α ∧ LY β

za Lijev izvod (α i β su diferencijalne forme).

v) Dokazati da Lijev izvod
LY : Ωk(M)→ Ωk(M)

komutira sa spoǉaxǌim izvodom
d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

i unutrxǌim izvodom
ıY : Ωk(M)→ Ωk−1(M).

g) Ako je [X,Y ] := XY − Y X komutator vektorskih poǉa X i Y dokazati da je

LYX = [X,Y ].

6. Neka je (P, ω) simplektiqka mnogostrukost. Neka su H,K : P → R glatke funkcije i XH , XK ǌima
pridru�ena Hamiltonova vektorska poǉa. Puasonova zagrada funkcija H i K definixe se jednakox�u

{H,K} := ω(XH , XK).

a) Pokazati da je {·, ·} bilinearna operacija.

b) Pokazati da {·, ·} zadovoǉava Jakobijev identitet.

v) Pokazati da {·, ·} zadovoǉava Lajbnicovo pravilo.

g) Neka je X{H,K} Hamiltonovo vektorsko poǉe pridru�eno funkciji {H,K}. Dokazati da je

[XH , XK ] = X{H,K}.



d) Neka su
X,Y : P → TP

simplektiqka (ne obavezno Hamiltonova) vektorska poǉa. Dokazati da je [X,Y ] Hamiltonovo vek-
torsko poǉe sa hamiltonijanom

H = ω(X,Y ).

7. Neka je (P, ω) simplektiqka mnogostrukost. Pokazati da je difeomorfizam φ : P → P simplektomor-
fizam ako i samo ako je ǌegov grafik Γ(φ) Lagran�eva podmnogostrukost u (P × P, π∗1ω − π∗2ω).

8. Neka hamiltonijan Ht generixe Hamiltonov difeomorfizam φtH i neka hamiltonijan Kt generixe
Hamiltonov difeomorfizam φtK . Pokazati da hamiltonijan Ht(x) +Kt((φ

t
H)−1(x)) generixe Hamiltonov

difeomorfizam φtH ◦ φtK .

9. Neka su φt i ψt Hamiltonovi difeomorfizmi generisani hamiltonijanima H i G sa kompaktnim
nosaqima takvi da je φt ◦ψt = ψt ◦φt za svako t. Dokazati da su H i G u involuciji. Da li isto tvr�eǌe
va�i bez pretpostavke o kompaktnosti nosaqa? (Uputstvo: Posmatraǌem sled�a dva hamiltonijana na
R2: H(q, p) = p i G(q, p) = q zakǉuqiti da tvr�eǌe ne va�i ako izostavimo pretpostavku o kompaktnosti
nosaqa. Razjasniti gde se u dokazu koristi da hamiltonijani H i G imaju kompaktne nosaqe.)

10. Neka je β : M → T ∗M 1-forma. Tada je β(M) Lagran�eva podmnogostrukost u T ∗M ako i samo ako
je dβ = 0.

11. Dokazati da je RPn Lagran�eva podmnogostrukost u CPn sa Fubini-Xtudijevom formom.


