
(I) Osnovni pojmovi u topoloxkoj dinamici

(1) Dokazati da su ω(x) i α(x) zatvoreni i invarijantni skupovi.
(2) Dokazati da je R(f) invarijantan skup.
(3) Dokazati da je NW (f) zatvoren i invarijantni skup koji sadr�i ω(x) i α(x) za svako x.
(4) Dokazati da je R(f) ⊂ NW (f).
(5) Dokazati da je taqka x nelutaju�a ako i samo ako za svaku okolinu U 3 x i svako n0 ∈ N postoji

n ≥ n0 za koje va�i fn(U) ∩ U 6= ∅.
(6) Dokazati da su slede�i uslovi ekvivalentni.

(a) f : X → X je minimalno.
(b) ω(x) = X za svako x.
(v) Za svaki neprazan otvoren skup U ⊂ X va�i

⋃∞
j=0 f

−j(U) = X.

(g) O+
(x) = X za svako x.

(7) Ako je f homeomorfizam dokazati da va�i:

y ∈ O(x), z ∈ O(y) ⇒ z ∈ O(x).

Ako je f neprekidno dokazati da va�i:

y ∈ O+(x), z ∈ O+(y) ⇒ z ∈ O+(x).

(8) Dokazati da za Em : S1 → S1 postoje taqke koje nisu rekurentne ali nisu ni konaqno periodiqne.
(9) Za hiperboliqki torusni automorfizam A : T2 → T2 dokazati da va�i:

(a) R(A) = T2 (odakle iz Zadatka 4. zakǉuqujemo NW (A) = T2);
(b) R(A) 6= T2.

(10) Dokazati da je homeomorfizam f minimalan ako i samo ako za svaki neprazan otvoren skup U ⊂ X
postoji n ∈ N takvo da je

⋃n
j=−n f

j(U) = X.
(11) Dokazati da je homeomorfizam f kompaktnog metriqkog prostora X minimalan ako i samo ako za

svako ε > 0 postoji N = N(ε) takvo da je za svako x ∈ X skup {x, f(x), . . . , fN (x)} ε-gust u X.
(12) Neka su X i Y kompaktni metriqki prostori i f : X → X, g : Y → Y neprekidna preslikavaǌa.

Dokazati da je O+
f×g(x, y) = O+

f (x)×O+
g (y) ako i samo je (x, g(y)), (f(x), y) ∈ O+

f×g(x, y). Neka su f i
g minimalni. Na�i potrebne i dovoǉne uslove da f × g bude minimalno.

(13) Dokazati da je f ∈ Homeo+(S1) minimalan ako i samo je topoloxki tranzitivan.
(14) ∗ Na�i primer dinamiqkog sistema za koji va�i NW (f) 6⊂ R(f).
(15) Ako je f : X → X homeomorfizam, dokazati da je f topoloxki tranzitivno ako i samo ako je to

f−1.
(16) Neka je X metriqki prostor sa bar jednom izolovanom taqkom i f : X → X topoloxki tranzi-

tivno. Dokazati da je X konaqan skup i da je O+
x = X za svako x ∈ X.

(17) Dokazati da je topoloxki tranzitivno preslikavaǌe metriqkog prostora koje je i Lipxicovo
sa Lipxicovom konstantom 1 obavezno minimalno.

(18) Ako je f topoloxki tranzitivno preslikavaǌe dokazati da za svaka dva otvorena skupa postoji
beskonaqno mnogo m ≥ 0 za koje va�i fm(U) ∩ V 6= ∅.

(19) Neka je X metriqki prostor bez izolovanih taqaka.
a)* Neka je f : X → X preslikavaǌe za koje va�i:

za svaka dva U, V 6= ∅ otvorena, postoje m,n ∈ N0, tdj. f−m(U) ∩ f−n(V ) 6= ∅. (♥)

Dokazati da iz (♥) sledi da za svaki proizvoǉan otvoren neprazan O postoji beskonaqno
mnogo n ∈ N takvih da je

f−n(O) ∩ O 6= ∅.

b) Dokazati da je f : X → X topoloxki tranzitivno ako i samo va�i (♥). [Uputstvo za smer
⇐: za date U i V postoji k ≥ 0 tdj. ili fk(U) ∩ V 6= ∅ ili U ∩ fk(V ) 6= ∅. U drugom sluqaju
primenimo taqku b) na skup O := V ∩ f−k(U).]

v) Dokazati da je preslikavaǌe f : X → X topoloxki tranzitivno ako i samo za svako ε > 0 i
svake dve taqke x, y ∈ X postoji z ∈ X i m,n ≥ 0 takvi da je d(fm(z), x)) < ε i d(fn(z), y) < ε.

(20) Dokazati da je f : X → X topoloxki tranzitivno ako postoji taqka x za koju va�i ω(x) = X. Ako
je X kompletan i separabilan, dokazati da ako je f topoloxki tranzitivno onda postoji taqka
x za koju va�i ω(x) = X.

(21) Ako X nema izolovanih taqaka i O+(x) = X, onda je ω(x) = X. Dokazati. Primerom pokazati da
ovo nije taqno ako X ima izolovanih taqaka.

(22) Na�i primer dinamiqkog sistema za koji postoji x takvo da je O(x) = X ali ne postoji x za koje
va�i O+(x) = X.

(23) Da li je proizvod dva dinamiqka sistema koja imaju gustu orbitu ima gustu orbitu? Da li
faktor sistema koji ima gustu orbitu, tako�e ima gustu orbitu?
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(24) Neka je f : X → X homeomorfizam. Ako f ima nekonstantni prvi integral (neprekidnu funkciju
koja je konstantna du� orbita) ili funkciju ǈapunova (neprekidnu funkciju koja je neopadaju�a
du� orbita), tada f nema gustu orbitu. Dokazati.

(25) Neka dinamiqki sistem f : X → X ima barem dve orbite i neka va�i jedan od slede�a dva uslova:
• X nema izolovanih taqaka
• f je homeomorfizam.

Dokazati da ako f ima privlaqe�u periodiqnu taqku, tada on nema gustu orbitu.
(26) Neka je α iracionalan i f : T2 → T2 homeomorfizam torusa definisan sa f(x, y) = (x+ α, x+ y).

(a) Dokazati da je svaki neprazan, otvoren, f-invarijantan skup gust, tj. da je f topoloxki
tranzitivno.

(b) Neka je orbita taqke (x0, y0) gusta. Dokazati da je za svako y ∈ S1, O+(x0, y) = T2. Dokazati
ako je skup

⋃n
k=0 f

k(x0, y0) ε-gust, da je onda i
⋃n

k=0 f
k(x0, y) ε-gust.

(v) Pokazati da je svaka (napred) orbita gusta, tj. da je f minimalno.
(27) Dopuniti dokaz Poenkareove teoreme: dokazati da je preslikavaǌe

T : Λx0
→ Ω, T : Fn(x0) +m 7→ nρ+m},

gde su
Λx0 := {Fn(x0) +m | m,n ∈ Z} = π−1 (Of (x0))

Ω := {nρ+m | m,n ∈ Z} = π−1(ORρ
(0)),

monotono.
(28) Xta mo�emo re�i o jedinstvenosti homeomorfizma ϕ koji uspostavǉa topoloxku konjugovanost

u Poenkareovoj teoremi? [Uputstvo: ϕ(f(x)) = ϕ(x) + ρ mod 1, neka su ϕ1 i ϕ2 dva takva homeo-
morfizma, ϕ0 := ϕ1 − ϕ2, kakvo je preslikavaǌe ϕ0?)

(29) Neka je f ∈ Homeo+(S1) i ρ(f) /∈ Q. Dokazati da ω(x) ne zavisi od x.
a) Ako je f topoloxki tranzitivno, dokazati da je ω(x) = S1.
b) Ako f nije topoloxki tranzitivno, dokazati da je ω(x) nigde gust skup bez izolovanih taqaka.

(30) Dati primer homeomorfizma f kruga koji meǌa orijentaciju takvog da je Per(f) 6= ∅ ali nemaju
sve taqke isti period.

(31) Neka je f ∈ Homeo+(S1) i ρ(f) ∈ Q. Dokazati da je Ω(f) = Per(f)
(32) Dokazati da su xift preslikavaǌe, Em : S1 → S1 i hiperboliqki torusni automorfizam A : T→T2

haotiqna preslikavaǌa.
(33) Neka je X metriqki prostor bez izolovanih taqaka. Dokazati da je f haotiqno ako i samo za

svaku konaqnu familiju {U1, . . . , Um} otvorenih nepraznih skupova postoji periodiqna orbita O+
x

koja ih sve seqe.


