
(�) Torusni automorfizam

(1) Neka je A nesingularna 2 × 2 celobrojna matrica i A : T2 → T2

pridru�eni torusni endomorfizam.
(a) Dokazati da je svaka taqka sa racionalnim koordinatama konaqno

periodiqna.
(b) Ako je A hiperboliqki, dokazati da svaka konaqno periodiqna

taqka ima racionalne koordinate.
(2) Dokazati da su sopstvene vrednosti dvodimenzionog hiperboliqkog

torusnog automorfizma iracionalni brojevi.
(3) Neka je A : T2 → T2 torusni automorfizam definisan matricom

A ∈ M2(Z). Dokazati da je skup periodiqnih taqaka gust u T2.
Qemu je jednak skup periodiqnih taqaka ako je A hiperboliqki
automorfizam?

(4) Neka je α /∈ Q i φt kretaǌe torusa definisano kretaǌem u ravni
dφt
dt

= (1, α), φ0 = Id,

tj.
φt : (x, y) 7→ (x+ tmod1, y + αtmod1).

Za F : T2 → C definiximo prostorno usredǌeǌe kao

F̂ :=

∫∫
T2

F (ϕ1, ϕ2) dϕ1 dϕ2

i vremensko usredǌeǌe u taqki ϕ0 kao

F ∗(ϕ0) := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

F (φt(ϕ0)) dt.

(a) Dokazati da F̂ = F ∗(ϕ0) za svaku neprekidnu funkciju F :
T2 → R (svojstvo ergodiqnosti kretaǌa φt).

(b) Neka je D ⊂ T2 otvorena kugla. Dokazati da je

lim
T→∞

m{t ∈ [0, T ] | φt(ϕ0) ∈ D}
T

= m(D).

(v) Dokazati da je za svako ϕ0 orbita Oϕ0
gusta.

(g) Kakvo je kretaǌe φt za α ∈ Q?
(d) Dokazati da su stabilne i nestabilne mnogostrukosti hiper-

boliqkog torusnog automorfizma guste u T2.
(5) Dokazati da je broj fiksnih taqaka hiperboliqkog torusnog au-

tomorfizma jednak |det(A−E)| a broj periodiqih taqaka perioda
n jednak |det(An − E)|.
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