
(A) Homeomorfizmi kruga

(1) Neka je Rα rotacija kruga za ugao α. Dokazati da za svako k ∈ Z postoji neprekidna polukon-
jugacija kruga iz Rα u Rkα.

(2) Dat je niz 2, 4, 8, 1, 3, 6, . . . (an je prva cifra broja 2n). Da li se u ovom nizu qex�e pojavǉuje
cifra 7 ili 8 (da li je limN→∞

]{n|an=a,n=1,...,N}
N ve�i za a = 7 ili a = 8)?

(3) Dokazati da za bilo koji konaqan niz decimalnih cifara postoji n ∈ N takvo decimalni zapis
broja 2n poqiǌe tim nizom.

(4) ∗ Dokazati da su Rα i Rβ konjugovani homeomorfizmom ako i samo ako je α = ±βmod1.
(5) Homeomorfizam kruga f : S1 → S1 quva orijentaciju ako za svake tri taqke x, y, z ∈ S1 koje su

pore�ane u pozitivnom smeru obilaska kru�nice redom: x, y, z, isto va�i za f(x), f(y), f(z), a
meǌa orijentaciju ako su pore�ane redom f(y), f(x), f(z). Dokazati da homeomorfizam kruga ili
quva ili meǌa orijentaciju.

(6) Podizaǌe homeomorfizma f : S1 → S1 je svaki homeomorfizam skupa R takav da va�i f ◦π = π ◦F ,
gde je π : R→ S1 = R/Z koliqniqko preslikvaǌe, π(x) = {x} = x− [x] ∈ [0, 1). Dokazati:
(a) preslikavaǌe F postoji
(b) F je jedinstveno do na dodavaǌe celog broja
(v) ako f quva orijentaciju, onda je F strogo rastu�e i F (x+ 1) = F (x) + 1
(g) ako je F podizaǌe preslikavaǌa f , onda je Fn podizaǌe preslikavaǌa fn za svako n ∈ Z
(d) svako neprekidno strogo monotono preslikavaǌe za koje va�i F (x+1) = F (x)+ 1 je podizaǌe

nekog homeomorfizma f kruga S1 koje quva orijentaciju.
(7) Neka je an niz realnih brojeva za koji va�i

am+n ≤ an + am + 1.

Dokazati da je

lim
n→∞

an
n

= inf
n∈N

an + 1

n
,

gde infimum na desnoj strani mo�e biti i −∞ (varijanta Feketeove leme).
(8) Neka je f : S1 → S1 homeomorfizam kruga koji quva orijentaciju i F podizaǌe homeomorfizma f .

Neka je x ∈ S1. Definiximo rotacioni broj podizaǌa F kao

ρ(F ) := lim
n→∞

Fn(x)− x
n

= lim
n→∞

Fn(x)

n
i rotacioni broj homeomorfizma f kao

ρ(f) := ρ(F )mod 1.

Dokazati da ρ(F ) dobro definisan (da limes postoji u R i ne zavisi od x ∈ S1) i da ρ(f) ne
zavisi od podizaǌa F .

(9) ∗ Izraziti ρ(F k) i ρ(F−1) preko ρ(F ).
(10) Neka homeomorfizam f : S1 → S1 meǌa orijentaciju. Dokazati da f ima taqno dve fiksne taqke.

Dokazati da f2 quva orijentaciju i da je ρ(f2) = 0.
(11) Neka je f : S1 → S1 homeomorfizam kruga koji quva orijentaciju. Dokazati da je ρ(F ) ∈ Z ako i

samo ako postoji fiksna taqka homeomorfizma f , a ρ(f) ∈ Q ako i samo ako postoji periodiqna
taqka homeomorfizma f .

(12) Neka je f : S1 → S1 homeomorfizam koji quva orijentaciju takav da je ρ(f) = p/q gde su p ∈ Z i
q ∈ N uzajamno prosti. Dokazati da sve periodiqne taqke imaju isti minimalni period q.

(13) Dokazati da ako je ρ(f) ∈ Q, i f : S1 → S1 homeomorfizam koji quva orijentaciju, tada svaka
orbita te�i periodiqnoj, tj. da za svako x ∈ S1 postoji periodiqna taqka p takva da je

lim
n→∞

d(fn(x), fn(p)) = 0.
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