2. TomoJsomKka eHTpOIMja
(OBuM 61 Tpebasio ga Gyie MOKPUBEHO MPAINBO J0 Kpaja MapTa, WId MaJo BHUIIE.)

Tonosnomka eHTponuja je HyMepWYKa WHBApUjaHTA AUHAMUYKOT CHUCTEMa Koja Mepu
M3BECHY CJIO¥eHOCT cucrema. OnHa O6poju acMMOTOTCKM (EKCIOHEHIUjaJHU) PAcT Opoja
Tavyaka y X KOje Cy Yy HEKOM CMUCIY HOBOJbHE 3a OINC IEJIOT CHUCTEMA.

1 Iedununuja u ceojcrra

I[Ipernocrasumo na je (X, d) komnakran merpuuku npoctop u f : X — X HemperumHo.
Huaamuukom cucremy (X, f) MOKEMO na HPUAPYKUAMO JUHAMUYKY MEMPUKY, 38 CBAKU IPU-
poman 6poj n € Ny:

dn(z,y) = max d(f'(z), [ (y))-

j€{0,...,n—1}

Csaka on oBUX MeTpuka nHIykyje ucty rononorujy Ha X (Homahwm (K1)). IIpe meko mro
e(PUHUIIEMO TOIMOJIOMKY €HTPONNjy yBemeMO HEKOJIUKO MOJMOBA.
Hexka je € > 0.

Hedmuaunuja 1. Ckyn A C X nHasuBamo (n,e)-pasanunyhum ckynom ako 3a cBako r € X
nocroju y € A takBo ma je dn(z,y) < e. Hajumama xapaummannoct cBux (n,e)-pasanumbyhinx
CKYIIOBa 03HAa4YaBaMo ca span(n, e, f) wiam camo ca span(n, €), ako je jaCHO 0 KOM Ce IPeCIHKaBabY
pamu. OBaj 6poj je koHagaH 3000 KOMIAKTHOCTH CKymna X . o

Hedpuannmja 2. Ckyn A C X wazuBamo (n,£)-paszdeojenum ckynom ako 3a CBako T,y € A
Baxku d,(z,y) > . Cpaku (n,c)-pa3nBojeHn CKyI je KOHa4YaH u HajBeha KapIUMHATHOCT CBUX
(n, )-pa3aBojeHHX CKyToBa O3Ha4YaBaMo ca sep(n, e, f) mwin camo ca sep(n, ), ako je jacHO 0 KOM
ce MpECIUKABAY PaIn. o

lepuaunmuja 3. Hajvamy KapJIuHATHOCT CBHX IMOKpHBada CKyna X CKYyNOBHMAa KOJU Cy y Me-
TpuIK d,, JujamMeTpa Mamer ojl € 03HadaBaMo ca cov(n, e, f) i camo ca cov(n, £), ako je jacHo o
KOM Ce MpeCIUKABAY PaJId. o

Tepbeme 4. cov(n,2¢e) < span(n,e) < sep(n,e) < cov(n,¢).
Hoxa3. Tomahu (K2). []
Jlema 5. Jlumec lim,,_, %log cov(n, €) nocmoju u Konauan je.

Hoka3. Aro ckyn U uma y merpunu d,, OujaMerap MamU O €, a CKylm V mMa y MeTPUIA
d, majamerap mMamu on €, ouna ckyn UN (V) nma y metpunu d,, ., Arjamerap MamU O
. Axo cy U u V nokpuBauu ckyma X CKyOOBUMAa AWjaMeTapa MamUX OI £ Y MeTpuKaMma
d,, n d, pemom, Tamga je

W= {Unf™V)|U€el, VeV



MOKPUBAY CKYIOBUMA AUjaMeTpa MAWEr Ol £ Y MEeTPUIHU d,,1,. RapamHamHocT ckyna W je

ma je
cov(m +n,e) < cov(m,e) - cov(n, €).
Tepbemwe cana ciremu uz PerereoBe seMe NpUMeneHE HA HU3 a, ‘= logcov(n, ). ]

O3HaAYUMO ca

1
he == lim — logcov(n,¢).
n—oo N

W3 Tepbewma 4 caenu na je

1 1
he = lim —logsep(n,e) = lim —logspan(n,¢).
n—oo N n—oo N

Benuuuna h. onana no €. Cana MOkeMO na Ae(QUHUIIEMO TOIOJOWIKY €HTPOIUjy KAO
h(f) = lim h.(f) € [0, o).
e—0t

TBpbeme 6. Tononowra enmponuja we 3a8ucu 00 mempuxe d eeh camo 00 mononozuje Kojy
osa mempura defdunuuie.

Hoxas. Tomahu (K3) [l
IMocmemuua 7. Tonosowka ewmponuja je uKEaPUjaHMa MONOAOWEKE KOHIY2ZOBANOCTIA.

JHoxka3. Heka je ¢ : (X,dx) — (Y,dy) xomeoMop@dur3am KOjU yCIOCTaBJba TOMOJOMIKY KOH-
jyrosanoct. Tama merpura d’ ma X mepurucana ca

d'(z,y) = dy(6(x), (y))

WHIYKYje UCTY TOIOJIOTHjy Kao U MeTpuka dx, Ia MHBapujaHTHOCT cienu u3 Tepbhema 6.

[]

Tepbeme 8. Tonoaowra ewmponuja uma caedeha ceojcmea:
1. h(f™) =m-h(f), sa m € N;
2. axo je f pesepsubuano, onda je h(f~1) = h(f), na je h(f™) =|m|-h(f), sa m € Z;

3. axo cy Aj, j=1,...,k sameopenu u uneapujanmmu cxynoeu (f(A;) C A;) u X =J; A,
mada je

() = maxh(71,)
(nocebro, axo je A C X sameopen u uneapujanman cxyn, onoda je h(f|a) < h(f));
4. axo f: X - X, g:Y =Y, unpecaurasawe f x g: X xY — X XY je damo ca
(f x 9)(,y) == (f(2), 9(y)),
mada je h(f x g) = h(f) + h(g);
5. axo je g gaxmop 00 f, mj. [ excmensuja 00 g, onda je h(f) > h(g).
Hoxkaz. Tomahu (K4) u (K5). ]



2 IIpumepn
Canma hemo BumeTu HEKe IpUMepe paduyHamha TOMIOJIOIIKE eHTPOIN]e.

Hedwmuunuja 9. Hunamuukn cucrem f : X — X HazuBamMo nosumueHo eKcnaH3u8HuM akKo
mocroju 0 > 0 Tako Ja 3a cBake JBe pasjmanTe Tadke r,y € X mocroju n > 0 TakBo 1a je
d(f™(x), f"(y)) > 6. Xomeomopduzam f : X — X HazUBAMO €KCNANFUSHUM AKO HOCTOjH § > ()
TAKO JIa 3a CBaKe JBe pasauduTe Tadke r,y € X mocroju n € Z takso na je d(f"(z), f"(y)) > 6.
Bpoj 6 HazuBaMO KOHCMANMOM eKNCan3u8HOoCmU, ¥ 00a CayUaja. o

[Tpumepu (O3UTOBHO) €KCNIAH3UBHUX NIPECAUKaBama Cy F,,, jeHOCTpaHu U ABOCTPAHU
muTOBY, XUNEPOOIUYKN TOpyCcH ayToMopdusmu, Cmejnosa norkosuna u conenounn (o-

mahu (K6)).

Tepbeme 10. Hexa je [ excnansueno ca xowcmanwmom excnansuenocmu 0. Tada je h(f) =
he(f) sa e <é.

Hoxas. Heka je 0 < v < ¢ < 6. Horazahemo ma je h,(f) < h.(f), omarne he tBpbeme
CIeOUTU U3 MOHOTOHOCTU (yHKIMje € — ho(f).
I[Tocmarpajmo ckym
K :={(z,y) € X x X | d(x,y) > ~}.

3a cBako (r,y) € K nocroju j = j(z,y) € Z Takso na je d(f'(z), f(y)) > § > e. Kaxo je
ckyn K kommakras, To mocroju k € N takBo ma, 3a cBako (r,y) € K mocroju j TakBo na
je |7l <k md(fi(x), f/(y)) > 6 >¢e. Hera je A mpoussoman (n,7)-pasasojen ckyn. Tana je
cxyn f~*(A) (n+ 2k,e)-pazasojen. 3aucta, ako je x,y € f*(A), onma je f*(z), f*(y) € A,
na je, 3a meko i € {0,...,n—1}, d(f*(z)), f7*(y)) > v, na je 3a wexo j, Taxso na je |j| < k,
d(fH+i(x)), fitk+i(y)) > v. Omasae 3akmyuyjemo ma je

sep(n, ) < sep(n + 2k, €),

OZaKie y3UMameM JnuMeca 3akbydyjeMo h.(f) < ho(f). ]
N3pauynahemo cama TOMONOMKY EHTPONU]Y 38 XUMEPOOIUYKA TOPYCHU Ay TOMOP(YU3AM.

Tepbemwe 11. Heka je zunepboauvwra mampuya A € My(Z) maxea da je det A = 1. Osznanu-
MO ucmum cao8om A undykosany mopycHu runepbosuywky aymomopdusam. Hexa cy X u 1/\
concmeene epednocmu mampuye A maxee da je |A| > 1. Tada je h(A) = log |A|.

Joxka3. IIpso hemo morazaru na je h(A) > log|A|. Merpuka Ha Topycy d MHAYKOBaHA je
METPUKOM dr2 Y paBHU Ca

d([x]; [y]) == min{dgz(z, y) | © € [2], y € [y]}-

Nzabpahemo merpuky Ha R? Koja je moromauja 3a padyHame O €YKIUACKE a CKBUBA-
JIEHTHA je eyKJAuAcKoj. Heka je u je IMHUYHU CONCTBEHU BEKTOP KOjU OATrOBapa COICTBEHO]
BPEAHOCTU A\ a U jJEAWHUUYHU CONCTBEHU BEKTOP KOjU OArOBapa COINCTBEHO] BpeqHOCTU 1/\.
Axo je T —y = au + fv, DedUHUIIIMO

d(z,y) == max{|al, [5]}.
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Metpuke d u eyKIUICKA METPUKA Cy €KBUBAJEHTHE, Ia UCTO BaKU U 32 WHAYKOBAHE Me-
TPpUKEe Ha TOpycCy. AKO je

T = agu+ Bu, T = oayu+ By,

Tama je
d(Az, Aly) = max{|(ax — oy ) N[, [(Be — By) 1/}
OpnmaBme HUje TENIKO M3BECTU A je KyrJla y AMHAMUYKO] METPUIX d,, MOJTYIPEYHUKA £ mapa-
Jesorpam ca cTpanunama myxkune 26|\ " u 2e. Hberosa eyknunacka nospmuna je 42|\ 7"
3aTo je HajMamu OpPOj OBaKBUX mapaJsesorpama (OQHOCHO d,-KyTJu) MOTPpeOHUX ma IIo-
KpU]y TOPYC jeTHAK
P(T?) A"
4e2| N0 4e?”

Kako je ckyn mujameTpa € caapskaH y JONTU MOJYOPEUHUKA £, TO je cov(s,e) > |\|"/4e?,
omakiyie nobujamo h(A) > log|\|.

3a mOKa3 Apyre HejeIHAaKOCTU, IPUMETHMO 12 Ce paBaH MOKE HOILIOYATH Iapasesio-
rpamMmuMa, Tj. d,-KyrJaMma OOJYIPEYHUKA &. 3a MJOBOJLHO MAaJIO €, CBU IapaJesorpaMu
koju mokpusajy ksazapar [0,1] x [0,1] canpskanu cy y ksanpaty [—1,2] x [—1,2], ma 6poj
napadsiesorpama koju ceky [0, 1] x [0, 1] mHuje Behu ox omroca

P([-1,2] x [-1,2]) _ 9|2
P(By,(2)) ce?’

rae je ¢ MO3WTUBHA KOHCTAHTA. Kako je mujamerap Kyrje MOJYIPEUYHUKA £ jelHaK 2¢,
umamo za je cov(n,2e) < 9|\|?/ce?, omakae mobujamo h(A) < log|)|. ]

Moske ce mOKa3zaTu a je TOMOJIOIIKA €eHTPOIKja XUIePOOINYOr TOPYCHOT ayToOMOphuMa
ca COICTBEHUM BPEIHOCTUMA \; y MPOU3BOJLHO]j TMMEHU3]U jemHaka ).y -, 10g|A;l.
J
Basxe u caenehe unmenune (mokas ocrasmamo 3a momahin):

e Ako je 0: %, = X, muPT HA TPOCTOPY ABOCTPHUX HU3OBA Y, O m cuMOOJIa, OHIA
je h(o) = logm.

o h(E,,) =logm.

e Ako je F cosenoun, ouna je h(f) =log2.

3 Enmrpommja m Heke Opyre OUHAMWUUYKE MHBapUjaHTe

Tononomka eHTponUja je jegHa Mepa KOMIIEKCHOCTU AWHAMUYKOT cucTeMa. lloHekan
je IOBOJLHO 3aHWMMJLMBO W TEIIKO NMUTAH-€ YTBPIOWUTHU Na JU je €HTPONMja HEKOI' CUCTeMa
Mo3UTUBHA uiau jenHaka Hymau. Iloctoje OpojHe MHBapujaHTe KOje Mepe CIOKEHOCT CU-
creMa, jemHa ol BUX je xaoc. llurame mocrojama Be3e um3dMehy XaOTUUHUX CUCTEMA U
CHCTEMa Ca MO3UTUBHOM TOIOJIOMIKOM €HTPONUjOM je IPUPOITHO U NOCTA IPOydaBaHO, a U
najbe je mpeaMeT ucTpakuBama. Ha mpumep, mO3UTUBHA TOIOJOIIKA €HTPONUja MOBJIAYN
Heky Bpcry xaoca (JIu-JoproB, KOju OoBme HUCMO meGUHUCAIM) AU HE Ba:KU U OOpPATHO.
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[IITo ce Tue xaoca koju cmo nepurucanu Ha Kypcy (ZesejanjeB), oBo murame je TOHEKIE
6e3 cmuciaa jep je xaoc riaobanHu denomer (6ymyhm ma mompasymeBa TPaH3UTUBHOCT),
IOK MO3UTVBHA €HTPOINja MOKE Na Ce JIOKAJIU3Yje Ha HEKU MOJACKYI IUHAMWYKOL CUCTEMA
(36or Ttauke 3. y Tepbemy 8).

OBne hemo HaBecTu Be3y TOMOJIONIKE €HTPOINje U HEKUX APYTUX TUHAMUYKUAX UHBAPU-
jamTu, 6e3 mokaza. Heke om oBux TBpamu cy mokasame y [2].

3.1 JemHomuMeH3MOHA NUHAMMKA

e Hera je I cerment u f : I — Iu meo-mo-meo MoHOTOHA ¢yHENUja. O3HAUMMO ca ¢,
6poj uHTepBaJsa MoHOTOHOCTH (yHENUje f". Tana je
log ¢,

h(f) = lim :

n—00 n

Hera je I cerment u f : I — [ TOMOJOMIKM TPAH3UTUBHO MpeciauKkaBame. lama je
h(f) > 0. (OBo tBpheme He Basku Beh HaA KpyTy.)

Heka je I cermenr u f: I — I. Tana je

limsupf{z € I| f"z =z} > h(f).

n—o0

h(E,,) = logm.

e TpaH3UTUBHA MIPECINKABAHA KPyTra CY UIX KOH]yTOBaHA WPAIMOHAIIHO] POTAIN)U U

je h(f) > 0.

3.2 T'aarku ciyudaj

CmomennMo mpBO Be3y m3Mmely AumHAMUKE W CTemeHa mpeciaukaBama. Aro cy M u N
riaTke, 3aTBOPEHE U OPUjEeHTUCAaHe MHOTOCTPYKOCTU UCTe OUMeH3Huje, w popMa 3alpeMUuHe
Ha N u f: M — M raarko, Tajga CTENEH IpecinKaBama [ MOXKEMO na Ie(OUHUIIEMO Kao

AnrepuatuBuo, 3a y € N peryjapHy BPeTHOCT TpecJuKaBama f, CTENeH MOKe Oa ce

neduHUIe Kao
degf = Z Ex
zef~(y)

rae je €, = + y 3aBucHocTu ox Tora na su df (x) uyBa unu Mema opujentanujy. Capmosa
TeopeMa HaM KajKe na je CKOpo cBako y € N peryiapHa BpPemHOCT (IZOBOJLHO TJIATKOT)
npeciavkaBama f. Crenen nmpeciaukaBama je XOMOTOICKa MHBapujanta u Baxku deg(fog) =
deg f-degg. Ako je dim M = dim N = n u [M] rerepaTop XOMOJIOIKe T'PyIe HAJBUIIET pela
H,(M)=Z, ouna je f.([M])=degf-|[N].

IleTasmu O CcTemeHy IpeciuKaBama MOry ce Bugeru y Hup. [1] (umm [2]).



HajjemnocraBuuja Be3a u3meby crenmena mpeciukaBama u auHamuke je ciaeneha. Axko
je |deg f| > 2, Tanma je
| deg f"| = | deg f[" = 2,
na je, 3a ckopo cBako y € N rkapmunasuoct ckyna f~"(y) seha nnu jemmaka onx 2".
Ilora3 cienehe Teopeme Koja HaM maje GUHU]Y Be3y CTEMEHA U AUHAMUKE MOKe ce Hahu

y [2].

Teopema 12. (Mumrypesuu-ILxutumnsnu, 1977.) Axo cy M u f : M — M xaace C* onda

je h(f) > log | deg f|. -
CroMeHnMO joIrn jeqHy AUHAMUYKY MHBAPUjAaHTY HPECINKABAKA TJIATKOT MPECINKABAhA

riiaTke MHOTOocTpykocTtu. Heka je

¥ = {0 (0,1 - M | o rJIaTHO}.

IlepraUIIIMO

1 1(f™ 117
vj(f) := sup limsup og Vol(f" o ([0, 1}7))

n acumMnmomcru pacm 3anpemure IpecCarnKaBama f Kao:

o(f) = max v;(f).

j=T,en,dim M
Basxu caemeha teopewma.
Teopema 13. (Jommun, 1987.) Axo je f xaace C*, onda je v(f) = h(f). O

[Tocroje u Heka yommrema JOMIAMHOBE TeOpeMe 3a cayuaj aa je f mMame raaTroctu (Ha
npumep v;(f) > h(f) 3a f raace C7).

Ha kpajy HaBomumo jeman orBopeHu npobieM Koju naje Be3y uaMeby muHamMuke u jemqHe
ronosomke naBapujanre. Heka je sp(f, ;) HajBehm Moxyn comcTBeHUX BpEeIHOCTH JIUHEAD-
HOT' IIPECIUKaBaHa

fej i Hi(M,R) — H;(M,R).

epuHUMUMO cnexmpasny padujyc TpecinkaBama [ Kao

sp(f) = __max  sp(f.j).

Xunomesa ewmponuje rnacu: ako je f rkmace C! omma je

h(f) > logsp(f).

Y cayuajy ma je f rmace C° xumoresy entpomnuje je mokazao Jommuu. Ilozmaro ma je ma
XMIIOTE3a €HTPOIUje HUje TavyHa 3a JlummwuioBa mpeciankaBamba.
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