
2. Topoloxka entropija

(Ovim bi trebalo da bude pokriveno gradivo do kraja marta, ili malo vixe.)

Topoloxka entropija je numeriqka invarijanta dinamiqkog sistema koja meri
izvesnu slo�enost sistema. Ona broji asimptotski (eksponencijalni) rast broja
taqaka u X koje su u nekom smislu dovoǉne za opis celog sistema.

1 Definicija i svojstva

Pretpostavimo da je (X, d) kompaktan metriqki prostor i f : X → X neprekidno.
Dinamiqkom sistemu (X, f) mo�emo da pridru�imo dinamiqku metriku, za svaki pri-
rodan broj n ∈ N0:

dn(x, y) := max
j∈{0,...,n−1}

d(f j(x), f j(y)).

Svaka od ovih metrika indukuje istu topologiju na X (Doma�i (K1)). Pre neko xto
definixemo topoloxku entropiju uvex�emo nekoliko pojmova.

Neka je ε > 0.

Definicija 1. Skup A ⊂ X nazivamo (n, ε)-razapiǌu�im skupom ako za svako x ∈ X
postoji y ∈ A takvo da je dn(x, y) < ε. Najma�a kardinalnost svih (n, ε)-razapi�u�ih
skupova oznaqavamo sa span(n, ε, f) ili samo sa span(n, ε), ako je jasno o kom se preslikava�u
radi. Ovaj broj je konaqan zbog kompaktnosti skupa X. �

Definicija 2. Skup A ⊂ X nazivamo (n, ε)-razdvojenim skupom ako za svako x, y ∈ A
va�i dn(x, y) ≥ ε. Svaki (n, ε)-razdvojeni skup je konaqan i najve�a kardinalnost svih
(n, ε)-razdvojenih skupova oznaqavamo sa sep(n, ε, f) ili samo sa sep(n, ε), ako je jasno o kom
se preslikava�u radi. �

Definicija 3. Najma�u kardinalnost svih pokrivaqa skupa X skupovima koji su u me-
trici dn dijametra ma�eg od ε oznaqavamo sa cov(n, ε, f) ili samo sa cov(n, ε), ako je jasno o
kom se preslikava�u radi. �

Tvr�eǌe 4. cov(n, 2ε) ≤ span(n, ε) ≤ sep(n, ε) ≤ cov(n, ε).

Dokaz. Doma�i (K2).

Lema 5. Limes limn→∞
1
n

log cov(n, ε) postoji i konaqan je.

Dokaz. Ako skup U ima u metrici dm dijametar maǌi od ε, a skup V ima u metrici
dn dijametar maǌi od ε, onda skup U ∩f−m(V ) ima u metrici dm+n dijametar maǌi od
ε. Ako su U i V pokrivaqi skupa X skupovima dijametara maǌih od ε u metrikama
dm i dn redom, tada je

W := {U ∩ f−m(V ) | U ∈ U , V ∈ V}
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pokrivaq skupovima dijametra maǌeg od ε u metrici dm+n. Kardinalnost skupa W je

]W = ]U · ]V ,

pa je
cov(m+ n, ε) ≤ cov(m, ε) · cov(n, ε).

Tvr�eǌe sada sledi iz Feketeove leme primeǌene na niz an := log cov(n, ε).
Oznaqimo sa

hε := lim
n→∞

1

n
log cov(n, ε).

Iz Tvr�eǌa 4 sledi da je

hε = lim
n→∞

1

n
log sep(n, ε) = lim

n→∞

1

n
log span(n, ε).

Veliqina hε opada po ε. Sada mo�emo da definixemo topoloxku entropiju kao

h(f) := lim
ε→0+

hε(f) ∈ [0,∞].

Tvr�eǌe 6. Topoloxka entropija ne zavisi od metrike d ve� samo od topologije koju
ova metrika definixe.

Dokaz. Doma�i (K3)

Posledica 7. Topoloxka entropija je invarijanta topoloxke konjugovanosti.

Dokaz. Neka je φ : (X, dX) → (Y, dY ) homeomorfizam koji uspostavǉa topoloxku kon-
jugovanost. Tada metrika d′ na X definisana sa

d′(x, y) := dY (φ(x), φ(y))

indukuje istu topologiju kao i metrika dX, pa invarijantnost sledi iz Tvr�eǌa 6.

Tvr�eǌe 8. Topoloxka entropija ima slede�a svojstva:

1. h(fm) = m · h(f), za m ∈ N;

2. ako je f reverzibilno, onda je h(f−1) = h(f), pa je h(fm) = |m| · h(f), za m ∈ Z;

3. ako su Aj, j = 1, . . . , k zatvoreni i invarijantni skupovi (f(Aj) ⊂ Aj) i X =
⋃
j Aj,

tada je
h(f) = max

j
h(f |Aj

)

(posebno, ako je A ⊂ X zatvoren i invarijantan skup, onda je h(f |A) ≤ h(f));

4. ako f : X → X, g : Y → Y , i preslikavaǌe f × g : X × Y → X × Y je dato sa

(f × g)(x, y) ::= (f(x), g(y)),

tada je h(f × g) = h(f) + h(g);

5. ako je g faktor od f , tj. f ekstenzija od g, onda je h(f) ≥ h(g).

Dokaz. Doma�i (K4) i (K5).
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2 Primeri

Sada �emo videti neke primere raqunaǌa topoloxke entropije.

Definicija 9. Dinamiqki sistem f : X → X nazivamo pozitivno ekspanzivnim ako
postoji δ > 0 tako da za svake dve razliqite taqke x, y ∈ X postoji n ≥ 0 takvo da je
d(fn(x), fn(y)) ≥ δ. Homeomorfizam f : X → X nazivamo ekspanzivnim ako postoji δ > 0
tako da za svake dve razliqite taqke x, y ∈ X postoji n ∈ Z takvo da je d(fn(x), fn(y)) ≥ δ.
Broj δ nazivamo konstantom ekpsanzivnosti, u oba sluqaja. �

Primeri (pozitovno) ekspanzivnih preslikavaǌa su Em, jednostrani i dvostrani
xiftovi, hiperboliqki torusni automorfizmi, Smejlova potkovica i solenoid (Do-
ma�i (K6)).

Tvr�eǌe 10. Neka je f ekspanzivno sa konstantom ekspanzivnosti δ. Tada je h(f) =
hε(f) za ε < δ.

Dokaz. Neka je 0 < γ < ε < δ. Dokaza�emo da je hγ(f) ≤ hε(f), odakle �e tvr�eǌe
slediti iz monotonosti funkcije ε 7→ hε(f).

Posmatrajmo skup
K := {(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) ≥ γ}.

Za svako (x, y) ∈ K postoji j = j(x, y) ∈ Z takvo da je d(f j(x), f j(y)) ≥ δ > ε. Kako je
skup K kompaktan, to postoji k ∈ N takvo da, za svako (x, y) ∈ K postoji j takvo da
je |j| ≤ k i d(f j(x), f j(y)) ≥ δ > ε. Neka je A proizvoǉan (n, γ)-razdvojen skup. Tada je
skup f−k(A) (n + 2k, ε)-razdvojen. Zaista, ako je x, y ∈ f−k(A), onda je fk(x), fk(y) ∈ A,
pa je, za neko i ∈ {0, . . . , n−1}, d(f i+k(x)), f i+k(y)) ≥ γ, pa je za neko j, takvo da je |j| ≤ k,
d(f i+k+j(x)), f i+k+j(y)) ≥ γ. Odavde zakǉuqujemo da je

sep(n, γ) ≤ sep(n+ 2k, ε),

odakle uzimaǌem limesa zakǉuqujemo hγ(f) ≤ hε(f).
Izraquna�emo sada topoloxku entropiju za hiperboliqki torusni automorfizam.

Tvr�eǌe 11. Neka je hiperboliqka matrica A ∈ M2(Z) takva da je detA = 1. Oznaqi-
mo istim slovom A indukovani torusni hiperboliqki automorfizam. Neka su λ i 1/λ
sopstvene vrednosti matrice A takve da je |λ| > 1. Tada je h(A) = log |λ|.

Dokaz. Prvo �emo dokazati da je h(A) ≥ log |λ|. Metrika na torusu d indukovana je
metrikom dR2 u ravni sa

d([x], [y]) := min{dR2(x, y) | x ∈ [x], y ∈ [y]}.

Izabra�emo metriku na R2 koja je pogodnija za raqunaǌe od euklidske a ekviva-
lentna je euklidskoj. Neka je u jediniqni sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj
vrednosti λ a v jediniqni sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti 1/λ.
Ako je x− y = αu+ βv, definiximo

d(x, y) := max{|α|, |β|}.
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Metrike d i euklidska metrika su ekvivalentne, pa isto va�i i za indukovane me-
trike na torusu. Ako je

x = αxu+ βxv, x = αyu+ βyv,

tada je
d(Ajx,Ajy) = max{|(αx − αy)λj|, |(βx − βy)1/λj|}.

Odavde nije texko izvesti da je kugla u dinamiqkoj metrici dn polupreqnika ε para-
lelogram sa stranicama du�ine 2ε|λ|−n i 2ε. ǋegova euklidska povrxina je 4ε2|λ|−n.
Zato je najmaǌi broj ovakvih paralelograma (odnosno dn-kugli) potrebnih da po-
kriju torus jednak

P (T2)

4ε2|λ|−n
=
|λ|n

4ε2
.

Kako je skup dijametra ε sadr�an u lopti polupreqnika ε, to je cov(s, ε) ≥ |λ|n/4ε2,
odakle dobijamo h(A) ≥ log |λ|.

Za dokaz druge nejednakosti, primetimo da se ravan mo�e poploqati paralelo-
gramima, tj. dn-kuglama polupreqnika ε. Za dovoǉno malo ε, svi paralelogrami
koji pokrivaju kvadrat [0, 1] × [0, 1] sadr�ani su u kvadratu [−1, 2] × [−1, 2], pa broj
paralelograma koji seku [0, 1]× [0, 1] nije ve�i od odnosa

P ([−1, 2]× [−1, 2])

P (Bdn(ε))
=

9|λ|2

cε2
,

gde je c pozitivna konstanta. Kako je dijametar kugle polupreqnika ε jednak 2ε,
imamo da je cov(n, 2ε) ≤ 9|λ|2/cε2, odakle dobijamo h(A) ≤ log |λ|.

Mo�e se pokazati da je topoloxka entropija hiperboliqog torusnog automorfima
sa sopstvenim vrednostima λj u proizvoǉnoj dimenizji jednaka

∑
|λ|j>1 log |λj|.

Va�e i slede�e qiǌenice (dokaz ostavǉamo za doma�i):

• Ako je σ : Σm → Σm xift na prostoru dvostrnih nizova Σm od m simbola, onda
je h(σ) = logm.

• h(Em) = logm.

• Ako je F solenoid, onda je h(f) = log 2.

3 Entropija i neke druge dinamiqke invarijante

Topoloxka entropija je jedna mera kompleksnosti dinamiqkog sistema. Ponekad
je dovoǉno zanimǉivo i texko pitaǌe utvrditi da li je entropija nekog sistema
pozitivna ili jednaka nuli. Postoje brojne invarijante koje mere slo�enost si-
stema, jedna od ǌih je haos. Pitaǌe postojaǌa veze izme�u haotiqnih sistema i
sistema sa pozitivnom topoloxkom entropijom je prirodno i dosta prouqavano, a i
daǉe je predmet istra�ivaǌa. Na primer, pozitivna topoloxka entropija povlaqi
neku vrstu haosa (Li-Jorkov, koji ovde nismo definisali) ali ne va�i i obratno.
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Xto se tiqe haosa koji smo definisali na kursu (Devejnijev), ovo pitaǌe je donekle
bez smisla jer je haos globalni fenomen (budu�i da podrazumeva tranzitivnost),
dok pozitivna entropija mo�e da se lokalizuje na neki podskup dinamiqkog sistema
(zbog taqke 3. u Tvr�eǌu 8).

Ovde �emo navesti vezu topoloxke entropije i nekih drugih dinamiqkih invari-
janti, bez dokaza. Neke od ovih tvrdǌi su dokazane u [2].

3.1 Jednodimenziona dinamika

• Neka je I segment i f : I → Ii deo-po-deo monotona funkcija. Oznaqimo sa cn
broj intervala monotonosti funkcije fn. Tada je

h(f) = lim
n→∞

log cn
n

.

• Neka je I segment i f : I → I topoloxki tranzitivno preslikavaǌe. Tada je
h(f) > 0. (Ovo tvr�eǌe ne va�i ve� na krugu.)

• Neka je I segment i f : I → I. Tada je

lim sup
n→∞

] {x ∈ I | fnx = x} ≥ h(f).

• h(Em) = logm.

• Tranzitivna preslikavaǌa kruga su ili konjugovana iracionalnoj rotaciji ili
je h(f) > 0.

3.2 Glatki sluqaj

Spomenimo prvo vezu izme�u dinamike i stepena preslikavaǌa. Ako su M i N
glatke, zatvorene i orijentisane mnogostrukosti iste dimenzije, ω forma zapremine
na N i f : M →M glatko, tada stepen preslikavaǌa f mo�emo da definixemo kao

deg f :=

∫
M
f ∗ω∫
N
ω

.

Alternativno, za y ∈ N regularnu vrednost preslikavaǌa f , stepen mo�e da se
definixe kao

degf :=
∑

x∈f−1(y)

εx

gde je εx = ± u zavisnosti od toga da li df(x) quva ili meǌa orijentaciju. Sardova
teorema nam ka�e da je skoro svako y ∈ N regularna vrednost (dovoǉno glatkog)
preslikavaǌa f . Stepen preslikavaǌa je homotopska invarijanta i va�i deg(f ◦ g) =
deg f ·deg g. Ako je dimM = dimN = n i [M ] generator homoloxke grupe najvixeg reda
Hn(M) ∼= Z, onda je f∗([M ]) = deg f · [N ].

Detaǉi o stepenu preslikavaǌa mogu se videti u npr. [1] (ili [2]).
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Najjednostavnija veza izme�u stepena preslikavaǌa i dinamike je slede�a. Ako
je | deg f | ≥ 2, tada je

| deg fn| = | deg f |n ≥ 2n,

pa je, za skoro svako y ∈ N kardinalnost skupa f−n(y) ve�a ili jednaka od 2n.
Dokaz slede�e teoreme koja nam daje finiju vezu stepena i dinamike mo�e se na�i

u [2].

Teorema 12. (Mixureviq-P�iticki, 1977.) Ako su M i f : M → M klase C1 onda
je h(f) ≥ log | deg f |.

Spomenimo jox jednu dinamiqku invarijantu preslikavaǌa glatkog preslikavaǌa
glatke mnogostrukosti. Neka je

Σj :=
{
σ : [0, 1]j →M | σ glatko

}
.

Definiximo

vj(f) := sup
σ∈Σj

lim sup
n→∞

log Vol(fn ◦ σ([0, 1]j))

n

i asimptotski rast zapremine preslikavaǌa f kao:

v(f) := max
j=1,...,dimM

vj(f).

Va�i slede�a teorema.

Teorema 13. (Jomdin, 1987.) Ako je f klase C∞, onda je v(f) = h(f).

Postoje i neka uopxteǌa Jomdinove teoreme za sluqaj da je f maǌe glatkosti (na
primer vj(f) ≥ h(f) za f klase Cj).

Na kraju navodimo jedan otvoreni problem koji daje vezu izme�u dinamike i jedne
topoloxke invarijante. Neka je sp(f∗,j) najve�i modul sopstvenih vrednosti linear-
nog preslikavaǌa

f∗,j : Hj(M,R)→ Hj(M,R).

Definiximo spektralni radijus preslikavaǌa f kao

sp(f) := max
j=0,...,dimM

sp(f∗,j).

Hipoteza entropije glasi: ako je f klase C1 onda je

h(f) ≥ log sp(f).

U sluqaju da je f klase C∞ hipotezu entropije je dokazao Jomdin. Poznato da je da
hipoteza entropije nije taqna za Lipxicova preslikavaǌa.
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