
7. Lokalno maksimalni hiperboliqki skupovi

Definicija 1. Hiperboliqki skup Λ preslikava�a f : U →M se zove lokalno maksima-
lan ili baziqan ako postoji otvoren skup V , Λ ⊂ V ⊂ U takav da je

Λ =
∞⋂

n=−∞

fn(V ).

�

Primeri lokalno maksimalnih hiperboliqkih skupova su potkovica i solenoid.
Prirodno je pita�e da li je hiperboliqki skup lokalno maksimalan, poxto je svaki

�egov zatvoren invarijantan podskup tako�e hiperboliqki.
Glavno tvr�e�e u ovom poglav	u je vezano za jednu zgodnu karakterizaciju lokalno mak-

simalnih hiperboliqkih skupova. Pre nego xto formulixemo i doka�emo to tvr�e�e,
izvex�emo neke pomo�ne korake.

Pre svega podsetimo se oznaka. Za x ∈ Λ, ε > 0 oznaqavamo sa

W s
ε (x) := {y ∈M | d(fn(x), fn(y)) < ε, ∀n ∈ N0}

W u
ε (x) := {y ∈M | d(f−n(x), f−n(y)) < ε, ∀n ∈ N0}

lokalnu stabilnu i nestabilnu mnogostrukost.
Neka je Rm = Rk ⊕ Rm i BRk(0, r) otvorena kugla u Rk sa centrom u 0 i polupreqnika r.

Lema 2. Za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da ako su φ : BRk(0, ε)→ Rl i ψ : BRl(0, ε)→ Rk

diferencijabilna preslikava�a za koja va�i

‖φ(x)‖, ‖dxφ‖, ‖ψ(y)‖, ‖dψy‖ < δ

za sve x ∈ BRk(0, ε), y ∈ BRl(0, ε), tada je presek Graph(φ) ∩ Graph(ψ) transverzalan i

sastoji se od samo jedne taqke, koja zavisi neprekidno od φ i ψ, u C1 topologiji.

Dokaz. Doma�i (�2).

Tvr�eǌe 3. Neka je Λ hiperboliqki skup preslikavaǌa f . Za dovoǉno malo ε > 0 postoji
δ > 0 takvo da ako je x, y ∈ Λ i d(x, y) < δ, tada je presek W s

ε (x)∩W u
ε (y) transverzalan i

sastoji se od taqno jedne taqke, koju oznaqavamo sa [x, y]. Postoji konstanta c = c(δ)
takva da za svako x, y ∈ Λ va�i

d(x, y) < δ ⇒ ds(x, [x, y]) ≤ c · d(x, y), du(y, [x, y]) ≤ c · d(x, y),

gde su ds i du rastojaǌa du� W s
ε (x) i W u

ε (y).

Dokaz. Neka je z proizvo	na taqka iz Λ. Znamo da su skupoviW s
ε (z) iW u

ε (z) ulo�ene glatke
mnogostrukosti qiji su tangentni prostori Es(z) i Eu(z), dakle one se seku transverzalno
u z. Pomo�u eksponencijalnog preslikava�a mo�emo izabrati lokalne koordinate u kojima
je taqka z koordinatni poqetak, W u

ε (z) = Rk, W s
ε (z) = Rl. Iz Leme 2 sada sledi da postoji
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Slika 1: Razna rastoja�a

okolina Uz taqke z takva da za svako x, y ∈ Uz va�i da je W s(x) ∩W u(y) transverzalan i
jednoqlan. Za svako z ∈ Λ izaberimo δ takvo da je B(z, δ) ⊂ Uz. Iz kompaktnosti skupa Λ
sledi da mo�emo izabrati univerzalno δ za sve z. Neprekidna zavisnost taqke [x, y] od x i
y tako�e sledi iz Leme 2. Ostalo je jox da doka�emo deo sa konstantom c. Neka je γ kriva
kroz W s(x) koja spaja x i [x, y]. Tada je

ds(x, [x, y]) ≤
∫ 1

0

‖γ′(t)‖dt =

∫ 1

0

‖dψα(t)(α
′(t))‖dt ≤ δ

∫ 1

0

‖α′(t)‖dt,

gde je α(t) kriva u W s(0) (posmatramo koordinate kao malopre) koja spaja πs(x) i πs(y)
(videti Sliku 1). Ako uzmemo infimum po svim takvim krivama α zak	uqujemo:

ds(x, [x, y]) ≤ δ · dRl(πs(x), πs(y)) ≤ δ · d(x, y).

Ponovo iz komplaktnosti skupa Λ zak	uqujemo da mo�emo da prona�emo univerzalnu kon-
stantnu c(δ) (koje �e zaviti i od Rimanove metrike na M i pomenutih koordinata) sa tra-
�enim svojstvom.

Definicija 4. Hiperboliqki skup Λ ima strukturu lokalnog proizvoda (SLP) ako po-
stoje ε > 0 i δ > 0 takvi da va�i:

(i) za svako x, y ∈ Λ, presek W s
ε (x) ∩W s

ε (x) je ili prazan ili jednoqlan;

(ii) za svako x, y ∈ Λ za koje va�i d(x, y) < δ, presek W s
ε (x) ∩ W s

ε (y) je transverzalan i
sastoji se od jedne taqke koju oznaqavamo sa [x, y].

�

Napomena 5. Ako Λ ima SLP tada za svako z ∈ Λ postoji okolina Uz takva da je

Uz ∩ Λ = {[x, y] | x ∈ W u
ε (z), y ∈ W s

ε (z)}.
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Teorema 6. Hiperboliqki skup je lokalno maksimalan ako i samo ima SLP.

Dokaz. ⇒: Neka je Λ lokalno maksimalan, i neka su ε i δ kao u Tvr�e�u 3, s tim da je ε
takvo da je

Λε := {y ∈M | d(y,Λ) < ε} ⊂ V

i zadovo	ava uslov iz definicije lokalne maksimalnosti. Neka su x, y ∈ Λ na rastoja�u
ma�em od δ. Iz Tvr�e�a 3 sledi da postoji jedinistveno [x, y] koje je uda	eno od x za najvixe
ε, pa iz taqke 4. u Teoremi 5 iz Lekcije 5 sledi da (puna) orbita taqke [x, y] ostaje u Λε.
Poxto je Λ maksimalan, imamo da je [x, y] ∈ Λ.

⇐: Uvek je Λ ⊂
⋂∞
n=−∞ f

n(V ). Pretpostavimo da Λ ima SLP. Neka su ε, δ i c kao u Tvr�e�u 3.
Ho�emo da poka�emo da ako je orbita neke taqke p cela u nekoj okolini V skupa Λ, da tada
p ∈ Λ. Za dokaz ovoga potrebna nam je slede�a lema.

Lema 7. Neka je Λ hiperboliqki skup sa SLP. Tada postoje δ1 i δ2 takvi da va�i

x0 ∈ Λ, y ∈ W u
δ1

(x0), d(fn(y),Λ) < δ2, n ∈ N ⇒ y ∈ Λ.

Kraj dokaza Teoreme 6. Pretpostavimo da je ε dovo	no malo tako da su ispu�eni uslovi
Tvr�e�a 8 iz Lekcije 4. Neka je orbita O(y) taqke p cela u okolini Λε/2 skupa Λ. Iz
Tvr�e�a 8 i Tvr�e�a 3 iz Lekcije 4 sledi da je skup Λ ∪ O(p) tako�e hiperboliqki pa na
�ega mo�emo da primenimo Tvr�e�e 3 iz ove lekcije (ako treba, sma�i�emo ε dodatno).
Neka je x0 ∈ Λ takvo da je d(x0, p) < δ iz Tvr�e�a 3. Tada je

y := [p, x0] ∈ W s
ε/2(y) ⇒ fn(y) ∈ W s

ε/2(fn(p)),

pa je
d(fn(y),Λ) ≤ d(fn(y), fn(p)) + d(fn(p),Λ) < ε/2 + ε/2 = ε.

Dokaz Leme 7. Neka je
K := sup ‖dfx‖

na nekoj okolini skupa Λ. Neka su ε, δ i c iz definicije SLP i Tvr�e�a 3. Izaberimo δ1 i
δ2 takve da va�i

1. δ1 ≤ min{1/(cK), 1/2, ε/2}

2. δ2 ≤ δ1/(cK)

3. d(x, y) < δ2 ⇒ W s
δ1

(x) ∩W u
δ1

(y) 6= ∅

4. d(x, y) < δ2 ⇒ W s
2δ1

(x) ∩W u
δ1

(y) je jednoqlan.

Neka je x0 ∈ Λ, y ∈ W u
δ1

(x0) i d(fn(y),Λ) < δ2 za svako n ∈ N. Zavrxi�emo dokaz Leme ako
poka�emo da je za neko n:

an := min
z∈Λ∩Wu

ε (fn(x0))
du(fn(y), z) = 0. (1)
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Zaista, odavde �e slediti da fn(y) ∈ Λ, pa je i y ∈ Λ.
Doka�imo pre svega da je an < δ1 za svako n, indukcijom po n. Poxto y ∈ W u

δ1
(x0) ⊂

W u
ε (x0), to je a0 < δ1. Neka je an < δ1. Izaberimo zn ∈ Λ takvo da je d(fn(y), zn) < δ2.

Oznaqimo sa
pn := [zn, f

n(y)]

(ovo ima smisla zbog Tvr�e�a 3). Iz nejednakosti trougla i uslova y ∈ W u
δ1

(x0) sledi da je

W s
δ1

(fn(y)) ⊆ W s
2δ1

(fn(x0)).

Iz naqina na koji smo birali δ2 (taqka 4.) sledi da je

{pn} = {[zn, fn(y)]} = W s
δ1

(zn) ∩W u
δ1

(fn(y)) = W s
δ1

(zn) ∩W u
2δ1

(fn(x0)) ⊆ Λ.

Posled�a inkluzija va�i zbog SLP. Odavde imamo pn ∈ Λ pa je

an ≤ du(fn(y), pn) < c δ2 ≤ δ1/K,

i odatle
an+1 ≤ Kan < δ1.

S druge strane, iz taqke 4. Teoremi 5 iz Lekcije 5 sledi da za dovo	no malo δ1 postoji
µ > 1 takvo da va�i

an < δ1 ⇒ an+1 ≥ µ an,

pa mora biti an = 0 za svako n.
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