
6. Lamdba lema i transverzalne homokliniqne taqke

1 Lambda lema

Neka je Rm = Eu ⊕ Es (Eu = Rk, Es = Rm−k za neko k ∈ {0, . . . ,m}). Podsetimo se
oznaka za (redom) stabilni i nestabilni konus, i lokalnu stabilnu i nestabilnu
mnogostrukost:

Ks
δ := {v ∈ Rm | ‖vu‖ ≤ δ‖vs‖}

Ku
δ := {v ∈ Rm | ‖vs‖ ≤ δ‖vu‖}

W s
ε (x) := {y ∈M | d(fn(x), fn(y)) < ε, ∀n ∈ N0}

W u
ε (x) := {y ∈M | d(f−n(x), f−n(y)) < ε, ∀n ∈ N0}.

Za V = Rj ∼= Rj × {0} ⊂ Rm, sa BV (x, r) oznaqavamo loptu u V sa centrom u x polu-
preqika r.

Lema 1. Neka je λ ∈ (0, 1), i ε, δ dovoǉno mali. Neka su f : BEu(0, ε) × BEs(0, ε) → Rm i
φ : BEu(0, ε)→ BEs(0, ε) preslikavaǌa klase C1 za koja va�i:

1. 0 je hiperboliqka fiksna taqka preslikavaǌa f ;

2. W u
ε (0) = BEu(0, ε)× {0} i W s

ε (0) = {0} ×BEs(0, ε);

3. ‖dfx(v)‖ ≥ λ−1‖v‖ za svako v ∈ Ku
δ kadgod x, f(x) ∈ BEu(0, ε)×BEs(0, ε);

4. ‖dfx(v)‖ ≤ λ‖v‖ za svako v ∈ Ks
δ kadgod x, f(x) ∈ BEu(0, ε)×BEs(0, ε);

5. dfx(Ku
δ ) ⊂ Ku

δ kadgod x, f(x) ∈ BEu(0, ε)×BEs(0, ε);

6. df−1
x (Ks

δ ) ⊂ Ks
δ kadgod x, f−1(x) ∈ BEu(0, ε)×BEs(0, ε);

7. T(y,φ(y))Graph(φ) ⊂ Ku
δ , za svako y ∈ BEu(0, ε).

Tada za svako n ∈ N postoji skup Dn ⊂ BEu(0, ε) difeomorfan kugli BEu(0, ε) takav da za
skup

In := fn(Graph(φ|Dn))

va�i πu(In) ⊃ BEu(0, ε/2) i TxIn ⊂ Ku
δλ2n za svako x ∈ In.

Dokaz. Doma�i (N1).
Prethodna lema nam ka�e da prostori tangentni na sliku (pri preslikavaǌu fn)

grafika preslikavaǌa φ eksponencijalno (po n) te�e ka nestabilnom prostoru Eu.
Slede�a teorema, poznata kao ,,Lamba lema”ili Lema o nagiǌaǌu, govori nam

da se svaki disk koji se transverzalno seqe sa stabilnom mnogostrukox�u (hiper-
boliqke fiksne taqke preslikavaǌa f), pribli�ava nestabilnom, pri iteracijama
preslikavaǌa f .

Podsetimo se da se dve podmnogostrukosti N,L ⊂M seku transverzalno ako je, za
svako x ∈ N ∩ L, TxM = TxN ⊕ TxL.
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Slika 1: Preslikava�e φ

Teorema 2. (Lamba lema.) Neka je x hiperboliqka fiksna taqka difeomorfizma f :
U → M , dimW u(x) = k, dimW s(x) = l. Neka je y ∈ W s(x) i neka je D 3 y C1-podmnogo-
strukost dimenzije k koja se seqe sa W s(x) transverzalno u taqki y.

Tada za svako R > 0 i β > 0 postoji n0 ∈ N i, za svako n ≥ n0, podskup D̃ = D̃(R, β, n)
difeomorfan otvorenom k-disku, takav da je y ∈ D̃ ⊂ D i da je C1-rastojaǌe izme�u
fn(D̃) i BWu(x)(0, R) maǌe od β.

Ideja dokaza. Pretpostavimo da je M = Rm, x = 0. Dokaza�emo da postoji n1 ∈ N
i skup D1 ⊂ fn1(D) koji �e biti grafik preslikavaǌa φ iz Leme 1. Poxto je 0
hiperboliqka fiksna taqka, za svako δ > 0 postoji ε > 0 takvo da se Es = Es(0) i Eu =
Eu(0) mogu produ�iti na okolinu Bε = BEu(0, ε) × BEs(0, ε) taqke 0 i da se konstanta
hiperboliqnosti promeni za najvixe δ (Tvr�eǌe 8 iz 4. lekcije). Poxto fn(y) → 0,
postoji n1 ∈ N takvo da z := fn1(y) ∈ Bε. Kako se D i W s(0) seku transverzalno, i
dfn1
y je izomorfizam, to se i fn1(D) i W s(0) seku transverzalno. Ako je potrebno,

mo�emo da smaǌimo ε tako da se dfn1
y (TyD) i Es(x) seku transverzalno za svako x ∈ Bε.

Definiximo preslikavaǌe φ : BEu(0, ε)→ BEs(0, ε) na slede�i naqin:

Eu 3 x 7→ x1 := Es(x) ∩ fn1(D) 7→ Eu(x1) ∩ Es =: φ(x)

(videti Sliku 1). Nije texko videti da je Graph(φ) = fn1(D)∩Bε. Mo�e se proveriti
da ovakvo φ zadovoǉava uslove Leme 1 i da se za D̃ mo�e uzeti f−n(In) (oznake iz
Leme 1) za pogodno izabrano n, ovde to ne�emo raditi.

2 Potkovica i transverzalne homokliniqne taqke

Da�emo primer hiperboliqkog skupa koji je uopxteǌe Smejlovog potkoviqastog
preslikavaǌa.
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Neka je Rm = Eu ⊕ Es (Eu = Rl, Es = Rm−l). Za z = (x, y) ∈ Eu ⊕ Es oznaqimo sa

Ru := {x ∈ Eu | ‖x‖ ≤ 1}, Rs := {x ∈ Es | ‖x‖ ≤ 1}, R := Ru ×Rs

F s(z) := {x} ×Rs, F u(z) := Ru × {y}.

Skupove F s i F u zovemo stabilnim i nestabilnim fibrama.

Definicija 3. Neka je f : R→ Rm preslikava�e klase C1. Ka�emo da f ima potkovicu
ako postoje λ, α ∈ (0, 1) takvi da va�i

1. f je 1-1;

2. f(R) ∩R ima najma�e dve komponente povezanosti ∆0, . . . ,∆k−1;

3. ako je z ∈ R i f(z) ∈ ∆j, tada su skupovi

Gu
j (z) := f(F u(z)) ∩∆j, Gs

j := f−1(F s(f(z)) ∩∆j)

su povezani i restrikcije projekcija πu : R→ Ru i πs : R→ Rs na Gu
j (z) i Gs

j(z) redom
su 1-1 i na;

4. ako su z, f(z) ∈ R tada izvod dfz quva nestabilni konus Ku
α i λ‖dfzv‖ ≥ ‖v‖ za svako

v ∈ Ku
α, dok df

−1
f(z) quva stabilni konus Ks

α i λ‖df−1
f(z)v‖ ≥ ‖v‖ za svako v ∈ Ks

α.

Skup

Λ :=
∞⋂

n=−∞

fn(R)

se zove potkovica. �

Teorema 4. Potkovica Λ je hiperboliqki skup preslikavaǌa f . Ako f(R) ∩ R ima k
komponenata povezanosti, onda je f |Λ topoloxki konjugovana xiftu na prostoru dvo-
stranih nizova elemenata iz alfabeta {0, 1, . . . , k − 1}.

Dokaz. Iz Tvr�eǌa 3 iz 4. lekcije sledi da je Λ hiperboliqki skup. Konjugacija sa
xiftom je Doma�i (N2).

Posledica 5. Ako difeomorfizam f ima potkovicu, tada je ǌegova topoloxka entro-
pija strogo pozitivna.

Definicija 6. Neka je p hiperboliqka periodiqna taqka difeomorfizma f : U → M .

Taqka q ∈ U se naziva transverzalna homokliniqna za taqku p ako je q 6= p, q ∈ W u(p) ∩
W s(p) i mnogostrukosti W u(p) i W s(p) se seku transverzalno u q. �

Transverzalne homokliniqne taqke povlaqe postojaǌe potkovice, o tome govori
slede�a teorema.

Teorema 7. Neka je p hiperboliqka fiksna taqka glatkog difeomorfizma f : U → M
koja ima transverzalnu homokliniqnu taqku q. Tada postoji potkovica u proizvoǉnoj
okolini skupa {p} ∪ O(q).
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Slika 2: Potkovica

Skica dokaza. Pretpostavimo da je dimM = 2, poxto se ideja dokaza ne razlikuje
u ve�im dimenzijama. Postoje lokalne koordinate oko taqke p koje slikaju p u koor-
dinatni poqetak, W u(p) u x-osu, a W s(p) u y-osu, tako da �emo pretostaviti da smo u
takvom ambijentu.

Neka je λ ∈ (0, 1) takvo da je

‖df0vs‖ < λ‖vs‖, ‖df−1
0 vu‖ < λ‖vu‖,

za v = (vu, vs) ∈ Eu × Es. Podsetimo se da smo sa Ks
a i Ku

a oznaqavali stabilni i
nestabilni konus veliqine a. Fiksirajmo δ > 0 i odaberimo okolinu U koordinatnog
poqetka takvu da za x ∈ U va�i

dfx(K
u
δ/2) ⊂ Ku

δ/2, v ∈ Ku
δ/2 ⇒ ‖df−1

x v‖ < λ‖v‖,
df−1
x (Ks

δ/2) ⊂ Ks
δ/2, v ∈ Ks

δ/2 ⇒ ‖dfxv‖ < λ‖v‖.

Poxto taqka q pripada W s(0) i W u(0), va�i

fn(q), f−n(q) ∈ U , n ≥ n0.

Poxto su prostori W s(0) i W u(0) f-invarijantni, to je fn(q) ∈ W s(0)∩W u(0) za svako
n. Kako je f difeomorfizam i W s(0) i W u(0) se seku transverzalno u taqki q, to
dobijamo prebrojivo mnogo transverzalnih preseka mnogostrukosti W s(0) i W u(0).

Posmatra�emo pravougaonik R qije su stranice paralelne koordinatnim osama,
koji je blizu y-ose i qija je stranica paralelna x-osi sa dovoǉno mala (videti
Sliku 2). Za pogodan izbor ovog pravougaonika, i dovoǉno veliko N ≥ max{n1, n2},
za f̃ := fN , mo�e se pokazati da R i f̃(R) zadovoǉavaju definiciju potkovice. Mi
�emo ovde samo skicirati taj dokaz. Za detaǉe pogledati [1] ili [2].

Neka su fnk(q) i fnk+1(q) dve susedne taqke orbite O(q) koje pripadaju W s(0). Po-
smatrajmo ,,parqe” nestabilne mnogostrukosti izme�u taqaka fnk(q) i fnk+1(q), ovo
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je glatki ulo�eni jednodimenzioni disk. Iz Lambda leme sledi da postoji ulo�en
disk u ovom disku, koji se sa iteracijama preslikavǌa f ispravǉa (te�i ka horizon-
talnoj du�i) i ,,lepi” za x-osu. S jedne strane imamo ovakvo ,,ispravǉaǌe” delova
W u(0), a s druge, beskonaqno mnogo preseka sa W s(0). To znaqi da W u(0) izgleda kao
na Slici 2, oznaqeno plavom bojom.

Ako primenimo Lambda lemu na svaku horizonalnu du� u pravougaoniku R, vi-
dimo da �e posle nekoliko (m) koraka pravougaonik R biti blizu nestabilnoj mnogo-
strukosti W u(0) (videti Sliku 2). Zbog neprekidnosti sada vidimo da je fN(R) (na
slici naran
asto), za veliko N blizu delova od W u(0) koje smo maloqas razmatrali
(oznaqenih plavom bojom).

Zakǉuqujemo da �emo, za dovoǉno veliko N dobiti preslikavaǌe f̃ koje je isto
kao Smejlova potkovica (ovo je te�e zapisati nego nacrtati, kao i kod same Smejlove
potkovice).

Napomena 8. Teorema 7 va�i i ako je p periodiqa hiberboliqka taqka, tada potkovica
postoji u proizvoǉnoj okolini skupa O(p) ∪ O(q).
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