
1. Dokaz Konlijeve teoreme (osnovne teoreme dinamiqkih si-
stema)

Podsetimo se pre svega nekih tvr�eǌa sa qasa koje �emo koristiti u dokazu.

Lema. Neka je A atraktor reverzibilnog dinamiqkog sistema f : X → X i R ǌemu
dualni repeler. Neka su U i V odgovaraju�i izolatori. Tada postoji jedinstveno n0 ∈ Z
za koje va�i fn0(x) ∈ U \ f(U). Pritom va�i jedan od slede�a dva sluqaja:

• fn0−1 ∈ ∂U = ∂V , a za n < n0 − 1 va�i fn(x) ∈ V , ili

• za n < n0, fn(x) ∈ V .

Oqigledno je fn(x) ∈ U , za n ≥ n0.

Teorema 1. CR(f) =
∞⋂
n=1

(An ∪Rn).

Tvr�eǌe 2. Za svako x ∈ X, skup u(x, ε) := {y ∈ X | postoji ε− pseudoorbita od x ka y}
je otvoren i va�i f(u(x, ε)) ⊂ u(x, ε). Odavde sledi da je sa

A(x, ε) :=
∞⋂
n=0

fn(u(x, ε))

definisan atraktor preslikavaǌa f .

Tvr�eǌe 3. Neka su x, y ∈ CR(f) =
⋃∞

n=1An ∪ Rn. Tada je x ∼ y ako i samo ako za svako
n va�i: ili x, y ∈ An ili x, y ∈ Rn.

Tvr�eǌe 4. Neka je A atraktor reverzibilnog dinamiqkog sistema f : X → X i R
ǌemu dualni repeler. Tada postoji neprekidna funkcija ϕ : X → [0, 1] za koju va�i:

1. ϕ−1({0}) = A, ϕ−1({1}) = R,

2. ako x /∈ A ∪R, onda va�i ϕ(f(x)) < ϕ(x).

Dokaz. Neka je U izolator za A. Definiximo funkciju ψ : X → [0, 1] sa:

ψ(x) :=
d(x, f(U))

d(x, f(U)) + d(x,X \ U)
.

Funkcija ψ je neprekidna i zadovoǉava ψ(f(U)) = {0}, ψ(X \ U) = {1}. Neka je an > 0
bilo koji dvostrani (n ∈ Z) niz pozitivnih realnih brojeva za koji va�i

∞∑
n=−∞

an = 1.
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Definiximo funkciju ϕ : X → [0, 1] kao

ϕ(x) :=
∞∑

n=−∞

anψ(f
n(x)).

Kako gorǌi red ravnomerno konvergira, to je funkcija ϕ neprekidna i nije texko
videti da je, za x ∈ A, ϕ(x) = 0, a za x ∈ R, ϕ(x) = 1 (zbog invarijantnosti skupova A
i R).

Ako x /∈ A ∪R, tada iz Leme vidimo da niz ψ(fn(x)) izgleda ovako:

. . . , 1, 1, . . . , 1, c, 0, 0, . . . , 0, . . . ,

gde je broj c na mestu n0, i to

• c = 0 ako fn0(x) ∈ f(U)

• c ∈ (0, 1) ako fn0(x) ∈ U \ f(U).

Zato niz ψ(fn+1(x)) izgleda ovako:

. . . , 1, 1, . . . , 1, c, 0, 0, . . . , 0, . . . ,

gde je broj c sada na mestu n0 − 1. Odavde zakǉuqujemo da je

ϕ(x) =

n0−1∑
n=−∞

an + c an0 , ϕ(f(x)) =

n0−2∑
n=−∞

an + c an0−1,

pa je
ϕ(x)− ϕ(f(x)) = an0−1(c− 1)− c an0 < 0.

Sada mo�emo da doka�emo Konlijevu teoremu.

Teorema 5. (Konli) Neka je X kompaktan metriqki prostor i f reverzibilni dina-
miqki sistem. Tada postoji neprekidna fukncija V : X → R koja zadovoǉava:

(a) za x /∈ CR(f) va�i V (f(x)) < V (x)

(b) za x, y ∈ CR(f) va�i V (x) = V (y) ako i samo je x ∼ y; specijalno V (f(x)) = V (x)

(v) V (CR(f)) je komaktan nigde gust podskup skupa R.

Konlijeva teorema nam ka�e da se mnoge zanimǉive stvari u dinamiqkom sistemu
odvijaju u okviru skupa lanqano rekurentnih taqaka, budu�i da je sistem gradijent-
nog tipa priliqno jednostavan dinamiqki sistem.

Dokaz. (a) Neka je CR(f) =
⋂∞

n=1(An ∪ Rn) iz Teoreme 1 i neka je ϕn funkcija iz
Tvr�eǌa 4 pridru�ena paru (An, Rn). Definiximo

V (x) :=
∞∑
n=1

2ϕn(x)

3n
.
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Funkcija V je neprekidna kao ravnomerna suma neprekidnih funkcija. Ako x /∈ CR(f),
tada postoji n takvo da x /∈ An ∪ Rn, pa iz Tvr�eǌa 4 imamo da je ϕn(f(x)) < ϕn(x),
odakle sledi da je i V (f(x)) < V (x).

(b) Neka su x, y ∈ CR(f). Primetimo da je V (x) = V (y) ako i samo ako je, za svako n,
ϕn(x) = ϕn(y) xto je ekvivalentno sa tim da je, za svako n, ili x, y ∈ An ili x, y ∈ Rn.
Sada dokaz taqke (b) sledi iz Tvr�eǌa 3.

(v) Ako x ∈ CR(f), tada, za svako n, x ∈ An ∪ Rn, pa ϕn(x) ∈ {0, 1} za svako n, odakle
sledi da je V (CR(f)) sadr�ano u standardnom Kantorovom skupu.
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