
4. Invarijantni konusi i stabilnost

1 Invarijantni konusi

U nekim situacijama je zgodnije baviti se hiperboliqkim skupovima pomo�u in-
varijantnih konusa, koji daju jednu karakterizaciju hiperboliqnosti.

Neka je Λ hiperboliqki skup preslikavaǌa f : U → M . Kako su distribucije
Es i Eu neprekidne (Tvr�eǌe 1 iz prethodne lekcije), mo�emo da ih neprekidno
produ�imo na otvoren podskup O ⊆ U koji sadr�i Λ. Pretpostavimo da je metrika
〈·, ·〉 iz Tvr�eǌa 2 iz prethodne lekcije (takva da je C = 1). Za x ∈ O, v ∈ TxM
definiximo vs ∈ Es(x), vu ∈ Eu(x) takve da je v = vs + vu. Za α > 0 definiximo
stabilni i nestabilni konus veliqine α kao

Ks
α(x) := {v ∈ TxM | ‖vu‖ ≤ α‖vs‖}, Ku

α(x) := {v ∈ TxM | ‖vs‖ ≤ α‖vu‖}.

Oznaqimo sa Λε := {x ∈ U | d(x,Λ) < ε}.

Tvr�eǌe 1. Za svako α > 0 postoji ε = ε(α) > 0, takvo da f j(Λε) ⊂ O, za j = −1, 0, 1, i
da, za svako x ∈ Λε va�i:

dfxK
u
α(x) ⊆ Int

(
Ku
α(f(x))

)
∪ {0}, i df−1

f(x)K
s
α(f(x)) ⊆ Int

(
Ks
α(x)

)
∪ {0}.

Dokaz. Tvr�eǌe oqigledno va�i za x ∈ Λ, pa iz neprekidnosti df i df−1 i kompakt-
nosti skupa Λ sledi da va�i i na Λε za neko ε.

Tvr�eǌe 2. Za svako δ > 0 postoje α > 0 i ε > 0 takvi da je f j(Λε) ⊂ O, za j = −1, 0, 1,
i da, za svako x ∈ Λε va�i:

v ∈ Ku
α(f(x)) ⇒ ‖df−1

f(x)v‖ ≤ (λ+ δ)‖v‖; v ∈ Ks
α(x) ⇒ ‖dfxv‖ ≤ (λ+ δ)‖v‖.

Dokaz. Neka je M = maxΛ ‖df‖ i α < δ/M . Neka je x ∈ Λ, v ∈ Ks
α(x) i ‖v‖ = 1. Tada je

‖vs‖ ≤ α, pa imamo:

‖dfxv‖ ≤ ‖dfxvs‖+ ‖dfxvu‖ ≤Mα + λ < δ + λ = (δ + λ)‖v‖.

Zbog neprekidnosti df i kompaktnosti jediniqnog tangentnog raslojeǌa du� skupa Λ
gorǌa nejednakost va�i za x ∈ Λε, ‖v‖ = 1, odakle ona sledi i za sve v.

Slede�e tvr�eǌe je obrat prethodna dva.

Tvr�eǌe 3. Neka f : U → M i Λ ⊂ U kompaktan i f-invarijantan. Ako postoje
neprekidne distribucije Es(x) i Eu(x), takve da je Es(x) ⊕ Eu(x) = TxM i α > 0 takvo
da za α-konuse Ks

α(x) i Ku
α(x) va�i:

1. dfxKu
α(x) ⊂ Ku

α(f(x)) i df−1
f(x)K

s
α(f(x)) ⊂ Ks

α(x);
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2. ‖dfxv‖ < ‖v‖ za svaki nenula v ∈ Ks
α(x) i ‖df−1

f(x)v‖ < ‖v‖ za svaki nenula v ∈ Ku
α(x),

tada je Λ hiperboliqki skup.

Dokaz. Zahvaǉuju�i kompaktnosti jediniqnog tangentnog raslojeǌa du� skupa Λ,
mo�emo da na�emo konstantu λ ∈ (0, 1) za koju va�i

v ∈ Ks
α(x) ⇒ ‖dfxv‖ ≤ λ‖v‖; v ∈ Ku

α(f(x)) ⇒ ‖df−1
f(x)v‖ ≤ λ‖v‖.

Odavde indkucijom dobijamo da je

v ∈ Ks
α(x) ⇒ ‖dfnx v‖ ≤ λn‖v‖

i sliqno za nestabilni konus. Zato ako definixemo

Es(x) :=
∞⋂
n=0

df−nfn(x)K
s
α(fn(x)), Eu(x) :=

∞⋂
n=0

dfnf−n(x)K
u
α(f−n(x)),

zavrxavamo dokaz (mo�emo uzeti da je C = 1 u definiciji hiperboliqnosti).

2 Stabilnost hiperboliqnosti

U ovom poglavǉu dokazujemo stabilnost svojstva hiperboliqnosti, pomo�u ka-
rakterizacija invarijantnim konusima i svojstvima senqeǌa koje smo do sad izveli.

Tvr�eǌe 4. Neka je Λ hiperboliqki skup preslikavaǌa f : U → M . Postoji otvoren
skup O ⊃ Λ i ε > 0 takvi da ako je g : U →M difeomorfizam za koji va�i dist1(f, g) < ε
i K ⊂ O g-invarijantan kompakt, onda je K hiperboliqki za g.

Dokaz. Pretpostavimo da je C = 1 (Tvr�eǌe 2 iz prethodne lekcije). Produ�imo di-
stribucije Es

f i E
u
f do neprekidnih distribucija na O ⊃ Λ. Izaberimo ε > 0 dovoǉno

malo, i ako treba, smaǌimo okolinu O tako da svako g za koje va�i dist1(f, g) < ε i
K ⊂ O zadovoǉava taqke 1. i 2. iz Tvr�eǌa 3 za stabilne i nestabilne konuse defi-
nisane na O.

Posledica 5. Skup Anosovǉevih difeomorfizama je otvoren u skupu svih difeomorfi-
zama sa topologijom deginisanom dist1 metrikom.

Tvr�eǌe 6. Neka je Λ hiperboliqki skup preslikavaǌa f : U → M . Za svaki otvoren
skup V ⊂ U koji sadr�i Λ, i za svako ε > 0, postoji δ > 0 takvo da za svako g : V →M za
koje je dist1(f, g) < δ, postoji hiperboliqki skup K ⊂ V preslikavaǌa g i homeomorfizam
χ : K → Λ takav da je χ ◦ g|K = f |Λ ◦ χ i da je dist0(χ, Id) < ε.

Dokaz. Ho�emo da primenimo Teoremu 8 iz prethodne lekcije. Izaberimo da je
X := Λ, h := f |Λ, i φ : Λ ↪→ U inkluzija. Neka je ψ iz Teoreme 8 takvo da je

ψ ◦ f |Λ = g ◦ ψ.
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Neka je K := ψ(Λ). Primenimo ponovo Teoremu 8, sada za X := K, h := g|K i φ : K ↪→M
inkluziju. Dobijamo preslikavaǌe ψ′ : K → U , za koje va�i

ψ′ ◦ g|K = f |Λ ◦ ψ′.

Odavde zakǉuqujemo da je

ψ ◦ f |Λ ◦ ψ′ = g ◦ ψ ◦ ψ′ ⇒ ψ ◦ ψ′ ◦ g|K = g|K ◦ ψ ◦ ψ′.

Iz jedinstvenosti preslikavaǌa koje ostvaruje gorǌu konjugaciju (konkretno ψ ◦ψ′),
zakǉuqujemo da je ψ ◦ ψ′ = Id, i sliqno, da je ψ′ ◦ ψ = Id, odnosno da je ψ′ = ψ−1,
pa je ψ homeomorfizam. Kako je φ identitet na K, Teorema 8 nam tako�e ka�e da
je preslikavaǌe χ := ψ′ je blizu identitetu. Iz Tvr�eǌa 3 sledi da je skup K
hiperboliqki za preslikavaǌe g.

Definicija 7. Glatki difeomorfizam glatke mnogostrukosti je strukturalno stabilan
ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da za svaki glatki difeomorfizam g koji je na dist1-

rastoja�u od f za ma�e od δ postoji homeomorfizam h : M →M takav da va�i

f ◦ h = h ◦ g, i dist0(h, Id) < ε.

�

Va�an primer strukturalno stabilnih difeomorfizama su Anosovǉevi difeo-
morfizmi.

Slede�i stav nam je potreban za formulaciju lokalne teoreme o stabilnoj i
nestabilnoj mnogostrukosti u narednoj lekciji (Teorema 6).

Tvr�eǌe 8. Neka je Λ hiperboliqki skup za f , sa C = 1. Za svako δ postoji ε takvo da se

distribucije Es i Eu mogu neprekidno proxiriti na Λε = {x ∈ U | d(x,Λ) < ε} i to tako da

va�i:

1. Es je neprekidna na Λs
ε, E

u je neprekidna na Λu
ε , gde su

Λs
ε := {x ∈ U | d(fn(x),Λ) < ε, n ∈ N0}

Λu
ε := {x ∈ U | d(f−n(x),Λ) < ε, n ∈ N0};

2. za x ∈ Λε ∩ f(Λε) je dfxE
s(x) = Eu(f(x)) i dfxE

u(x) = Eu(f(x));

3. za x ∈ Λε i v ∈ Es(x) je ‖dfxv‖ < (λ+ δ)‖v‖;

4. za x ∈ Λε i v ∈ Eu(x) je ‖df−1
x v‖ < (λ+ δ)‖v‖.

Dokaz. Doma�i (ǈ5).
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