
5. Stabilna i nestabilna mnogostrukost

(Mislim da je ovo gradivo za dve nede	e.)

1 Sluqaj hiperboliqke fiksne taqke

Prvo �emo dokazati lokalnu teoremu o stabilnoj mnogostrukosti u sluqaju hi-
perboliqke fiksne taqke. Neka je je f : U → M glatko i x ∈ U hiperboliqka fiksna
taqka preslikavaǌa f .

Oznaqimo sa

W s
loc,δ(x, f) := {y ∈ U | d(fn(y), x) < δ, n ∈ N0 i lim

n→∞
fn(y) = x},

W u
loc,δ(x, f) := {y ∈ U | d(f−n(y), x) < δ, n ∈ N0 i lim

n→∞
fn(y) = x}

lokalnu stabilnu i nestabilnu mnogostrukost taqke x.

Teorema 1. (Lokalna teorema o stabilnoj i nestabilnoj mnogostrukosti.) Za
dovoǉno malo δ, lokalna stabilna i nestabilna mnogostrukost W s

loc,δ(x) i W u
loc,δ(x) su

utopǉene C1-podmnogostrukosti od M difeomorfne loptama u Es(x), tj. Eu(x).

Za dokaz Teoreme 1 potrebno nam je slede�e tvr�eǌe. Ka�emo da je reverzi-
bilno linearno preslikavaǌe L : Rm → Rm linearni hiperboliqki dinamiqki sistem
ako je matrica preslikavaǌa hiperboliqka, ili, ekvivalentno, ako je qitavo Rm hi-
perboliqki skup preslikavaǌa L (Doma�i (L5)). U ovom sluqaju imamo razlagaǌe
prostora Rm = Es ⊕ Eu koje ne zavisi od x.

Za proizvoǉni reverzibilni dinamiqki sistem f : X → X, oznaqimo sa

W s(x, f) := {y ∈ X | fn(y)→ x, n→∞}, W u(x, f) := {y ∈ X | f−n(y)→ x, n→∞}

stabilnu i nestabilnu mnogostrukost taqke x.
Iz Doma�eg (M1) sledi da je za hiperboliqko preslikavaǌe L i Lipxicovo

preslikavaǌe g sa dovoǉno malom Lipxicocom konstantnom, zbir f := L + g bi-
Lipxicovo preslikavaǌe, samim tim i reverzibilni dinamiqki sistem.

Iz nekih tehniqkih razloga (slede�u) teoremu je lakxe dokazati za nestabilnu
nego za stabilnu mnogostrukost. Naravno, analogno tvr�eǌe va�i i za stabilnu
mnogostrukost, umesto f se posmatra f−1.

Tvr�eǌe 2. Neka je M = Rm i L : Rm → Rm linearni hiperboliqki dinamiqki sistem,
Rm = Es ⊕ Eu, i ‖ · ‖ metrika za koju je C = 1 i za koju va�i

‖(vs, vu)‖ = max{‖vs‖s, ‖vu‖u},

za neke norme ‖ · ‖s na Es i ‖ · ‖u na Eu.1 Tada postoji δ takvo da ako je g : Rm → Rm

Lipxicovo, sa Lipxicovom konstantom maǌom od δ i za koje je g(0) = 0, i f := g + L,
1Ovakva metrika uvek postoji, videti Doma�i (M2).
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onda postoji Lipxicovo preslikavaǌe ξ : Eu → Es sa Lipxicovom konstantom maǌom
ili jednakom 1, za koje va�i ξ(0) = 0 i W u(0, f) = Graph(ξ).

Dokaz. Naravno problem �emo svesti na problem tra�eǌa fiksne taqke i primene
Banahovog stava. Neka je

• co(L) := inf{‖Lv‖ | ‖v‖ = 1} konorma linearnog preslikavaǌa (koja nije norma na
prostoru linernih preslikavaǌa)

• τ(L) := max{‖L|Es‖∞, ‖L−1|Eu‖∞}

• δ := min
{

1−τ(L)
2

, co(L)
}
.

Neka su f i g kao u postavci. Prvo �emo prona�i preslikavaǌe ξ : Eu → Es koje je
Lipxicovo sa Lipxicovom konstantom maǌom ili jednakom 1, za koje va�i ξ(0) = 0
i

f(Graph(ξ)) ⊆ Graph(ξ), (1)

pa �emo posle dokazati da va�i i Graph(ξ) = W u(0, f).

Korak I: prona�i kontrakciju. Primetimo da je (1) ekivalentno uslovu

ξ(fu(v, ξ(v)) = fs(v, ξ(v)), za v ∈ Eu,

gde sa fu oznaqavamo projekciju od f na Eu itd. Poxto je Lu(ξ(v)) = 0 i Ls(v) = 0, ovo
se svodi na

ξ(Luuv + gu(v, ξ(v)) = Lssξ(v) + gs(v, ξ(v)), tj. ξ((Luu + gs(Idu, ξ)) = Lssξ + gS(Idu, ξ),

gde sa Lss oznaqavamo preslikavaǌe L|Es : Es → Es i sliqno za Luu. Oznaqimo sa
Lip(f) Lipxicovu konstantu preslikavaǌa f . Kako je Lip(ξ) ≤ 1, to je

Lip(gu(Idu, ξ)) ≤ 2Lip(g) < 2δ ≤ 1− τ(L),

a iz co(Luu) ≥ 1/τ(L) i Doma�eg (M1) zakǉuqujemo da preslikavaǌe Luu+gu(Idu, ξ) ima
inverz. Potra�i�emo fiksnu taqku preslikavaǌa F definisanog sa

F (ξ) := (Lssξ + gs(Idu, ξ))(Luu + gu(Idu, ξ))
−1.

Korak II: prona�i Banahov prostor. Definiximo normu na prostoru neprekidnih
preslikavaǌa (ne nu�no linearnih) izme�u dva normirana prostora E i F kao

‖φ‖∗ := sup
v 6=0

‖φ(v)‖F
‖v‖E

(ovo je proxireǌe definicije operatorske norme). Neka je

Σ := {ξ ∈ C0(Eu, Es) | ξ(0) = 0, ‖ξ‖∗ <∞}.
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Doma�i (M3) je provera da je prostor Σ sa normom ‖ · ‖∗ Banahov. Ako je h ∈
C0(Rm,Rm) Lipxicovo, onda je h ∈ Σ i to je ‖h‖∗ ≤ Lip(h). Za a > 0 definiximo

Σa := {ξ ∈ Σ | ξ je Lipxicovo i Lip(ξ) ≤ a}.

Ako je ξ ∈ Σ1, onda je F (ξ)(0) = 0 i F (ξ) je Lipxicovo i

Lip(F (ξ)) ≤ τ(L) + 2Lip(g)
1

τ(L)
− 2Lip(g)

< 1.

Zato F (Σ1)→ Σ1, tako da za Banahov prostor biramo Σ1.
Korak III: F je kontrakcija. Ovde �emo se poslu�iti malim trikom. Neka su ξ, ζ ∈ Σ1

fiksirani, oznaqimo sa

A := Luu + gu(Idu, ξ) : Eu → Eu, B := Luu + gu(Idu, ζ) : Eu → Eu.

Iz Doma�eg (M1) sledi da su A i B bi-Lipxicova, pa su oba homeomrfizmi. Odatle
sledi da je

‖φ‖∗ = sup
v 6=0

‖φ(v)‖
‖v‖

= sup
v 6=0

‖φ(A(v))‖
‖A(v)‖

= sup
v 6=0

‖φ(B(v))‖
‖B(v)‖

(u ovome se sastoji trik). Neka je v ∈ Rm fiksirano. Imamo

‖F (ξ)(A(v))− F (ζ)(A(v))‖ ≤ ‖F (ξ)(A(v))− F (ζ)(B(v))‖+ ‖F (ζ)(B(v))− F (ζ)(A(v))‖ ≤
‖Lss(ξ(v)− ζ(v))‖+ ‖gs(v, ξ(v))− gs(v, ζ(v))‖+ Lip(F (ζ))‖B(v)− A(v)‖ ≤
τ(L)‖ξ(v)− ζ(v)‖+ Lip(g)‖ξ(v)− ζ(v)‖+ Lip(g)‖ξ(v)− ζ(v)‖ =

(
(τ(L) + 2Lip(g)

)
‖ξ(v)− ζ(v)‖.

U pretposledǌoj nejednakosti smo koristili da je Lip(F (ζ)) < 1. Poxto je g(0) = 0 i
ξ(0) = 0, imamo

‖A(v)‖ = ‖Luuv + gu(v, ξ(v))− gu(0, ξ(0)‖ ≥
1

τ(L)
‖v‖ − Lip(g)(‖v‖+ Lip(ξ)‖v‖) ≥

(
1

τ(L)
− 2Lip(g)

)
‖v‖.

Kombinovaǌem posledǌe tri izdvojene formule dobijamo:

‖F (ξ)− F (ζ)‖∗ ≤ τ(L) + 2Lip(g)
1

τ(L)
− 2Lip(g)

· sup
v 6=0

‖ξ(v)− ζ(v)‖
‖v‖

=
τ(L) + 2Lip(g)

1
τ(L)
− 2Lip(g)

‖ξ − ζ‖∗.

Korak IV: Kraj. Iz Banahovog stava o fiksnoj taqki sledi da postoji jedinstveno
ξ = ξ(g) takvo da va�i (1).

Primetimo i slede�e: ako je (v, ξ(v)) ∈ Graph(ξ), i u := A−1v, onda je f(u, ξ(u)) =
(v, ξ(v)). Zaista:

f(u, ξ(u)) = f(A−1v, ξ(A−1v)) = L(A−1v, ξ(A−1v)) + g(A−1v, ξ(A−1v)) =(
Luu(A

−1v) + gu(A
−1v, ξ(A−1v)), Lss(ξ(A

−1v)) + gs(A
−1v, ξ(A−1v))

)
=( [

Luu + gu(Idu, ξ)
]
◦ A−1v︸ ︷︷ ︸

v

, Lssξ(A
−1v) + gs(A

−1v, ξ(A−1v)︸ ︷︷ ︸
ξ[Luu+gu(Idu,ξ)]◦A−1v)

)
= (v, ξ(v)).
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Odavde zakǉuqujemo da zapravo va�i f(Graph(ξ)) = Graph(ξ). Ostalo je jox da doka-
�emo da je Graph(ξ) = W u(0, f). Iz ξ(0) = 0 i Lip(ξ) ≤ 1, imamo da je Graph(ξ) ⊆ Ku

1 .
Odavde sledi da je, za dovoǉno malo δ, Graph(ξ) ⊆ W u(0, f) (ovaj korak je sadr�aj
Doma�eg (M5)).

I na kraju ostaje da doka�emo drugu inkluziju, Graph(ξ) ⊇ W u(0, f). Pretposta-
vimo da postoji v ∈ W u(0, f) \ Graph(ξ). Neka w := (vu, ξ(vu)), imamo w ∈ Graph(ξ) i
wu = vu. Tada v − w /∈ Ku

1 , jer je vu − wu = 0, a vs − ws 6= 0. Odavde zakǉuqujemo da je
‖v − w‖ = ‖vs − ws‖s (podsetimo da je ovde norma definisana kao makismum normi na
Es i Eu).

Neka je f−1 = L−1 + h, tj. h := (L+ g)−1 − L−1. Imamo:

‖f−1(v)− f−1(w)‖ ≥ ‖f−1s (v)− f−1s (w)‖ =

‖L−1s (v)− L−1s (w) + hs(u)− hs(w)‖ ≥ ‖L−1ss ‖∞‖vs − ws‖s − Lip(h)‖v − w‖ ≥
1

‖Lss‖∞
‖v − w‖ − Lip(h)‖v − w‖ ≥

(
1

τ(L)
− Lip(h)

)
‖v − w‖.

(2)

Primetimo da je

h = (L+ g)−1 − L−1 = L−1
(
(Id + L−1g)−1 − Id

)
,

pa ako smaǌimo Lip(g), mo�emo napraviti Lip(h) proizvoǉno malim, tj. toliko da
va�i

1

τ(L)
− Lip(h) > 1.

Odatle i iz (2) sledi da
‖f−n(v)− f−n(w)‖ n→∞−→ ∞,

xto je kontradikcija sa
‖f−n(v)− f−n(w)‖ n→∞−→ 0.

Posledǌa jednakost va�i jer v, w ∈ W u(0, f).

Napomena 3. Mo�e se dokazati da ako je g klase C1, onda je to i ξ. Ovaj dokaz je dosta
tehniqki slo�en i ovde ga izostavǉamo. �

Dokaz Teoreme 1. Poxto je teorema lokalne prirode mo�emo da pretpostavimo da
je U ⊂ Rm = M . Pretpostavimo da je x = 0 i Rm = Es ⊕ Eu (razlagaǌe u odnosu na
izvod df0), kao i da je norma prilago�ena (C = 1) i nastala kao maksimum normi na
Es i Eu. Neka je β : U → [0, 1] C∞-funkcija takva da je

β(v) =

{
1, ‖v‖ ≤ 1/3;

0, ‖v‖ ≥ 2/3.

Definiximo g := f − df0 : U → Rm. Imamo da va�i g(0) = 0 (f(0) = 0 jer je 0 fiksna
taqka) i dg0 = 0. Neka je r > 0 dovoǉno malo tako da je B(0, 3r) ⊆ U ; definiximo

gr(v) := β

(
v

3r

)
g(v).

4



Preslikavaǌe gr je klase C1 i poklapa se sa g na B(0, r). Mo�e se pokazati (Doma�i
(M6)) da Lip(gr)→ 0, kad r → 0. Neka je r toliko malo da gr zadovoǉava pretpostavke
Tvr�eǌa 2 i Doma�eg (M4). Postoji C1-preslikvaǌe ξr : Es → Eu takvo da va�i
ξr(0) = 0 i Lip(ξr) ≤ 1 i da je W s(0, df0 + gr) = Graph(ξr). Oznaqimo sa

f r := df0 + gr.

Primetimo da je 0 fiksna taqka i preslikavaǌa f r (gr(0) = g(0)). Ako je Lip(gr)
dovoǉno malo, tada je i ‖dgr0‖ malo, pa iz Doma�eg (ǈ6) sledi da je da je 0 hiper-
boliqka fiksna taqka i preslikavaǌa f r, kao i da je hiperboliqko razlagaǌe za f r

u nuli bax Es ⊕ Eu.
Doka�imo da je T0Graph(ξr) = T0W

s(0, f r) = Es. Neka je v ∈ T0W s(0, f r) i γ kriva u
W s(0, f r) takva da je γ(0) = 0, γ′(0) = v. Imamo

(f r)n(γ(t)) = (f r)n(γ(0)) + d((f r)n)(γ(0))γ′(0) · t+ o(t) = 0 + (df r)n(0)v · t+ o(t), t→ 0.

Odavde sledi da je za neko t

‖(f r)n(γ(t))‖ ≥ 1

2
‖(df r)n(0)v‖ · |t|. (3)

Kako je γ(t) ∈ W s(0, f r), to je
lim
n→∞

(f r)n(γ(t)) = 0

za svako t, pa i desna strana u izrazu (3) te�i nuli kad n→∞, tj. ‖(df r)n(0)v‖ → 0,
kad n → ∞. Nije texko videti da je ovo nemogu�e ako v ne pripada ES. Zaista,
u suprotnom imamo v = vs + vu i (df r)n(0)v = (df r)n(0)vs + (df r)n(0)vu. Izraz (df r)n(0)vs
te�i nuli kad n→∞. S druge strane, ako vu 6= 0, iz (df r)n(0)vu ∈ Eu imamo

‖vu‖ = ‖(df r)−n(0)(df r)n(0)vu‖ ≤ λn‖(df r)n(0)vu‖,

i λ ∈ (0, 1), pa ‖(df r)n(0)vu‖ → ∞, kad n→∞, odnosno mora biti vu = 0, tj. T0W s(0, f r) =
Es.

Zbog naqina na koji je definisana norma, imamo da je BRm(0, r) = BEs(0, r) ×
BEu(0, r). Definiximo C1-ulagaǌe ir : Es → Rm:

ir(v) := (v, ξr(v)).

Imamo da je ir(Es) = Graph(ξr), i kako je Lip(ξr) ≤ 1:

ir(BEs(0, r)) = W s(0, f r) ∩BRm(0, r).

Tvrdimo da je
W s

loc,r(0, f) = W s(0, f r) ∩BRm(0, r). (4)

Poxto je gr = g na BRm(0, r), imamo

W s
loc,r(0, f) ⊆ W s(0, f r) ∩BRm(0, r).

5



Ako v ∈ W s(0, f r) ∩ BRm(0, r), onda je (f r)n(v) = fn(v), za svako n ≥ 0, pa, poxto iz
doma�eg (M4) znamo da je

W s(0, f r) = {v ∈ Rm | ‖(f r)n(v)‖ ≤ (τ(df0) + Lip(gr))n‖v‖},

zakǉuqujemo da je (f r)n(v) ∈ BRm(0, r), i odatle

W s
loc,r(0, f) = ir(BEs(0, r)),

xto znaqi da je W s
loc,r(0, f) utopǉena C1-mnogostrukost difeomorfna lopti BEs(0, r).

2 Opxti sluqaj hiperboliqkog skupa

Neka je Λ hiperboliqki skup difeomorfizma f : U →M . Oznaqimo sa

Λs
δ := {x ∈ U | d(fn(x),Λ) < δ, ∀n ∈ N0}, Λu

δ := {x ∈ U | d(f−n(x),Λ) < δ, ∀n ∈ N0}.

Definicija 4. Za xs ∈ Λs
δ i xu ∈ Λu

δ definiximo lokalnu stabilnu mnogostrukost
taqke xs kao

W s
ε (xs) := {y ∈M | d(fn(xs), f

n(y)) < ε, ∀n ∈ N0},

i lokalnu nestabilnu mnogostrukost taqke xu kao

W u
ε (xu) := {y ∈M | d(f−n(xu), f

−n(y)) < ε, ∀n ∈ N0}.

�

Glavni rezultat opxte teoreme o stabilnoj i nestabilnoj mnogostrukosti je da
su skupovi W s

ε (xs) i W u
ε (xu) utopǉeni C1-diskovi odgovaraju�ih dimenzija. Slede�a

teorema nam daje vixe podataka. Dokaz se (oqekivano) oslaǌa na Banahov stav o
fiksnoj taqki, uz dosta tehniqkih koraka. Ovde ga izostavǉamo, a qitaoca upu�ujemo
na [1].

Teorema 5. (Lokalna teorema o stabilnoj i nestabilnoj mnogostrukosti.) Neka
je f : M →M difeomorfizam qiji je Λ ⊂M hiperboliqki skup sa konstantom λ i C = 1.
Tada postoje ε, δ > 0 takvi da za svako xs ∈ Λs

δ i xu ∈ Λu
δ va�i

1. Skupovi W s
ε (xs) i W u

ε (xu) su C1-utopǉeni diskovi;

2. neka su Es i Eu neprekidno proxirene na W s
ε (xs) i W u

ε (xu), kao u Tvr�eǌu 8 iz
prethodne lekcije 4, tada je

y ∈ W s
ε (xs)⇒ TyW

s
ε (xs) = Es(y), y ∈ W u

ε (xu)⇒ TyW
u
ε (xu) = Eu(y);

3. f(W s
ε (xs)) ⊂ W s

ε (f(xs)) i f−1(W u
ε (f(xu))) ⊂ W u

ε (xu);

4. y, z ∈ W s
ε (xs)⇒ ds(f(y), f(z)) < λds(y, z), gde je ds rastojaǌe du� W s

ε (xs);
sliqno y, z ∈ W u

ε (xu)⇒ du(f−1(y), f−1(z)) < λdu(y, z);
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5. ako 0 < d(xs, y) < ε i exp−1xs (y) pripada δ-konusu Ku
δ (xs), onda d(f(xs), f(y)) > λ−1d(xs, y);

sliqno, ako 0 < d(xu, y) < ε i exp−1xu (y) pripada δ-konusu Ks
δ (xu), onda d(f(xu), f(y)) <

λd(xu, y);

6. y ∈ W s
ε (xs)⇒ W s

α(y) ⊂ W s
ε (xs), za neko α > 0;

y ∈ W u
ε (xu)⇒ W u

β (y) ⊂ W u
ε (xu), za neko β > 0.

Definicija 6. Neka je x ∈ Λ. (Globalna) stabilna i nestabilna mnogostrukost taqke
x se definixe kao:

W s(x) := {y ∈M | d(fn(x), fn(y))→ 0, n→∞},
W u(x) := {y ∈M | d(f−n(x), f−n(y))→ 0, n→∞}.

�

Tvr�eǌe 7. Postoji ε0 takvo da, za svako ε < ε0 i x ∈ Λ va�i

W s(x) =
∞⋃
n=0

f−n(W s
ε (fn(x)), W u(x) =

∞⋃
n=0

fn(W s
ε (f−n(x)).

Dokaz. Doma�i (M8)

Posledica 8. (Globalna teorema o stabilnoj i nestabilnoj mnogostrukosti.)
Globalna stabilna i nestabilna mnogostrukost su imerzovane C1-podmnogostrukosti
od M koje su homeomorfne lopti odgovaraju�e dimenzije (dimEs(x) i dimEu(x)).

Dokaz. Doma�i (M8).
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