
3. Hiperboliqki skupovi i senqeǌe

Na kursu iz diferencijalnih jednaqina uqili smo da je fiksna taqka X∗ toka
indukovanog autonomnim vektorskim poǉem F hiperboliqka ako je linearizacija
dF (X∗) hiperboliqka matrica (ona za koju va�i Reλ 6= 0 za svaku sopstvenu vred-
nost λ). Najjednostavniji primer je naravno koordinatni poqetak kao ekvilibrijum
sistema X ′ = AX, gde je A hiperboliqka matrica. U ovom sluqaju se prostor Rn raz-
bija na dva potprostora, Rn = Rm+ ⊕ Rm−

, gde je m+ (m−) broj sopstvenih vrednosti
sa pozitivnim (negativnim) realnim delom. Du� prostora Rm+

taqke se udaǉavaju
(eskponencijalnom brzinom) od koordinatnog poqetka, dok se mu se du� prostora Rm+

pribli�avaju. Ovakvo razbijaǌe na skupove du� kojih se prostor skupǉa i xiri je
svojstvo hiperboliqnosti. Podsetimo se Hartmen–Grobmanove teoreme koja ka�e da
je tok (nelinearnog) sistema u okolini hiperboliqkog ekvilibrijuma X∗ konjugovan
linearnom sistemu odre�enom hiperboliqkom matricom A = dF (X∗). Odavde mo�e-
mo da vidimo da su hiperboliqke fiksne taqke u nekom smislu stabilne, svojstvo
hiperboliqnosti matrice A je otvoreno svojstvo.

Hiperboliqka dinamika je dosta izuqavana olbast u dinamiqkim sistemima, re-
cimo kod dinamiqkih sistema koji zadovoǉavaju aksiomu A. Hiperboliqki sistemi
ispoǉavaju izvesnu strukturalnu stabilnost. O ovome �e biti vixe reqi kasnije.
Veliki doprinos poruqavaǌu hiperboliqke dinamike dao je Stiven Smejl.

1 Hiperboliqki skupovi

Neka je M glatka mnogostrukost, U ⊂M neprazan otvoren skup i f : U → f(U) ⊂M
glatki difeomorfizam. Kompaktan, f-invarijantan podskup Λ ⊂ U nazivamo hiperbo-
liqkim ako postoje konstante λ ∈ (0, 1), C > 0 i familije potprostora Es(x) ⊆ TxM i
Eu(x) ⊆ TxM , za x ∈ Λ, takvi da va�i:

1. TxM = Es(x)⊕ Eu(x);

2. ‖dfnx u‖ ≤ Cλn‖u‖, za svako u ∈ Es(x), n ≥ 0;

3. ‖df−nx v‖ ≤ Cλn‖v‖, za svako v ∈ Eu(x), n ≥ 0;

4. dfx(Es(x)) = Es(f(x)), dfx(Eu(x)) = Eu(f(x)).

Potprostori Es(x) i Eu(x) se zovu stabilni i nestabilni potprostor u taqki x a
distribucije {Es(x)}x∈Λ i {Eu(x)}x∈Λ stabilna i nestabilna distribucija. Ako je
Λ = M , difeomorfizam f se zove Anosovǉev difeomorfizam.

Iako definicija hiperboliqkog skupa ukǉuquje Rimanovu metriku 〈·, ·〉, svojstvo
hiperboliqnosti ne zavisi od izbora metrike (Doma�i L4).

Primeri hiperboliqkih skupova su solenoid i Smejlova potkovica. Primer Ano-
sovǉevog difeomorfizma je hiperboliqki torusni automorfizam.

Navodimo dva (tehniqka) trv�eǌa qije dokaze ostavǉamo za doma�i.

Tvr�eǌe 1. Dokazati da potprostori Es(x) i Eu(x) neprekidno zavise od x.
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Tvr�eǌe 2. Neka je Λ hiperboliqki skup za preslikavaǌe f sa konstantama λ i C. Tada
za svako ε > 0 postoji Rimanova metrika 〈·, ·〉′ definisana u okolini skupa Λ takva da
je Λ hiperboliqki za f sa konstantama C ′ = 1 i λ′ = λ + ε i da su potprostori Es(x) i
Eu(x) ε-ortogonalni, tj. da va�i

〈u, v〉′ < ε

za svako u ∈ Es(x), v ∈ Eu(x), ‖u‖ = ‖v‖ = 1.

2 Senqeǌe

Podsetimo se da je ε-pseudoorbita preslikavaǌa f svaki konaqan ili beskonaqan
niz {xk} za koji va�i d(f(xk), xk+1) < ε.

Definicija 3. Ka�emo da preslikava�e f ima svojstvo senqeǌa ako za svako ε > 0 postoji
δ > 0 takvo da za svaku δ-pseudoorbitu {xk} postoji x takvo da je d(fk(x), xk) < ε. �

Pre nego xto formulixemo teoremu Anosova o svojstvu senqeǌa u blizini hi-
perboliqkih skupova, pogledajmo prvo par primera.

Primer 4. Neka Em : S1 → S1, Em(x) = mx (mod 1) i ε ∈ (0, 1/2). Neka je {xk}nk=0 ε-
pseudoorbita preslikava�a f . Skup E−1

m (xn) ima m elemenata i za taqno jedan od �ih,
oznaqimo ga sa yn−1

n , va�i d(yn−1
n , xn−1) < ε/m. Isto tako, skup E−1

m (yn−1
n ) ima m elemenata

i za taqno jedan od �ih, oznaqimo ga sa yn−2
n , va�i d(yj−2

n , xn−2) < ε/m. Nakon n koraka
dolazimo do taqke yn := y0

n za koju va�i

Ej
m(yn) = yjn, d(Ej

m(yn), xj) < ε,

za svako j ∈ {0, . . . , n}. Ovo je senqe�e konaqne ε-pseudoorbite pravom orbitom.
Ako je {xk}∞k=0 beskonaqna ε-pseudoorbita, ponovimo ovaj postupak za svaku konaqnu ε-

pseudoorbitu {xk}nk=0. Dobijamo niz yn sa slede�im svojstvima (dokaz ostav	amo za doma�i):

1. postoji limn→∞ yn = y

2. d(Ej
m(y), xj) ≤ ε za svako j ∈ N

3. orbita {En
m(y)} je jedinstvena orbita koja ε-senqi pseudoorbitu {xn}

4. y neprekidno zavisi od {xn} u Tihonov	evoj topologiji.

Na sliqan naqin se mo�e pokazati da ako je f : S1 → S1 C1 blizu preslikava�u Em, onda se
svaka beskonaqna ε-pseudoorbita {xn} preslikava�a f mo�e osenqiti jedinstvenom pravom
orbitom {fn(y)} koje neprekidno zavisi od {xn} (Doma�i (L11)).

Neka je f : S1 → S1 C1 blizu preslikava�u Em. Posmatrajmo orbitu taqke x, {fn(x)} kao
ε-pseudoorbitu. Neka je y taqka za koju orbita {En

m(y)} senqi {fn(x)}. Tada je preslikava�e
φ : x 7→ y homeomorfizam koji uspostav	a konjugaciju izme�u f i Em (Doma�i (L12)).
Odavde zak	uqujemo da je svako f koje C1-blizu preslikava�u Em konjugovano preslikava�u
Em. Ovo znaqi da je preslikava�e Em strukturalno stabilno. X
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Primer 5. Neka je matrica A ∈ M2 hiperboliqka i detA = ±1. Tada za svaki ograniqeni
niz {uk}k∈Z ∈ R2 postoji jedinstveni ograniqeni niz {wk}k∈Z ∈ R2 za koji va�i

wk − Awk−1 = uk, ∀k ∈ Z.

Tako�e postoji konstanta C koja zavisi samo od matrice A takva da je

sup
k
‖wk‖ ≤ C sup

k
‖uk‖.

Dokaz ovog tehniqkog tvr�e�a ostav	amo za doma�i.
Neka je {xk} δ-pseudoorbita linearnog preslikava�aA : R2 → R2 i neka je uk = Axk−1−xk,

tada je ‖uk‖ < δ. Neka je {wk} jedinstveni ograniqeni niz za koji va�i wk − Awk−1 = uk,
∀k ∈ Z. Neka je yk := xk + wk, imamo ‖yk − xk‖ < Cδ i

yk = xk + wk = Axk−1 − uk + Awk−1 + uk = A(xk−1 + wk−1) = Ayk−1.

Dobili smo trajektoriju {yk} preslikava�a A koja senqi pseudoorbitu {xk} (za δ > 0 iz
definicije senqe�a mo�emo uzeti ε := δ/C0. Projekcija ove orbite nam definixe senqe�e
odgovaraju�e pseudoorbite na torusu. Ova orbita je jedinstvena (Doma�i (L14)). X

Slede�a teorema nam ka�e da pseudoorbite koje su blizu hiperboliqkom skupu Λ
mogu biti osenqene pravom orbitom iz Λ. Za a > 0 oznaqimo sa Λa skup svih x ∈ M
za koje je d(x,Λ) < a.

Teorema 6. (Anosovǉeva teorema o senqeǌu.) Neka je Λ hiperboliqki skup presli-
kavaǌa f : U → M . Tada za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da svaku svaku konaqnu
ili beskonaqnu δ-pseudoorbitu {xk} za koju va�i d(xk,Λ) < δ za svako k, postoji x ∈ Λε

takvo da je d(fk(x), xk) < ε.

Za dokaz Anosovǉeve teoreme nam je potrebno je jedno pomo�no tvr�eǌe (Teo-
rema 8). Definiximo prvo neke pojmove.

Definicija 7. Ako je X topoloxki prostor a (Y, d) metriqki prostor, definiximo me-
triku na prostoru neprekidnih preslikava�a iz X u Y , C(X, Y ), kao:

dist0(f, g) := min{1, sup
x∈X

d(f(x), f(y))}.

Ako suM iN glatke Rimanove mnogostrukosti definiximo metriku na prostoru neprekidno-
diferencijabilnih preslikava�a iz M u N , C1(M,N), kao

dist1(f, g) := dist0(df, dg),

gde su df i dg preslikava�a iz jediniqnog tangentnog rasloje�a T 1M u TN . �

Teorema 8. Neka je Λ hiperboliqki skup preslikavaǌa f : U → M . Postoji otvoren
skup O, Λ ⊂ O ⊆ U i ε0, δ0 > 0 takvi da va�i: za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da za
svako g : O → M , dist1(f, g) < ε0, svaki homeomorfizam h : X → X topoloxkog prostora
X i bilo koje neprekidno preslikavaǌe φ : X → O za koje va�i dist0(φ ◦ h, g ◦ φ) < δ,
postoji neprekidno preslikavaǌe ψ : X → O za koje va�i ψ ◦ h = g ◦ ψ i dist0(φ, ψ) < ε.
Preslikavaǌe ψ je jedinstveno u smislu da ako ψ′ : U → M zadovoǉava ψ′ ◦ h = g ◦ ψ′ i
dist0(φ, ψ′) < δ0, mora biti ψ′ = ψ.
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Skica dokaza. Ideja je da konstruixemo Banahov prostor i na ǌemu kontrakciju
qija �e fiksna taqka (ili neka ǌena modifikacija) biti preslikavaǌe ψ. Na osnovu
Vitnijeve teoreme o utapaǌu moxemo da pretpostavimo da je M podmnogostruskost
od RN za neko N . Postoji otvorena podmnogostrukost O mnogostrukosti M koja
sadr�i Λ koja je relativno kompaktan skup i cevasta okolina U mnogostrukosti O
u RN . Neka je g : O → M . Ako je π : U → O projekcija du� fibri, definiximo
g̃(z) = g(π(z)). Oznaqimo sa C(X,U) skup neprekidnih preslikavaǌa iz X u U sa
rastojaǌem dist0 i sa Γ Banahov prostor neprekidnih preslikavaǌa v : X → RN sa
uniformnom normom. Definiximo F : B(0, α)→ Γ (gde je B(0, α) ⊂ Γ kugla sa centrom
u nuli polupreqnika α) kao

F (v)(x) := g̃(φ(h−1(x) + v(h−1(x)))− φ(x),

za v ∈ B(0, α), x ∈ X. Ako je v fiskna taqka preslikavaǌa F , onda za ψ(x) := φ(x)+v(x)
va�i g̃(ψ(h−1(x))) = ψ(x). Ostalo je da se doka�e da preslikavaǌe F (koje zavisi od
g) ima jedinstvenu fiksnu taqku koja je blizu φ i da ona neprekidno zavisi od g.
Ostatak dokaza preskaqemo (za detaǉe videti [1]).

Dokaz Teoreme 6. Neka je O kao u Teoremi 8 i δ > 0 dovoǉno malo tako da je
Λδ ⊆ O. Pseudoorbitu {xk} proxirimo do dvostruke beskonaqne pseudoorbite tako
xto joj sa leve strane dodamo proizvoǉnu taqku y iz Λ za koju va�i d(x1, y) < δ i
definiximo x−k := f−k(y). Ako je {xk} konaqna, istu stvar uderimo i sa desne strane.
Primeni�emo Teoremu 8 za ε/2. Izaberimo X := {xk} sa diskretnom topologijom,
g := f , h : X → X xift preslikavaǌe h(xk) := xk+1, i φ : X → U da bude inkluzija
φ(xk) := xk. Poxto je {xk} pseudoorbita va�i dist0(φ◦h, f ◦φ) < δ, pa postoji ψ : X → O
takvo da je ψ ◦ h = g ◦ ψ i da je dist0(φ, ψ) < ε/2. To konkretno znaqi da je ψ(xk+1) =
f(ψ(xk)), pa ako uzmemo da je x := ψ(x0), vidimo da je ψ(xk) = fk(x). Po pretpostavci
je x0 ∈ Λδ, a mo�emo da pretpostavimo da je δ < ε/2, pa je

d(x,Λ) ≤ d(x, x0) + d(x0,Λ) < ε/2 + ε/2 = ε.

Iz dist0(φ, ψ) < ε zakǉuqujemo d(fk(x), xk) < ε.
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