
8. Anosovǉevi difeomorfizmi

Podsetimo se da se difeomorfizam f : M → M zove Anosov	ev ako mu je hiperboliqki
skup qitava mnogostrukost M . Iz samih definicija sledi da je mnogostrukost M lokalno
maksimalni hiperboliqki skup, kao i kompaktna. Najjednostavniji primer Anosov	evog
difeomorfizma je hiperboliqki torusni automorfizam (u svim dimenzijama).

Radi preglednosti, navexe�emo svojstva Anosov	evih difeomorfizama koja ili slede
direktno iz definicije ili smo ih ve� izveli na raznim mestima:

(A) Za svako x ∈M , postoji razlaga�e TxM = Es(x)⊕Eu(x) i λ ∈ (0, 1), kao i c > 0, ε > 0,
δ takvi da je

1. dfx(E
s(x)) = Es(f(x)) i dfx(E

u(x)) = Eu(f(x));

2. za vs ∈ Es(x), vu ∈ Eu(x) je ‖dfx(vs)‖ ≤ λ‖vs‖ i ‖df−1
x (vu)‖ ≤ λ‖vu‖;

3. za y ∈ W s(x) = {y ∈ M | d(fn(x), fn(y)) → 0, n → ∞} va�i ds(f(x), f(y)) ≤
λ ds(x, y);

4. za y ∈ W u(x) = {y ∈ M | d(f−n(x), f−n(y))→ 0, n→∞} va�i du(f−1(x), f−1(y)) ≤
λ du(x, y);

5. f(W u(x)) = W u(f(x)), f(W s(x)) = W s(f(x));

6. TxW
u(x) = Eu(x), TxW

s(x) = Es(x);

7. ako je
W s
ε (x) = {y ∈M | d(fn(x), fn(y)) < ε}

W u
ε (x) = {y ∈M | d(f−n(x), f−n(y)) < ε}

tada je, za d(x, y) < δ, presek W s
ε (x) ∩W u

ε (y) jednoqlan; taqku preseka oznaqavamo
sa [x, y]; presek [x, y] neprekidno zavisi od taqka x i y i va�i

ds([x, y], x) ≤ c d(x, y), du([x, y], y) ≤ c d(x, y).

(B) 1. Anosov	evi difeomorfizmi qine otvoren (ne obavezno neprazan) podskup skupa
C1(M);

2. Anosov	evi difeomorfizmi su strukturalno stabilni, tj. za svako ε postoji oko-
lina U ⊆ Diff1(M) preslikava�a f tavka da va�i: za svako g ∈ U postoji homeo-
morfizam ϕ : M →M takav da je

ϕ ◦ f = g ◦ ϕ, dist0(ϕ, Id) < ε.

3. Skup periodiqnih taqaka Anosov	evog difeomorfizma je gust u skupu NW(f).

Familije stabilnih i nestabilnih mnogostrukosti pridru�ene Anosov	evom difeomor-
fizmu qine dve folijacije, stabilnu i nestabilnu. Folijacija je particija mnogostrukosti
dimenzije n na podmnogostrukosti dimenzije k sa slede�im svojstvom: ako sa W (x) oznaqimo
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podmnogostrukost iz date folijacije koja sadr�i taqku x, tada postoje okolina Ux 3 x i
preslikava�e

h : BRk ×BRn−k → U

takvo da je, za svako z ∈ BRn−k , skup h(BRk × {z}) povezana komponenta skupa W (h(0, z)) ∩ U
koja sadr�i h(0, z). Tako�e zahtevamo da je h odre�ene glatkosti (ili neprekidno) i u
zavisnosti od toga folijaciju nazivamo glatkom ili neprekidnom. Mo�e se pokazati da su
stabilna i nestabilna folijacija Anosov	eve mnogostrukosti Helder neprekidna (ne moraju
biti ni Lipxicova, samim tim ni glatka). Mi to ne�emo ovde raditi, qitaoca upu�ujemo
na [1].

Dokaza�emo jox neke specifiqnosti Anosov	evog difeomorfizma.

Definicija 1. Dinamiqki sistem f : X → X je topoloxko miksira�e ako za svaka dva
neprazna otvorena skupa U i V postoji N ∈ N takvo da je fn(U) ∩ V 6= ∅ za svako n ≥ N . �

Teorema 2. Neka je F : M →M Anosov	ev. Tada su slede�i uslovi ekvivalentni:

(1) NW(f) = M

(2) svaka nestabilna mnogostrukost je gusta u M ;

(3) svaka stabilna mnogostrukost je gusta u M ;

(4) f je topoloxki tranzitivno;

(5) f je topoloxko miksira�e.

Dokaz. (1) ⇒ (2): Pretpostavimo da je NW(f) = M . Iz svojstva (B2) znamo da je skup
periodiqnih taqaka gust u M . Neka je ε > 0 dato, i dovo	no malo da va�i svojstvo (A7).
Neka su x1, . . . , xN periodiqne taqke koje qine ε/4 mre�u u M . Neka je p proizvod svih
perioda taqaka x1, . . . , xN i g := fp. Stabilne i nestabilne mnogostrukosti preslikava�a
f i g se poklapaju (zaxto?). Da bismo zavrxili dokaz inkluzije (1) ⇒ (2) potrebna nam je
slede�a lema.

Lema 3. Za dovoǉno malo ε, postoji prirodan broj q takav da ako za neke y, i i j va�i

d(W u(y), xi) < ε/2, d(xi, xj) < ε/2, onda je: d(gnq(W u(y)), xi) < ε/2, d(gnq(W u(y)), xj) < ε/2,

za svako n ∈ N.

Dokaz Leme 3. Ako je potrebno, sma�i�emo ε tako da iz svojstva (A7) sledi da postoji
z ∈ W u(y) ∩W s

ε1
(xi) i to tako da je d(gn(z), xi) < ε/2 za svako n ≥ n0 (ovo va�i zbog svojstva

(A3), taqke x1, . . . , xN su fiksne za g). Pri tome n0 zavisi od ε a ne i od z. Iz uslova
Leme i nejednakosti imamo da je d(gn(z), xj) < ε, pa ponovo iz (A7) zak	uqujemo da postoji
w ∈ W (gn(z))∩W s

ε1
(xj), pa je d(gn(w), xj) < ε/2 za n ≥ m0, pri qemu m0 zavisi od ε a ne i od

w. Tvr�e�e sada va�i ako za q uzmemo ve�i od brojeva n0, m0.

Kraj dokaza (1)⇒ (2): Neka je y ∈ M proizvo	no. Kako taqke x1, . . . , xN qine ε/4-mre�u,
za svake dve taqke xl i xr postoji najvixe N periodiqnih taqaka xk1 , . . . , xkN takvih da
je xl = xk1 , xr = xkN i rastoja�e od xi do xi+1 je ma�e od ε/2 (Doma�i (�9)). Znamo je
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d(W u(y), xi) < ε/4 za neko i. Neka je x0 ∈ {x1, . . . , xN} proizvo	no. Do taqke x0 ,,sti�emo" za
N1 ≤ N koraka preko taqaka koje su na rastoja�u ma�em od ε/2. Primenimo Lemu 3 N1 puta,
dobijamo da je d(gq(W u(y)), x0) < ε/2. Kako ovo va�i za svako x0 ∈ {x1, . . . , xN}, zak	uqujemo
da je gq(W u(y)) = W u(gq(y)) ε-gust, pa je to i W u(x) za svako x ∈M .

(1)⇒ (2) se dokazuje isto.

(2)⇒ (5): Za dokaz ove implikacije potrebna nam je slede�a lema.

Lema 4. Ako je svaka stabilna (nestabilna) mnogostrukost gusta u M , tada za svako
ε > 0, postoji R = R(ε) takvo da je svaka lopta polupreqnika R u svakoj stabilnoj (ne-
stabilnoj) mnogostrukosti ε-gusta u M .

Dokaz Leme 4. Doma�i (�10).
Pretpostavimo da je svaka nestabilna mnogostrukost gusta u M i da su U, V ⊆ M otvoreni
i neprazni. Neka su x, y ∈ M i δ > 0 takvi da je W u

δ (x) ⊆ U i B(y, δ) ⊆ V , i neka je
R = R(δ) kao u Lemi 4. Poxto f xiri nestabilnu mnogostrukost ekponencijalno, imamo da
je za n ≥ N , fn(W u

δ (x)) ⊇ W u
R(fn(x)), pa kako je skup W u

R(fn(x)) δ-gust, to postoji

z ∈ W u
R(fn(x)) ∩B(y, δ) ⊆ W u

R(fn(x)) ∩ V ⊆ fn(W u
δ (x)) ∩ V ⊆ fn(U) ∩ V,

za svako n ≥ N .

(1)⇒ (3) se dokazuje isto.

(5)⇒ (4)⇒ (1) je oqigledno.

Otvoren problem je da li je NW(f) = M za svaki Anosov	ev difeomorfizam (hipoteza
je da ovo va�i).
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