
9. Aksioma A i strukturalna stabilnost

U prethodnim lekcijama smo videli da su Anosov	evi difeomorfizmi strukturalno
stabilni. Ovde �emo pokazati da svojstvo strukturalne stabilnosti ima i xira klasa
difeomorfizma.

Definicija 1. Ka�emo da difeomorfizam f : M → M zadovo	ava Smejlovu aksiomu A
ako je skup NW(f) hiperboliqki i ako je Per(f) = NW(f). �

Anosov	evi automorfizmi, solenoid i Smejlova potkovica su primeri difeomorfizama
koji zadovo	avaju aksiomu A.

Primetimo da iz qi�enice da je NW(f) hiperboliqki ne sledi da je Per(f) = NW(f), na-
ime va�i Per(f |NW(f)) = NW(f |NW(f)), ali ne mora biti NW(f) jednako NW(f |NW(f)) (videti
Zadatak (O1)).

Definiximo relaciju ∼ na skupu NW(f): x ∼ y ako

• W u(x) ∩W s(y) 6= ∅ i W s(x) ∩W u(y) 6= ∅;

• gor�i preseci su tranzverzalni barem u jednoj taqki.

Relacija ∼ je relacija ekvivalencije (Doma�i (O2)).

Teorema 2. (Smejlova teorema o spektralnoj dekompoziciji.) Ako f zodovo	ava
aksiomu A, onda postoji jedinstvena particija skupa NW(f):

NW(f) = Λ1 ∪ Λ2 ∪ . . . ∪ Λm,

i permutacija σ skupa {1, . . . ,m} takva da su Λj zatvoreni (i me�usobno disjunktni) i da
je f(Λj) = Λσ(j). Ako je σk(j) = j, tada je fk|Λj

topoloxko miksira�e.

Dokaz. Definisa�emo skupove Λj kao klase ekvivalencije ∼. Oni su po definiciji dis-
junktni skupovi. Zbog kompaktnosti mnogostrukosti M i qi�enice da su svake dve taqke na
dovo	no malom rastoja�u ekvivalentne (Tvr�e�e 3 iz Lekcije 7), to ih ima konaqno mnogo.
Tako�e, oni su zatvoreni, jer ako x ∈ Λj, onda je x = limxn, xn ∼ y. To znaqi da su preseci
W u(xn) ∩W s(y) i W s(xn) ∩W s(xn) neprazni i transvrezalni u barem jednoj taqki. Kako je
xn ∈ NW(f), to je x ∈ NW(f). Zbog neprekidnost distribucija W u i W s i qi�enice da je
transverzalnost otvoreno svojstvo, imamo da je i x ∼ y. Kako je

x ∼ y ⇒ f(x) ∼ f(y),

va�i i f(Λj) = Λσ(j) za neku permutaciju σ skupa {1, . . . ,m}.
Ostalo je da doka�emo deo sa miksira�em. Oznaqimo sa g := fk. Primetimo da su

stabilne i nestabilne mnogostrukosti za f i g iste, pa se relacija ∼ ne razlikuje za skupove

f i g (tj. x
f∼ y ⇔ x

g∼ y), kao i da va�i Per(f) = Per(g), NW(f) = NW(g), tako da aksioma
A va�i i za g.

Neka je taqka q ∈ Λj periodiqna, i p ∈ Λj. Tada postoji z u kom se W u(p) i W s(q) seku
transverzalno, pa se bilo koja mnogostrukost koja sadr�i q i transverzalna je naW s(q) pri-
bli�ava (iteracijama preslikava�a g) mnogostrukosti W u(p) (ovo sledi iz Lamdba leme).
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Ali kako je taqka q periodiqna (i proizvo	na), zak	uqujemo da je W u(p) gust u Per(g|Λj
), pa

je gust i u Λj.
Neka su U i V neprazni i otvoreni u Λj, treba da doka�emo da postoji N takvo da je

gn(U) ∩ V 6= ∅, za n ≥ N . Kako je skup periodiqnih taqaka gust, postoji p ∈ U periodiqna.
Poxto je U otvoren, postoji δ > 0 takvo da je W u

δ (p) ⊆ U . Neka je l period taqke p. Poxto
je W u(p) =

⋃∞
i=0 g

li(W u
δ (p)) (Tvr�e�e 7 iz Lekcije 5) gust, postoji m takvo da je

V ∩
m⋃
i=0

gli(W u
δ (p)) 6= ∅.

Kako je i W u(gk(p)) = gk(W u(p)) gust, postoji mk takvo da je

V ∩
mk⋃
i=0

gk+li(W u
δ (p)) 6= ∅,

za svako k. Neka je
N = max

k∈{1,...,l−1}
{(l + 1)mk}.

Za svako n ≥ N imamo

∅ 6= V ∩
n⋃
i=1

gi(W u
δ (p)) = V ∩ gn(W u

δ (p)) ⊆ V ∩ gn(U).

Napomena 3. Na isti naqin kao Teorema ??, dokazuje se slede�e tvr�eǌe: ako je Λ
lokalno maksimalni hiperboliqki skup difeomorfizma f : U → M , onda postoji jedin-
stvena particija skupa

NW(fΛ) = Λ1 ∪ Λ2 ∪ . . . ∪ Λm,

i permutacija σ skupa {1, . . . ,m} takva da su Λj zatvoreni (i me�usobno disjunktni) i
da je f(Λj) = Λσ(j). Ako je σk(j) = j, tada je fk|Λj

topoloxko miksiraǌe. �

Posledica 4. Ako je f na lokalno maksimalnom hiperboliqkom skupu Λ topoloxko
miksiraǌe, onda periodiqne taqke qine gust skup u Λ i nestabilna mnogostrukost
svake taqke jeste gusta u Λ.

Dokaz. Spektralna dekompozicija je trivijalna.

Posledica 5. Restrikicja difeomorfizma f na lokalno maksimalan hiperboliqki skup
je topoloxki tranzitivno preslikaǌe ako i samo je permutacija σ iz Teoreme ?? ci-
kliqna.

Dokaz. Doma�i (O3).

Posledica 6. Neka je Λ povezan lokalno maksimalan hiperboliqki skup za f takav da
je Λ = NW(f |Λ) (odnosno da su periodiqne orbite guste u Λ). Tada je f |Λ topoloxko
miksiraǌe.
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Dokaz. Spektralna dekompozicija je trivijalna.

Posledica 7. Neka je f : M → M Anosov	ev difeomorfizam kompaktne povezane mnogo-
strukosti. Tada iz NW(f) = M sledi da je f topoloxko miksira�e.

Definicija 8. Neka f zadovo	ava aksiomu A. Ka�emo da f zadovo	ava jak uslov trans-
evrzalnosti ako je W u(x) t W s(y) (presek W u(x) i W s(y) je transverzalan u svakoj taqki),
za svako x, y ∈ NW(f). �

Spomenuti rezultat o strukturalnoj stabilnosti navodimo bez dokaza.

Teorema 9. (Teorema o strukturalnoj stablinosti.) Difeomorfizam klase C1 je
strukturalno stabilan ako i samo ako zadovoǉava jak uslov transverzalnosti.
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