YBOJA Y MATEMATUYKY JIOTUKY

Hebojma Nkomnosuh

— Besnemke, 2022/23 —
MCIIUTHA ITUTAIBA:
1. Uckasue dpopmyme [I/ICK&SH& asredpa; HHAYKTHBHA Aedunniuja Gopmya; pBo ¢GopMyste n TOTHOPMYIIe; BalLyannje; 33/ 10B0/bUBE
(bOpMy.J'Ie]
2. TayTOJIOI‘I/Ije [Ba)KHe TayTOJIOTHje; eKBUBAJICHTHE (POPMYJIE; TeOPEMa O 3aMEeHN €KBHBAJICHATA I l'IpI/IMeHe]
3. HpI/IHHI/IH MaTeMaTHu4IKe I/IH,leKILI/Ije [I/IH,ZIyKTI/IBHe neduHUIM]e cadupara 1 MHOXKeHa; OCHOBHE OCOOMHE cadupama 1 MHO)KeH;a]
4. (I)OpMa.HHe rpaMaTHUKe 1 (bOpMaHHe Teopuje [HOjMOBI/IZ asiader, ped, npasuiia 3a Tpanchopmarujy; jesuk oapehen dopmaii-
HOM I'DaMaTHUKOM; popMaJiHe Teopuje U u3Boherme y popMasiHoj TeOpI/IjI/I]
5. Uckazun padyH L [TeopeMa carylacHOCTU; U3Bohere 3 XUIoTe3a U CTaB ,:Le,ayKLmje]
6. HOTHyHOCT HUCKa3HOT pavyHa L [IIpI/IMOHC craBa JelyKIyje; TeopeMa IIOTIIyHOCTI/I]
7. HpI/IpO,HHa /:Legymmja y I/ICKa3HOj JIOTHIA [OCHOBHa 1 U3BeJIeHa IIpaBUJIa IIPUPO/IHE /:Lc,:gyxunjo]
8. HpeﬂI/IKaTCKe CbOpMyJIe [yHI/IBep3yM U IpeJIuKaTu (an/IMep KOHAYHOT YHEBEP3yMa ca dap jeJHuM yHApPHUM U Oap jeaHuM OmHap-
HUM IIPEJIMKATOM ); MCKa3He (byHKINje; KBAaHTU(MDUKATOPH; ATOMCKE U [PEINKATCKe (bopMyHe]
9. HpaBI/ma IpupoJHe ,ILeJILyKU,I/Ije 3a KBaHTI/ICI)I/IKaTOpe [TeopeMe IIpeIuKaTCKe .J'IL)T‘I/TKG]
10. Akcmome: eKCTEeH3MOHATHOCTH, TIPA3HOT CKyIIa, apa, YHUje U TAPTATUBHOT CKYTIA; CXeMa U3/Bajama [[la m
MIOCTOJH CKYI CBUX CKyHOBa?]
11. ByHOBe onepaunje u ,ZLeKapTOB IIPOU3BO [yHI/Ija, Ipecek, pas/jnKa 1 Bese ca uHKIy3ujoM; le Mopranosu 3akonu; ypehen
nap, Tpojka, 4eTBOPKa, ...; JlekapTos upoy13130;L]
12. Penamnuje u (byHKL(I/Ije [KOMnoanunja penanuja; koMuosuiuja GyHKIUja; HHBep3Ha penanuja; 1-1 dyunkunuje, na-byuxiuje, ou-
jcmmjc]
13. Ilpumepu penanuja u GYHKIMja: PECTPUKIM]E; jeJTHAKOCT U UIEHTUYKO IPECIUKABAIE; PeJlallije eKBUBa-
JIGHLH/Ije; KOJIMYHUYIKHU CKYII
14. Ilpumepu penanuja u dpyHKIHja: OUHApHE Olepaliije; KapakTepucTutdne (pyHKIHje; mpa3Ha DYHKIHja; Tu-
PEKTHE U UHIUPEKTHE CJINKE
15. Akcuome: 3amene, perysapaocru, dbeckonadanoctu; CKyI MPUPOTHUX OpojeBa
16. ypebe}be " apuUTMETHUYIKE onepaunje CKYIIa N [HpI/IIILH/IH MOTIIYHE MHJIyKIMje; J00po ypeheme; Teopema peKyp3uje u OCHOB-
HEe apUTMeTU4YKe ouepaumje]
17. Konaunu CKYTIOBU; OcHoBHI KOMSI/IHaTOpHI/I IIPpUHITUIIA [ﬂHpHXHOOB [IPHUHIUI U HOCJIEAUIe; IPUHIINAI 30Hpa U IPOU3BO-
nal
18. Beckonaunn ckynosu; Kanrop-Beprurrajuosa teopema; Teopema |A| < [P(A)]
19. TIpedbpojuBu 1 HENIPEOPOjUBH CKYIIOBU
20. BpOjeBHe CTPYKTYpe [KOHCprKque CTPYKTypa IeJIUX U paldOHaJIHUX SpojeBa]
21. CprKType n IHbUX0B BOKa6yﬂap [jesI/IK NIPBOTI' Pejia; m3pa3u; aroMcke Gopmyiie; HOPMyIIe; BPEIHOCT U3pa3a; UCTUHUTOCT
(bopMyJIa/'pe'{eHHua]
22. Pazpmaure uarepuperanuje Bokadymapa. Teopuje [prne; Bynose anredpe; JIuneapna ypeben,a]
23. CemanTU4Ka U CUHTAKCHA IIOCJIC U [upanla [IPUPOJIHE JCAyKIUje 3a jeJHAKOCT U IIOCJIC,L[I/IL[C]

24. Axcuoma, n3dopa [HpI/IHL[I/IH nodpor ypehema; Llopaosa JICMa]



2 YMJI

1. Mcka3na ajgredopa

1.1 cka3ue dopmyiie (OOH. JOrMYUKUA U3PA3N)

[TPUMEP 1. OuursiesiHo je jia pedyeHUIe:
1. Bemspa ce okpehe oko Cynra nin ce 3emba He okpehe oko CyHIa.

2. Bpoj 1,4142 jecre permeme jeqHavuume 22 =2 nm 1,4142 HHje perrre-

me jerHadnne T2 = 2.

UMajy WCTy CTPYKTYpy -+ HJAH He ---’, U Ja WX YIpaBo 300T TO-
ra cMaTpaMo Ta9HUM Oe3 003Wpa Ha TO /13 JIU je WCKA3 KOjU Ce HAIa3’
Ha MeCTy TadKnia TadaH wuian HeradaH. OaBie ce jaCHO BUIW 3HAYA]
BE3HUKA HJIM U He y CTPYKTYPHU HABEIEHUX DPEUYEHUIlA. JOII MHOTO aHa-
JIOTHUX TIPUMEPa MOXKEMO CACTAaBUTH. AHAJM3UPaAjMO Jajbe u ciejeha
JIBa 3aKJbYYMBAA.

Axo HekoMe KaxkeMo  AKO CH TH y IpPaBy, OHJA CaM ja JIYJI.
u gomamo  Ja HECaM JIyT.

CaroBOpHUK Ne 3HATHU J1a MO peKyn  1'H HHUCH y IIPaBy.

TOKOM JbyJICKE UCTODH]E, UCKA3
Bemmwa ce oxpehe oko Cynua

HEKaJla je CMaTpaH HEeTavYHUM, & HeKaJa
ragauM. Be3 ob3upa Ha TO, yBeK ce 3HAJIO
J1a je TavaH HCKa3:
3emma ce oxpehe oko Cynuya uau
Bemma ce ne oxpehe oxo Cynua.

3unamo Ja Baxkun  Axko je werBopoyrao ABC D kBanpart, onna je ABCD mnpaBoyraoHuk.

u ako younmo ja  Yeropoyrao ABC D Huje npaBoyraoHuK.

zakspyayjemo ja  Qersopoyrao ABCD numje kBajapar.

OBa JIBa 3aKJ/by4dHnBaiba, 1aKO CE€ OJHOCE Ha IIOTIIYHO Pa3/INIUTE CUTYya-
nyje, CyIITHHCKH Ce He Pa3JInKYyjy.
[TPETIOCTABKE: AKO - -, OHJa * * .
He * * x.

3AKJ/bYUYAK: He---.
U opora myra, UCIIPAaBHOCT HAaBEJIEHUX 3aKJ/byUHWBaa OIPABIABAMO Be-
suunuMa 'AKo - - -, oHjga % * ¥’ u 'He * % %’ He 0obasupyhu ce MHOro Ha

CMHUCA0 PEYEHUIA KOj€ CTOje YMECTO -« + = U * * *.

Ilabaone 3axmpywusarsa, TOTYW OHUT U3 UPEWLOGHOT TPU-
MePa, oTucahemo UocedHom 6PCtom aATedapcKuT u3pasa,
W36. NOTUMKUM U3PA3UMA.

YV MCKa3HO] JIOTHUIM IEHTPAJTHO MECTO 3ay3UMajy T3B. JIOTHIKH BE3HU-
[u: U, Wid, He, aKo . . ., OHJJA . . . , AKO U caMo ako. [lomoly mux rpagumo
CJIOXKeHe ncKase rosiazehn o1 Hekux jeaHocraBHux. VeTuHuTOoCT Cotoxke-
HUjUX MCKaza ojpeljyjeMo camMo Ha OCHOBY T3B. UCTHHUTOCHUX TadJIUIA
npupykeanx BesHurmMa. OBO HaJYes0, KOje je y OCHOBHU JAedUHUII]je
MCKA3HUX BE3HMKA, [TO3HATO j€ KA MPUHIUI UCTUHATOCHE (PYyHKIU-
OHAJIHOCTU. 3a CBAaKM BE3HWK, UCTHHUTOCHOM Tad/uIoM je ojapehena
oarosapajyha (padyHcka) omepanuja ca HCTHHOM, KOjy O3HadaBamo 1, u

Jaxxu, o3HadeHom 0.

- AJlo1 v]o1l =l]o1 s]o
0 0
1 1

1



Hagezene onepanuje Ha3sMBaMo U JIOTMYKUM ollepanujama:
Heranuja — — He (yHAPHU BE3HUK ),
KoHjyHKIHjaS A — un (GUHADHI Be3HHK),
mucjyakimja V — man (OWHADHW BE3HUK ),

UMILIMKAIMja = — aKo . .., OHJA ... (OMHADHU BE3HUK),

CKBUBAJICHIIA]a <> — aKO H caMo ako® (GUHADHN Be3HUK).

Ckyn ucrunurocnux spejauocru {0, 1}, 3ajenno ca soruukum onepa-
nujama
({Oa 1}3 \/7 /\7 ) :>7 <:>7 07 1)

[peJIcTaB/ba T3B. UCKa3Hy anredpy. [lomyt OpojeBHnX M3pasza Koje Ko-
pucrumo Haselin ce HekoM dpojeBHOM asredpoM (Kojy YMHU CKyIl SpojeBa
ca ozrosapajyhuM omnepaijama), rpajiuMo 1 ajuredpacke uspase [puiia-
rohene nckasnoj anredpu. OBe ajredbapcke u3pasze HA3UBAMO HCKA3HHM
¢dopmymama. IlpomensbuBe cy HajjeHOCTaABHEje UCKa3HE (DOPMYIIE; CIIO-
JKeHnje uckazue Gopmyie JJ00MjaMO IPUMEHOM JIOTHYKHUX Olepalja Ha

unzrpabene dpopmyie.

ITpuMEP 2. Hckasue dpopmyse, Tj. n3pase uckasme aaredpe, MOXKEMO
3aMUIIJBATH KAO AJredapCKy OIUC CTPYKTYpPE MCKa3a — PEUEHUIe Unju
HAM CMHCA0 HHUje BaxkaH Beh camMo To Jla i Cy TadHe WM HeTadHe.

Ako mpomensbuBe p, ¢, r O3HAYABAjy HEKE jeJIHOCTABHE WCKa3e, OHJA

dopmyita:
e (pAgq) = r npencraBba CJIOXKEHU UCKA3 aKO P M , OHJAA T;

e pV —p IpesCTaB/ba CIOKEHN UCKA3 ‘D WM HE P’y UTI.

Wckazue dpopmyite geduHATIIEMO KA0 1 OUIIO KOjy JAPYTY BPCTY U3pasa
5

T3B. HHJAYKTHBHHUM JlepuHHIIHjaMa’ .
Hajnpe nperusupamo kKoje cuMdose KOPUCTUMO IIPH Ipabhemy HCKas3-

unx ¢dopmyma. Mckasne dpopmyse rpaganMo oj:

® UCKA3HUX CJI0Ba (MM MCKA3HUX [IPOMEH/bUBHUX) a,b,c,. ..

p1,41,--
ro,

7p5 q7 T? cet
., IpHU YeMy IIPeTIOCTaB/baMoO J1a UX UMa HEOrPaHU4IeHO MHO-

® JIOTMYKNX KOHCTaHTH | #u L,
® JIOTUYKHUX BE3HHUKA —, A\, V, =, &,

YIIOTPEOOM 3arpajia Ha yOOH4ajeH! HAYHH.
Jlornuky KoHCTaHTy | 3aMUIN/BAMO Ka0 O3HAKY HEKOI MCKa3a KOju

je Tauan, a | Kao O3HAKY HCKa3a KOjHU je HeTadaH.

NnuaykTuBHA JeduHUIMja NCKAa3HUX dopMyJia:

yMJI 3

3 CaBpeMeHH TpaBONHUC TpaxKu, y He-
CKJIaJly Ca BYKOBCKMM HadeJInMa, Ja Ce
KOHJYHKI[Hja HE IHIIe ca b HEro ca Hj,
Kao0 ¥ KOHjYHKTHB, KOHjYHKTHBHTHC U
HHjeKIHja.

4VMecTO aKo H caMo aKo, IeCcTo ce
kpahe nuie akko. Ciam4HO je Uy Apy-
IUM je3UuIUMa; HIP. Ha €HIVIECKOM je3UKY,
ckpahenuna 3a if and only if je iff.

> UnaykTusHuM JeduHUIT]jaMa ce ofpe-
Dyjy maremaruuku oOjekTu carpahenu
[TOCTEIICHO IIOEBINH OJf HajjeHOCTABHU-
jUX, OCHOBHHX, Da3HUX O0jeKaTa, a CJI0XKe-
HUjU ODjEKTH ce I'pajie HeKUM yTBpheHnM
npaBWjinMa I[pUMeH/bUBHM Ha Beh ca-
rpabene, jeJHOCTaBHUje 0OjeKTe.
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e llcka3ma c/IoBa U JIOTUIKE KOHCTAaHTE Cy ncKasHe popmyste. HazuBamo

WX U aTOMCKHM HCKa3HHUM (bopMyIama.
® aKo je o mckasHa GopMyJia, OHJA je U —(v UCKa3Ha (POpMyIIa;

e axo cy o u § uckasue gopmyie, onga cy u (a A B), (aV ), (a = ),
(a & B) uckasne dopmyie.

Hasenenom (unaykTusBHOM) JedUHUIMJOM HAjIpe Cy yBeIeHEe Haj-
jeJTHOCTaBHIje UCKa3He (DOPMyJIe: CBAKO MCKA3HO CJIOBO U CBAKa JIOTUYIKA,
KOHCTaHTa [IPEJICTAB/ba Je/IHY UCKA3HY (POPMYJIy. 3aTHM je IIPenu3npaHo
Kako ce dpopMupajy cilokeHuje nckasue (popmysie: mosazehu o Hajjes-
HOCTABHUjUX UCKA3HUX (POPMYyJIa, IOMONY HABEIEHUX IIPABUIIA IPAJIIMO
HoBe Gopmyse, Koje Ja/beé KOPUCTUMO 38 W3TPAIIby jOII CJIOXKEHUjUX
dopmyia. [logpazymesa ce ga ce nckasne HoOpMyse MOTY TPAJIUTU CAMO
Ha OBaj HAYWH.

IIpernocraB/bamo jma cy mo3HaTe yoOuWdajeHe KOHBEHIIH]e O OpHCamby
3arpaja, na nx opse Hehemo cse HapoauTu. Vcrnyaemo camo JIoroBOp 0O
[IPUOPHUTETY JIOTMYKUX BE3HWKA: — je Be3HUK Hajeher mpuopurera, 3a
BUM cJiejie V U /A KOju Cy TOJjeTHAKOT TPUOPUTETA, & 38 IbUMa = U <>,
Takohe jeTHaKOT TIPUOPUTETA.

Ilocrenena nsrpama cBake nckasHe GOpMysie CIUKOBUTO Ce IIPUKA-

3yje T3B. ApBETOM (popmyJie.

ITPUMEP 3. Hamprajmo npso dbopmyne (pV q) A (=(-p= L)V r):
PV A(=(p= L)Vr)

T

pVyq ~(-p=L)Vvr
P /\
P q —(p=1) r
\
-p= 1

P
-p L

p
ZpBo jacHo nmokazyje kopake usrpamme dhopmyse. Hapasmo, ma ducmo

I0jeIHOCTABUJIN 3AIIIC, H30CTABIBAMO 3arpaJe Kaa T'oj| TO He JOBOAU JI0
3adyHe.

ITordopmysie meke hopmysie Cy HBEHN IETOBU KOJU Cy U caMu (Hop-
MyJie, IPH 9eMy ce cMaTpa Ja je u cBaka (opmysa noTdopMysa came
cebe. ITordopmyne neke uckasue dbopmyse jecy dopMmysie Koje ce moja-
BJbYjy MHIYKTHUBHOM HM3IPaJIbOM TOCMaTpaHne uckazue gopmyste. [Tor-
dopmysie Heke uckaszHe (opmyse cy TpUPOTHO ypeheHe y CTPYKTYpy
Koja mozceha Ha JpBO — padBa ce caMoO Ha jeaHy crpany. Mecrta ap-
BeTa Ije CToje MoTdOopMyse 30By ce ugoposu. CBaKM YBOp UMa HYJa
I jEJTHOT HEeIIOCPETHOr IIPETXOIHNUKA, & HEIIOCPEIHUX HACJIEIHUKA MO-

Ke Ja UMa HyJa, jesaH, Wian faBa. Kaja IBop HeMa MPEeTXOTHUKA 30Be



ce KOpeH, a KaJia HeMa HacJeJHHKa 30Be ce JucT. JIpBo mma camo je-
JaH KopeH. UBOp ApBeTa KOjU HUje JINCT HA3UBA C€ YHYTPAIIH IBOD.
Ceaku yHyTpalmu 9Bop JipBera (opmysie oapehen je 3ampapo jeaHum
JIOTHIKUM Be3HUKOM. [Ipuka3 npBera hopMmysie ce 9ecTo MojeI0CTaBIby-
j€ TaKO ITO Cce CBAKW yHYTPAIIUA YBOP O3HAYABA CAMO O/roBapajyhmm
Be3HUKOM. [taBHE Be3HHK (HOpMYyJie jecTe JIOTWYKUA BE3HUK KOJU je I0o-
CJIEJIbU yBEJIEH IIPUINKOM E-eHOr Ipaljema, OJlH. BE3HUK KOjU OIroBapa

KODEHy I10je/[HOCTAB/BEHOT IPHKA3a, JIPBETa. .

ITpuMEP 4. Ha cimkama mcIiomn, MpUKa3aHo je IPBO NCKa3He PopMyIe
“(pAg)A(—rVs) (crmka J1eBO) U BEroBa M0jeTHOCTaB/beHa BAPUjAHTA
(comka JiecHo).

—(p A Q) A (Trvs) “p A O (Trvs) ®
/\ /\
“(p A Q) Srvs O A a) —r@s o @
| Py | | /\
P A G -r S P@q Or ® (@)
N\ | A | P |
p q r p q r p q r

IlojennocraBibeny Bep3ujy ApBeTa (GOPMYysIE MOXKEMO IIOCMATPAMO U
KAa0 T3B. JIOTUYKO KoJI10. JIucToBe apBera mocMaTpaMo Kao yJrase, a Ko-
peH Kao m3/1a3 JOrmdkor koja. Ocrajn 4BOpPOBU JPBETA MPEICTABIHA]Y
mpoJiaze y KOjuMa ce Peasn3y]jy JIOTUIKe oreparuje. YJIa3u U U3J1a37 ce
MOTy HaJIa3UTH Y JIBa cTama, o3Hadena ca 0 n 1. 3a jgarTe BpeHOCTH yiia-
3a JIOTMYKO KOJIO Jlaje M3J1a3 KOJU je y CKJIQJY Ca JIOTUIKOM (DYHKIIA]OM
KOjy TpPEJCTaB/ba.

Wckasna ciosa p, q, r, s onpehyjy ynase, nok n3nas3 oxnpebhyje moma-
3Ha opMysIa KOjy MOXKeMo o3HaduTH (p,q,T,s) Ja OUCMO UCTAKJIH JIa
IbeHa UCTUHUTOCHA BPEHOCT 3aBUCHU OJf ICTUHUTOCHUX BPEIHOCTU CJIOBA

p,q,r,s. Hup. ako jep=1,¢=0,r =0, s = 1, ouza je:

it
®
11
<_||>O i 2 1
@(1,0,0,1) = ~(1A0)A(=0A1) =--- =1 o @/\S
1."\0 o]
q r

Cpaka uckazua dopmysa oapehyje (ormuky) GyHKIMjy Koja MCTHHU-
TOCHUM BPEJHOCTHMA HCKA3HHUX cjioBa (ysiasa, apryMeHara) JoJelbyje

TaYHO jeJHYy UCTUHUTOCHY BPEIHOCT IIOocMaTpaHe (opmyJie.

@opmysy o ozHadaBaMo a(p1,p2, .. .,Pn) KaJa KEJIUMO Ja HCTaK-
HEMO YUHEHUILy Jia y rpabemy dopmyne « ydecTByjy cjoBa pi, D2,
., Pn. Honmemyjyhu cmoBuma piq,. ..

,op, 13 {0,1}, n0odujamMo jeIMHCTBEHY HCTHHHTOCHY BDPEJHOCT

,Pn, PEJIOM MCTHHUTOCHE BDPEHO-
CTH Vi, ...
alvy,...,vp).
Ka3HUM CJIOBUMa HA3MBa Ce BaJyallhja MCKasHWX cJoBa. [logpasymesa

HonempuBame ucrunHuTOCHUX Bpenuoctu (0 mam 1) wnc-

ce Ja je UCTMHUTOCHA BpeaHocT dopmyse L jemraka 0, a MCTHHUTOCHA
BpeaHoCT hopmysie | jemHaka 1.

I[MTPUMEP 5. Ucruanrocuy spejnoct dbopmyse (p = q) A (¢ = p), 3a

YMJI 5

V KopeHy IpBera HCKazHe GopMyse Ha-
sa3u ce camMa GopMysa, JOK Cy JILCTO-
BU aroMcke (dopMyJie Koje ydecTBYjy Y
rpabemy xopena.

" InapHu Be3HUK Heke hopMysIe MO/ O1-
CMO 3BaTH M IVIaBHa onepanuja (oru-
4Kor) mspasa. [VlaBHa omeparmja m3pasa
UCTHYE Ce IPUJIMKOM HMEHOBaIba HU3pa-
3a. Hup. m3pas (a + b) - (a — b) HasuBamo
1IpoU3BOJOM, jep je - 'niiaBHA' OIEpary-
ja. Cimano, dopmyny pVg = p A q Ha-
3UBaMO 'HMILIHKAIHUjoOM , jep je = IJIaB-
HU Be3HMK. [Ipumernmo na je dopmyna
pV (g = pAq) mucjynxkumuja’, a ma je
(pV q = p)Aq KoHjyHKUHja .

Jlormuka KoJia WUIpajy OCHOBHY YJIOIY
Y KOHCTPYKIMJH JUTHTAJHUAX padyHa-
pa. YIJIAaBHOM Ce II0OCMAaTpajy TPU BpPCTe
OCHOBHUX IIPOJIa3a y KOjUMa Ce peajn3y-
Jjy normuke onepanuje A, V, .

P

a(p,qrs)

Yommre, ako je ajredapcku U3pas
cacCTaBJ/beH O/ IIPOMEH/bUBUX, KOHCTAHTH
U ollepalyja Koje ce II0jaBJbyjy y HEKO]
KOHKPETHO] aaredapcKkoj CTPYKTYPH, OH-
Jla ce BPEJIHOCT TOI' M3pa3a MOYKe U3pady-
HATH KaJla ce IPOMEeH/bUBaMa J10/1eJIe KOH-
KpeTHe BPEJIHOCTH U3 JJOMEHA T€ CTPYKTY-
pe. CBe 0BO BayKu U 32 HCKa3HE POPMY-
Jie, Tj. ajaredapcke u3pase KOju ojroBapa-
jy MCKa3HO] aJredpu.
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p =1, ¢ = 0, paayramo Kopuctehu ciegehu caxkeTu 3amuc:

r = ¢ AN (@ = p
1 0 0 1

WM jeJTHOCTaBHUje

Wcro uckazHux cJI0Ba 3alUCYjeMO MCTUHUTOCHE BpeaHocTH oapehene
BaJIyalyjoM, a KCIOJ, JIOTHYKUX BE3HUKA BPEJIHOCTH ojpehene oarosa-
pajyhiom Taduiom.

3a n UCKAa3HUX CJOBA, MOCTOjU YKYMHO 2" pasjnanTux BaJlyallyja.
OjipehuBarbe MCTUHUTOCHUX BPEIHOCTH Heke (hopMmysie 3a cBe moryhe
BaJlyallije HEeHNX MCKA3HUX CJIOBa MPUKA3yjeMO Yy OOJIMKY TaOJIUIE I0-

3HaTe 1104 Ha3UBOM HCTHHHTOCHA Ta,5JH/IHa.

[TpPUMEP 6. VcruauTocHy TaduIly uckazHe (OpMyJse MOKEMO (op-

MupaTh u y ciejeheM jenHocTaBHUjEM OOJIHKY.

= a9 N (= ¢V = p
01 0 1 1 01 1 0
01 1 1 0 1 1 1 0
1 00 0 1 01 0 1
1 1 1 0 0 1 0 0 1

W3 nmpakTuaHUX pazsiora, CBe BajIyalldje 3a N UCKa3HUX CJI0Ba HabpajaMo
Ha ciejehn cucremarnaan HauuH: VICIom CBOJI CBaKOr 110jaBJ/bUBaa IIP-
BOI' CJIOBA HABOAUMO 27 1 myTa BpejgHocT 0, 1ma on—1 IyTa BpeHOCT 1;
3QTHM HCIIOJ CBAKOD II0jaBIbUBAIGA J[PYIOr CJIOBA IPBO HABOAUMO 272
myTa 0, ma 3atuM 2" 2 myra 1, ma 272 myrta nososo 0, I Haj3as y jorn
272 nyra 1, W TAKO Jajbe, IO N-TOT CJIOBA MCIIOJ, KOTa HAN3MEHHTHO

yrucyjemo 0 m 1.

Cxyn cBUX BaJlyallfija n MCKA3HUX CJIOBA HA3UBA CE€ U N-IUMEH3UO-

HaJIHU BysioB mpocTop u npezicTaBiba Ce N-IUMEH3UOHATHOM KOITKOM.
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Hedbununuja 1. Hckasna dopmyna « je 3a40BO/pUBA aKO ITOCTOjU
BaJIyaliija HCKa3HHX CJI0Ba 3a KOjy je BpeaHocT hopmyrie o jeqHaka 1.

ITPUMEP 7. ®opmymna p A =(q = T) je 3370BOJBUBA.

4

(g

—_ R R r OO0 0O
O = O O 0O O O O >
o~ o0 o0 o~ o o |
= = O O = = O O
— O Rk = = O = =
R O R O ), O~ O

N3 tabmuie Bummmo ga je mata GpopMmysa TadHa 3a Bagyardjy p = 1,
g=1,r=0.

YMJI 7

IIpobsem wucnuTuBama 33J0BOLUBOCTU
nckasuux ¢opmyna Kpalie ce HasuBa
CAT-upodaem (emnr. satisfiability — 3amo-
BosbuBocT). IlpenopydyjemMo [uraony aa
ce ImMyTeM HHTEPHETa JeTajbHuje HHGODP-
MHIIE O OBOM IPOOJIeMYy U FeTOBOM 3Ha-
4ajy y caBpPeMEeHOj MaTeMaTHUIIH.
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1.2. TayTosoruje
Y yBoguom npumepy 1 (crp. 2) HajaBibeH je 3Ha4Yaj UCKa3HUX (DOpP-
MyJla 4dja MCTUHHTOCHA BPEIHOCT HE 3aBUCH OJl BAIyalldje HCKA3HHUX

CJIOBa.

Hedbununuja 2. Hckazna popmyria o je TAyTOJIOTHja aKo je 3a CBaKy
BaJIyallljy HCKa3HHX CJI0Ba BpeJHOCT Gopmyne « jennaka 1. la je «

TayTOJIOrHja 0O3HAYABAMO = .

I[TPUMEP 8. Dopmyne pA(p = q) = qu (p = q) A—g = —p cy

TayTosioruje (a caMuUM THM U 33J[0BOJbUBE):

p AN (p = ¢ = ¢ = a9 N =g = - p
00 0 1 0 1 0 01 0 1 10 1 10
00 0 1 1 1 1 01 1 001 1 10
10 1 00 1 0 1 00 010 1 01
11 1 1 1 1 1 1 11 001 1 01

O 3mavajy TayToJIOrHja, Ipe CBera IPH OIMCHBAIby 3aKOHA MUIILIbE-
wa, oulie pedn KacHHUje. 3a Cajla, UCTUIEMO CaMO Ja Ce TayTOJIOTH]a
p A (p = q) = q (r38. modus ponens) npenosuaje y cuaeieliemM cBakos-
HEBHOM 3aKJbyIUBAIbY:

1. Ana xusu y Beorpauy.
P p=4q (

MP) 2. Ako Amna xuBn y Beorpauy, onga Ana xusu y Cp-
q

ouju.
Haxkue, Ana xwusu y Cpouju.
Takobe, u Tayrosnorujy modus tolens (p = q) A =g = —p CBAKOIHEBHO
KOPHUCTUMO TPUJMKOM 3aKJby IMBatha:

1. Ako Ana xusu y Beorpajy, ouma Ara kusu y Cp-
MT) Gujn.

2. Ana ne xwusu y Cpduju.

pP=q —q (
-p
HJakie, Ana ue xusu y Beorpay.
Cuobonuo rosopehu, rayrosoruje cy (anredapcku) u3pasu KojuMa ce

OTINCY]y OCHOBHU MIA0JIOHN MUILBEIHA.

VY HacTaBKy HABOAMMO CIIMCAK HEKNX BayKHUX TayTosoruja (dmra-
OIMa, TIPEMYTITAMO TIPOBEPY M Cy OBe (DOPMyJIe 3aMCTa TayTOJOTHje).
Haseznene dbopuyiie ce Jaxmie maMre, ako ce YOur Ja JIOTHIKE OIlepaluje
MOYKEMO OIHUCATH M Ha ciegehinm mauma ykommko 0 m 1 cxBaTmMO Kao
opojese. Hamme, 3a z,y € {0,1}, Baxkn zVy = max{z,y}, s Ay =
min{z,y}, (upn wemy ce ociamamo Ha yoduuajerm mopemak 0 < 1),
kao u ga je ~x = 1 —x (=’ je 3Hak 3a omysumame). Takobhe, Bajba
OPUMETHTH /13 UMILIMKAIIFja & = 4 MMa BPEJHOCT 1 aKo U caMo ako je
T < y.

CHUCAK BAYKHUX TAYTOJIOTHJIA:
CBojcTBa UMILIIKAIIT]e:
Ep=rp
El=p Ep=T
Ep=q¢)=((¢g=r)=(p=7r)) TPaH3HTHBHOCT HMIIHKAILjE
Ep=q¢V(ig=p) JIHHEAPHOCT HMILIHKAIIjE

Dopmyna pV —p je HCTUHATA U Y CIIydajy
najep =0, kao u ga je p = 1.



CBojcTBa KOHjyHKIHjE:
EpAg=p
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EpAg=q

E(r=p)=(r=q = ((r=pAq)) ddopmyrapA q je najselie qome orpanmiemne 3a p n q

CrojcrBa muCjyHKIH]j€e:
Ep=pVqg

Eqg=pVyg

Ep=>r)=((¢g=r)=(pVg=r1)) dopmyrapV q je HajMare ropmHe OrpaHuYICIHE 3a P U
CBojcTBa KOHjyHKIUjE U JIUC]yHKIHjE:

EpApep
EpA(pVe) &p
EpAgeqip
FEpA(gAr) e (pAg AT
EpA(gVr)e (pAq)V(pAT)
EpVgAr) e (pVaA(pVr)
CsojcTBa Heraiuje:
EpA-p=gq
=(=q9 = ((p=—q9) = -p)
=-(pAqg) & (-pV )
=(pVaq) & (—pA—q)
=(=4q) < (~¢= p)
Epe -
EpV-p

EpVpenp 3aKOHH HAEMIOTEHTHOCTH
EpVipAg) &p

EpVgeqVp

FpV(gVvr) e (pVe)Vr

3aKOHH JTUCTPHOYTHBHOCTH N\ 1pema \V

3aKOHH aIICOPIIIIIje
3aKOHH KOMYTATHBHOCTH

3aKOHH aCOIHjaTHBHOCTH

3aKOHHU JUCTPHOYyTHBHOCTH V IIpeMa /\

ex falso quodibet — u3 saxkHe npeTHoOCTaBKe CJieau cBe (LITO YKEJIHIII)
reduction ad absurdum — cBobeme Ha TPOTHBPEIHOCT

/le MoprazoB 3aKoH

/le Mopranos 3aKoH

3aKOH KOHTPAIIO3UIIHje

3aKOH JIBOjHE Herairfje

3aKOH HCKJByderba Tpeher

Vckazmna cioBa ce 30By jOI U HCKa3HE MPOMEH/bUBE. YOIIIITE y MaTe-

MaTHUIN, IPOMEHJBUBA je CUMOOJI BE3aH 3a CYIICTUTYIH]Y, Tj. 3aMeHy, 0e3
n3y3eTKa, CBUX jaB/bakba TOI CHUMOOJIA MCTHM HM3pa3oM. Pesysrar cyr-
CTUTYIIHje ce 30Be CYICTUTYIMOHA WHCTAHIA, WU IIPOCTO MHCTAHIIA. Y
HEKOj MCKa3HOj (OPMYJIN, YMECTO IIPOMEH/BUBUX MOTY Jia Ce IIOCTaBJ/ba-
jy mpousBoJbHE HMCKa3He (DOpMyJie, U JI0OMjeHe MHCTAHIE Cy OHJA OIeT
nckasue dopmyste. Kopuctumo cienehe o3maxe:

e [p/p] o3HAUABA HCTOBPEMEHY 3aMEHy CJIOBa P (POPMYJIOM ©;

e «a[p/p] ozHavaBa pesyaTaT 3aMEHE CJOBa p (DOPMYJIOM p Y HEKOj

dopmynn o.

ITPUMEP 9. Axo je o dopmyna —(p = ¢q) = p A g, oHa je:
e afp/pVr] dopmyra =(pVr=q)= (pVr)A-g

e afg/r = —sAt] dopmyna =(p = (r = —sAt)) = pA-(r =
s At);

e a[s/p = —r] bopmyna a, 1j. =(p = q) = pA g, jep ce s He
IojaBJbyje y Q.

ITpumernmo ja je dopmyna a, 1j. =(p = ¢q) = p A g TayToJoruja.
Ha mm cy dopmyne alp/pVr], alg/r = —s At] u a[s/p = —r] Takobe

TayroJjoruje’

ITocedno ncruuemo Je,[LHy OYUIJIEIHY YUIHLEHUILY: CBaKa MHCTaHIa Ta-

yToJorrje je tTakohe tayroJoruja.

o~ oo |
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Teopema 1. Ako je a Tayrosoruja, onja je u a[p/p] takohe rayroso-
raja, 3a 6mIo Kojy popmysLy ©.

[TpuMEP 10. 3mamo ja cy dhopmyite
pAp=q) =qu (p=q)AN-qg=p

TayTOJIOl"I/Ije. HpI/IMeHOM IIpeTxo/iHe Teopeme 3aKbeqyjeMo Ja Cy U mbu-

XOB€ MHCTaHIIEe

eN(p=) =Y u (p=U) A= -p,

Takobhe Tayrosioruje, 3a Oujo Koje dopmyse ¢ u .

Msore o1, TayTOJIOFI/Ija Ca IIPpEeTXOJHOI' CIIMCKa jecy eKBI/IBaJIeHLII/Ije

Heke 7Be hopMyIIe.

Hedununuja 3. Dopmyse o u § cy eKBUBaJeHTHe, y O3HAIH @ = [3,
aKo « U 3 mMajy ucre HCTHHHTOCHE BPEJHOCTH 3a CBAKY BaJIyalldjy, Tj.
aKo je F a < (.

Ako je a = 3, u y HeKoj popmyJie ce 1ojaB/byje o Kao moTdopMyIIa,
OHJIa Ce HAKOH 3aMeHe CBAKOI' I0jaB/bUBamba (popMysie a (HpopMyJoM [3,
Jo0uja HOBa (pOpMyJIa eKBUBAJIECHTHA T0J1a3HO0]. JIBe ekBuBaienTHE HOP-
MyJIe YBEK UMa]jy UCTe UCTUHUTOCHE BPEJHOCTH, 114 je JACHO JIa CBAKO IIO-
jaB/bUBamE jemHe y Tux popMysia, y HeKOj OpMyJIn, MOKEMO 3aMEHUTH
JPYTOM, 0] eKBuBaJIeHTHOM (hopmysiom. OBO 3amakame je MO3HATO Kao
Teopema o 3amenn exkpuBaenara'®. Jla Gucmo je mpernmsnuje dbopmyiii-
caJin TeopeMy yBOIuMO ciiejiehe o3HaKe:

e [a/B] osHauaBa 3aMeHy CBUX HOjaB/bHBarba Gopmyse o HOPMYIOM
B
o [a/f] osnauasa dopmyny j00HjeHy 3aMEHOM CBHX I10jaB/bHBAIbA

ordopmysie « y dopmyiiu ¢ dopmysiom 3.

Teopema 2. [Teopema o 3ameHu eKBHBaJeHarta] Axo je a = 3,
onza je p = pla/B], 3a dumo kojy dopmyiy .

Tepbheme 0 3aMeHn ekBUBaJIeHATA je 3aCHOBAHO Ha MCTUHOCHO] (DYHK-

nuoHasiHoCTH. 1o HCTHHOCHO] DYHKIIMOHAIHOCTH, 32 N3PAYyHABAE UCTU-

HOCHE BPEJIHOCTU CBEjeJIHO je ca KOjOM CMO OJI JIB€]Y €KBUBAJIEHTHUX
ncka3uux HopMysia mMaJn Hociaa. BakHa je caMO MCTMHUTOCHA BDEII-
HOCT, & OHa Ce KOJl eKBUBAJCHTHIX MCKa3HUX (popMyiIa He pasmukyje.!’
Tepheme 0 3aMeHn eKBUBaJIeHATa HAM KaKe JIa Ce eKBUBAJIEHTHE (DOp-
MyJe, MaJjia HUCY jeqHake, IOHAIIAjy UCTO aKO HAC 3aHUMa CAMO HUCTH-
HHUTOCHA BpeHOCT. oo yBeK nMajy UCTy UCTHHUTOCHY BPETHOCT, OHE
Ha UCTU HAYWH YTUYIY HA UCTUHUTOCHY BPEIHOCT KOHTEKCTA.

IIpumeny TBphema 0 3aMeHHU eKBUBaJ€eHATA TpaTe W cjejeha oum-

TJIeJTHA CBOjCTBA.

TpumeTnmo fa je o = B caMo JIpyru 3a-
nuc qumeHnne = a < .

16 Bamena exBuBajeHATA je Y OCHOBH T3B.
eKkuBajieHTHHX TpancdopManuja Guio Ka-
KBHX ajredapckux mspasa. Ha mpmmep,
snamo ja je z2 —y2 = (z —y)(z +y),
j. na cy m3pazm x2 —y2 u (x—y)(z+y)
eKBUBAJICHTHU (UMajy HCTe BPeJJHOCTH 3a
CBe BPEJHOCTU IIPOMEH/bUBHUX T U Y), a
3HAMO U J]a aKo I0jaB/bUBaIbe U3pa3a
22 — y? y HeKOM CII0XKEHOM M3pasy 3aMe-
Mo uspasoM (z — y)(z + y), sobujamo
U3pa3 eKBHBAJCHATAH IOJIA3HOM CJIOKE-
HOM U3pasy.

" Tepheme o 3aMeHn eKBHBaJeHATa Ce
[IPEI3HO JI0Ka3yje MaTeMaTHIKOM HH-
JIyKIUjOM, KOja HPATH UHJYKTHBHY Je-
burnnNjy nckasuux dbopmyia (o gemy he
kacuuje ourn peun). OBze ce pajy O UH-
JIyKIHJH 110 cytoykeHocTn dopmyite . Ma-
TEMATHYKOM MHJIYKIUjOM Ce MHA4e JIOKa-
3yjy camana TBphema Koja HemTo TBpIe
0 cBUM opMyJiama.



Teopema 3. Heka cy «, (3, 7 Ipou3BO/bHE HCKA3HE (POPMYJIE.

(P) a=a, 1. Fas

(C) akojea =B, omnajen B =a (13 = a< B cem =< a);

(T) akojea=FufB=vy,ommajena=v (mEasfulEQfsnq,
craeqn = a < ).

(K) akojea = B u~y =0, oHna jeu a*xy = 3% 0, 32 OUI0 KOjuU BE3HUK
xe{V A=, &t (mEase fuEySd,ciemn=axy < fx%40).

WsnpajaMo HeKe OCHOBHE ITapOBe €KBUBAJIEHTHUX (POPMyJia. 3a OMJI0

Koje dopmyJie a, 3, ¥ BayxKu:

AY aVv(BVy)=(aVB)Vy AN aA(BAY)=(aAB)A
KY aVpB=pVa K' aAB=pAa
D} aV(BAv)=(aVB)A(aVy) D{ aA(BVy)=(anf)V(aAr)
CcY aV-a=T C" aA-a=L
NY aVvl=a N' aAT=a
I aVa=a I" aha=a
Al aV(aAB)=a A} aA(aVp)=a
DM —(aVB)=-aA-p3 DM —(aAB)=-aV-f
aVT=T aNl =1
as f=(a=B)AN(B=>a)

a=pF=-aVp

o= o

ITpuMEP 11. IlpumeHoMm HaBedeHUX €KBUBAJICHIIHja JI0Ka3aheMo j1a je

dopmyna (pV q) V (—p A =q) tayrosoruja:

(pVa)V(=pA—q)

[DA
\/

(AY

[CY, ounrmemmo aV T =T

]
K]
[AY,CY]
]
]

[ oumrneano TV T =T

=((pva)V-p)A((PVa) V)
=((gvVp)V-p)A(pV(¢V—q)
=(@VvV-p)APVT)
=(qVT)AT

=TAT

=T

Comaro ce Moxke mokasaTn na uckasua dopmyaa (pV q) A (—p A —q)

HUje 33JI0BOJbUBA.

YMJI
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2. MaremaTndyka UHIYKIINA]a,

2.1. IIpuHIUII MaTeMaTU4YKe UHIYKIje

Jeman on Haj3HAUAJHUjX TPOU3BOAA JEYJCKE MUCIH jeCTe CKYI CBHUX IIPU-
pomuux dpojea 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ... Bpojame je jenna oj Haj3HaYajHUjUX
BEIITHHA KOjy je YOBEK CTEKA0 3axBaJbyjyNu CBOM UHCTOM MHUILBEILY, a

He (PUSHIKOM pany. Kama apuTmeTnKy Ha3uBaM caMo jeTHUM
JIEJIOM JIOTHKe, TuMe Bell BcKasyjeM Jia 1o-
jam Opoja cMmaTpaM CacBUM HE3aBHUCHUM
opojesu Beh Opojamse. eja Opojarsa je Ha MPUPOIAH HAYUH TOBE3AHA, OJ1 I[PEJICTABA WM HETYHIA IPOCTOPA I

Bpojame je daszuanu nmojam aputmeruke. Ilpeamer apurmernke HUCY

ca TPaJIABHUM HAYMHOM O€JIe’Kerha De3yJsiTaTa Opojarba y T3B. DelKa- BPEMEHA, /I3 I, HAIIPOTHE CMaTPaM Hero-
. . CPpEJHUM IIPOU3BOJOM YUCTUX 3aKOHA MHU-
cucTeMy: 3allMCU Pe3yJiTaTa Opojarba HACTAjy Tako ImTo mojazehum ox 0 Eerna
(moyerHOr pe3ysTara KOju IIPETXOJAU OpPOjarsy) y3acTOIHO MOMHUCY]eMO Jenexuny (1831—1916), Was sind und

(jC,ILHy o jC,ZLHy) upruy: 0, 0,, 0//7 0///7 O/W, W was sollen die Zahlen, 1888.

lll
=1l

0,0,0,0,0,...

YV HacTaBKy, KOPUCTHMO OBaj apyru 3amuc. /la ducmo mojegHocTaBuin

quTame, KopuctTuhemo u aparicke nudpe, ga kpahe 3anumemo dpojese:

Sl
k=

0,1=0,2=0,3=0,4 =

Hajsakxuuju kopak Oejexkerma pe3ynarara Opojarba jecTe 'To/1aBarbe
HOBe IpTUIle Ha Tekyhu pe3ynrar Opojama’. Ha Taj maumn kpempamo
cJleIoeHnKa cBaKor opoja. Hema HUKaKBOT orpaHnverma: CBAKU OPOj MMa,
CBOT' CJIEJOEHUKA.

Cabdupame je omepalija Koja ce MPUPOIHO HALOBE3Yje Ha Opojarbe:
30up m + n modujaMo Kaja moveB o Opoja m M3OPOJUMO oIt 1. OpojeBa.

Jpyrum peanma, 30up m + n je n-tu ciaegoeHuk dopoja m. Cadupame 2+3=5
ce IPeIU3HO OlHUCcyje JBeMa, jeTHAKOCTUMA, 01234¢%¢
m+0=m [Kaza ce dpojy m moma 0 pesynrrar je m.

m+n=m+n [Axojem+n ==k, ongajem+n=k.]

Hagezene jennakocru onucyjy Kako ce (duio kom) Spojy m mopajy upu-
pojuu Opojesu, Tj. gedunniry GYHKIH]Y KOjOM ce IPUPOIHOM OPOjy &
JIofleJbyj€e jeIMHCTBEH MpupojaH 0poj m + x, Ty ¢yHKImjy kpahe o3Ha-
qaamo r — m + z. Cabupame je Opojaibe MOYEB O] HEKOI 3aJ1aTor

dpoja. Hup. 36up 2 4 3 (1j. 0+ 6) je Tpehn cienbenuk Opoja 2:

ol
alll
I
ol
+
all

_I_

Il
oll
+
ol

Sl <2l
+
o

Kopucrehu HaBesene jelHaAKOCTH M3BOIUMO OIINTA CBOJCTBA caduparba.
Ha npumep, moxkemo i jokasatu jeanakoct 0+ n = n, 3a OUI0 KOju

npupojiad dopoj n? JeJHOCTABHO je IIPOBEPUTH jEIHAKOCT y OUJIO KOM



KOHKPETHOM CJIy4ajy:
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04 0 = 0 je mocseauna jemaakoctu m + 0 = m Koja je TauHa 3a OMJIO KOju

opoj m, na u Kaja je m jemrako 0;

04+0=0+0=0, jep je y nperxoanom Kopaxy moxazamo 0 + 0 = 0;
0+0=0+0= 6, jep je y mperxomroM Kopaky mokaszano 0 + 0 = 0;
0+ 0=0 + 0= 6, jep je y IpeTxXoJIHOM KOpaky mHokazano () + 0= 6;

V oBoM Hu3y mokaza npumehyjemo: ocum 3a upsy jexnaxocr 040 = 0,
PN JTOKA3WBaby CBaKe jeJHAKOCTA KOPUCTUMO jeTHAKOCT KOja joj IpeT-
xomn. Kama 3a meko n gokaxkemo ma je 0 +n = n, OHJA jeIHOCTABHO
U3BOIMMO U cJiefiehy jeTHaAKOCT

0+n=04+n=mn.

IIperxomna 3amakarmba UCTUIY CYIITAHY T3B. IPUHIUNA MATEMATHIKE
WHJIYKITA]e.
IMpunun maremarnyke naaykiuje: Heka je § o3Haka 3a HEKO CBOj-
CTBO pUPOAHKX OpojeBa, n $(n) o3Haka Ja dpoj n uMa crojcrso 8. U3
creneha gasa ycosa:
BU (Basa unnykmmje)

0 mma cBojcro 8, 1j. 8(0);

UK (MHayKTUBHA KOpAaK)
3a CBAaKO M, aKO 1 UMa CBOJCTBO 8, OHJa U 7. UMa CBOJCTBO S, Tj.

$(n) = 8(m);
3aKJ/bydyjeMO J[a CBAKW IIPUPOJHU OPOj MMa CBOJCTBO 8.
Teopema 4. 3a cBaku npupogan opoj n, 0 +n = n.
JLoKA3. Cabupame je jgedUHUCAHO JIBEMA jeHAKOCTHMA.

(Recl) m+0=m
(Rec2) m+m=m+n

Jeanaxocr 0+ n = n mocmarpamo kao 8(n) U3 IPUHIUIA MATEMATHIKE
WHJIYKITA]€.
(BU) Ta s saxu $(0), 1j. 0+ 0 = 07 OBa jeTHAKOCT JIMPEKTHO CJIE
u3 (Recl).
(UK) Hda s, 3a mponssospHo 1 Baxku S(n) = 8(m)? Jpyrum peumma,
Ja Jim 3 mpernocTtaBke jga je 0 4+ n = m MOXKEMO U3BECTH jeTHAKOCT
0+n=n?

YBogmMO T3B. MHIYKTUBHY mpeTiiocTaBky: Heka je n npuposan Opoj
takas 1a je 0+ n = n. llpumenom ose npernocraske u (Rec2) mosazumo

JI0 2KeJbeHEe jeTHaKOCTHU:

0+mn

0 + n mpema (Rec2)

= 7 IpeMa UHJIYKTHBHO] IIPETIOCTaBIU

MunykTuBHn KOpak 3ampaBo IpejcTa-
BJbA JIOKA3 J[a OLepAIlja CJICIOCHHK IyBa
YOYEHO CBOjCTBO.
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JakJie, mpeMa IPUHIAIY MaTeMaTHYKe UHJYKIMje, 33 CBAKH IIPUPO-

JaH 0poj n Tauna je jeanaxoct 0 +n = n. O
Teopema 5. 3a cBe npupoane dpojeBe m,n, k Baxke jeTHAKOCTH:

(1) m+n=m+Tmn;

(2) m4+n=n+m;

(3) m+(n+k)=(m+n)+k

Jdoka3z. (1) Uanyknujom 1o n:
(BI) m+0 = m [mpema (Recl)]
= m+0 [opema (Recl)]
= m+0 [upema (Rec2)]
) m+n=m+n
m+n = m+n [upema (Rec2)]

= m+7n [upema UII|
= m+7n [upema (Rec2)]
(2) Manyknmjom no n:
(B) UIsm+0=mu 0+m =m crexun aa je m+0 =0+ m.
(UIM) m+n=n+m
m+n = m-+n

[mpema (Rec2)]
= n+m |
= n+m [upema (Rec2)]
= m+m [upema (1)]
(3) Nnnykrmjom mo k:
(BI) JemmocrasHo ce nokasyje jeanaxocr (m+n)+0=m+ (n+0).

(UII) (m+n)+k=m+ (n+k)

(m+n)+k = (m+n)+k [mpema (Rec2)]
= m+(n+k) [upema UII]
= m+n+k [npema (Rec2)]

= m+(n+k) [mpema (Rec2)] O
3bor acormjaTuBHOCTH cadupama, m + (n+ k) = (m+n) + k, kpar-
Ko nmmeMo m + n + k ocraespajyhn moryhnaocT sa ce mo morpedu pomajy
3arpajie Koje odyxBaTajy IpBU U JAPYru cabUpakx, WK 3arpaje Koje ody-
xBaTajy Apyru u tpehu cabupax.
Ha ciinvan nadums, Kao caduparme, yBOAMMO 1 MHOXKEH>€, TPeru3nupa-
jyhu mo3HaTy 'MHTYUTUBHY jeTHAKOCT: M -N = m + - - - + m. Muoxeme

n IyTa
ommcyjeMo cienehuM aBeMa jeTHaKOCTUMA:

m-0=20
m-n=(m-n)+m

IIpema 3HAHOM HOrOBOPY Ja je MHOXKEH€ IIPUOPUTETHHjEe Of caduparba,

ymecro (m - n) 4+ m, kpahe mamenmo m - n + m.
Teopema 6. 3a cBe npupoaHe dpojeBe m, n, k BaXke jeJHAKOCTH:

(1) k-(m+n)=k-m+k-n

Yypenn dpaHiyckn maremarndap AmH-
pu Ioenkape (1854—1912) cBojy kmbury
La Science 'Hypothése nmounme jgokazu-
Ma OCHOBHHUX CBOjCTaBa cabUparba U UC-
tnae: HaBesjeHn J10Ka3u apuTMETHYKHUX
TBphema MIyCTpyjy MATeMATHYKO Pe30-
HoBame par excellence, u Mopamo ra dJu-
2Ke TPOYIUTH.



(2) (k-m) - n=k-(m-n)
(3) m-n=m-n+n
(4) m-n=n-m

JokA3. (1) Maaykmujom no n:
BUN) Us k- (m+0)=k-muk-m+k-0=k-m+0=Fk-m ciemn
najek-(m+0)=k-m+k-0.
(M) k- (m+n)=k-m+k-n
k-(m+m) = k-m+n
= k-(m+n)+k
= (k-m+k-n)+k [npema WII]|
= k-m+(k-n+k)
= k-m+k-n
(3) Nnnykmmjom o n:
(BI1) Jemmocrasro ce yoyasa na je jeauakoct m -0 = m -0+ 0 rauna.
M) m-n=m-n+n
m-n = m-n+m
= (m-n+n)+m [npema UII]|
= m-n+(n+m)
= m-n+@@+m)
= m-n+ (m+n)
(m-n+m)+n
Jemnaxocrn (2) u (4) ocraBmbamo 3a BexkDy. O

Haunn ma Koju cMO yBenm caduparbe W MHOXKEHmhe Ha3WBaMO WH-
OYKTUBHUM, OJH. PEKYP3UBHUM WU PEKYPEHTHUM JeDUHUIN]ja-
ma. WngykTuBHuM jeduHUIjaMa YBOJIUMO BeoMa OOrary KJjacy aput-
METHYKHUX OIlepalrja. ¥ HACTaBKy, IpPeJa3suMO Ha O3HaAKe KOje Cy yo-
Suuajene y jiureparypu, u ymecro 7 mumemo n + 1. (Ilpumerure na je

n+l=n+0=n+0=mn)
CrenenoBame: 20
md =1

ntl — oy

27

m
®DakTopuje:
0l=1
(m+1)!=m! (m+1)
Bunomuu Koedbunujentu (,):
(5 =1

("3 =(3) +m

yMJa 15

Peu pexypsuja norude of JaTUHCKE pe-
YW recurrere Koja 3HAYMH BPATHUTH Ce O
[recurrence 1 koju ce spaha|. Jexexuny je
y cBoM pajay u3 1888. xopucTtno TepMuH
JtebuHICAH HHYKILjOM, JIOK je Xuadept
(1904) ynorpeduo peu rekurrent(e), a xa-
cumje (1923) u pea Rekursion.

26 n

mt=m-...-m
N——
n MyTa

Tml=1-2-...-m
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V¥ Bexx0e

HPI/IH]_H/IH PEKYP3UJE

‘ HPI/IHL[I/IH MHAYKINJE

METO/I 3a ,I[ed)ﬂHIflcaH)e HH3a ejieMeHaTa HEKOI' CKYy-

I1a:

S0,51,89,+.,Sn, Snit,...

METO/I 3a JOKa3uBabe HU3a Tpre}ba:

8(0),8(1),8(2),...,8(n),8(n+1),...

- Sp je nedbunucano (Sy = x, rue je x Heku duKcUpan
€JIEMEHT 3aJIaTOT CKyIIa);

- eJeMeHT Sp4+1 JeDUHHUIIEMO y 3aBUCHOCTH O 1 U
ejleMeHTa Sy, Tj. 32 CBaKU MPUPOJIAH OPOj M MMaMO
HEKY 3a/1aTy Be3y usmehy Spy1 u Sy, odnmka Sy =
F(Sy).

)
(BH) 8(0) je Taumno;
(UK) ucrunrurocr uckasa 8(n + 1) nokasyjemo Ko-
pucrehu mpermocrasky 8(n), Tj. moKasyjemo Ja 3a
CBaKM IpUPOJIaH Opoj 1 Baxku uMIumkanuja: S(n) =
S(n+1).

IIPUMEP 1.

Jlar je Hu3 dpojesa:
fl :57 fn+1 :5+fn,n€N
Ouxpenuru f5.

JlokazaTu jia 3a CBaKM IPUPOJAH Opoj 1 Baxku: 5 |

-




2.2 ®opmaJjiHe TpamMaTuKe u (popMajiHe Teopuje

Yysenn amepuyaku jaunrsucta Hoam HoMmcKu je MpUHITUT WHIYKTUB-
HOr (peKypsuBHOI) JedUuHKUCAbA IPEINO3HAO U KAO YHUBEP3AJHU [IPUH-
[IAIT HA KOME MOYNBajy TOBOpHU jesunu. VcmocraBspa ce Ja je TpUHIAIL
peKypauje TeMe/bHU MPUHIAI U je3udke cTpyKType. OBa YUmbeHUIa Jie-
JKHM Y OCHOBHU pa3Boja Bemradkux (dopmannux) jesuka mely xojuma ce
1ocedHO 3HAYajHO MECTO 3ay3UMajy HNPOIUDAMCKH je3UIH. Y HACTABKY
n3/1BajaMO OCHOBHe wWjeje, HaBojehu ocHOBHe neduHUIIMje W TUITUIHE
[puMepe.
Vv Andader

Tlomazurre y pa3Bojy om0 Kor popMasHOT je3WKa MPEeICTaB/bha W3-
oop andadera. YormreHo, moj aagadbeTom L moIpas3yMeBaMo OUJIO KO-
j¥ HeIpa3aH KOHAYaH CKYI JHje eJleMeHTe Ha3uBaMo cumbomma. CBaku
aadeT KOPUCTUMO J1a OMCMO HAIUCAJIN HEKH TeKCT. HaBommmo HeKo-

JINKO To3HaTHUX ajdadera:

e Xy = {1} — ynapunm angader, Koju cajpKu camo jeJaH CuMOOIL;
e Yo ={0,1} — dunapnu ancader, Beoma BazKaH 3a padyHAPCTBO;
o Y.t = {a,b,c,..., 2z} — Masa cioBa JATHHUIE;

® Yieyboard = 14,3,B,5,...,8,3,L,>,<,(,),...,!} — andader cpux
cumbosa TactaType (pm gemy Ll o3HaYaBa OIAHKO 3HAK); WT/I.

V¥V Peun
Axko je X andaber, 3a m > 2, L™ je cKyIl cBUX KOHAYHUX HH30BA

nyxune m. Konavan vus ayq, . . ., Gy, Iy2KUHE M, HA3UBAMO U

® pey HaJ L Ay KHHE M U Taja IHIIEMO a7 - - - Gy, (K30CTaB/BAMO 3alie-

Te), Win
e ypehena m-Topka u Tajga umemo (ai, -+, am,)-

Ckyn X1, 1j. ckyn cBux peun majg ¥ myxune 1, mientudukyjemo ca
ckymom X.. Cxyn 20 je jenmounann ckyn dnju heMo eleMenT 03HauaBaTH
ca £ U Ipu TOMe NeMo cMaTpaTH Jia je U € ped HaJ[ X U TO IPa3Ha ped.
Cxkyn cBux peun Ha ajidaderoMm X o3HadaBamo X*. Ako w € ¥, Tama
JEMHCTBEHN M TakaB Jia w € X" Ha3UBaMO JIy?KMHOM PEYH W U IUIIEMO
|lw| = m.
Vv IIpaBusa 3a TpaHcdopMaliujy pedn

PasBoj pauyna ca peunma nanac 3ay3uMma 3HAYAJHO MECTO Y ajredpu,
JIOTUITA, TeOMETPHjH, padyHapcTBy. OCHOBY CBUX THX padyHa YMHE MPa-
BUJIa 3a TpanchOpMaIldje pedn Koja Cy y CyIITHHU 3aCHOBaHA HA UIEjU
CYICTUTYIIH]e.

Cpaku map pedn u u w, HaJl HeKuM ajipaderoM X, oapehyje mpasuiio
Koje ce ozHauaBa u — w (mm [u/w]). CBako NpaBUIO YMHE JIBE PEUH:
ped ca JieBe CTpaHe HA3WBAMO IPETXOJHHKOM, & Ped ca JeCHe CTpaHe

ciaegdenukoM. [lpaBuiio v — w MOXKEMO NPUMEHHTH HA CBaKy ped v

yMJa 17

OcHOBHE HjEje OBOT OfIC/bKA MOTUTY O]
Emnuna Iocra (1943). IIta rox xa mnpej-
CTaBJbAjy H3PAa3H HEKOI JIOTUIKOT CHCTE-
Ma, OJIH. je3uKa, OHI Ce y KPajbe YOIIIITe-
HOj aHAJIU3U CBOJIE Ha HU30BE cUMOOJIa He-
Kor KoHagHor ajgabera. Beoma cioxxenn
JIOTUYKA U MATEMATUYKHA CHCTEMU 3aCHO-
BaHU Cy Ha IpaBWINMa Koja ojapehyjy Ka-
KO C€ HEKU HU30BU CUMOOJIa MOT'Y TPaHC-
dopMucar y Heke JIpyre HU30BE CUMOO-
J1a.

28 = {e}, =5 = {0,1},
¥3 = {00,01,10,11},

5 -
{£,0,1,00,01,10, 11,000,001, ...}
=4 ={0,1,00,01, 10, 11,000,001, ...}

IIpumernmo ja ako asndader X caiap:ku
k cumdosa, onma ckyn X caapxu kK™
pedn.
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KOja CafpKu U Kao MOfIped, Tj. Ha Ped v ODJIMKa U] uv2, 38 HeKe (MOXKIA
upasHe) peuyu v] U vy. IIpumena npaBmiia moapasyMeBa @ HOAPed U

3aMEHUMO pedjy w; IMUIIEeMO:
V11UV — V1WV2.
Jo3Bosbena cy u npasmiia ciezueher odbsmka:
® u — £, Tj. Opucame MoJIpevn u;
® £ — v, Tj. yMeTame pedn v Ha OMJIO KOM MECTY.

Kana je 3amar Hekn KOHA4YaH CKYI [IPABUJIA, KAXKEMO Ja Ce U3 U

M3BOJM Ped v', aKO MOCTOj KOHAYAH HU3 PEUn
/
V=090 — V] — V2= =V

TakaB Jla je CBaKa ped, MOYeBINN O JApyTre, J00MjeHa IMPUMEHOM HEKOT
OJ1 IpaBUJIa HA ped KOja joj IMPETXO/IN.

Heku ckyn mpasmiia 3a TpamcdopMmalujy pedd 3aaaTor asadadera
nasuBa ce Cemu-TyoB mporec nim cucTeM MpenucHBaba HAJT TUM ajida-

oeToM.

I[TPuMEP 12. 3a andader X = {a, b} nocmarpamo nBa npasuia ab —
aa u ba — bb. EBo jennor m3Bohewa peun aaa u3 aba:

aba — abb — aab — aaa

Mozxke u ce, mpuMeHOM JaTuX npasuia, u3 aaabb uzsectu aaaaa? Moxe
Jin ce u3 aaabb wssectu bbbbb?

[TPuMEP 13. Hax andabderom {a,b, c} nara cy npasuia
c—ac c—b

Huje remko younrn jga ce u3 ¢ mory usBectu peun a’*b winu a’c, 3a duso
koje n = 0. JIoka3 oBe YUIbEHUIE CIIPOBOJINMO MHAYKIIA]OM IO 7.

B n = 0: jacho je ma ce u3 ¢ MOy M3BeCTH pedd b (IUPEKTHOM
IpUMEHOM IpaBwia ¢ — b) u ¢ (5e3 upuMene ujeHOr IPABUIIA).

UK TIpernocraBumo jia ce 3a HEKO N, U3 ¢ MOTy ussectu a’*b u a’c.

+

[Moxaxkumo ga ce mory mssects u peun ™ 1h u a™tle; obe ose peun

ce nodujajy u3 a”c upumeHoM oarosapajyhux npasumiia. sBoheme peun
a"tle:
¢ — a" [upema UII|
— aac [upumenom ¢ — ac]
Useobeme peun a™1b:
¢ — a" [upema UII]
— aac [upumenom ¢ — ac]

— a"ab [upumenom ¢ — b]
JIoKazKuMO | Jia ce M3 ¢ MOTY M3BECTH CAMO pedn obimKa a'’c uiu

a™b, n > 0. HIpyrum pednma, ako je w ped Koja ce MOyKe M3BECTH W3 C,

V cBakoj peun, mojped ab MOXKEMO 3aMe-
HATH Ca aa, & MoAped ba MOXKEMO 3aMme-
HUTH ca bb.

Ilpumep miaycrpyje nBe BaKie IIPHMEHE
[IPUHIUIA MaTeMaTHdKe WHIYKIHje, Koje
hemo yecro npumemuBaTu npoydasajyhu
pasHe opMaJiHe CHCTeMe: HHAYKIH]Y 110
CJIOZKEHOCTH PeYd U HHIYKIH]y IO JLy2KU-
HHU JIOKAa3a.



Tpeda JoKa3aTu 1a je w obsmka ac mwiu ab, n > 0. Jokas cupoBoaumMo
WHAYKIIjOM IO OY>KHUHU U3Bohemba.
BU Axo je myxuna u3Bohema peun w u3 ¢ jeauaka 0, Tj. HHjeTHO

IPABIIIO HHje MPHMEIbEHO, OH/IA je w 3aIpaBo ped ¢, Tj. ped a’

c.

NII IlpermocraBumo ma TBphembe BaKW 3a CBe pedH AyKHUHE MAarbe
on k, 3a Heku mpupogaH O0poj k. okaxkumo ja Baxku u 3a u3Boherme
Jy)KuHe k.

IIpernocraBumo J1a je JayKuHA W3BODEmA pedun w U3 ¢ jeaHaka k:

c— = w s w
~——

k—1 xopaxa

npu deMy je w' ped Koja ce modmja y mpeTHocIenmeM KOpaKy n3Bohema.
IIpeya MHAYKTUBHO] IpeTHocTasnu, w’' je odmmka a™b wm a®ec.
Mebyrum, ped w' e Moxke duT obsmuKa a™b, jep oBa ped He CaIp:Ku
€ ¥ Ha Iby ce He MO¥Ke IIPIMEHUTH HUje o OJl IaTHX Ipasuia. Jakie, w’
je odmmka a™c. Ako je mocsee pUMemeHo ¢ — ac¢, JTOOUjaMo Ja je w

n+1

obsiuka a™ "' c. AKo je mocieihe IpuMemeHo IPaBujIo ¢ — b, a1o0dujamo

J1a je w odiuka ab.

V¥ Jesuk onpebhen dopmasiHOM rpaMaTuKoOM
dopmasiHa TpaMaTHKa je mocedDHa BPCTa CHCTEMa MPElUCHBAba HaJT

andadeToM y KOMe Ce Pa3/IMKy]y JBe BPCTe CHMOOJIA:

e moMmohHU cuMOOIM — T3B. IPOMEH/bHBE, MeDy KojuMma je jemna mpo-

MEHJbUBA U3JBOjeHa KaO ITOJa3HH CHMOOJT;
® KpPAajibu CUMOOJIM — T3B. TEPMUHAJIH.

Han oBakBum asdadberom, dpopmMasiHa rpamaTuka je oapehena Ko-
HAYHUM CIIHCKOM IIPABUJIA Ca YHje ce JIeBe CTpaHe HAJA3W Oap jeiaHa
npomenspuBa. Je3uk onpehen popmMaiHOM IpaMaTUKOM jecTe CKYIl CBUX
petH cacTaB/bEHE OJf TEPMUHAJIA KOje Ce MOT'Y M3BECTU U3 HOJIA3HOT CHM-
dosa.

YobuuajeHo je (asu He U HEOIIXOJHO) Ja Ce BEJIMKA CJIOBA KODHCTE 34
03HAYABAHE ITPOMEH/BUBHX, a Ja Ce MaJa CJIOBA KOPHUCTE 33 O3HATABAME

TepMHuHaJIa.

Honaasnu cumbon peupesenityje cam je3ur, Wj. CKYU CEUL
DPeNY HaG TWEPMUHAAUMA KOJe CE MOTY U3BECTHU U3 TUOAG3HOT
cumoona.

HaBogumo HeKoIMKO mpuMepa (pOpMaIHUX IPAMATHKA.

I[TpuMEP 14. 1) IManuaapom je ped Koja ce jeJIHAKO YHUTA U CJIEBA
HAJIECHO W 37ecHa Haseso. [lammuapomu mag {0,1} cy: 0, 010, 010010,
ntia. Hapasro, u npasHa ped je majausgpom. Ckyn P CBUX HaJUHIPOMA
(yxspyayjyhu u npasny ped) man {0,1} ungykrusao nedpunumemo Ha

caenehy HadmH:

e ¢, 0u 1 cy namuaapomu (g,0,1 € P);

Tlogcehamo, € je nmpasHa ped.

yMJa 19
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e ako je w najmuapoM, ouga cy to u 0wl u lwl (ako w € P, onua
O0w0, 1wl € P).

OB0j UHIYKTUBHO] JIe(UMHUIM]U, Y IOTIYHOCTH OJAroBapajy ciejeha mpa-
Buiia Hagt asdaderom {P;0,1}, rae je P npomensbuia, a 0 u 1 Tepmu-
HaJIH:

P—e¢ P—-0 P—1 P—0P0 P—1P1

TTomazehu o cumdosia P MOXKeMO U3BeCTH OUJI0 KOju masuHpoM. N3se-

gnmo, Ha mpuMep 0010100:
P — 0PO [mpumenom P — 0P0]
— 00P00 [upumenom P — 0P0]
—  001P100 [npumenom P — 1P1]
— 0010100  [upumenom P — 0]
[MIrasume, namaapomu cy jemune peun uaz {0, 1} koje ce mory m3-
BecTH u3 P.
2) Iocmarpajmo cieneha npasmina wan andaderom {1, 4+, —, x,v, 2, (, ) },

re je I mpoMeH/bUBa, & OCTAJIA CUMOOJHU CY TEPMUHAJIU:
I—2 Iy -2z I—-0 I—1 I——-I I—(I+1I)

Bynyhm nma cBa mpaBmiia ca JieBe cTpaHe mMMajy ucTu cuMoos I, cse

3ajenno mx Kpahe 3ammcyjemo Ha ciiegehn HaYuuH:
(x) IT—=z|yl|lz|0]1]|—-T]|{T+1).

Huje Temko yountu ma m3 cumodosa I MOXKEMO M3BECTH OWJIO KOJU U3pa3
y KOMe ce TI0jaBJbyjy IPOMEHJbUBE T, Y WiH Z, KoHcTaHTe () mm 1, 3HaK 3a
cabuparbe, ¥ 3HAK 3a CYMPOTHHU OpOj, Y3 yoOmdajeHy ymorpedy 3arpaja.
Usseaumo, na npumep uspas — (1 + z):
I —» —I [mpumenom [ — —I]

— —(I+1) [npumenom I — (I+1)]

— —(141) [upumenom I — 1]

5 —(1+a) |

3) Han andaderom {F,=, -, T, L p,q,7,(,)} mocmarpamo creneha

npumMeHoM [ — x]

IpaBuUJIa:
F—-T F—-1 F—»p F—q F—r F—-F F—(F=F)

Huje remko yountu ja u3 cumbosta F' MOXKEMO M3BECTH OHJIO KOja HC-
KasHa dopMmysia ca CJIOBUMA D, ¢ WIU T, JOTUIKUM KOHCTAHTaMa | H
1, m y K0joj ce o1 Be3HMKA IOjaB/bYjy caMO Heraluja W UMILIHKAI]a.
Nseennmo, na npumep dbopmyny —(q = p):
F — =F [mpumenom F' — —F]
— —(F = F) [upumenom F — (F = F)]
— —=(¢=F) [upumenom F — ¢

— —(¢=r) [upumenom F — 7]
Yecro ce mpoMeH/bUBE O3HAYABA]Y HEKOM KAPaKTEPUCTUIHOM CKpalie-

HULOM (MM 9THABOM PEYjy) yMECTO jeHuM cyioBoM. Ha mpumep, ymecro

F noronuuje je nucaru ckpahennity For. V3 oBo 3HauaBame, IpaBuia

For — T | L|p|q]r|—For| (For = For)

Crncax HaBeJEHHX IPABUJIA IPATH CJIe-

nehy wHnykTUBHY nedununmjy ckyna I

CBHUX ¢M3pPa3a HABEICHOI OOJINKA:

® IIPOMEHJBUBE I, Y, z, 1 cumbosm 0 u 1
cy uspasu (z,y,2,0,1 € I);

® aKko je o m3pas, OHJA je U —v U3pas3
(1j. ako v € I, ova u —«x € I);

e axo cy a u (3 uspasu, ovaa je (o + ()
nspas (1j. ako o, 8 € I, onma u (o +

B) € 1).



O/IC/TUKABAjy WMHIYKTUBHY Jdedunuiujy ckyma For mckazuumx dopmyiia
HaBEJAEHOI' OOJINKA.

4)36 HaBomumo rpamaTuky Koja reHepuIne jemaH (pparMeHT I'paMa-
tuke Enrieckor jesuka. [Ipumernmo na asmdader oBe rpamaruke dnme
quTaBe Pedn U MOCeDHO CHMOO0JIA 33 Pa3MaK.

(1) Sentence — NounPhrase Verb NounPhrase
(2) NounPhrase — Noun
(3) NounPhrase — Adjective NounPhrase

(4) Noun — people (5) Verb — love

(6) Adjective — good (7) Adjective — charming
(8) Adjective — happy (9) Adjective — bad

(10) Adjective — obnoxious (11) Adjective — unhappy

IIra o3nauasajy Hasejena npasuia? Ha npumep, npasuio (1) omnu-
cyje Kako cacraBbaMo Sentence: majupe HaBoguMo NounPhrase, 3arum
pa3mak, na Verb, jomr jenan pasmak u uajzazs NounPhrase. IIpasuia (2)
u (3) onucyjy ase moryhinocru na ce cacrasu NounPhrase: To moxke Suru
camo Noun, mmm ce cacraBpa Tako 1mTo ce Ha Adjective HagmoBexke pas-
mak u Heka japyra NounPhrase. Ilpasuia (4-11) npesicrasibajy pedHuK,
Koju cajpxu jenny umenuity Noun (4), jeman ruaros Verb (5) u mecr
upuzesa Adjectives (6-11). I3Besumo pevuennity:

happy people love charming bad people

Sentence NounPhrase Verb NounPhrase
Adjective NounPhrase Verb NounPhrase
Adjective Noun Verb NounPhrase

Adjective Noun Verb Adjective NounPhrase

Adjective Noun Verb Adjective Adjective Noun

L L Ll

happy people love bad charming people

VvV ®opmasiHe Teopuje
YoumrraBajyhin gajbe HaBeJleHEe CHCTEME, JOJA3UMO 10 (HOPMATHIX

Teopuja. PopMasHy TEOPH]y UHHE:
e andaber ¥ (ckyn cumbosa, Koju He MOpa OMTH KOHAUAH );

e ckyn dopmyna For C X* (koju je yrimasHOoM onpel)eH HEKOM Tpama-

TUKOM);

e ckynoM akcuoma Ax C For (u3 ckyna cux dopmyiia u3asajaMo Heke

dopmyiie koje hemo cmarpaTn akcuoMaMa);

e CKymoM mpaBusia m3Bohema P odimka:
al ... an
(p): L an
@
rje ay, ..., Qn, @ O3Ha4YaBajy Heke dopmyse u3 For; dopmyre ag,
., (up, HA3UBAjy ce mpemmuce (Ipernocraske), a GOPMyTIa & 3aKJBy-

JaK IIpaBUJjia.
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% I'pamarnka je mpeysera ca TaKMHYEbA
NACLO - North American Computatio-
nal Linguistics Olympiad
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IIpunukom 3a1aBarba HeKe dpopmasine Teopuje F, HABOIUMO CBa YETUPH

ckyna koja oipehyjy Ty reopujy u mumemo F = (X, For, Ax, P).

Hedbununuja 4. Konavan ouz gopmyaa pi,..., ¢ je uzpoheme (1o-
Ka3) y ¢popmasiHoj Teopuju F axo ceaka popmyina p;, i = 1, n, ucrymansa
jeman oi ycioBa:

1. @; je akcnoma, uiu

2. p; ce MOXKe JOOHTH U3 HEKHX O MIPEeTXOJHUX (POpMyIa 1, ..., 01

IIPUMEHOM HEKOI o1 mpaBujia u3Bohema u3 P.

Dopuyna ¢ je Teopema gopmasHe Teopuje F, y ozHanu g ¢ ako

mocToju u3Boheme y TOj TeOpHjH UHjH je MOCJAEIIbH 4IaH (POPMYJIa p.

AKo je U3 KOHTEKCTa jaCHO O K0joj (pOpMaJIHO] TEOPUjH je Ped, YMECTO

F+ ¢ kpahe nmmemo - .

Youwtieno tosopehu, dopmanre weopuje GOCMATLPAMO KGO
MAWUHE 30 TGPOU3BOGHY TWeoPeMa.

ITpuMEP 15. @opmasiaa Teopuja F oxpehena je na ciemehu HavUH:
e andadber caxpxku Tpu cumbona, {|, +,=};

e dopmyite cy cBe pedn 00JUKa T + Y = z, TIE CY T, Y, Z PEUn 3aIncaHe

caMo cuMO0JIOM |;
e jemuHa akcuoMma je | + |=||;

e IpaBuUJa U3BOhEma Cy:

Toxamano b || + 11| = 11|
L. |+|=] AKCHOMA
2. 1+ 1=1l npumeroM npasuna (R1) nHa dopmysy 1.
3. ll+1=1lll upnmenom npasmra (R1) ma dopmyiy 2.
4. |+ |ll=1|ll] upnmenom npasmra (R2) ma dopmymy 3.
5 |+l =1lll| npnmenom mpasmra (R1) ma dopmymy 4.

Huje Temko nokasarm ma je:

N—— N~ N~

k myra £ myTa m myTa



2.3 Uckaznu padyH L (®opmasina teopuja L)

Ioceduo uzasajamo dopmanny teopujy mosnary kao (Jlykamujesu-
9eB) MCKa3HM padyH L:

e ayader UMHE JOIMIKM BE3HUIM =, —, 3arpaje (, ) ¥ NCKa3Ha CJI0Ba

b,q,7,- - sPnsAdn,Tn, - - -3

o dopmyiie cy cBe nckasue dhopmysie usrpahene na yodudejuu nauus (y
KOjUMa ce HOjaBJbyjy caMo cuMOoJu yBeeHor adabera);

e akcuome cy cierneher odmka:
Al a= (= a)
A2 (a= (B=17))= ((a=8)= (a=1))
A3 (=8 = —a)= (a=0)
rjie ¢y «a, 3, v npou3BosbHe (hopMyIIe;
® jeJMHO IIPABUJIO U3BODEHa je MOJIYC ITOHEHC:

« a=

B

rie ¢y «, 3 npousBoJbHE POpMYJIE.

(MP)

Jlema 1. F, a = «, 3a duso Kojy opmyiy a.
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JIOKA3
. (a=((a=a)=a))=(a=(a=a))=(e=a)) akcnoma A2
2. a= ((a=a)=a) akcuoma Al
3. (a=(a=a)=(a=a) MP(1,2)
4. a=(a=a) axcmoMa Al
5. a=a« MP(3,4)

Hagenenn uuz dpopmysa je uzBohemwe dpopmyne o = a y paayny L. [

IIpupogno ce namehe mpodsiem ’onmcaru cBe Teopeme padyna L’. Mc-
nocrapba ce Ja je uckasHa dopmyna ¢ (Hag aadaberom padyna L)
Teopema, Tj. k1, ¢ akko je ¢ Tayronornja. Ilosnato je /a ce MCKazHM
BesHunU V, A\, < MOI'y U3pa3uTu IOMONYy = U —:

aVp = —-a=p
aANB = -—-aV-p
aspf = (a=p)AN(B=a)

Camum THM, padyH L je 'Mammpa’ 3a MpOU3BOJIILY TayTOJOTH)A.

Teopema 7. [Teopema carsacuocru] Axo je by ¢, onza je ¢ tayro-

Jorgja.
JLOKA3. JIoBo/bHO je JI0Ka3aTu:
o Axcmome Al, A2 u A3 jecy Tayrosoruje;

e Ilpasuio ussohewa (M P) uysa Tayrosoruje, Tj. ako ¢y a u @ = 3

TayTOJIOTHje, OHJIA je U [ TayToJIoruja.

Ckyn {=, ~} je mOTIyH cuCTEM BE3HHKA.
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ITokazahemo camo oBo apyro. Ako cy a u o = 3, He MOXKe II0CTOjaTh
BaJsIyaluja 3a Kojy ou dopmysna [ Ousa HeradHa. YKOJIMKO OU 33 HEKY
Basyauujy [ Omwio HeradHo, 3a Ty Bajyanujy Ou « domiao tadno (jep
je « rayrosoruja), na ou uMmiumkanuja « = [ Owiia HeradHa 1ITO je

memoryhe, jep je a = [ TayTosoruja. O

Baxku u odpat mperxoane Teopeme: v dpopmananoj Teopuju L mMory ce
u3BeCTU camo Tayrojoruje. Jla Sucmo To J0KA3aMU YBOJAMMO KOHIIENT

m3Bobhema u3 XumoTesa n J0Ka3yjeMoO jeIHO BeoMa BarykKHO TBpheme.

Hedbunnnuja 5. Heka je § = (X, For, Ax,P) cdopmasina reopuja u
I' C For. Konagan uuz ¢opmyna @1, ...,y je u3poheme U3 xumoresa

T' y ¢popmasraoj reopuju F ako cBaka ¢opmyrna @;, i = 1,n, ucirymasa
jeman o ycioBa:

1. @; je akcmoma, HIH
2. ; je xunoresa (1j. popmysna u3 T), nim

3. @; ce MoXKe JOOUTH U3 HEKUX OJ] IPETXOAHUX (POPMYJIa HU3A, (D1, - - -, P 1

IIPUMEHOM HEKOI' 01 ImpaBujia u3Bohema u3 P.

Dopuyna ¢ je mocaequia xumoresa I, y osnamu I g ¢ ako mocroju
uzBobhemwe nz I umju je nociaenamu 4ian popmyiaa p.

Jlema 2. 1) Axko je T iy, ¢, onna I',0 3 o, 3a 6umo Kojy ¢popmyity 6.
2) Ako jeT -y, 0 m 0y, ¢, omna T F, .

JokA3. Tepheme 1) je ounrnenno. 2) Hanosesusamem uspobhema I' -,
¢ m msBohema 0 g, ¢, modumjamo mssoheme I' Fy, . O

Teopema 8. [CraB geaykumje| Axo je I' mexn ckyn popmysna u neka
¢y «,  mpou3BoJbHE (DOpMYyIIE.

INaty, Bakko T by a=

J1oKA3. (+) Hoxasyjemo 1pBo jejnocrasuuju jieo, ga us I by a = 3
cnen ', o by, 8.

[Ipernocrasumvo ma I' by o = (. Hexa je ¢1, ..., ¢m m3Boheme dop-
mysie « = [ uz I' (upu uemy je, nHapaBHo, @, dopmyiaa o = ). Taga
je cnenehu Hu3 dopmysta msBoheme bopmyse f u3 I, a:

1. p1
m. a=p
(m+1). « XHUIIOTE3A
(m+2). B MP(m+1,m)
(=) Hpernocrasumo T',a -, 8. Tpeda ma mokaxemo ma I' Fy o = 5. Bozeha 3amucao y g0ka3y oBor iena je-

cre Kako mspobeme I', o -1, 8 mpepaam-
T y usBoheme I' by, o = B. Ty npepany
xunoresa I'; av. onpelyjeMo MHIYKIUjOM TI0 Iy>KUHH W3-
(BM) IIpermocraBumo ja ce ussohewma dopmyne S u3 xumoresa I, a sobewa I', a -y, .

Jlokas crpoBOIMMO MHIYKIIA]OM IO JIy2KUHU u3Bohema popmyste S u3

cacToju u3 camo jemae dopmyse. Tama Ta jenuaa dhopmyra y n3Bohemy
Mopa outu yrpaso dopmyna §. Camum tum [ je akcuoma wim je (3



xunoreza, 1j. 8 € T'U{«a}. dakmne, moryh je jeman ox cienehia Tpu
cirydaja:

e 3 je akcmoma — taja je caenehn Hus dpopmysia usBoheme opmyie

a=pfu3l:
1. 8 aKCHUOMa,
2. B=(a=p) akcmoma Al
3. a=p MP(1,2)

e 3 mpumnaza [ — cjimdHO Kao y MPETXOIHOM CIIy4ajy J100UjaMo M3BO-
beme dbopmyne a = S uz I

1. 8 XUIIOTE3a,
2. B=(a=p) akcuoma Al
3. a=p MP(1,2)

¢ 3 je zampaBo copmysta o — onjia, Ipema IPeTXoiHoj JemMu - o =

a, a camum tum u I'Hp o = a.

(AII) TIpernocrasuMo fa 3a cBako k < m, ako 10CToju u3Bohemwe dop-
myste B myxwune k u3 '), onja mocroju u3soheme dhopmyiie o = [ u3
T.

Heka je ¢1,. .., pn m3Boheme myxune n dopmyre B us I, a; nakie @y,
je dopmyna 3. Tama, npema nperxoanoj neduanmujn: (1°) 3 je akcnoma,
i (2°) 8 npunaga I', wm (3°) 8 je dopmyna o, wm

(4°) B je modujena mpumenom (MP) mexe dopmyrte @; U @), 3a HeKe
i,j < m, npu uemy je popmyna ¢; sampaso @; = 3.

VY caygajesuma (1°), (2°), (3°) sak/pydyjeMo Kao y Oasu UHIyKIHjE.
ITpeocraje ma pasmorpumo caydaj (4°). Taga ussoheme uma cienehin

00JInK:

L ¢

[

J: ;fjﬁ

n. ﬂ MP(i,5)

IIpBux ¢ dbopmyna npencrasmpajy n3Boheme 3a ¢; u3d I', o, 10K npBUX j
dopmysta unte uzBoheme 3a p; = [ u3 I, a. Ilpema uHAYKTUBHO] XUIIO-
Te3u (4,7 < m) mocroje m3Bohema m 38 @ = @; u 3a a = (p; = () u3
ckyna xurore3a [

P1,...,%yp, Ipu deMy je ¥y bopmyna a = @;

01,...,05, npu yemy je 0y, bopmyrna a = (¢; = 3). Cnenehn vuz dop-
MyJia 9UMHA U3Boheme dopmyiie o = [ uz I

YMJI 25
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1. P1
L. o= Y;

(t+1). 6

(L+ k). ;:» (p; = B)

(l+Ek+1). (a=(pi=0))= (a=¢;) = (a=pB)) akcuoma A2

(L+Ek+2). (a=¢;)=(a=p) MP(l+k,(+k+1)
(l+Ek+3). a=p MP(4,0+k+2)

JakJie, 3a cBako ussoheme dopmyne S us I', a, mocroju ussoheme pop-
myne o = S u3 I. O

(xi) ma,~fFp a=

JIOKA3.
(i) Hososmmo je mokasaru o = 3,3 = 7, kg, v (upema craBy memyx-
yje):

1. a= [ xwunoresa

2. « XUIIOTE3a
3. B MP(1,2)
4. [ =~ xumnoresa
5. 7y MP(3,4)

VYupaso mgoka3zaHO TBpheme 103BO/baBa Ja y U3BODEHmUMa, KOPUCTHMO

IIPaBUJIO:
a=p L=~ 7)
o=y (
koje obesezkamo (T') M HABMBAMO TPAH3UTHBHOCT HMILTUKAIIH]E.
(iii) /Iokasyjemo Jia ‘M3 MPOTUBPEYHUX TBP/EHU MOXKEMO U3BECTH OUJIO

KOjU 3aKJ/byvaK’:

1. -« XHUIIOTE3A,
2. « XHUIIOTE3a,
3. —a=(-8=a) Al

4. = -« MP(2,3)
5. (78=-a)= (a=pF) A3

6. a=p MP(4,5)
7. B MP(1,6)

IIpumeTnmo Ja mpema CTaBy JeAyKIHje: BaxKd U FL o= (a = B)

6

Kopucruru craB genyximje Kaga rox je
TO MOTOJ[HO.
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(iv) Jokaxkmmo ——a by a

1. -« XUAIOTE3a
2. —na= (ha= oona) nocseauna Tephema (iil) u craBa meaykuuje
3. —a= MP(1,2)
4. (ma= -mma) = (0ha=a) A3
5, mma =« MP(4,5)
6. a MP(1,6)
)
1. ——a= o npewma (iv)
2. (mma=a) = (a=—-0a) A3
3. a= -« MP(1,2)
(vi) Hoxazyjemo o = B kg, = = —a
1. a=p XATIOTE3a
2. (mma=-p8)=>(-f=a) A3
3. —a=a npewma (iv)
4. ——a=f npewma (i); T(3,1)
5. B= -0 npema (v)
6. ——a= -0 npeMa (i); T(4,5)
7. 8=« MP(6,2)
(vii) Hokasyjemo ov = 3, —~a = By, 3
1. a=p XUIIOTE3a
2. —a = XUIIOTE3a
3. -8= -« npema (vi)
4. =8 npema (i); 7(3,2)
5. 8= (B=-(8=7)) npewma (iil) u cTaBy meaykimje (nBa myTa)
6. —B=>@B=-(8=0)=((B=p8)=(B=(8=75)) A2
7. (8=p8)=("B=(8=5) MP(5,6)
8. —B=-(8=05) MP(4,7)
9. (B=-B=p))=((B=58)=05) A3
10. (B=58)=p MP(8,9)
11. =7 Jlema 1
12. MP(11,10)
(viii)
1. B XUIIOTE3a,
2. B=(a=p) Al
3. a=8 MP(2,3)
(ix)
1. « XUIIOTEe3a
2. =8 XUIIOTE3A
3. a=((a=p)=p) wma,a= kg B ucrasy geaykuuje
4. (a=p)=7p MP(1,3)
4. =B = -(a=p) npema (vi)
5. —(a=p) MP(2,5)
(x)-(xi) IIpema (ili) Baxu —a by o = S, ma caMuMm THM BaxXKH U
o,y a= Bu-a,fF a=p. O

IToceduo mcrnaemo Tephema (viii)-(xi) nperxosme neme.
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(vii) a, B F a=8 T f O‘TB
(ix) a, 8 F =(a=p) 10 0
(x) -a, B8 F a=p BE N
(xi) —a, 78 F a=p

010 1

Ako je v HeKa BaJyalja UCKA3HUX CJIOBA U (0 IPOU3BOJbHA (DOPMYJIA,

Heka je v(p) MCTHHUTOCHA BPeHOCT (DOPMYJIE (0 TIPH BaSyalluji v U

’ { o, axo je v(p) = 1
Y = .
-, axko je v(p) =0.

VY3 oBe osnake, TBphema (viii)-(xi) caxero uckazyjemo y cremehoj mo-
CJIE TATIN.
ITocneauma 1. Axo je v Basyamuja, o, 8 nckasue dopmyie, onga a”, BV by
(= B)".
ITocaenuna 2. Heka je ¢ Heka dopMysa y K0joj ce II0jaBJbY]y caMo
HE Hy»KHO CBA) CJIOBA P1,...,PL. Laja 3a CBaKy BaJyalldjy v BarKu:
Y p Pk y yanu)y
pYs---spp g oY
JOKA3. NHayknujoMm 1Mo CI0:KEHOCTH (POPMYIIE.
(BI1) Tepheme ounrieHo BaKu ako je ¢ UCKA3HO CJIOBO.
€TIOCTABUMO Jia TBpheme Baxku 3a cBe (hopMyIIe Koje Cy Marmbe
HII) 1Ip p pMYy. je cy
CJIOXKEHOCTH O[I, (.

Hexka je ¢ obmmka —a. Ipema (MII): pf, ..., p} by, ¥, Pazmukyjemo
JBa CJIydaja.

1. ciyuaj: Ako je v(a) = 0, onga je a¥ = —a u v(p) = 1, na je
@Y = ¢ = T, u TBpheme je JoKa3aHO.

2. ciyyaj: Axo je v(a) = 1, owya je a¥ = a u v(p) = 0, na je
¥ = —p. Uz pi,...,p} b, a podujamo pY,...,p; Fy, =, ogHocHO
Pl pg by e (10 pYs oo pg EeY)

Heka je ¢ odmmka o = (. Ilpema WHIYKTHUBHO] IPETIIOCTABIM je
P, 5pp Fp, ¥ mopt, .. pp by, BY. Kaga npuvennnvo mocequy 1
nodujamo py, ..., pp Fy, (= B)Y, 1. pf,...,p} Fp, ¢ O

Teopema 9. [Teopema normyHocru] Ako je ¢ Ttayromoruja, oHaa

"L @».

JoKA3. Heka cy pi,...,pp CJIOBa KOja ce HOjaBIBYjy y . 3a OWIO
KOjy BaJIyalujy v CJIOBa pi,...,DE Baxu ¥ = ¢, Kao u (mocseauna 2)
pi’,...,pz F .

Heka je w npoussomaa Basyammja. Taza

[ N YA TR L Y ) i W (T3 TN

OIHOCHO Tepheme (vii) nperxosHe JgeMe onpasia-
Ba yIoTpedy HIpaBHIa
Py D E e = o npl, . ok = e, a=p -a=p
B
omaxne cuemu py’, ..., pp_; b ¢. Hacrasmajyhn osaj nocrynax, joduja-

I\IOpqlﬂ7...,p}“€U_2FQDI/IT,ZI;.,,D;OFQD. O
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2.4 IlpupoaHa meAykKIiija y UCKA3HOj JIOTUITUA

VY uckaszsoM padyHy L riaBHY yjory y reHepucamy u3Bohema nmajy:

a a=p

MIPABUJIO MOJyC IIOHEHC —————— | KOje ojipehyje Kako y n3Bolhemu-

Ma Jia KOPUCTUMO HMILIHKAaIHje, Tj. hopMysie uuju je riiaBHU 3HAK =

u

cras geaykmuje — I, o - B akko I F a = §; Cras genykumje yrphyje

KaKO Jla JIOKa3yjeMo HMILTHKaIFje: ma ducmo jokasamu [ - a = f3,

JI0BOJbHO je jokazatu ', o - f3.

OBa 3amakama BeoMa Cy OJIMCKAa HjejaMa Ha KOjUMa je 3aCHOBAH je-

JIaH Of HAjIIO3HATUjUX (DOPMAJIHAX TEOPHja KOje KApaKTEPHUILy UCKAZHY

JIOTUKY — IIPUPO/THA nmenykmjatd. Ckyn akcroma OBOT' (hOpMaJTHOT #“ Pauyn mnpupomHe AeAyKImje yBeo je,

cucrema je Ipa3aH 0K Cy IIpaBHJIa HBBOEGI{)a JaTa C.HeﬂehI/IM cXeMaMa

1935. rojune, I'epxapy 'ennien ¢ HamMepom
J1a IPUPOJIHUjE OIIHIIE YOOMIajeHO 3aKIby-

(y emucay ga «, 8 u v Mory dutu npousBosbHe dbopMmyiie): qIBATbE MATEMATHIADA

I[TPUMEP 16. okaxwumo cexseHT (DA q) As,r At tAq.

(PAg)As
rAt

PAgQ

1
2
3
4.
)
6

q
t

tN\q

Veohemwe koHjyuknmje (Ay): u3 npernoctaBku o, 3 (JUPEKTHO) 3aK/bydyje-
MO a A B. MoxkeMO pasMHUIIJBATH W OBAKO: Jia DUCMO JTOKA3am o A § IOTPedHO
je 1a TOKayKeMO CBaKM KOHjYHKT MOjeJUHAYHO, 1 U (3. JIpyrum pedmma 10Ka3

3a a A modbujamo crajameM J0Ka3a 3a « U JI0Ka3a 3a [3.

EnuMubanuja KoHjyHKOuje: u3 upernocraske a A J 3akibydyjeMo « (OfH.
) mpumenom npasuia (AR) (omr. (AR)).

Hagesienn j10Ka3 MOXKEMO NpPUKA3aTH U
Ha cienehn HavnH.

IIPETIIOCTaBKa
IIPETIIOCTABKA (phg)As AL
PV

L - . L AL PAg D

Ngy 1 [dbopmyna p A ¢ je noGujena npumenom npasuia Ag Ha 1.] e NE TAE
A

AR, 3 thq Y
AR, 2
AU, 9,4

VBomHa pa3zMaTrpama HajaB/byjy MpaBUjIa yBODEmA U eJIMMHUHAII]E

AMILTAKAIjE.

a=f «

B

(=E)

Enuvunanuja ummumkanuje (0. Mojyc noHenc) (=) OIMUCYje KaKo ce y JoKa-
3uMa KOPHCTe TBPAtbe hOpMyJIHcaHe y 0OJINKY UMJIUKAII]E.

VBohewe nmnumkamuje (=) Ja ducMmo Jokasanu uMiumkanujy o = 3 Tpeda
yBecTu joJaTHy (IPHBPEMEHY) NPETHOCTABKY ( W JIOKa3aTH (3, IpH 9eMy je y TOM
JI0Ka3y JI03BOJHEHO KOPUCTUTH (v, CBE OCTAJIE IIPETIIOCTABKE U Mel)y3aKJbydKe KOje CMO
Beh msBesmn. Jlokas dopmysie S HAKOH yBolema JOJATHE IIPETIOCTABKE (¢ MCTHIEMO
BEPTUKAJHOM I[PTOM W HA3WBAMO mogoka3oM. Hermocpenno ucmo 3aBpimeTka BepTH-
KaJIHE JIMHUje HABOJMMO 3aK/by9Iak « = (3, 03HaKy npasmia (=) u Opojese KojuMa

Ccy HyMEpHCaHU KOPAIU MOJIOKA3A.
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I[TPuMEP 17. Jlokaxkumo p = ¢,p =1k p = qAr
1. p=q PETIIOCTaABKA Kana xesmmmo ma moxkazkemo o =
2.  p= 7  TIpeTIOCTaBKa B:
3. p JIOJIATHA [IPETIIOCTABKA B o YBOJUMO [IOJIATHY IIPETIOCTABKY
4. q =g 1,3 @
5. r =g, 2,3 . . U HACTOJUMO JIa JIOKaxkeMo [3.
6. gAT Au, 4, 5 k. B Kana ycuemo,
7. p=gAr =y, 36 k+1. a=p =y,jk uU3BOIUMO XKebeHN 3aK/byIaK.
a —« Enuvunanmja Heramuje (—g): U3 IPETIOCTABKU (, —(¢ U3BOJUMO KOHTPa-
1 ("E) JTAKITA]Y.
«@
VBohemwe Herammje (—): aKO U3 (v JIOKAZKEMO KOHTPAJIUKIIN]Y, OHJIa 3aK/bY-
J'_ qyjeMo .
—5 ("v)
nle)
Ipasuno (Lc): ma SucMo nokazanu o, y KJIaCHIHO] JIOTUIHU, JIOBOJLHO je U3Be-
J'_ CTU KOHTPJTUKIIH]Y U3 L.
o (Le)
VYBohemwe aucjyHkmuje: uz « (aKo CMO JOKa3aau () U3BOIUMO 3aKJ/bYy9aK
N . 3 - aV ), 3a duno kojy dopmysy [, IPUMEHOM IIPABUIIA (\/{j); Ha UCTH Ha4MH,
VE (Vo) av A (VU)  u3 B ussomumo 3akmydak oV B, 3a 5110 Kojy hopMyily v, IPUMEHOM IPABHIIA
(VD)-
Emmvmaanmja mucjyakmuje (V) onmcyje Ha KOju HAYMH y JIOKA3UMA KO-
puctumo dopmyiie odimKa « V 57 3aMUCIMMO JIa YKEJIUMO Jia JTOKAYXKEMO 7y
npernocrasbajyhu « V f. Byayhu na me 3aamo koja je oi dopmyiia a, 5 TadHa
o B (a jemma Mopa duTH), MOPaMO CHPOBECTH JIBa OJIBOjeHA JOKA3a:
- Hajupe, npernocras/bamo J1a je @ TaYHO U JOKa3yjeMO 7.
aVp ~y 7
(Vg) - 3aruM, IPETIIOCTAB/HFAMO JIa je [ TadHO U JIOKa3yjeMo 7.

Ha ocroBy oBa jBa jiokasa u mpermnocraBke « V [ 3ak/bydyjemMo 7y, jep JBa

MOI0Ka3a MOKPUBajy 0de MoryhrocTH.

ExBuBanenmnuja nBa nckaza o < [ jecTe 3ampaBO KOHjYHKIIMja B

obparne nMmmkamuje (a = 3) A (8 = «a), na ce npasmwia yBohema n

eJIMMUHAIAje eKBUBaJIEHIIje caMa Hamely.

a=p =«
as

(eu)

as B, 1D as B, prL
2oLk (4B

E E

8=«

HaBe;LeHa OpaBUJla KapaKTEepUILy JOKa3UBOCT T3B. CEKBeHaTa

["2)

,Qﬁk|_¢

(Tj. IOKABUBOCT /14 U3 TPETIIOCTABKA @1, . . . , ) ciean ). Cekpenre mo-

Ka3yjeMo TaKo IITO (GOPMHUPAMO HU3 KOjU YHHE IIPETIIOCTABKE (1, . . . , Pf



u (Meby)3akibyury 100UjeHn MPUMEHOM IpaBuia JeyKimje Ha Beh Ha-
Benene ¢opwmyie. I[locrymak 3aBpiraBaMo KaJia J00MjeMO KeJbeHU 3a-
KJby9aK 1, a OpMUpAHU HU3 HA3UBAMO JOKa30M (popMmyse 1 u3 mpeT-

IIOCTaBKHU 1, . ..

, ¥k, OTH. JOKa30M OfroBapajyher cekBeHra.

ITPuMEP 18. Hokasatu - (p = q)V (p=71) = (p=qVr).

L | (p=q9Vp=r)
2. p=q

3. p

4. q

9. qVr

6. (|[p=(qVr)
7. p=r

8. P

9. r

10. ||| gV r

11. || p=(qVr)
12. | p=(¢qVr)

13. (p=>q¢Vp=r)={@P=>qVr)

Teopema 10. T by ¢ axko I' = ¢ (je gokasus cexBeHT mpHMEHOM

1IpABUJIA IIPUPOJHE JCAYKIHjE).

Cuernmjasiao, popMysia ¢ je TeopeMa y padyHy HIPUPOJIHE JIEIKYIU-
je, aKo je JIOKa3WB CEKBEHT I ¢ (ca IpasHUM CKYyIOM IPETIIOCTABKH).
W3 nperxozipe TeopeMe U TeopeMe IOTIYHOCTH 3aKJbydyjeMo Jia ce Ipa-

BUJINMa IIPUPOJHE JeAYyKIHje MOI'Y JOKa3aTU CBe TayTOJIOTHje, U CaMO

TayTOJIOTHJE.

Jla ducMo 10jeTHOCTABUIIN JTIOKA3UBAbE CEKBAHATA, CIUCAK [IPABUJIA

MIPOIIIHPYjEMO jOII HEKMM M3BEAE€HUM MPaBUJINMA, UHja ce yIoTpeda,

JOIATHA IPETIOCTAaBKA
JOIATHA IPETIOCTABKA
JIOJIATHA IIPETHOCTABKA
=g, 2,3

VE, 4

=y, 35

J0JaTHa IIPETIIOCTaBKa
JoJaTHa IIPETIIOCTaBKa
=g, 7,8
D
VD 9
=y, 7-10
Vg, 1, 2-6, 7-11
=y, 1-12

HapaBHO, je,ZLHOCTaBHO MOZKe CJIMMHHHUCATU U3 CBAKOI' JOKa3a.

a=p B (MT)
e
1. «a=f upernocraBka
2 mle) IPETIIOCTABKA
3. « JI0JTIATHA, TIPET.
4. B8 =g, 1,3
5 1 -g, 2,4
6 ale! -y, 3-5
o
— (078
e
—— (77v)

OrmpaBaBaMo caMo IPABUIO —1 (.

ITpasuio (——g) HAM JI03B0JbABA JIa OOPUIIEMO JIBa 3HaKa Heranuje. Ha-

CyIpoT TOMe, IpaBuJIo (1)) JI03B0JbABA Jla Ce MCIPEJ] CBake (hopMyJIe

ITpasuiao modus tolens (MT) moxke OuTH BeoMa KOPHUCHO ITIpH

YIIOTpedr TBPAILUA Y OOJUKY UMILIMKAIIA]E.

JIOTTUIITY JIB& 3HAKA HETallyje.

yMJa 31
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1. « IIPETTIOCTABKA,
2. | -«  jgojarTHA IMpeT.
3. 1 -, 1,2
4. ——a oy, 2-3
I[TpuMEP 19. Ilpumeny n3BegeHNX MPABUIA JeTHOCTABHO MOYKEMO €JIH-
MUHHCATUA W3 CBAKOI' J0Ka3a. 10 WIYyCTPYyjeMO JIOKA30M CEKBEHTa p =
—q,q = —p.
1. p= —q upermocraBka
2. q IIPETIIOCTABKA
3. —q -y, 2
4. —p MT, 1, 3
Bes npasuna -—y u MT natu cekBent ducmo fokazau Ha ciemehun
HAYNH.
1. p= —q upernocraBka
2. q IIPeTIIOCTaBKa
3. —q JI0JIaTHA ITPETTIOCTABKA,
4. L -, 2,3
d. -q U, 3-4
6. p J0/laTHA IIPETIIOCTaBKa
7. -q =g, 1,6
8. 1 -, 2, 7
9. -p -y, 6-8
JIHCjyHKTHBHH CHIIOTH3ME Oba mpaBmia 03HaYaBaMO Ha MCTH HAYUH
aVp -« (DS) aVp —f (DS) jep he yBek OMTH O4YMIJIEHO KOje OJI OBa
5 Q JIBa IIPABUJIa, KOPUCTUMO.
1. aVp upernocraBka
2. e MIPETTIIOCTABKA,
3. « JI0JTATHA TTPETIIOCTABKA,
4. 1L -, 2,3
5. B 1R, 4
6. ‘ I} JIOJATHA IIPETIOCTABKA
7. B Vg, 1, 3-5, 6
Amnajiorno ce gokazyje u ceksent « V 3,0 F «a, 3a duso koje ¢op-
Mye «, 3.
TpaH3uTUBHOCT UMILTUKAIT]E 3aKOHU KOHTPAIIO3UIIje
a=p B=7 a=pf —a = —f
T asy B e -a® oy ®
1. a= [ upernocraska || 1. a= IIPETIIOCTAaBKA
2. [ =~ upernocraBka | 2. —f J0JIaTHA IIPEeT.
3. «@ JIOJIATHA TIPeT. || 3. e MT, 1, 2
4. B =g, 1,3 4. —f=-a =vy,23
5. ¥ =g, 2, 4
6. a=~v =vy,3d
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3akom ucKbyterma Tpeher IMpema 3akony wuck/bydema tpelier, y moka-

(tertium non datur) 3UMa MOYKEMO KOPHUCTUTHU KAO IPETIOCTABKY

(TND) a 'V —a, 3a duso Kojy GopMyy .
=ro
1. | =(aV-a) momaTHa mperHocTaBKA
2. « JI0JTATHA, TTPETIIOCTABKA
3. aV o \/%, 2
4 L -, 1,3
5. -a -y, 2-4
6. aV 1« \/87 )
7. I -, 1, 6
8. —=(aV-a) -y, 17
9. aV o -, 8
e Mopranosu 3aKoHI
Tav 8 (DM) Tan-B (DM) ~(aVvp) (DM) ~(enp) (DM)
—(aAp) —(a V) “aAp —aVp

Csaxko oj1 oBa yerupu npasujia Hazsaliemo /Ie MopraHoBuMm 3aKOHOM,

jep mpuauKOoM mpuMene Hehe duTu 3adyHe.

1. —aV-p upermocraBka || 1. —aA—-f mnpermocraBka
2. alp JOJIaTHA TPET. || 2. el /\%, 1
3. a AL, 2 3. -8 AR, 1
4. - -y, 4. aVp JI0/IaTHA TIPeT.
5. -0 DS, 1,4 5. B DS, 2,4
6. 8 AR, 2 6. 1 -, 3,5
7. 1 -g, 9, 6 7. —\(a \/ﬁ) -y, 2-6
8. —(anp) -y, 2-7
1. —(aVp) upernocraska || 1. —(aAB) mupernocraska
2. « J0/IaTHA TIpeT. || 2. « JI0JTATHA TIPET.
3. aVp \/%]7 2 3. B JIOIaTHA TIPET.
4. 1 -, 1,3 4. aAp AU, 2, 3
5. le! -y, 2-4 5. 1 -g, 1,4
6. B JofaTHa mpeT. || 6. -f -y, 3-5
7. avp VD6 7. | mav-B VB, 6
8. 1 -, 1,7
9. —f -y, 6-8 8. e JIOJATHA, IIPET.
10. —aA-B8 Ay, 5,9 9. | mav-B8 VEk 8

10 aV-a TND

11. —-aV - Vg, 10, 2-7, 89
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3. Uncra npeamkaTcka JIOTUKa,

Hedopmanno rosopehu, nckazna Jjoruka ce daBu CTPYKTYPOM pede-
Hulla y3uMmajyhu y 0o03Mp camMO HadYMH Ha KOjU Cy HEKH jeJHOCTABHU
HCKA3M [IOBE3aHU JOIMYKUM BE3HHIINMA, JIOK j€ 3HAYeIbe THX IIOJIA3HUX
HCKa3a MOTIYHO HeBayKHO. Tako, MCKa3Ha JIOTHMKA HHje JOBOJHHO H3pa-
JKajHa j1a Ou ce y 1h0j pa3sMoTpaJo ciaeaehe IyBeHO 3aK/by INBAIHE:

CBaku 40BEK je CMpTaH.
Cokpar je J0BeK.
Haxkue, Cokpar je cMpTaH.

[Ipenukarcka sormka oMoryhasa ja pa3MaTpaMo U CMUACA0 TOTA3HAX
nckaza. [Ipe Hero mro meTapHO OMUIIEMO TOMEHYTY JIOTHKY, HABOINMO
jesan npuMep y KoMme hemo 00jacHHTH HeKe IoJIa3He Hjeje y pa3Bojy

nIpeJuKaTCKe JIOTUKeE.

ITpuMmEP 20. IIpupomuu je3uryn HUCY MOTOIHU 33, MIPEIN3HO N3ParKaBa-
e cMuciIa uckasa. Ja jm pevennna CBakKH MOMaK BOJIM jEJHY A€BOJKY
suaun (1) ITocroju jemna neBojka Kojy Bosu cBaku MoMmak wi (2) 3a
CBaKOI MOMKA C€ MOXKe MpOoHalu jeqHa JIeBOjKa KOjy OH BOJIH?

IMoTpeda ma ce eTUMUHUIITY JBOCMUCIEHOCTH TPUPOIHOT je3UKa J10-
Besa je, u3Mmely ocrasior, 10 yBohema T3B. (POpMATHHUX je3uKa duje ce
peuennrie hopMuUpajy IpeMa yHanpes yrBphernnmM npasuinma. Pedenurie
(1) u (2) dopmanno hemo uspasuru Kopucrehin:

e Jiornuke Besnuke (V, A, 0, =, &),
o kBaHnTudukarope V — cBaku U J — HEKH,

® IIPOMEHJbUBE X, VY, Z, T z1,29,... (Kojuma hemo o3HagaBaTu 'Ipo-
b) ) b 17 17 17 2’

u3BoJbHO’, "Heonpeheno’ sbyicko Sulie) u
e momohHe 3HaKe: 3ape3 U 3arpajie.

ITopes Tora, MOTPESHO je Jja HEKUM CUMOOJIMMA O3HAYUMO M OCODMHE
ouTn Momak w burH s1eBojka, Kao u ojHoc BoJierd. U3jaBy T je momak’
osnauasamo M (z), 'z je geBojka’ osnadasamo D(z), mok V(z,y) 3Hadn
r BoTH .

Peuenunama (1) u (2) pemom oxrosapajy ciesehe dpopmyie:
Jo(D(2) ANVy(M(y) = V(y,2))) n Va(M(z) = Fy(D(y) AV (z,y))),

Hasomumo dbopmasnuzaliije join HEKOJINKO PEYEeHUIIA IPUPOJIHOT je3n-

Ka.
e Csako Bosn Hekora — Vo IyV (x,y)
e Hexko Bosu cBakora — 3axVyV (z,y)

e Hexko me Bosn mHukora — JzVy—V (z,y)



3.1. IIpenukarcke popmysie

Je3uk mpeskaTcKe JIOTUKE Pa3BHjeH je Y jeqHOM O HajBayKHUjUX JIOTH-
ukux gesa — y Kibmekunu Begriffsschrift (ITojmosHO nmemo) o crorunax
crpanuna Koje je narmcao Loriiod ®pere u objasuo 1879. romune®” . Ilos-

HACJIOB OBOT JIeJIa je
chopmasIHI je3UuK 3a YHCTO MUIIJBEEE, 110 Y30DPY Ha je3UK apHTMETHKE.

Yormmrreno rosopehu, je3ankoM mpeInKaTCKe JIOTHKE OIUCYjeMO U3BEC-
He objexTe momohy yHanpes usabpanux npeaukara (KOju MOTy IIpeJicTa-
B/bATU CBOjCTBa TIOjeJMHAYHUX OOjekaTa, ajgu u MelycodHe Bese BuIle
objekara).

V YHuBep3yM odjekaTta M HpeauKaTu

YMJI 35

4" ®Operea je, MO CONCTBEHOM INIPUZHAILY,
Bojmia JIajoHUIIOBa Mieja O YHUBEP3aJ-
HOM je3uky, lingua charactera, uuju je
yCIIeX JIe?Ka0 y pasdopuToOM M300py CHM-
0osta. DpereoB je3WK je BEHITAYKU jE€3UK
ofapeheH Iperu3HUM I'DaMATHIKUM IIpa-
BUIIMA, OAHOCHO cuHTakcoM. CiioboxHo
ce Moxke cMmarparn na je Begriffsschrift
peTeva CBUX [IPOIPAMCKUX je3HKa.

YourreHo:

VHuuBep3ym dume cBu 00jeKTH 0 KOjuMa rosopumo. Ilojemsu-
He, KOHKpETHe, oapehene odjeKTe yHUBEp3yMa HasmBaheMo
KOHCTaHTaMa.

CBaku peIuKaT uMa CBOjy JIY2KHHY, Tj. IPAJPYKEHH OPOj
Koju ozipelhyje qyKuHy Hu3a odjeKaTa Ha KOjU Ce IPeIUKAT
OJTHOCH:

® yHAPHU IIPEJUKATH TPEJICTAB/ba]y CBOjCTBA, OJIH. OCOOUHE

MOjeIMHAYMHUX 00jeKaTa;

e OHHapHH TpeauKaTH TpeIacTaB/bajy Be3e u3Mmely maBa

00jeKTa, Tj. OCOOMHY JIBOUYJAHUX HI30BA 00jeKaTa,;

® TepHapHH MPEJUKATH TIPEJCTaBbajy Bese usMeDy Tpu

0bjeKTa, Tj. OCOOMHY TPOUJIAHUX HU30BA 00jeKaTa;

® N-ADHU NPEAHKATH TPEICTABIHA]Y OCOOUHY N-TOUJAHUX

HU30Ba 00jeKaTa.

HPETXO,HHI/I ITPUMEP:
Yuusep3yM dure cBu Jbyu. CBaka KOHKPETHA
ocoda mpeicTaB/ba HEKY KOHCTAHTY YHUBEP3Y-

Ma Koju umHe Jpyau: ASernap, Emousa ut.

CnoBuma M wu D cy o3HadeHa JBa yHapHA
IIpeIMKaTa KOja PeJIOM OJroBapajy 0COOMHAMA
ouru MoMak u burth geBojka. U3jaBe Abesiap
je momak u Ejonsa je geBojka Kpahe o3mada-
Bamo M (ASenap) u D(Emousa).

CnoBom V ozHaveH je OWHApHU IIPEIUKAT
Koju ojrosapa Be3u BoJerd. U3jaBe Abde-
jgap Bos Ejgounzy w Ejgousza Bom Aberra-
pa xpalie osnadasamo V (ASemap,Enomsa) u
D(Enowusa, ASenap).

W3Bopom npenukara Supamo 3apaBao OCHOBHE (aTOMCKe) u3jase Koje

KOPHUCTHMO IIPUJIMKOM OIMCHBAaHa OroBapajyher yHUBEpP3yMa.

ITpuMEP 21. Nmajyhu ma ymy Hekum yHHUBEpP3yM, Ipeankar oapebhere
JIyKuHe NedUHUIIEMO J0Je/bUBAHEM UCTUHUTOCHUX BPEIHOCTH CBAKOM
MCKa3y J00MjeHOM [IejCTBOM IpeanKaTa Ha HHU3 o0jeKaTa oaroBapajyhe
nyxute. Ha 'ManuMm’ yHHUBep3yMuMa IIpe/UKaTe MOXKeMO jedruHucaTn
Ha BUIle HauynmHa: rpadudku, TadegoM, HadpajameM HU30Ba 00jeKaTa
KOju UMajy oirosapajyhe cBojcTBO U CJI.

Tlocmarpajmo yHUBEpP3yM OJ1 TIeT 0DjeKTa: a, b, ¢, d, e.

Hedunumnmo ynapuu npegukat U.
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I'PAOUYKN:
3a yHapHe TpeJIUKaTe KOpU-

cruMo T3B. BenoBe mmjarpame:

TABEJIOM:
Ha Burme nauuma ce moxe medu-

HUCATHU TadeJIa:

YHMBEP3YM
u nckas | 0/1 z | U(x)
a. U(a) | 0 al 0
. U(b) 1 b 1
e win
U(e) 1 c 1
U(d) 1 d 1
Ule)| 0 el 0
Hedunumumo dunapuu npeaukar B.
I'rA@UYIKY: TABEJIOM:

3a OuHapHe mpeuKaTe KOPUCTH-

Mo crpenune Mmehy ob0jekTmma:

Bumnapue mnpenukare je Hajmpe-

TIeHAje 3aJaTH TAadeIoM CJle-

B eher obnuka:
a.A.C 8

'\/_ﬂ Bla b ¢ d e

Ch— a0 1 1 0 0

b0 0 0 0 0

828 @ E clo 00 0 0

a dlo 00 11

b el1 0 0 1 0
c
d
e

Hexkasma je majjeamoctaBumje mpeaukar 1eUHACATA TPEIM3HAM OIIH-

COM Ha TOBOPHOM je3uky. ledunumremo jeman TepHAPHU TPEIUKAT.

HABPAJALEM:

CrojcrBo U mmajy objektu b, ¢
u d; Tj. Taarn cy uckasu U(b),
U(c) u U(c) (mompasymesa ce aa
a u e HeMmajy cBojcrso U).

HABPAJAILEM:
CrojcrBo B umajy ciemehu na-
posu (a,b), (a,c), (d,d), (d,e),
(e,a), (e,d); Tj. Taunm cy mckasn
B(a,b), B(a,c), B(d,d), B(d,e),
B(e,a), B(e,d).

OIUCHO: HABPAJAILEM:

T je Tepuapru npeaukar nar Ha | Taumm cy cnemehm uckasm: T'(a,b,c),
caenehn waumn: ypehena tpojka | T'(a,c,b), T(b,a,c), T(b,c,a),
objekara mma ocoduny T axko | T(c,a,b), T(c,b,a), ..., T(e,d,c);
cy cBaka gBa wiaHa Te Tpojke | meraunn cy: 1(a,a,a), T(a,a,b),
MeDhycobHO paziudnTa. T(a,b,a), T(b,c,b), T(b,a,b) urn.

Tlomrazehn o HaBedEHNX ATOMCKHX MCKa3a, YIOTPEOOM JIOTUIKUX Be-

3HUKa (POPMUPAMO CJIOXKEHIje UCKA3€, IMjy HCTHHUTOCT jeJHOCTABHO Pa-

qyHaMO:

e U(e) N\=B(b,a) = T(e,c,d) je Tavan uckas;

e B(d,e) N B(e,a) = B(d,a) je Heradan ucka3s uti.

V IIpomen/suBe n uckasHe PyHKIje
IIpomeH/BUBE T, Y, 2, X1, Y1, 215 - - -

BOJbHE, Heosipehene odjekTe yHuBep3yMa. Kajia mpoMeH/bruBe KOPUCTUMO

KOPpUCTUMO JIa O3HaAYUMO IIPpOU3-



Kao aprymaHaTte IpeanKaTa, He J0OHjaMo UCKa3 Beh T3B. HCKa3HY (pyHK-
mujy. Ilonaszehun ox oBaKBUX aTOMCKHX MCKA3HUX (PYHKIHja, TPUMEHOM
UCKa3HUX Be3HuKa (A, V, =, <, —) HAa yoOUYajeHH HAUUH, IPAJUMO
cJIoKeHuje nckasue dyHknuje. Brio Kojom 3aMeHOM MPOMEH/bUBUX KOH-
KPETHUM OOjeKTMMa YHUBEpP3yMa J00WjaMO WCKa3, UHjy HUCTHUHUTOCHY
BPE/IHOCT padyHaMo Ipema JeduHunujn npejnkara. Hapasno, yKogmko
ce jesiHa IPOMEHJbUBA I10jaBJbyje BUIIE IIyTa Y UCTO] NCKA3HO] DYHKIU)H,

VBEK je 3aMemyjeMO UCTUM O0jeKTOM.

ITpuMEP 22. Heka cy yHUBEp3yM U IpeaUKaTH OfpeheHu Kao y mpeT-

xoHOM TpuMepy. JleduHUINMO HEKOJINKO NCKa3HUX (PYyHKIHTja.
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YuuBepsywm: a, b, ¢, d, e. VN CTUHUTOCHE ®YHKIIUJE:
IIpemukatu U u B cy me- | Y 3aBucHocTu on x ompehyjemo mcru-
dbuancann rpaduaky: HuTocHy Bpennoct 3a U(x) = B(z,z):
B x U z |U(z) = B(z,z) | U(z) V-B(z,z) | U(z) A B(z, )
a.,\ a 1
e b 0
c 0
d 1
e 1

Ucrunurocna speaaoct uckazue gynxuuje U(x) AU(y) = —B(z,y)

3aBUCH OJI BPEIHOCTU T U Y.

a a a a a b b b b b c ¢c ¢c ¢c ¢c dd ddd e e e e
a b c de a b cde ab cdeadb cdeab cd
U(a:)/\U(y)—|B(xy)111111111111111111011111
~(U(z) VU(y)) A B(z,y)
~U(z) A B(z,y) = Uly)
B(%y)B()

Vv Ksautudukaropu; cjiodogHa m Be3aHa II0jaB/bUBambA MPO-
MEHJbUBE

Suavajuo eha wm3paxkajHa Mol IpeaMKaTcKe JIOTHKE, Y OJHOCY Ha
UCKAa3HY JIOTUKY, JI0Ja31 OJ1 yIIoTpede KBaHTu(uKaropa. Kopuctumo Jise

BpCTE KBAHTU(DUKATOPA:

- YHHUBEpP3aJHU KBAHTU(PUKATOD, KOJU O3HAYaBaMO V 1 3HAYN ‘38 CBAKH

(3a mpousBosbaH, 3a OWIO KOJU U CJI.)

- €r3MCTEHIUjaHu KBaHTU(MUKATOD, KOJU O3HAYABAMO J U 3HAYHU ‘34 He-

ki’ (mocroju, 3a 5ap jejaH u ciI.)
YourreHo, mpeaukaTcke popmysie rpaguMo kopucrehn:

® HeJOrHIKe cuMOOJIe, Tj. CUMOO0JIe KOHCTAHTH U IIPETUKATCKE CUMOOJIE,
ca IPUIPYKEHUM JIy>KUHAMa, KOjU Cy U3adpaHu y CKJIQJLy Ca KOHTEK-

CTOM;



38 YMJI

e Jormdke cuMOoJIe, KOju ce KOPUCTEe y OUJIO KOM KOHTEKCTY,

— BeCKOHAYaH CKYI IIPOMEHIBUBUX T, Y, Z, T1, Y1, Z1, - -

— JIOTHYKe Be3HUKe: A, V, 7, = U <;

— Jjormdke Komcramre: |, T;

— kBanTudUKaTope: V (yHuBep3asHu) u J (€r3UCTEHINjAIHA);

— nomohne 3HaKe, Tj. yodndajeHu cuMOOJIN 3a 3ape3 U 3arpa/ie.
Ogako uzadpan andader onpehyje T3B. IHCT IPEAUKATCKH jE3UK.

Hedununuja 6. (1) Aromcke popmyiie rpaJuMo Tako IMTO IIpe-
JAKATCKUIM CHMOOJIOM MOBEXKeMO oJroBapajyhm d6poj cumbdosia kKoju ce
oaHOCe Ha objekre yHUBEp3yMa (KOHCTaHTe H/UJIH IPOMEHJbUBE).

(2) Ilpeaukarcke ¢popmysie rpagumMo ciaenelium npaBuinMa;

e Jjiormdke KoHCcTaHTe | m T, Kao u cBe aToMcke popMyiie jecy ¢popmy-

Je;
e ako je a popmyna, oHja je u — popmyna;

e ako cy a, 3 popmyse u x € {V, N\, =, <}, onga je u (a* 3) popmya;
e axo je o ¢popMysa u T IPOMEH/bHBa, onAa cy Vra u Jra dopuyie.

Kana kBanTuduxaTop ca HEKOM IPOMEH/BUBOM IIOCTABHMO HCIIPE/T
dopmyte, Tas1a CBa M0jaB/bUBAIbA T€ IPOMEH/HUBE ¥ IOMEHYTOj (hopMy-
JIT TIOCTAjy Be3aHa W KaxKeMO J1a CY TOJ I€jCTBOM ITOCTAB/HEHOT KBAHTH-
¢uraTopa. YKOJINKO HEKO I0jaB/bUBAIE IPOMEHJbUBE y (DOPMYJIH HUje

IOJT, JIEjCTBOM HUJjETHOT KBAaHTU(DUKATOPA, KAXKEMO 13, je CJI0DOTHO.

[TPuMEP 23. OjpeaumMo Be3aHa U CJIOOOHA MOjaB/bUBAIHA IPOMEH b~
sux y dopmymn Jz(V(z,y) = M(z)V D(y)) A =VyV (y,y). Crpenune

Ha HAPEJIHO]j CJIUIU MTOKA3Y]y Ha CJIOOOIHA T0jaB/bUBAHA IIPOMEHIbUBUX.

V(5.) = M) VD)) A HyV (1)

IlojaB/puBama ocTaAINX TPOMEH/BUBUX CY Be3aHA.

IIpomensbuBa je citodoHA y HEKO] POPMYJIN aKO MMa CJIODOIHO I0ja-
BJbHUBae y TOj dhopmyran. Kaja kemmMo j1a ICTAaKHEMO Jia Cy CBE CJIO-
SozHe TipoMeHsbuBe (bopMysie v HeKe (He HYXKHO CBe) OJl IPOMEHJbHBUX

Tl .., Ty, OHJA TIHIEMO (X1, ..., Ty).

I[TPUMEP 24. Ako ca a o3Haummo Gopmysry
Jz(V(z,y) = M(x) V D(y)) A =VyV(y,y)

(U3 IPETXOMHOr MpHUMeEpa), OHJA OUCMO je, P MCTULIAIHA CIIODOIHUX
NPOMEHJBUBUX, Moryu o3HadnTd «(y), am u oy, z), a(y,z1,...,Tn)
U COMYHO — BaskKHO je caMo Jia ce IPOMEHJ/bUBA Y I0jaBU Ha CIIHCKY

IIPOMEHJbUBUX y 3arPaJiy.
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Csaka ¢opMyJia ca CJI0DOJHUM IIPOMEH/bUBaMa Ha M3aOPAHOM YHU-
Bep3yMy JedUuHUIIE jeJHy UCTUHUTOCHY (DYHKIN]Y UUjU Cy apryMEHTH
odjektu yHuBepayma, a Bpemuoctu cy 0 mim 1. Kama ciobomnum mpo-
MeHJbUBaMa HeKe (DOpMyJIe J0eINMO KOHKPETHE 00jeKTe, HICTHHUTOCHY
BPEIHOCT JOOMjeHOr MCKa3a oxpelyjeMo mpUMEHOM MCTHHUTOCHUX Ta-

oIl 3a JIOrMYKe Be3HUKe U cienehnx mpaBmia 3a KBaHTH(MUKATOPE:

e Axo cy caodomHUM IpoMeH/buBamMa dopmyse Vra J0Je/beHn HEKU
00jeKTH yHUBEp3yMa, OHJA je VI TadyHa 3a Te BPEIHOCTH IIPOMEH-
JPUBHX, aKO je 3a cBaku (duso Koju) objeKar yHUBEP3yMa JIOJe/beH Vza(z) je Tauno, ako je a(c) TadHo, 32

IPOMEH/bUBO] 2 POPMYyJIa (¢ TadHA; CBaKU 0DjeKaT ¢ YHUBEP3yMa.

e Ako cy cobogHuM TpoMeH/buBaMa (hopMysie Jra JT0/Ie/beHn HEeKU
00jeKTH yHUBEpP3yMa, OHJA je Jrq TadyHa 3a Te BPEJHOCTH IIPOMEH-
JPUBHX, aKO je 3a HeKM (Dap jeman) odjekaT yHHUBEP3yMa JIOJE/bEH Jza(z) je tauno, ako je afc) Tauno, 3a

IIPOMEHJBUBO] T (POPMyYJIa (v TATHA; HKH 0DJeKAT ¢ yHUBEp3YMa.

I[TpuMEP 25. IlomoBO ce ociiarbaMO HA YHUBEP3YM U IIPEIUKATE OJ-
pebene y npeTxojiHa JBa MIpUMEpY.

YuuBepsyw™m: a, b, ¢, d, e.
IIpemukarn U u B cy ne- | Ucruanrocna spemuocr dbopmyna U(z) =
dbunncany rpaduaky: B(z,z) u B(z,z) = U(x) 3aBucu ox x:
B U z | U(z) = B(z,z) | B(z,z) = U(x)
‘7',\ a 1 1
: b 0 1
c 0 1
d 1 1
e 1 1

W3 Tabena Jarux ucKa3zHUX (DyHKIMja 3aK/bYUyjeMO ¥ JIa TadHe CJie-

nehe dopmysie de3 ca0d0HIX TPOMEH/BUBUX:
Fz(U(z) = B(=x,x)), -Vz(U(z) = B(z,1)), Vz(B(z,z) = U(z))

TTocebro ncTraemo f1a 3a TAYHOCT MPETXOTHUX (POPMYJIa HUje TOTPEDHO

J0Je/bUBakb€ BPETHOCTH ITPOMEH/bBHUMA..

[TpPuMEP 26. Hasx yuuBep3ymom Koju duHe TPH 00jeKTa a, b u ¢, 3a7ar
je dbunapuu npegukar R (ciaukom mosie j1eBo, 0fH. TabesoM JI0J1e JECHO).

HUcrnmrajmo uctuanTocHe Bpegaoctr gpopmya Vy R(z,y) u Vy R(y, ),
3a pasHe BPEJHOCTHU CJI000/IHe TIpoMensbuBe x. HapapHo, 3a n3adpano ,
Tpeda 3a CBe BPEIHOCTH HPOMEHJBUBE ) HCIUTATH MCTHHTOCHE BPEIHO-

CTHN (bopMyna R(I, y)7 OJTH. R(y, ;C) QopmMmyse 1ocTajy pasyMJbUBHjE, aKO
R(z,y) 1uTamMo Kao pevdeHuIly

U3 x pje crpesidna Ka y.

Tana:

e YuPR(~+ a1) ~rraun
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z y || R(z,y) | YyR(z,y) | R(y,x) | VyR(y,x)
a 0 0
a b 1 0 0 0
c 0 1
a 0 1
b b 1 0 1 1
c 1 1
a 1 0
c b 1 0 1 0
c 0 0

SakspydyjeMo Jia cy TadHe u ciejehe dpopMmysie de3 CI0DOMHUX IPO-

MEHJ/bUBUX:

e —dzVy R(z,y) (He mocToju Tavka U3 Koje MOJIa3e CTPEJIHUIA Ka CBUM

TauKaMa yHUBEP3yMa);

e JdzVy R(y,x) (mocToju Tauka y Kojy JI0J1a3€ CTPEJIUIE U3 CBUX TAYaKa
YHUBEp3yMa)

I[TPUMEP 27. VYuorpeda IpPOMEH/bHBUX 3HAYAJHO ITOBehaBa M3PaXKaj-
Hy MON IpEMKATCKOr je3uKa. 3Hadaj MPOMEHJ/bUBUX UJIYCTPYJEMO pe-
pe3eHTannjoM nHGOPMAIja O KPeTamy CKaKada Ha IMAaXOBCKO] TadJId.
TTosba Tabire o3nataBamo mapom Opojesa ox 1 o 8.

Vaumajyhu ma yauBepsym umue opojesu 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8; mocma-
TpaMo npeauKar gayzxune 4 (rj. 4-apau npegukar): S(r1, T2, T3, T4)

"JI03BOJBEHO je Jla cKakad npebe ca nosba (1, T2) Ha nowe (r3,74)."
Jenam maaun ma HaBemeMo cBe JIOIyCTHBE IMOTe3e jecTe Aa MX U3JIICTaMO:
(+) S(1,1,2,3),5(1,1,3,2),...

Jlucra je npuaumano jgyradka u caapxku 336 gumenurna. CUTyarnmjy Mo-
2KeMO TIOPAaBUTH, W JIICTY 3HATHO CKPATUTH aKO OMUIIEMO HEKe OIIIITe
YUbEHUIIE O KPeTamy ckakada. Ha mpumep, ciezelie CBOCTBO cuMeTpH-
9HOCTH, CKpallyje ropmy JIMCTY Ha I0JIa:

(01) Vo1VaoVasVrs(S(x1, 2, 23, 14) = S(x3, 74,71, 72)).

V3 jonaTHe omITE yCJIOBE, MOYKE Ce M30CTABUTH jOII BUIIE II0jeIMHA-

YHHUX IHEEHHIA JICTE (*).
(02) Ya1VaoVasVey(S(z1, x2, 23, 24) = S(21, 24, 23, 22))
(03) Va1 VaoVaesVes (S (w1, 22,23, 24) = S(x2, 21,4, 73))
(04) Va1 VaoVaesVey (S (w1, 22,23, 24) = S(x3, 22,21, 74))

Wurynrusno je jacuo jga u3 S(4,3,5,1),

B, N WA U N
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e m1a ocHoBy (01) 3aKsbydyjemo S(4,1,5,3);

e ma ocHOBY (02) 3akmyayjemo S(5,1,4,3);

(01) (
(02) (

o ma ocriony (03) saxmysyjeso S(3,4,1,5);
(04) (

e m1a ocHOBY (04) 3akimyuyjemo S(5,3,4,1).

ITpuMEP 28. Hexka ynuBepdym uumne opojesu: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.
Bunapuu npemukar ... Mamu Of ... 0O3HAYABAMO <, U KOPHCTHMO T3B.
HHQHUKCHY HOTAIU]y: MUIIEMO & < Y YMECTO < (:137 y)

VYumecro nHaBohema uctunuroctu cBaxkor ox 100 mckasza, mpukKasaHux

y Tadesu JIeCHO, JOBOJHHO je HaBecTH cienehnx IeBeT KOHKPETHUX Be3a

(¥) 0<1,1<2,2<3,3<4,4<5,5<6,6<7,7<8,8<09.
1 HEKOJINKO OIIIITUX OCO6I/IHaZ
(O1) Ve—z <z

(O9) VaVy(z <y =~y <x)

© 00O U W= O|A
[=NelelolsloleBolelel el
OO OO OO OO O K
OO OO OO OO HHKHIN
eNoNeoNeNeNeNol el koY
OO OO OO K =i
O OO OO = = = =t
O O OO H M = = =IO
OO O g
O O

(O3) VaVyVz(z <y ANy < z=xz < z)

Ocnamajyhu ce Ha '31paBOPa3yMCKy JIOTUKY', j6IHOCTABHO yOYaBAMO
Ja ce u3 cimcka (%) u ocoduna (01), (O2), (O3) MoxKe 3aK/byIuTH, HA
npumep: 3 < 8; 75 < 2; =7 <7 ura.

=l e e =)
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3.2. IIpaBuiia neaykiimje 3a KBaHTUUKaTOpE
Ilopen npaBuia geayKnuje 3a UCKA3HY JOTHUKY, KOja IPUMEIHYjeMO 1 Ha,
penKaTcKe (popmMysie, KOPUCTUMO U IIPABUJIA 33 KBAHTU(MHUKATOPE.

Baxno mecTo y npaBmiinMa IeIyKIHje Koja ce OIHOCe HA KBAHTU(U-
KaTOpe 3ay3uMa T3B. CYICTUTYI[Hja CIOOOHUX TPOMEHJ/bUBUX CHMOOJIV-
Ma, KOHCTAHTH WM HEKUM JIDYTUM ITPOMEH/bUBAMA.

Axko je a Heka dopMysia, T TPOMEH/BUBA U ¢ CUMOOJI KOHCTAHTE, OHJIA
ca alz/c| osnauaBamo opMysTy JOOMjEHY 3aMEHOM CBHX CJIODOIHUX
[10jaBJbUBaIba IIPOMEHJbUBE & CUMOOJIOM KOHCTaHTOM c¢. HapaBHo, ako @
HEje CI0D0/IHO ¥ «, oHjia je dopmyna afz/c|] ucroserna dopmynn c.

IIpuaunkom 3amene cyi00o0/iHEe TPOMEH/bUBE HEKOM JIPYI'OM IIPOMEH-
JbUBOM MoOpamo OuTu oda3puBuju. Hamme, Kaga y « CBAKO CJIOOOIHO
[I0jaBJbUBAIbE€ TPOMEHIBUBE T 3aMEHhYjeMO ITPOMEH/BIBOM ¥, HUjEJTHO IO~
jaB/bUBaME MPOMEHJ/bUBE Yy HAKOH 3aMEHe T Ca Y, He CMe Ja IOCTaHe

Be3aHO. Y HapeJgHOM IPHMEPY, WIyCTPYjeMO Pa3jiore OBOI OTPaHUYEHhA.

I[TPUMEP 29. AKo ce OCJIOHMMO Ha uMHTepnperanujy us mnpumepa 20,

oHIa ce popMyJIa
a(y) : Vo V(z,y) — ceaka ocoda Bomm 0cody ¥y
OUTHO He pas3yinKyje o dopMmysie
a(y)[y/z]: VeV (x,z) - cBaka ocoda Boim 0cody z;

y 0da ciIydaja MCTHHHTOCT J100MjeHnX (opMysia 3aBHCH O] BPEIHOCTH
KOje JTOJeTUMO TPOMEILJINBO]j Y, OfaH. 2. VICTO BaxkKu ako Yy 3aMEHHUMO
OmJIO KOjOM JIDYTOM IIPOMEHJbUBOM, OCHM IIDOMEHJBHBOM Z, jep Ou TO

U3a3BaJjIo JIDACTUYHY IIPOMEHY 3Haderba:

a(y)[y/x]: Yz V(z,z) - ceaka ocoda Bosm cede.

Baxkno. Kaxemo 712 je mpomeHsbuBa & CJI000HA 32 Y Y (POPMYJIH (v AKO
HUJjeTHO TI0jaBJbUBabE IPOMEHJBPUBE Y HACTAJIO 3aMEHOM T Ca Y He TOCTa-
je Besamo, a ca afr/y] osHadasamo hopMysTy J0OUjeHy HAKOH ONUCAHE
3aMeHe. Y HACTaBKy, Kaja roj HamuieMmo ofz/y] noapasymesaliemo jia
je TpoMeHJbUBA X CJI00OIHA 3a y y dopmynan «. Kasga je jacHo ma je y
dbopMyn o TPOMEHBUBA T 3aMEHEHA TPOMEH/LUBOM Y, YMECTO a[w / y]

kpahe mumemo a(y).

IIpasuna Vg u Jxy

IIpe Hero mrro HaBeEMO HACIOB/HEHA IPABUIIA, MOTHBHCAlleMO UX He-
KUM WHTYUTUBHUM aprymenTuma. Heka je P yHapHU TPEIUKATCKH CHM-
00s1. AKO 3aMMCIIMO JIa Cy HU30M (1, €2, (3, ... HADPOjaHU CBU ODjEKTH

yHuBepsyma, taga dbopmyna Ve P(z) 'tepam’:

(1) P(c1) NP(ca) NP(cg) A~ -,

9|

Hema MHOTO pasiuke jia Jid KBaJpaTHY
dbyuxiujy omumeno jexnaxomhy f(y) =

y2 wm f(z) = 22

IIpumernmo f1a je & yBeK CJIODOTHO 3a
x u ga je dopmyra alz/z] ucroserna
dopmynmu «. IlpumernMo u ga yKOIHKO
ce IPOMEIJBHUBA & HE H0jaBJbYje CJI0DOIHO
y dopmymn «, tama je dbopmyna alz/y]
unenTuana hbopMysIn .
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(2) P(c1)V P(c2)VP(eg)V---.

OpBa 3amaxkarma HaC HaBOJIE Ja IPABUIA JEIYyKIje O KBAHTU(PUKATOPU-

Ma TIOBEXKEMO ca O/iroBapajynuM npaBujinMa 3a KOH]YHKIH]Y U JIAC]yHK-

mjy.
ITpasuio *(Ag)’

P(c1) ANP(co) ANP(cg) A---

P(c) el

TECHO je MOBE3aHO Ca CjieIehM pa3MUIIL/bAmheM: aKo je TadHo Vra, Taja

he dutu Tauna u hopmysa modUjeHa KaJla ce Y (¢ IPOMEH/bUBA T 3aMEHU

OMJIO KOjUM 0DjeKTOM.

alz/v

Vza

U3 Vza sakmydyjemo afz/v], npu demy je v cuMOOJI KOHCTAHTE WJIN

MIPOMEHJ/BUBA 38 KOjY je T CJIODOIHO y av.

Bynyhu na ma pacrmosiaramsy nMaMoO HETPDAHMYEHO MHOTO ITPOMEHJbU-

BUX, 3a CBaky (OpPMyJIy  MOXKeMO IpoHalin MPOMEHJbUBY ¥ TaKO A

HaKOH 3aMeHe r ca v 'y Q,IHUQAHO HQﬁHﬂBHBaH@ IOpOMEH/BHUBE UV HE

1IoCTaje Be3aHO.

ITpuMEP 30.

Vz(Losex(z) = Cupran(x)),lloBex(Corpar) - CupTan(Corpart)

Iosek(Coxpar)

= W o=

CupTan(Cokpar)

IIpasuno *(Vy)’

Vz(Losex(z) = Cupran(z)) IPETIOCTABKA

IIpeTIocTaBKa

losex(Cokpat) = Cuprax(Coxpat) Vg, 1 [z/Coxpat]

=g 3, 2

R(c;)

R(c1) V R(c2) VR(c3) V- -

(Vu)

TECHO je TIOBE3aHO ca ciaenellnM pasMuIbambeM: ako je Tauno afx/v] 3a

HEKHU 00jeKaT v, OHJIA je TadHa u dpopMmy/a Jra.

alz/v]

(3u)

Jdza

ITpuMEP 31.

U3 afx/v], 38 HeKH cHMMBOJI KOHCTAHTE WM IPOMEHIBUBY U, 3aKJBY Ty jEeMO
dza.

Vz(Losex(z) = Cupran(x)),llosex(Corpar) - JzCupTan(z)

Iosek(Coxpar)

CupTan(Coxpar)

A

JzCupTan(zx)

Vx(Losex(z) = Cupran(z)) IPETHOCTABKA

IIPETIIOCTaBKa

losex(CokpaT) = Cuprax(Coxpat) Vg, 1 [z/Coxpart]

=g, 3, 2
El;L‘U, 4

43
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IIpasuna Vay u Jzg

VBoDherme YHUBEP3aJHOI U €JIMMHUHAIMjA €r3UCTEHIIN]aJIHOr KBAHTH-
dukaropa cy HOHEKJIE KOMIIJIHKOBAHI]A [IPABUIA.

Hedopmanmo, kaja Tpedba ja J0KaxKeMO TBPIAiby O0JUKa VI, I0-
Ka3 3all09YMHEeMO PEINMa 'HEKA je T MPOM3BOJhAH OOjeKaT ...", IPU deMy
BOJIMMO PadyHa Jia je jeJMHO IIITO 3HAMO O T-y TO Jia IPUIIA/Ia OJroBapa-
jyheMm yHuBep3yMy; YKOJIUKO Ce JIeCH Jia je o3Haka  Beh pesepsucana,
OHJ/Ia Y3UMAaMO HEKY NIpYry, CBEXKY IIPOMEHJ/bUBY U M KayKeMO 'HeKa je
v TPOM3BOJbaH objekar ... CJIMYHO TOMe, KaJa 3HAMO JIia jeé TaYHO JTq,
ouya hemo oaroeapajyhn eeMeHT O3HAYUTH HEKUM CBEKHUM CJIOBOM
Koje uuje Beh pesepBHUCAHO.

YV 0Da mpaBmiia Ce IOjaBJbyjy IIOJJIOKA3W CHAO/IEBEHU T3B. CBEXKOM
IIPOMEH/BHBOM KOja ce y hopMmyaMa BaH IIO/IOKA3a HE MOjaBJbyje CJIO-

ooHO.

v
Ako ce kopumihemem cBexke TPOMEH/BUBE MOXKE JIOKA3ATH

alz/v] alz/v], onna ce Mmoxe 3aKibyauTn Voo.

Voo (Vry)

Kipyuna unmenunna 3a mpeTxo Ho MPABUJIO jecTe Ja je ¥ CBexKa IPo-
MEHJ/bUBA, Tj. JIa Ce He I0jaBjbyje HUTJEe BaH oJroapajyhier mojokasa,
I1a, TIOIIITO HUIITA He IPETIIOCTaB/baMo O v, CBaku objekar he ‘npohin’ Ha

mwerosom mecty. Creneha mema mirycrpyje ynorpedy npasuia (Vayy).

Kaza »xemumvo na goxaxkemo Vo,
j- v YBOJIIMMO CBeXKy NPOMEH/bUBY v Mucjiehn Ha 'HeKa je v
[IPOM3BOJBAH O0jeKaT yHHUBEp3yMa/ .

: U3 cBera oCTaJIOr HACTOJHMO Jia TOKasKeMo alz/v].
k. alz/v] Kaga ycmemo,
k+1. Vza (Vay), j-k  M3BOAMMO KEJHEHU 3aKJBYIaK.

[TPUMEP 32. /IoKaKuMO CEKBEHT
Vz(A(z) = B(x)),Vz(B(z) = C(z)) F Vz(A(z) = C(x)).

1. Va(A(z) = B(z)) unpernocraska

2. Vz(B(z) = C(z)) wupernocraska

3. |wv YBOJIMMO CBEXKY MPOMEHIbUBY

4. A(v) = B(v) Vg, 1

5. B(v) = C(v) Vg, 2

6. A(v) = C(v) TPAH3UTUBHOCT UMILIHKanyje, 4, 5
7. Vx(A(z) = C(z)) Vay, 3-6
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[TPUMEP 33. Jlokaxumo ceksent Vz—P(z) b Vo (P(z) = Q(x)).

1
2
3
4.
o.
6
7
8

V- P(x)

v

NG

(v)
P(v)

|

L
Q(v)

IIPETIIOCTABKA.
YBOJIUMO CBEXKY ITPOMEHJbUBY
JI0JIATHA IPETHOCTBKA

Vrg, 1

-g, 3,4

1R, 5

P(v) = Q(v) =y, 3-6
Vz(P(z) = Q(z)) Vay, 2-7

BAJATAK 2. okasaru Ve P(z),Vz—=Q(z) - Vz(P(z) & Q(z)).
YBennmo Haj3an npasuwio (Jzg). pybo pedeno: ako 3Hamo ga je

Jxa Tauno, oHsa je « TauHO 3a dap jejHy BpegHOCT’ X, ma du Tpedalio

00aBUTH 3aKJbyUMBambe 0 CJIydajeBuMa 3a cBe Moryhe BpeIHOCTH, IITO

IIOCTHUZKEMO KOpI/ICTehI/I CBeE2KY IIPOMEHJ/bUBY U KaO ’reHequKy’ BpeJHOCT

KOja pelpe3eHTyje cBe MOrylie BpeJIHOCTH.

v alz/v]

dza ~y

Ako u3 afz/v] nokaxemo dopmyty v y Kojoj ce He moja-
BJBYj€ U, OHIA Y MOPA& OUTHU TAYHO Oe3 003Upa Ha BPETHOCT’
v. 11 oBora myTa, off CyImITHHCKE Ba>KHOCTH je JIa ce v He IO-
(3zg) jaBJbyje cJI000IHO HUTIIE BaH ofroBapajyher mosgokasa, ma

2

CaMUM TUM HHU Yy 7.

Caneneha mema nnycrpyje kopumheme npasmwia (Jg).

i. Jza

J. v alz/v]

k. 0
k+1. ~

Kaja »xeauMo j1a BCKOpUCTUMO 3T,
JIOJT. TIPET. YBOZHMO O3HAaKy v 3a 00jeKaT KOju 3a0BOJbaBa (.

U3 a[z/v] n cBera ocTagor HACTOJUMO Jja JOKAXKEMO Y y
KOMe Ce v He I10jaBJbyje CI000IHO.
Kama ycuemo,

(3zg), 4, j-k  W3BOMUMO KeJHEHN 3aKJbydaK.

I[TPUMEP 34. Jloka:KUMO CEKBEHT:

Hedgopmasmo

Fz(D(z) AVy(M(y) = V(y,x))), M (Mune) - 32V (Mure, 2)

Ja ducmo 1mTo jacHuje 00pa3I0KUIN HABEICHN CEKBEHT, OCJIOHUNEMO

ce Ha WHTepIpeTanujy HaBedeHy y npuMmepy 20. 3 mpermocraske ma

IIOCTOJU [JIeBOjKa KOjy BOJIM CBaKM MOMaK W IPETIOCTaBKe ma je Mmire

MOMAaK, jaCHO je Jia MOCTOju JIeBOjKa Kojy Musie Boju, jep To norsphyje

yIpaBo JeBOjKa KOjy cBH BoJe, rma u Muie.

QDopmaJtrHo
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1. Ja(D(z) AVy(M(y) = V(y,x))) upernocraska

2. M (Muze) MIPETIIOCTABKA

3. | ¢ D(e) AVy(M(y) = V(y,c)) JIOJIATHA TIPETHIOCTABKA
4| Vy(M(y) = V(y,c) AR 3

5. M (Mune) = V (Mune, ¢) Vg, 4

6. V (Mure, ¢) =g, 5, 2

7. 32V (Mune, z) 2y, 6

8. 2V (Mure, 2) dzg, 1, 3-7

ITpuMEP 35. Heka je B Ounapuu npeaukaTckKu cuMoOoJsi. Jlokakumo
ceksenr Vo B(z,x) - YaJyB(z,y).

1. VzB(z,z) IIPETIOCTABKA

2. | v YBOJIIMO CBEXKY IPOMEH/bUBY

3 B(v,v) Vg, 1

4. JyB(v,y) Jyu, 3 (B(v,v) je ucroserna dbopmymu B(v,y)[y/v])
5. VaIyB(z,y) Vay, 2-4

V mapenna [aBa IpruMepa mocedHy maxxmwy mnocsehyjemo zedopmaannm
JOoKa3uMa. ¥ MaTEeMAaTHUIIX je yOOWdajeHo J1a ce TOKa3| HaBOJe y HedOop-
MAaJIHOM OOJIUKY, IITO NeMO W MW YHHUATH y HAPEIHUM IIOIJIABJBUMA.
Hapagsno, y medopmasnuM moka3mMma yrjaBHOM He HABOIUMO ITPABU-
Jla, JIeJyKIyje KOoja KOPUCTHMO, ajii UX CBAaKaKO MMaMO Ha yMy, jep Ha

OCHOBY UX M CaCTaB/baMO HedOPMAJHU JOKa3.

[TPUMEP 36. Heka ynuBep3ywm uuHe cBe Tadke Heke paBHH. [la ducmo
onmcasu pacropesn Mehy Taukama Kopucruliemo TepHapHU (JIy?KUHE TPH)
npeukarcku cumdost O: O(z,y, 2) 3Ha4m 'Tadka y je usmehy tadaka T
u z’. JlokazaTu ja u3 ’odurieHe UCTuHe’

VaVyVz(O(z,y,z) = O(z,y,2) A=0(y, z,z))

(Ako je y uamehy x u z, ouza je y usmely z u x u nuje z usmely y u x.)

cneqn VaVyVz(0(z,y, z) = —0(z,2,y)).
Hegopmasrao
[Ipernocrasumo 1a je VaVyVz (0O (z,y, z) = O(z,y,2) A—O(y,z,x)) - - - (%)

Hexka cy a, b, ¢ mpousBosbHe TavuKe.
Ha ducmo jokazamu nmmukanujy O(a, b, ¢) = —0(c,a,b),
upernocrasumo aa je O(a,b, ). (Tpeda nokazatu =0(c,a,b).)
ITpernocrasumo (cynporno), ja je O(c,a,b).
s (%) u O(c, a,b) cnemm O(b,a,c) m =O(a, b, c)
(Ha (*) cmo npumenwn [z/c], [y/b], [2/al.)
O(a,b,c) m =0(a,b,c) najy KOHTpaUKIWH]y.
Haxne, =O(c, a, b).
Haxane, O(a,b,c) = —0(c,a,b).
Haxme, VaVyVz(O(z,y, z) = —0(z,z,y)).
QDopmaJIHo



1. VaVyVz(O(z,y,2) = O(z,y,2) A=O(y, z,x))
2. | a,b,c

3. O(a,b,c)

4. O(c,a,b)

5. O(c,a,b) = O(b,a,c) A =0(a,b,c)
6. O(b,a,c) A —=0(a,b,c)

7. =0(a, b, c)

8. 1

9. -0(c,a,b)

10. O(a,b,c) = —=0(c,a,b)

11. VaVyVz(O(z,y,z) = =0(z,2,y))

YMJI

MIPETIIOCTABKA

JIOJIATHA TIPETHOCTABKA
JIOJIATHA TIPETHOCTABKA
Vryzg, 1

=g, 5,4

AR, 6

g, 3,7

-y, 4-8

=y, 3-9

(Vayzy), 2-10

Qopmysia o je TeopeMa HNPeUKaTCKe JIOTHUKE aKo je JOKa3uB ce-

KBeHT F a. HaBO,ZLI/IMO HEKOJIMKO BaKHUX TeopeMa IIpeJIUKaTCKe JIOTUKE.

F VaVya < VyVea

F JxVya = Vydza

F —Jdza < Vo

'V npostaszu kpo3 A, a 3 kpo3 V’

Ako x Hema cjI0D00HO 10jaB/buBae y !

FVz(aVp) & VeaV g F3z(aAB) < Jzanp

Hpa cycenna kBanTudUKATOPA UCTE BPCTE MOT'Y 3aMEHUTU MECTa,
F dzdya & Jydza

Jle MopraHoBH 3aKOHHU 3a KBaHTH(UKATOPE
F —Vza < dz—a

FVz(aApB) & VeaAVes F Jz(aVp) < JzaV Iz

FVzaVvVz = Ve(aVp) FIz(anB)= JzanIzs

Hoxaxkumo Jle Mopranos 3akon - =Jza < Vr—a. HaBomumo camo

JnoKase cekBeHara —dra b Ve—a u Vz-a F —Jza.

e Mopranosu 3akon - —-Jdza < Vr—a

—afz/v] -y, 3-5
V- VY, 2-6

1. —Jdzra [IPETIIOCTABKA,
2. | v

3. afz/v]  pomarna mper.
4. Jxa Jxy, 3

5. 1 -5, 4, 1

6.

7.

3AJATAK 3. okaszaru cekBeHTE:
(a) F VaVya & VyVza
(6) F Jzdya < JyJza
(B) F JzVya = Vydza
e Mopranos 3akon F —Vra <

1.

N o N

v

L

Vo

Jza
alxz/v]
—afz/v]
1

—dza

IIPpEeTIIOCTaBKa
JoAaTHa IIpeT.
JTofaTHa TIpeT.
VxE, 1

-g, 4,3

EL’EE, 2, 3-5
-u, 2-6

Jdx—a jemHocTaBHO M3BOAUMO W3

47
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nperxoaHor. JIokas HaBOIUMO y OOJIMKY eKBUBAJICHIN]CKOT JIaHIIA:
—Vea & —Vr-—a < ——dz-a < dJz-a

SAJIATAK 4. Y 00JIUKY eKBUBAJIEHIIN]CKOT JIAHIIA HABECTHU JIOKA3e Ce-
KBeHaTa - dra < —Vr—a n - Vea < —dz-a.

Ja ducmo nokazau ga 'V nposiasu Kpo3 A’ JoKaszalieMo ceKBeHTe
Vae(aAB) FVea AVzS u Vea AVzS F Vr(a A B).

Hokas 3a Vo (a A ) F Vea A VS Hoxkas 3a Vea AVzB F Vz(a A B)
1 Vz(aAB)  unpernocraska 1. VzaAVz8 upermocraska
2 x Hokazkumo Hajupe Vra. 2. Vza /\%, 1
3 aAf Vag, 1 3. Vzp AR, 1
4. o AL, 3 4. |
5 Vza Vry, 2-4 5. @ Vrg, 2
6 T Hoxaxkumo nane V. 6 Ié; Vrg, 3
7 alp Vrg, 1 7 alp Ay, 5, 6
8 B /\E, 7 8. Vz(aAB) Vay,4-7
9 Va3 Vi, 6-8

10. VzaAVzf Ay, 5,9

Jokas ja '3 nponazu Kpo3 V' HaBOIUMO y ODJIMKY €KBUBAJIEHIIUjCKOT

JIAHTIA.
Jz(a V) ——3Jz(aV B)

—Vz-(aV )
=V (-a A -p)
=(Vz—a AVz—p)
—VroaV Ve
dr——a V dz——p
& dzaV Iz

te e

ITox mpernocTaBKOM Jia T HeMa CJIOOOJHO II0jaB/bUBaEe y (3, JOKa-
saliemo Jz(a A B) F Jza A u Jza A B Jz(a A B).
Hoxkasz 3a 3z(a A ) F Jza A B, kama x auje crmobomuo y f.

1. Jz(aAp) IIPETIIOCTABKA
2 | v afz/v]AB nonmarma nper. (8[z/v] je mcroserno dopmymu 3)
3. a[x/v] /\Ié, 2
4. 8 AR, 3
5. Jra Jdxy, 3
6. dra A B Au, 5, 4
7. dxaANp Jdag, 1, 2-6
Hoxkasz 3a dza A S+ Jz(a A B), kaga © Huje cirodoguo y .
Jdrxa A [IPETIIOCTABKA
dra /\IE, 1
B AR, 1
v oalxz/v] JIOJIATHA, TPET.

alz/v]ANB Ay, 4,3
Fz(a A B) /\B, 5 (B[x/v] je ncroerno dbopmysmu )
Jz(a A B) Jrg, 2, 4-6

NS oUW
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SATATAK 5. VY 00JIMKY €KBUBAJIEHIIUjCKOT JIAHIIA HABECTU JOKA3€e Ce-
KBEHATA:

(1) FVz(a = B) & (Fza = (), 101 NPETHOCTABKOM /I3 Ce T He TOjaBJbyje
€J1000/1HO y bopMyH 3.

(2) F Vz(a = B) & (o = Vz3), 1oJ NpeTnocTaBKoM J1a ce T He T0jaBJbyje
¢JI000THO y hOPMYIH (.



50 VYMJI

4. ZF Teopuja ckymnona

Tlojam ckyma je jeqgan oy HajBaXKHUjUX TIOJMOBA CAaBPEMEHE MAaTEMAaTH-
ke. [IpaBua rpahema ckymoBa U OCHOBHA CBOjCTBa, TIPEIIU3UPAMO AKCHUO-
MaMa 3aMUIIJBEHOT YHUBEP3yMa Yije 00jeKTe Ha3uBaMO CKyIoBH. Besu-
Ke 3aciIyre y pasBojy Tux akcuoma mmaiu cy Ilepmeno® u ®penxen’?,
I1a Cce CIIMCAaK aKCHOMa KOjU y HACTABKYy m3jaxkemo 30Be u Ilepmesro-
®@penkeioBa TeopHja CKymnoBa n o3Ha4daBa ZF'.

VHUBEP3yM CKYIIOBa OMUCYjeMO KOPHUCTeNH JBa OMHAPHA IIPEIUKATA
€ (upunaname) u = (jeguaxocr). [Ipomenspuse fiemo o3HaUABATH MaJIIM
U BEJIMKUM CJIOBEMA JIATHHHUIIE Ca WM Oe3 MHiaekca. Yymecto € (-, +) u
= (+,-) xkopucruliemo T38. undukcHy Hotanujy - € - u - = -. 3a Heranyje
aToMcKux opMyJia KOPUCTAMO Kpahe 0O3HaKe: yMeCTO X € Y U —& = Y
PEJIOM TIHIIEeMO & & Y U T 7 .

OcHoBHAa, yHAITpEJ] IPETIIOCTaB/LEHA, CBOjCTBA YHUBEP3yMa HA3UBAMO
akcuoMama Teophje ckymnoBa. CBe NeIyKTUBHE MOCIENIE KOje M3BOJIU-
MO M3 aKCHOMAa HA3UBaMO TeopeMaMa TeopHje cKymoBa. [lpu noka3uBammy
TeopeMa, I0JIA3UMO O] aKCHOMa U Bell JIOKa3aHWX TeopeMa U IPHMErby-
JEMO yBelleHa TIpaBuUja JEIyKIMje 3ajelHO ca cienehnM mpaBmjiomM Koje

ce OJJHOCH Ha 3HaK =:
%) U=0

plu/v]
Nako cy akcmome m Teopeme 3ampaBo Gopmysie n3adpaHor MpeIuKaT-
CKOr' je3uka, Mu eMo ux (opMy/IucaTu U Ha FOBOPHOM (CPIICKOM) je3u-
KY, jép TO 3HAYAJHO OJIAKIIIABA PAa3yMeBalbe OHOI'a INTO CEe FbUMAa TBP/IA.
Nnak, dopmynanuje he nparuru u onrosapajyhe dpopmyste, ocum y ciy-
JajeBrMa KaJia Cy OHE BeOMa KOMILJIMKOBAaHE W TEIKO dntibuBe. Jlokase
TeopeMa yIrJIaBHOM NeMO HaBOAWTHU y HEMOPMAJHOM OOJIMKY, IIPUA Y€MY
hemo 3a oHe jegHocTaBHUje (Y IIPBUM OJe/bIMA OBE [VIABE) HABOJUTH W

dbopmasTHe BapujaHTe.

% Epnect Lepmemo (1871-1953)
(Ernst Zermelo)

5T ABpaxam @penken (1891-1965)
(Abraham Fraenkel)
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4.1. ITer akcnoma (€KCTEH3NOHAJIHOCTH, IPA3HOT CKY-
na, rnapa, yHuje U DapTUTUBHOr CKyIa) U jeJHa cXe-
Ma akcuoma (u3aBajara) 10

V¥V Akcuoma ekcreH3moHasHocTu. VIHKITy3H1ja.

IIpBa akcmoma KoOjy HaBOAWMO OIMCYje Be3y uaMehy € um =.

AKCHUOMA EKCTEH3UOHAJIHOCTHU

JBa ckymna cy jemHaKa aKKO W CAMO aKO MMajy UCTe eJIeMEHTe.

VaVb(a =b < Vr(z € a < x €D))

Hajupe mokasyjemo Heke odeKmBaHEe OCOOMHE j€THAKOCTH.

Teopema 11. (1) 3Ba caku cKyn a Baxu a = a.
(2) Ba cBe ckynoBe a u'b, u3 a = b crean b = a.
(3) 3a cBe ckymose a, b, ¢, uz3 a =b ub = ¢ caenu a = c.

JIokAa3. (1) Heka je a mpousBosbaH CKyIl. JEIHOCTABHO Ce MOXKE J0-
kazarn Qopmyna Vr(rz € a < z € a) (Bumern nomrokas 5-9 nmokasza
HABEJICHOI' Y HAPEJHOj HAIIOMEHH), U3 KOjeé [PEeMa AKCUOMHU €KCTEH3UO-
HAJIHOCTHU JIOOUjaMo G = q.
Hasemenn moxkas je medopmasiHa BapujanTa (GOPMATHOT [M0Ka3a CEKBEHTA
VaVb(a =b < Va(r €a <z €D)) - Va(a = a):
1. VaV¥b(a=b< Vr(r €a< x €Db)) akcuoma ekcrensuonananoctu (Ax1)

2. | a (Kemmmvo na mokaxenmo Va(a = a).)

3. a=a&Ve(r €as 1z €a) YagVbg, 1

4. Ve(r€asr€a)=a=a e

5. ‘ T (ZKemmvo ma mokaxkenmo Vz(z € a < x € a).)
6. H T Ea

7. ‘ rea=r€a =y, 6

8. ‘ rE€a<s T Ea Su, 7

9. Ve(r € a<s x € a) YV, 5-8

10. a=a =, 4,9

11. Va(a=a) Yay, 2, 10

(2) Heka cy a u b npoussosbHU cKynosu. VI3 a = b, npema akcuoMu
eKcTeH3noHaHoCTH cyten Vo (z € a < x € b), omakyie ce jeJJHOCTABHO
moxke mssectn Vz(z € b < x € a). Us nmocaeame dopmyte, mpeMa
HaBEeJIEHO] aKCHOMH, JI00ujaMo b = a.

(3) Heka cy a, b u ¢ mpousBo/bHE CKYTIOBH. [IpeTnocTaBuMo Ja Baxku
a="bub=c. Ilpema akcMOMH €KCTEH3UOHAJHOCTH uMamo Vi (z € a &
z €b)nVe(z € b & x € ¢), omakie m3ogumo Va(z € a < x € ¢).
Hajzan, u3 nociesime dbopmyse, NPpUMEHOM aKCHOME €KCTEH3MOHAJIHO-

cru, 100ujamMo a = c. O

Hanmomena 1. @opmajiHu J0Ka3u CeKBeHAaTa KOjU Ce HMOMUIbY y JOKa3UMa
tepamu (2) u (3) nperxoue jeme:

2)Vr(r €asxeb)FVr(z ebs x €a)

B)Ve(r €asxzeb),Ve(rebsree) - Ve(zr €as x € c)

IIOTIIYHO Cy aHaJIO'HU JJOKa3UMa CEKBeHaTa N3 3aJ aTKa 1.1 18(018 (—1) u <r))
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HedopmaiHo, yKOIMKO Cy CBU €JIEMEHTHU CKYIIa @ YjeJIHO U eJIeMEHTU
cKyma b, KaxkeMo Ja je a MmoJcKym on b, omn. b je mHajgckym om a, u
numemo a C b, onu. b O a. Oxroc Mehy cKymoBuMa O3HAYEH CUMOOJIOM
C nasuBa ce mukJIy3Hja. Takohe, KakeMo Ja je a cTpOrd MOACKYyI O b
(b je crporu mazckym on a) ako je a C b (b D a) u a # b, u numemo
a Cb (b D a). lpenusnuje:

o dopmysa a C b (kao u dopmysa b D a) je ckpahenu 3amnuc dopmysie
Vz(z € a = x € b);

e dopmysa a C b je ckpahenn 3anuc dopmyse a C b A a # b.

Teopema 12. (1) 3a cBaku ckyn a Baxku a C a.
(2) 3a cBe ckynoe a ub, u3a Cbub C a cuequ a = b.
(3) Ba cBe ckynose a, b, ¢, u3a Cbub C ¢ caenqu a C c.

JIokA3. Cueznehe cekBenTe HUje TENIKO J0Ka3aTH (JOKA3U Cy HOTILYHO
AHAJIOTHY JIOKAa3MMa CeKBeHaTa u3 npumepa 1.32 u 3azarka 1.1 nop (1)
u (2)):

(1) Ve(x € a =z € a)
2)Ve(x€a=z€b),Va(zr€eb=>a€a)FVr(x €a sz €Dd)
B)Ve(x€a=ze€b),Ve(zeb=>a€c)FVe(z €a=zEc)

oJlaKJIe HenocpeHo (y3 IPUMeHy aKCHOME eKCTEH3UOHAIHOCTH 3a TBPheme

(2)) cnene TBphema HaBeJeHA Yy JIEMH. O

V¥V Akcuoma mpasHOT cKyna

AKCHUOMA IIPA3BHOT CKVYIIA

IlocToju ckyn Koju HEMa ejleMeHaTA.

Ve (z ¢ y)

Ckyn 4mje mocTojarme TBPAM aKCHOMAa IIPA3HOr CKyIla MOpAa, IIpeMa

AKCHOMY E€KCTEH3MOHAJHOCTH, OUTH JeJWHCTBEH. 3auCTa, O3HAUUMO Ca

Y1 U Y2 CKYIOBE 33 KOje BayKh
Va(—z € y1) n Vo(—z € y9).

U3 oBe jBe dopmyse jeqHOCTABHO M3BOAMMO V(T € y1 < T € 19),
ofakJie, Kopuctehn akCMOMy €KCTEH3MOHAJHOCTHU, 3aK/bydyjeMo Ja je

Y1 = y2.
Hammomena 2. ®opmaJjiHu J0Ka3 CEKBEHTA,

Va(—xz € y1),Vo(—z € yo) F Va(z € y1 & x € ya).

HaBeIeH j(‘, Ha MapruHd U IMOTIIyHO j(‘, aHaJIOI'aH Hf)‘T&OT)CTT)}'

CeKBeHTa 13 3aJaTKa 1.2.
JenumncTBenn CKyI Koju HeMa ejeMeHaTa O3HadaBaMo @ U Ha3HBAMO
npazan ckyt. Jakie, Vz (z € @). ¥V HactaBKy, 03HaKy @ KOPUCTHMO

Ka0 CHMOOJI KOHCTaHTEe YHUBEP3yMa CKYIIOBA.

€y
T EY = T €Y
TEYL =T EY2

Ve(z € y1 & x € y2)

Vog, 1
-g, 4,5
1lg, 6
=U, 4-7
VIE, 2
-g, 9, 10
1g, 11
=y, 9-12
Su, 8, 13
Yoy, 3-14



Iloctojame u jeIMHCTBEHOCT MPA3HOT CKyIia TBp/u ciaeaeha dpopmya,

KOja je, Kao IITO CMO IMOKAa3aJu MOCJIEIUIA YBEJIEHUX aKCHOMA:

JyVa(z & y) A\Vy1Vye (Ve(z & y1) AVa(z € y2) = y1 = y2).
————

»(y) wly/y1] ely/ye]
Yomrre, hopmyse odIuka
(*) Jye(y) AVyi Yy (ely/yi] Aely/y2] = v1 = v2),

koje kpalie ozaagasamo 3!yp(y), TBp/E /1@ TOCTOJU JeTUHCTBEHH O0jEKAT

1 KOjU 3aJI0BO/baBa U3BECHY (DOPMYILY .
Teopema 13. 3a cBakwu ckyn a Baxu D C a.

Jokxa3. Tpeba gokazaru dopmyny Vo(rz € D = x € a).

1. Vz(-z€®)

2. | x

3. || z€e®@

4. || ~x €@ Vag, 1 -
5.0 L -5, 3, 4

6. || x€a 1g, 5

7. |lz€e@=>x€a =y, 3-6

8. Vi(xe@D=ux€a) Vry,27

V¥V "Henpuxsat/buBa akcuoma’. PacesioB mapaiokc

IloueTke mpoydaBama TeopHje CKyIOBa YECTO je MPATHIO HAUBHO
IPUXBATAE TOjeIMHIX aKCUOMa, (II0JIA3HUX MIPETIIOCTABKH ), KOje Cy W3-
resiaje ‘'MHTYUTUBHO jacHE’, ajii ce KACHUje MCIIOCTABJ/HAJIO J1a JIOBOIE
Jo mpotuBpedHocTu. Hajmosuaruja ’HamBHa akcmoma’ jecTe: 3a CBaKO
CBOjCTBO ITOCTOjU CKYIT KOjU CAJIPXKU CaAMO OHE 00jeKTe KOju MMajy TO
CB.ojCTBo.60

IIpuponno je mpuxBaratu Jga cBojcTBa Oymy Heke (opmyse Teopuje
ckynoBa. @opmyay a(x, - -+ ) MOKEMO CMATPATH CBOJCTBOM CKYNA T, JI0-
nymrrajyhin morylinocr ga o cajipku Heke Ipyre IpoMen/buBe (HaBeeHe
YMECTO TA4KUIA -+ - ). AKO ce IPOMEH/bUBaA § HE HOjaBJbYyje CJIODOLHO Y
a(z, ), onja ce 'HamBHA akcumoMma' Moxke (bOpMysMcaTH Ha cienehn

Ha4MH:

(HAUBHO!) Ve JyVa(z €y < alz,--));

3a IPOM3BOJbHE CKYIOBE - - -, IIOCTOJH CKYH J KOjH CAIp:KH CaMO OHE T
3a Koje ce MOXKe yTBpAUTH Be3a oz, - - ).

IIpumernmo Hajupe, 1a 3a cBaky MOPMYIY (, CKYII Y YHje TOCTOjAbe
TBpau opmysna (HAUBHO!) Mopa OUTH jeJIMHCTBEH NpeMa aKCHOMH
eKCTeH3MOHAJIHOCTH. 3aKCcTa, aKo Y| U Y2 O3HAMaBajy CKYIOBE TaKBe JIa
je

Ve(z €y1 < alz, ) u Va(z € yo & alz, ),
OHJIa ce jeJIHOCTaBHO Moxke u3Bectn Vz(rx € y; < x € y3), a 300r
aKCHOMe eKCTeH3UOHATHOCTH U Y| = 2.

YMJI 53

50 OpoM ’HamBHOM axcHOMOM’ ce 3alIpaBo
YBOJI je/laH HOB HAYMMH 33/aBaka CKYTIO-
Ba. Ilopes jeHOCTAaBHOr Habpajamba eJe-
MeHaTa YHYTap BUTHIACTHX 3arpajia, Ha-
UBHa akcuoMa' oOlpaBJaBa JeduHUCAIE
CKYyTIa CBOjCTBOM, M CXOJIHO TOMe YTIOTDe-
Oy osnake {z | a(z)} 3a ckyn cBux odje-
KaTa T KOju nMajy cBojero az). Henpn-
XBaT/bUBOCT 'HAMBHE aKCHOME  IOKA3a0 je
Beprpan Pacen (1872-1970) msabpasmm
CBOjCTBO HE OUTH caM CeOH eJIeMEHT, Tj.
Supajyhn na a(z) dyne = € .
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Mozkemo i 3a cBako «, opmysty (HAMBHO!) IpUXBATUTH Kao akK-

cuomy? Oarosop je HeraTHBaH, Kao IITO IOKa3yje UyBeHH Pacesos ma-
paJIoKC.
PacenioB napanokc. Heka je a(z,ay,...,an) dopmyna z € x. O3na-
qumo oBy dopmyiy ca p(x). Tana (p*) nocraje: IyVa(z € y & o & x).
MebyTnm, u3 oBe dopMyIe jeTHOCTABHO M3BOUMO KOHTPAUKITH]Y:

1. YWVe(r ey x &)

2. vVe(x €evea éa)

3. vEVESVEY Vg, 2
i. 1
i+l L Jog, 1, 2-i

KonTpaaukimja je cBakako HEIITO MITO He cMeMo fo3BosuTu. Jlakiie,

cxema (HAMBHO!) je HENPHUXBAT/BUBA y OIIITEM CIIy9ajy.

VvV Cxema u3aBajama. AKcuome: mapa, YHHje U HaAPTUTUBHOT
cKyma

Cie HAC/IOB/bEHE AKCHOME Cy ODJIMKA
Voo IVae(z €y < alx,--+)),

aJm caMo 3a Heke nmocedHo mzadbpane gopmyie o(x,---) y Kojuma ce y
HE TI0jaBJbyje CJI0D0/IHO.

‘ CXEMA UBJABAJAA VaVay - -Vap,yVz(x € y & x € a A p(z,0a,a1,

ceyap))

Ja ducmo jeaHocTaBHIje 00jaCHIIN 3HAYUECIHE AKCHOME M3/IBAjatha, IO~

cmarpaheMo el Crenujaian Caydaj
VadyVz(z € y &z € a A p(z,a)).

OBuM 0DJIMKOM aKCHOME Ce TBPU Jla 38 CBaKU CKYII ¢ U OUJIO KOjy Hop-
myity ©(z,a) MoxkeMo hOpMUpATH CKYTI (M3/IBOJUTH TOJACKYII O, @) KOJU
he cagpkaBaTi camMo OHe €JIEMEHTE T U3 @ 3a KOje Ce MOYKe YTBDJUTH
©(z,a). TomTo TakaB cKyn Mopa OUTH jeJUHCTBEH, yBOJMMO MOCEDHY
osHaky 3a wera {2 | € aAp(x,a)} wm {z € a | ¢(z,a)}. [Ipumernmo
naje {x |z €anp(x,a)} C a. Uctuaemo u crenehy exsupasenmjy:

tef{z|ze€anp(z,a)} &tecanp(ta).

‘ AKcuoOMA TAPA Va1VasdyVz(x €y < x =a1 Vi = ag) ‘

AKcroma TIapa TBPIH 114 33 CBaKa JIBA CKYIIa @] U dg TOCTOJU CKYTI Y
YWjU Cy jeIWHN eJeMeHTH a| U a. Beh cMo mcTakim ma ce MOXKe H3Be-
cru VaiVaoyWa(z € y & 2 = a1 Vo = ag). JeMHCTBEHU CKYyN KOjU
CaJpIKM @] U A Kao jelHe eJleMeHTe O3HadaBaMo {ai,ag}. Crnenmjar-
HO, 3a TIPOM3BOJbAH a1, CKyN {aj, a1} o3nagasamo {a]} n HasmBaMmoO ra
CUHIJITOHOM (UJIU je/IHOUJIAHUM CKYTIOM). YBeJIeHe 03HAKe KOPUCTHUTH-
MO IPHU 3allicUBaIby (hOpMyJIa, IPH H9eMy HMaMO Ha yMy Ja OBe O3HaKe

MOZKEeMO eJIEeMUHHCaATH HOMOhy cnegehnx eKBI/IBaJIeHHI/IjaZ

Cxema uzjiBajama 3anpaso ojapelhyje dec-
KOHAYHO MHOIO aKCHOMa — IO jeIHy aK-
cuomy, 3a cBaky dopmyiy @(x, - ). Yo-
nmreHo ropopehn, 3a ¢Bako 3a7aTo CBOj-
crBo p(z, -+ ), camo u3 nmocrojehux cKy-
II0Ba, MOTY Ce U3/1aBajaTH eJIeMEeHTU KOju
3a7I0BOJbaBAjy TO CBOJCTBO M OJf THUX €Jie-
MeHaTa (HOPMUPATH HOBH CKYIIL.

{zcalp(x,---)}

r€{a, et & r=a1Vz=as n € {1} er=a1Vr=a &z =a.
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‘ AKCHUOMA TTAPTUTUBHOT CKYIA YaTyVz(z € y & Vi(t €z =t € a)) ‘

IMoacehamo sa je * C a ckpaheme 3a Vi(t € x = ¢ € a), na ax-
CHOMY IapTUTHUBHOI CKyIla MOYKeMO 3almcaTh U y cienelieM o0JHKy:
VadyVz(z € y & x C a). lakse, oBa akCHOMa TEPIHM Ja 34 CBaKW
CKyIl @ IOCTOjU CKYH KOjH CAIPXKU CBE IIOACKYIIOBE CKyIIa @ M IPYyTHX
ejeMeHaTa Hema. Taj jeauHcrBeHH CKyl o3HadaBamo P(a) U Ha3HBAMO
MapTUTUBHU CKYII o7 a. [locedHo nerndeMo eKBUBAJICHIM]y Kojy hemo

KOPHUCTHUTH IIpU PaJly Ca NapTUTUBHUM CKYIIOBUMaA!:

z € Pla) &z Ca.

AKCUOMA VHUIE VaTyVa(z € y < Ft(t EaNz €1)) ‘

AkcuoMoM yHHje ce TBPIU Ja 3& CBaKU CKYII @ IIOCTOjU CKYyI KOju
CcaJpKU CBE eJIEMEHTE eJIEMEHATa CKyIa ¢ U JAPYIUX eJIEMEeHATa HeMA.
Taj jemmuacTBeHN ckyn o3uadasBamo |Ja wimm |J ¢ u Ha3WBaMO YHUjOM

tea
CKyHa a.

zelJae t(tecanact)

Kopucno je umaru #a ymy cienehe:
e na mpumep, ako {a,b,c} € X, onna
a,b,ce UX;
I[TpuMEP 37. Tlonmasehu ox mpasHor ckyma (), HABOIMMO HEKE OJI CKY-
. e Ha mpumep, ako a,b,c € X, oHIa
IIOBa KOJ€ MO2KEMO U3Ir'PDaJUTU IIPUMEHOM HaBEICHUX aKCHOMa. {CL b C} c ?(X)
K k) N

Kopucrehn akcmoMmy mapa J1o00mjamMo CKyIIOBe:

{2}, ({21}, {211}, {2,{2}}, {2, {{2}}}, ({2}, {{2}}) woa

Kopucrehn akcnoMy TapTUTHBHOT CKYTIA:

P(@) = {2}, P{2}) = {2,{2}}, P({2,{2}}) = {2, {2}, {{@}},{©,{@}}} won

Kopucrelin akcmomy m3asajama, Ha npumep, n3 ckyna P({@,{D}})
dopmynom @ € zV {@} € x mokeMo 'M3ABOjUTH’ CKYyII

{z ]2 eP{0A{D}) N (@ € 2v{Q} € )} = {{2}, {{2}}, {2, {D}}}

IIpumenom axcuome yHHje MOKeMO (OPMHUPATH, HA IIPUMEP, CKYII

{@,{2},{{@}}}. 3aucra, dopmupajmo cunranron {@} u nap {{2}, {{D}}},
a 3atum of1 oux ckynosa Hosu nap {{@}, {{@}, {{@}}}}. Tana je

Ut{2o} {{2}. ({211} = {2.{2}. {{2}}}

Cnodomauje pedeHo, ako Cy CKyIIOBHU 33J]aTH HABODEHEM eJIeMEHATA YHY-
Tap BUTHYACTUX 3arpaja, oHja |Ja modujamo OprcameM BUTHYIATUX 3a-
rpajia Koje ce OIHOCe Ha eJIeMeHTe CKyla ¢ (U u3danuBarbeM MPasHOr

CKyIIa YKOJIUKO je OH €JIEMEHT OJf @)

axo je a = {{0}, {{0}. {{@}}}}, onmaje (Ja = {{D }, 1 {2}, {{2}} ¥}
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o cama cMmo HaBegeHe aKCHMOMe KOPUCTHUJIN JIa OUCMO JIOKA3aJIHU I10-
CTOjambe M3BECHUX CKYTOBa. ¥ HACTABKY heMo J0Ka3aTh HENITO JApyTra-

9UjU pPe3yJITaT: Jia He TOCTOjU CKYI KOJU CAJIPXKU CBE CKYIIOBE.
Teopema 14. He mocroju cKyIl KOju Cajp»KH CBe CKYIIOBE.

JIokA3 . IloTpebno je ma M3 HaBEIECHMX AKCHOMA H3BEIEMO (DOPMYILY
—IyVz(z € y). Ymecro bopmannor uzsolera, HABOIUMO CAMO OCHOBHE
KOpake JI0Ka3a.

IIpeTnocTaBuMO CyIPOTHO OHOME IITO Tpeda JOKA3aTH, Tj. 1 II0CTOj1
CKyl cBux cKynosa, JyVz(z € y). Osnaunmo ca v Takas ckyt, Vz(x €
v). (Humje Temko mokasaTu Jia 0OBakaB CKyI U MOPa OWTH jeJIMHCTBEH.)
IIpema akcmomm m3aBajamba MoxkeMmo dopmuparn ckyn u = {z | ¢ €
vAz ¢a} U3Ve(zx €us x €vAx € x), B3BOAUMO

(*) UEUSUEVAUE U

IIpema 3akoHy UCK/by4ema Tpelier, v € u wii u & u.

Axko u € wu, xopucrehn mmmymkanujy v € v = u € v Au &€ u,
Jodujeny uz (*), u3BoUMO U € v A u & u, Tj. u € u. Konrpasukimja.

Heka u ¢ w. U3 Va(z € v) saxmydyjemo ma u € v (v caapxu
CBE CKyTIOBE, TTa CAMWM THUM CAJPKU U ), TTa UMaMo U € v Au & u.
Kopucrelin nvunmmkamyjy v € vAu € v = u € u, modujeny u3 (%),
U3BOJIUMO U € u. KoHTpamKIyja.

3Beene KOHTPAIUKIH]e 00apajy MOJIa3Hy IIPETIIOCTABKY JIa [OCTOj1
cKyn cBux ckymnosa. lakne, =IyVz(z € y). O

IMocaeauua 1. 3a cBakW CKyH MOCTOjU CKYIT KOjU My He IPHITAJIA.

JokA3. Tepheme cienn uz nperxomue treopeme u Jle Mopranosux 3a-
koHa 3a kBanTudukarope: ~JyVz(z € y) & VyIz(x & y). O

3a dwjio Koju CKyl a, yHHja |Ja caJp:Ku caMO OHe eJIeMEHTe KOju
rpuriaajy odap jelHoM ejeMeHTy u3 a. AKO je a HelnpasaH CKyIl, OHIa U3
jeHOT eJleMeHTa CKyTa ¢ MOXKEMO M3JIBOJUTH CaMO OHEe eJIeMEeHTe KOju

IPHIAIAJy CBUM €JIEMEHTHMA U3 a:
(%) ze(Na & Vi(tca=azct).

OBako onpebhen ckyt () a je jeIMHCTBEH U HA3UBAMO ra IPECEKOM CKYyIIa

a. ¥Ymecro () a moHekaa ce muire u (| t. BaxxHo je mmaru Ha ymy 1a je
tca
JeduHUCAH caMO IIPeceK HempasHor ckyna. IIpecek mpasHoOr cKyma Huje

neduHICcaH, jep Ou ce y TOM CIydajy eKBUBAJEHIUjoM (%) TBPIMIO Ja
je (@ 3ampaBo CKyI CBUX CKyIOBa (jeJHOCTABHO je mokasaTu dhopMyITy
Vi(t € @ =z €t)).



yMJI 57

4.2. Bynose oneparmnuje. /lekapToB Npou3BO, 1 1

Beh cmo marnmacuim ja hemo Kao MpOMeH/bUBE KOPUCTUTH U BEJIUKA
CJIOBa, JIATUHUIIE, TIITO je Y MATeMaTUIKO] JUTEPATypPH yoOWdajeHo, Ia

hemo y mHacTtaBKy cBe demrhe Tako mocrymaru. llomcehamo ma yBemgene

aKCHOM€ M OCHOBHE IIOCJIETUIIE. Dopmyna Jlye (mocroju jeauncrseno y
Akcuoma excrensuonannoctn:  VAVB(A=B & Ve(z € A< e B)) ™om ) Jecre xpahn sammc sa:
AKcroMma TIpasHoOr CKyTia: YVr(z & y) Fye AVyLYy2(ely/vi] Aely/y2] = y1 = y2).
JIema (i) AV (z & y)

Hedunurnuja. )
Axcuoma mapa: Va1Vag3PVe (v € P&z =a1 V2 =as)
JIema (ii) VYa1Vag3'PVa(z € P x=a1 Vi =ag)
Hedunuuja. . {ay,az}
Axkcnoma yuuje: VAIUVz(z € U < 3S(S€ ANz €S))
JIema (iii) VAU Vz(z €U & 3S(S € AAx €D9))
Hedbununuja. ...U.A:SU S={z|3S(SeAnz €S}
cA
Axkcnoma maprutusHOr ckyma:  VAIPVS (S € P < S C A)
JIema (iv) VAJIPVS(SeP <= SCA)
Hedunuiuja. L PA)={S|SCA}={S|Vz(zeS=xz€ A}
Cxema u3npajama: VAVay -+ -Vap,3Y Vo (z €YV & x € ANp(x,4,a1,...,ap))
JIema (v) VAVay ---Vap Y Vz(z €Y S x € ANp(x, A a1,...,ap))
Hedbunuuja. LY ={z|zeANnp(z,Aal,...,an)}

={ze€A|o(z,Aal,...,an)}

v Bynose (cKymnoBHe) omeparuje

Jlema 4. Cieneha tBphema cy mocemuiie yBeJeHUX aKCHOMA:
1. YAVBIYV2(z €Y =2 € ANz € B)

2. YVAVBAYVz(z €Y =z € ANz & B)

3. VAVBAYVz(zr €Y =z € AVz € B)

JoKA3. Tephemwa 1) u 2) cy AupeKkTHE IOCIEIUIE CXEME U3/[BAjAlba U

AKCHOME €KCTEeH3MOHATHOCTH (Tj. mocsemune aeme (v)) ysumajyhin ma je

v1(x, A, B) dbopmyna z € B, onu. ma je wa(z, A, B) dopmyna x € B:

VAYBAYVz(z €Y = x € ANz € B), omu. VAVBAYVz(z €Y =z € ANz & B)
e —
z€ANp1(2,A,B) r€ANps(7,A,B)

3) Heka je Y = [J{ A, B}. 3a dusio xoje T nuMamo:

zeY & zel|j{4 B}

< J(te{AB}AxEL)
Jt((t=AVt=B)Az€t)
Jd((t=ANzet)V(t=BAzet))
Jdtt=ANzet)VIt(t=BAzxet)
reAVz e B.

t oo
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JakJie, 3a jare ckynoee A u B, mocrojame U jeJMHCTBEHOCT CKymla Y

CJIeJTN U3 AKCUOMa, eKCTEH3UOHAJIHOCTH, 11apa U yHHjE. O
Hamomena 3. VY mpeTxogHOM eKBUBAJJIEHITN]CKOM JIAHITY KOPUCTUJIN CMO €KBH-
Banennujy Jt(t = AAx € t) & x € A kojy Hmje Temko mokazatn. HaBommmo

ckpahenn mokas nvmmkarmje 3t(t = AAx € t) = x € A.

l. Jt(t=ANz E€1) PETTIIOCTaBKA
2. tt=AANx€Et
3. t=A NE, 2
4. r et /\L:)‘ 2
5. t=AsYu(luetsueA) akcmoma
- 1. reEts e A 3 3 U 5 IPUMEHOM @Jﬁ‘D, =g, Vug
v+ 1. r€eA u3 4 u ¢ IpUMEHOM @kl). =g
1+2. xz€eA deg, 1, 2-i 41
Obparny nvmmumkaimjy © € A = Jt(t = AAx € t) je jomr makmie 1oKa3aTn.
1. re A
. A=A
i+1. A= AAz € A[Osa dopmyna je sanpaso (t = ANz € t)[A/t]] Ay, 1,4
i+2.  Jdt=ANz€ET) Jty, i+ 1
Hedununuja 7. 1) IIpecek ckynosa A u B jecre ckyn AN B koju A B
CaJIPIKHU caMO OHE eJIeMEeHTe KOju HPHNaIajy u cKyimy A um ckymy B, u
JIPYTHX eJIeMeHaTa ocuM oBux HeMma. IIpecek ckymoBa A u B ozHayaBamo
ANB: ANB={z |z € ANz € B}. Ckynosu A u B cy qucjyakTHu
ako je ANB =Q@. ANB

2) Pazsinka ckynoBa A u B jecre cKyn Koju caipXKu caMO OHE eJie- A B

MeHTe Koju mpumnajajy ckymy A, a He mpunajajy ckymy B, m apyrux
. . A\B
esremenara ocum oBux Hema. Crenmjarno, ako je B C A, pazmky A\ B
Ha3WBaMO KOMILJIEMEHTOM cKymna B y ornocy Ha A. Kaza je y Hekom
KOHTEKCTY jacHO y OMHOCY Ha Koju cKym A ce oapelyjy KoMiLieMeHTH, A 0
onga ymecro A\ B numenmo B C. B
B
UB

3) Yuuja cxkynosa A u B jecre ckyn AU B Koju cajp>u camo oHe
eJleMeHTe Koju npunaajy cKyiy A mmu ckyny B (6ap jexnom o1 ckymosa

A, B), u gpyrux ejeMeHaTa OCHM OBHX HEMA: A
AUB=|J{A,B} ={z |z € Avac B}. @

Teopema 15. 3a mpowmsposeHe ckymoBe A, B, C Baxku:

1.LANA=A 2. AUA=A A

3.ANB=BNA 4. AUB=BUA

5. AN(BNC)=(AnB)NC 6. AU(BUC)=(AUB)UC

7.AN(BUC) = (ANB)U(ANC) 8 AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
9. A\ (BNC) = (A\B)U(A\C) 10. A\ (BUC) = (A\ B)N(A\C)

JIOKA3. Cse HaBejieHE jeTHAKOCTHU j€IHOCTABHO JIOKa3yjeMo (popMUpa-
BEeM eKBUBAJICHINjCKIX JIAHAIA y KOjUMa KOPUCTUMO O/roBapajyhe Teo-
peme mpeauKarcke Jjornke. HaBoamMo caMo HEKOJIMKO JI0Ka3a, a 0CTaJIe
[IPEILYIITAMO JUTAOIINMA.

Jennakocr (1) AN A = A norspbyje nanar

rEANAs e ANz e A x e A,

B\A



y KOMe je Ipyra eKBUBaJIEHUIINja II03HATa TeOpeMa UCKa3He JIOTUKe o A
o = Q.

Jennaxocr (8) AU (BNC) = (AUB)N(AUC) norsphyje nanan

r€AU(BNC) & ze€AVzeBNCszecAV(zxeBAxzel)
& (z€eAVzeB)AN(z€AVzel)
[FaVv(BAY) < (aVB)A(aV b))
& z€AUB ANz e AUC
< xze(AUB)N(AUQC).

Jemnakocr (10) A\ (BUC) = (A\ B)N (A \ C) norephyje nanar

reA\(BUC) & zc€cAN-zeBUCSzecAN-(reBVzel)

& zeAN(-z€ BNz e ()
[F—=(aVB) e ~an-p]

& (z€AN-zE€B)AN(z€AN-T€C)
[Fan(BAy) e (@AB)A(any)]

& ze€A\BAzeA\C

& xe(A\B)N(A4A\O).

KOpI/ICHO je IIPUMETHUTHU Ja CBAKOM OJ HaB€ACHUX CKYIIOBHUX UJCHTUTETa

0/ITOBapa jeJHa CPOJHA TayTOJIOTH]A. [

Teopema 16. 3a npowussoseHe ckytoBe A, B, C' Baxku:
1.LANBCA ANBCB, 2 ACAUB,BCAUB,
3. Axko je C C AuC C B, ogza jeC C AN B,

4. Akoje ACCuBCC,ounajeAUB CC,
5. Ako je B C C, onga je A\ C C A\ B.

JIokA3. Tepmmwe (1) u (2) aupekTHO ciese u3 AedUHUIM]A UHKILY3UjE,
npeceka u yHuje, u ciejehinx Teopema mpejiuKaTcKe JIOTHKE:
()zeANzeB=x€cA, z€ ANz € B= 1€ B,
2reA=>rc AVeeB,zeB=x€ AVz €< B.

B U3CCAuCCB,1j.Ve(zeC=2€A)uVe(x € C=zx€B),
zaxspydyjemo Vo(z € C = z € ANz € B), 1j. Vo(z € C = z €
ANB),najeCC ANB.
4U3ACCuBCCnjVe(ze A=z eC)uVe(z e B=>2 € (),
sakspyayjemo Vo(z € AVae € B=xz € C), 1j. Va(z € AUB =z €
C),majeAUBCC.

(5) UIs B C C, 1j. Vx(z € B = z € C), npeMa 3aKOHY KOHTDAIIO3UIIAje
nvamo Vae(x ¢ C = x & B), aonarie u Ve(z € ANz § C = x €
ANz ¢ B),naje A\C C A\ B. O

HMocneauua 2. Ako je BC AuC C A, orna je:
(1) Bnc) =Bbuct » (BuC)t =BNCE,
(2) 13 B C C caeqn C* C BE.
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I[TPuMEP 38. [dokaxumo aa je P(AN B) = P(A) NP(B).
Tpeda moKa3aTH €KBUBAJICHITH]Y:

X eP(ANB) & X € P(A)ANX € P(B),
OJIHOCHO, TIpeMa JeduHuIMje TapTUTUBHOI CKYIIa,
XCANB& XCAANX CB.

Nmvmmmkarjy X € ANB = X C AN X C B, nokasyjemo y3 momoh
aeme 16 (1) u neme 12 (3): ako je X C AN B, onxa, 350or ANB C A
u ANB C B, mopa dutn u X C A u X C B. ObparHa UMILUIMKAIH]ja,
X CAANX CB= X C AN B, jecre 3anpaso TBpima Teopeme 16 (3).

VcnmrajMo fia mu ynpaso ToKa3aHa jeJHAKOCT BasKU YKOJMKO ITPECEK
gamenumo yuujom. Ummmmkanujy X € AV X € B = X C AU B uuje
Temko jgokazaru: ako je X C A, omma, 30or A C AU B, nobujamo
X C AUB, a ako je X C B, onua, 30or B C AU B, oner nodbujamo
X C AU B. lakzne, 3a duio koje ckynose Baxku A u B Baxku P(A) U
P(B) C P(AUB).

Mebhyrtuwm, ako je X € AU B, ckyn X He MOpa OHTH TOJCKYIl HH-
jenmor oj ckynosa A, B. Ha npumep, ako je A = {0,1}, B = {1,2}
nu X = {0,2}, ouhe X C AUB, aim X € A u X ¢ B. Jlpyraunmje
sammcano, X € P(AUB), X ¢ P(A) u X ¢ P(B). llpumernmo aa cMo
HaBeJieHnM n3bopoM ckymosa A, B, X zanmpaso gokasaau npey GopMyTy
cieneher eKBUBAJICHIM]CKOT JIAHIIA:

JAIBIX(X € P(AUB)AX ¢ P(A)AX & P(B))
JAIBIX~(-X € P(AUB) V (X € P(A) VX € P(B))
JAIB-VX(X € P(AUB) = (X € P(A) VX € P(B))
JA3IB~(P(AU B) C P(A) UP(B))

~VAVYB(P(AU B) C P(A) UP(B))

t ¢t

V ¥Ypebene n-ropke. lekapToB npousBo/,

Vpebhen map ckynosa a u b, y ozuaiu (a, b), 3aMUIIIBAMO Ko TEJUHY
KOjy unHe a 1 b HaBegeHU opeheHnM peoCcIe/IoM — 3Ha ce KOju 0djeKaT
je npBu (JIeBH) 4IaH IeJHMHE, & KOJU je Apyrd (IIeCHH) YIaH IIeJIHHE.
Kibyuna ocobuna ypehennx maposa jecre na u3 (a,b) = (¢,d) cremm
a=cub=d.

Hedbununuja 8. Vpehen map ckymosa a u b je ckym {{a},{a,b}},
1j. (a,b) def {{a},{a,b}}, npu wemy je a npsa koopmumara u b apyra
KOODAHHATA.

[Tpuvernmo na ypehen nap (a,b) auje ucro mro n nap {a,b}. Joka-
JKHUMO JIa 32 OBaKO yBeJieHe ypeleHe mapose BayKu HaBEJIEHA OCOOMHA.

Teopema 17. Heka cy a, b, ¢ u d duio koju ckynou. Tasna:

(a,b) = (¢,d) ©a=cNb=d.

{a,b} ={c,d} <

(a=cAb=d)V
V(a=bAb=c).



JokA3. ITocedno moka3yjeMo CBaKy UMILIMKAIIN]Y.

(<) Akojea=cub=d, onnaje {a} = {c} u {a,b} ={c,d}, najen
{{a}’ {aab}} = {{C}’ {Cv d}}v 1j. (a,b) = (c,d).

(=) Hexa je (a,b) = (¢,d), 1j. {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Bnamo na
Cy JiBa CKyTa jeJTHAKa aKO UMajy UCTE eJIeMEHTE, [a U3 MPETIIOCTAB/HEHE
JETHAKOCTU 3aKJbydyjeMO Jla BarkKe jeJIHAaKOCTH HABEJIEHE Yy CBAKOM O
cieneha nBa ciyuaja. Jlokazahemo ma y oba ciyuaja mopa dutu a =
cANb=d.

1. cayqaj: {a} = {c}, {a,b} = {c,d}. Uz {a} = {c} cnenm na je a = ¢,
a omarie u {a,b} = {c,d}, na jeu b = d.

2. cayaaj: {a} = {c,d}, {a,b} = {c}. Uz {a} = {¢,d} cnem a = ¢ = d,
aus {a,b} = {c} naje a = b = c. CaMuM TuM, CBAKAKO BaxKn a = ¢ U

b=d. O

Jlema 5. 3a cBaka jBa ckyna A m B mocroju jequHCTBEHU CKYI KOjH
cajpxku ypehene mapose 4mje mpBe KOOpAUHATE NMPUIAJA]y CKymy A, a
Jpyre KOOpIUHATE OpUIaAajy cKyiy B (u apyrux ejsemeHara Hema):

5
VAVBIYVz(x € Y < Jadb(a € ANb € BAx = (a,b))) 4
JIOKA3. ¥YpeleHu nmapoBu 4uje IpBe KOOPIUHATE IPUIAIajy CKyIy A, a z
JIpyTre KoopJMHaTe Npuiaajy ckyiy B npunanajy ckyny P(P(AU B)). 1
Sancra, 0
akoa € Aubé€ B, Tama a,be AUB,
OJIAKJIE CJIE/H {a},{a,b} C AUB,
Tj. {a},{a,b} € P(AUB).
na game nmamo  {{a},{a,b}} C P(AUB),
OJIHOCHO (a,b) = {{a},{a,b}} € P(P(AUB)).

Hapasno, ckyn P(P(AU B)) caapxu 1 cBaKakse Apyre ejeMeHTe (Ko-
ju Hucy ypebenn naposu, kao u ypeheHe mapoBe 4mje KOOpIWHATE He
UCHYHaBajy MOCTAB/bEHU YCJIOB), 11a je MOTPEeOHO NPUMEHUTH AKCHOMY

u3aBajama 1a oucMo GOPMUPAIH TpaXkeHU (jeJMHCTBEH) CKYII:
Y={z|zeP(P(AUB))ATaTb(a € ANbE BAxz=(a,b))}.

TTocebno nctuaemo ma cy y mokasy oBor TBphema yroTped/beHe aKCHoMe:
€KCTEH3MOHAJIHOCTH, T1apa, YHje, IAPTUTUBHOL CKYyIa U CXeMa HU37Baja-

ba. ]

Hedbununuja 9. /lekaproB npou3sBox ckynosa A u B jecre ckyn
ypelennx mapoBa 4uje NpBe KooOpJUHATEe NMpHUIAJajy cKyiy A, a apyre
ckyny B. Jlekapro npoussos ckynoBa A m B o3nHauaBamo A X B u

uIiiemMo:

Ax B={(a,b) |a€ ANb € B}.

ITPUMEP 39. lexapros npoussog ckynosa A = {0,1,2} w B = {0,1}
jecre cxkyn A x B = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1) }. IIpumern-
Mo ja je B x A = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)}, xkao u na je
AX B # BxA.
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Moxkemo dopmupatu u cienehe lekapToBe mpousBo/ie:
Ax A ={(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2) },
BxB = {(an)a (0’ 1)’ (1,0), (1a 1)}

Bynyhu ma mpasan ckym mHema ejemMeHTe, He MOXKeMO (opMupaTu
ypehere mapose umja jemHa KOOpAWHATA JOJA3U U3 MPA3HOT CKYTA.

OpaBe cienn Ja 3a CBaKM CKyll A BaxKe jeTHAKOCTH
AXQD =0 =00 x A.

Jlema 6. 3a cBe ckynose A, B, C' Baxke jesHaKOCTH:

(1) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC),

(2) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC),

(3) Ax (B\C)=(AxB)\ (AxC).

JokAa3. (1) [okas HABOIUMO y OOJHUKY cieselier eKBUBaJIEHIjCKOT
JIAHIA:

(z,y) € Ax (BUC) x€ANye BUC

zr€AN(ye BVyeC)

(xe ANyeB)V(ze ANy e O)
(z,y) € AX BV (z,y) € AxC

(z,y) € (Ax BY)U(AxC)

S

O

3a npoussosmHe a, b, ¢, ypehenn nap ((a,b),c) kpahe osnauasamo
(a,b,c) n nasusamo ypehenom Tpojkom, u a, b, ¢ peJloOM HazHBAMO
npBoM, Jipyrom, Tpeliom koopuuarom ypebhene Tpojke (a, b, ¢). Cienelin
€KBUBAJICHIINjCKHU JIAHAIL IOKa3yje OCHOBHY OCOOWHY ypeDeHux TpOjKu:
(a,b,c) = (a1,b1,¢1) < (a,b) = (a1,b1) Ne=cq
& a=aiANb=bjNc=c.
Ckyn cBux ypeheHUX TPOjKH 4Yuja IPBa KOOPAUHATA IIPHUIIAa CKYITY
A, npyra ckyny B, u tpeha ckyny C jecre ckyn (A x B) x C, koju ce

kpalie osnauaBa A X B x C. Ciuuno kao 3a JlekapTose nNpou3Boje JIBa,
CKyTIa, THUIIEeMO

AxBxC={(a,bc)|lac ANbE BANce C}.

ITormyro amasorao yBogumo ypeheHe aeTBOpKe, MeTOPKE UTII:

(a” b? C? d) déf ((a7 b’ C)7d)’ (a/7 b7 C’ d’ e) déf ((a7 bﬂc7 d)?e)’ M)

u JlekapToBe NPOU3BOJIE BHIIIE OJf TPH CKYTIA:
AxBxCxD={(a,b,e,d) |]ac ANbeE BAce CNd € D}, ...

Axo je A duyo koju ckym, [lekaproe mpomussome A X A, A X A X
A, AXx A x A urn. vasuBamo lekapToBuM crermeHMMa u Kpalie ux
osnauasamo A2, A3, A* urr
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— Ckynosu (A X B) X C u A X (B x C) uucy jeqnaku, ma 3aTo
y samucy A X B X C He u3ocraB/baMO 3arpajie 300r acolujaTuBHOCTH,
Beh 1o morogopy. Ilpema ommirem JOroBOpy O M30CTaB/babY 3arpaja y
o3HadaBamy JleKapToBOI IPOM3BOAA IOApasyMeBa ce Ja je A X Ag X
Az X Ay X -+ X A, kpalin zamnuc 3a

(- (((Ap x Ag) x A3) X Ag) X ---) X Ay,

a He J1a Ce 3arpa/ie MOT'y IIOCTaB/baTU IIPOU3BOJHHO.
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4.3. Penamnuje. @PyHKIHje 12

a ducmo nojesHOCTAaBMIN 3anucuBambe hopMyIa, ycBajamo ciejehe
JIOrOBOpE: 3a duJI0 KOjy (PopMyILy «,

o (Vz € X)« o3nauasa Vo (zr € X = «);
e (Jr € X)a osnauasa Jz(z € X A a);
e (Jlz € X)) osnauasa Jlz(z € X A a).

Huje Temko mokasartu cinenehy exkBUBaICHIN]Y
Az e X)ae (Fr e X)aA (Vo € X)(Voy € X)(alz/z1|ANafz/x2] = 1 = x2).

Crudne JIOroBope MPUMEYjeMO Y ODUIHOM TEKCTY:
’3a, ceaku x € X' 3HaUYM 38 CBaKU T KOju mpumaia X ;
‘moctoju * € X’  3HaUM 'TOCTOjU T KOju mpurmaja X ';

‘eckyn X C A’ 3Haun 'cKyl X KOju je IMOACKyIl cKyma A’.

Hdedununuja 10. Cakwu nogckyn oq X X Y Ha3uBa ce GuHapHa pe-
ganuja nsmehy X wu Y. Crenujasno, moackyn oqx X X X Hazuba ce
ouHnapHa penanuja ckymna X .

Hakne, P(A x B) je ckyn cBux penamuja uamehy A u B.

ITpuMEP 40. Axo je A = {0,1,2} w B = {0,1}, onna je R =
{(0,0),(1,0),(2,0),(2,1)} Sunapua penanmja msmehy A u B. ¥ jex-
HOCTABHUM CJIydajeBUMa, Kao IITO je 0Baj, IMOTOJHO je penainujy R mpu-

KazaTu rpaduyuKu Kao IMITO YINHEHO HA HAPEIHUM CIUKaMa.

AXB
11 211 B
(0701) (’o) (o) o] A 0.\ R B
\)0
R . —F

1 o

0,00 (1,0)  (20)

0 1 2

A
Hasomumo jomr mekommko penamuja u3 Ay B: P = {(1,2)}, Q =
{(0,0),(0,1)}, S = {(0,1),(1,1),(2,1)} wra. IIpumernmo u ga cy @
u A X B takobe nse dunapue pesanuje usmehy A u B; @ HazuBamo

npa3HoM pejanujom, a A X B IIyHOM peJianujom.

I[TpuMEP 41. Heka je R meka penanuja ckyna A, R C A x A. [a
ducMo rpaduukn npukazaiu R He Mopamo gBa myTa ‘npratu’ ckym A.
Ha npumep, penammjy R = {(0,0), (0,2),(2,1),(2,3),(2,4),(3,2) } cky-
na A = {0,1,2,3,4} rpadudku MoXKeMO NpUKa3aTH KAao HA HAPEHUM

cJIKaMa, IIPU 9eMy je OUWIJIETHO KaKO je CJIMKa JIeCHO HacTaJa.



Al i 0 A .
1'><”'1 1 4
2 e 2
T

Pesanuja A4 = {(0,0), (1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} C A X A je Baxkan
npumMep pesanuje ckyna A — HasuBa ce JHjaroHasa ckyma A.
Ap

Al e e (0 |A

Le . ©

2 2| (1 2)
L @@

Hedbununuja 11. Jujaronasna ckyna X je ckyn
Ax ={(z.y) | (w,y) e X x X No =y} = {(z,2) |z € X}

Hamnomena 4. Huje Temko akcmomama OIpaBaaTH IOCTOjae CKYIIa
Ax. U3 ckyna X X X uznsajamo (ocnamajyhin ce, HapaBHO, HA CXeMy
u3Bajama) ypeheHe mapose umje cy KOODIMHATE HCTE.

Ax={zeXxX|(TzeX)z=(z,2)}

Cpaku ckyn R 4amju cy esleMeHTH ypeheHr MapoBU jecTe 3ampaBo Ou-
HapHa penanmja ckyna |JJ R. 3auncra, koopaurare duino xor napa (a, b)
3 R mpumanajy ckyny U R: ako (a,b) = {{a},{a,b}} € R, onna
{a},{a,b} € UR, na a,b € U R. akue, ceaku ckyn R ypehenux ma-
poBa MozkeMo cmarparu dunaprom peramujom: R C (UUR) X (UUR).
Ckyn cBux npBuX KoopjuHaTa ypeheHux napopa u3 R Hasuba ce JoMeH
penanuje R u obesexasa ce dom(R), a CKyll CBEX JIDyTUX KOODJMHATA
Ha3uBa ce KoJoMeH penanuje R u obenexxasa codom(R) wm ran(R).

dom(R) ={a e JUR|FI (e JUURA (a,b) € R)}
ran(R) = {be | JUUR|3a(a € |J|JRA (a,b) € R)}

Hedbununuja 12. Penanuja F u3mely ckymoa X Y, F C X XY
je pyukmuja uz X y Y, y ossanu F : X — Y, ako 3a cBako x u3z X
nocroju jemuucrseno y u3 Y rako ga (r,y) € F, mTO MOXKeMO U3pazuTH

u caeaehum ycioBuma:

(F1) dom(F) = X, 1j. 3a cako © € X nocrojuy € Y rako na (z,y) €
F,

(F2) za ceako x € X u cBe y1,y2 € Y, uz (v,y1) € F u (v,32) € F
e Y1 = yo.
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IIpema mperxomuoj medbunnnuju, 3anuc F : X — Y je ckpaheme 3a

bopmyy
(Vze X)3ly€eY)(z,y) € F,

OJHOCHO 3a KOH]YHKIH]y caezehe mBe dpopMmyie:
(F1) Vz e X)(Fy€Y)(z,y) € F,
(F2) (Ve X)(Vy1 €Y)(Vy2 € Y)((z,91) € FA(z,y2) € F = y1 = y2).

I[TPUMEP 42. Ha HapegHuM cJinKama IPEJICTAB/bEHO j€ HEKOJIMKO pe-
namuja uamely ckynosa A = {0,1,2,3} u B = {a,b,¢,d}.

Penamuje P, Q u R aucy dyukiuje uz A y B. Penanuja P ne ucry-
mwapa ycios (F2), npema KoMe eJIeMeHT JIoMeHa He MOYKe OUTH T109eTaK
sume of jenme crpemmne: (0,b) € P, (0,¢) € P u b # c¢. Penanmja Q
He ucmymwasa ycaos (F1), mpema KoMe CBaKH €JIEMEHT JIOMEHa MOpa Ou-
TU TIOYETaK HEKEe CTPEJINIIE: eJIeMEHT | HUje MpBa KOOPJINHATA HUjETHOT
ypeberor mapa uz Q. Penammja R ue 3amososbasa uu ycios (F1) un
(F2).

B
o
b

S

Oge dyHKIMOHAJIHE pestanuje Kpahe onucyjemo ciegehinm 'rabenama’:

F20123,G20123,H=0123.
b ¢ a b c d a b b b b b

Ako F: X — Y, ymecro (z,y) € F mumewmo F(z) = y wm x L Y.
Enementn ckyma X Ha3uBajy ce OpHIrHHAJIH UIA apryMeHTH (DyHKIIAje
F. 3a caku = u3 X, enement y u3 Y Takas na je F(z) = y masmamo
F-cimkom aprymenTa x, npu demy npedukc F' n3ocraB/bamMo Kaga je u3
KOHTEKCTa, jacHO 0 Kojoj dbynkmmju F je pea. 3a z uz X, sammc F(x)
KOPUCTUTHUMO U CaMOCTAJIHO Kao O3HAKy ojronapajyher ejgementa u3 Y

— O3BHaAKYy F-cnuke ejtemenTa x.
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¥ Komnozunuja pesamuja. Kommosuiimja dyHKmuja 5 /\
(x,z) € QoR
N

Hedununmja 13. Hekaje RC X XY u@Q CY X Z. PenammjaQQo R C Y’

X X Z gara ca
QoR={(z,2) e XxZ|IyeY((x,y) € RN (y,2) € Q)}
Ha3uBa ce KoMro3uiiuja peiandja R u Q.

Hamnomena 5. CxemoM u3zBajama jeJHOCTABHO je OMPABIATH IIOCTOja-
Bbe CKyIa Koju je kommozuimja pejamuja RC X XY u Q CY X Z:

QoR={ueXxY | (Az e X)TyeY)(3z € Z)(u=(z,2)A(z,y) € RA(y,2) € Q)}.

ITpuMEP 43. Ha ciunum mose JieBo mpuka3ane cy jaBe pesnanuje P C
AX Bu@C BXxC. Oapegumo kKommosunujy @ o P.
A B A

Ocnamajyhu ce ma gare rpadose perammja yosasamo aa (x,z) npu-
maja pejaanuju () o P ako mMOCTOju CTPEIUIa U3 T y HEKU eJIEMEHT CKyTIa
Y wu crpesuiia U3 TOr UCTOI €JIEMEHTa Y Z, Tj. aKO Cy & U z ITOBE3aHU
JIBEMa HaJIOBE3aHUM CTpesniaMa (Kpaj jeJiHe CTPeJnIe IIOKJala ce ca

[OYETKOM JPYTe CTPEJIUIIE).

Teopema 18. Heka je RC X XY, QCY xZuP CZ xU. Taza je:
(l)ROAX:R:AYOR,

(2) Po(QoR)=(PoQ)oR

JokA3. (1) Ouursenno cy RoAx u Ay o R nouckynosu ox X X Y.

Jlokase kKeJbeHUX jeHAKOCTH HABOIMMO y OOJIUKY cJie/ieNux eKBUBaJICH-

IMUjCKUX JIAHATIA:

(z,y) € RoAx & (Fte X)((z,t) € Ax A(t,y) € R)
< (FHeX)(z=tA(t,y) €R)
< (z,y) €R

(z,y) EAy o R < (FteY)((z,t) € RA(t,y) € Ay)
(FteY)((z,t) € RAt=1y)
< (z,y) €R

)’

Omnpagiarme TOCTeIHUX €KBUBAJICHIIN]a Y HABEICHUM JIAHIINMA, CACBUM
je aHaJIOTHO OHOM KOjé je HaBeJIEHO y HAIIOMEHM 3 Ha CTpaHU 58.

(2) Heka je RC X XY, QCY XxZuP CZxU. Tamaje QoR C
XX Z, naje Po(QoR) C X xU. Takohe, Po@Q C Y oU, na je
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(PoQ)oR C X x U. Ocraje jomr na 3a csaku ypehenu nap (z,u)
w3 X x U nokaxkemo exsupasienimjy (z,u) € Po (Qo R) < (z,u) €
(PoQ)oR:

(z,u) € Po(QoR) dzeZ

dze Z

( )(z,2) € Qo RN (z,u) € P)

( )((z,2) € Qo RA(z,u) € P)

(32 € 2)(By e Y)((z,y) € RA(y,2) €Q) A (z,u) € P)
(Fz2€ 2)(FyeY)((z,y) € RA(y,2) € QA (2,u) € P)
(FyeY)Fze Z)((x,y) € RN (y,2) €EQN(2,u) €EP)
( )
( )(
( (P

JyeY)((z,y) e RANIz(z € ZA(y,2) €EQAN(z,u) € P))
Jy € Y)((z, y)ER/\(y, u) € PoQ)
0Q)o

S R

x,u) €
]

Hamnomena 6. Kaja ce mpoMmen/brBa v He mOjaBjbyje CI000THO y HOp-
MYJIU @, TQJIQ je
F3v(aAB) & an T,

IITO CMO KOPHCTWIIHA Y j1oKa3y TBphema (4). Ilopes Tora, Kopucruaum cMo

u

F JvJugp & FuoTugp,

Kao W acOIjaTUBHOCT KOH]YHKIIHjE.

SATATAK 6. Hekaje RR1 C X xYu@,Q1 CY x Z.
(1) Ako je RC Ry, ouma je Qo R C Qo Ry.
(2) Ako je Q C @1, onga je Qo R C Q10 R.

Komnozunuja nse dyuknuje, Takohe je dynkmnumja.
Teopema 19. Heka je F: X =Y uG:Y - Z. TantaGoF : X — Z.

JokA3. Jacno je ma mopa outn G o F' C X X Z. IlpoBepumo yciaoBe
(F1) u (F2).
(F1) Heka je * € X npousBo/bHO m3adpan esemeHT. Byayhn nma F :
X — Y, nocroju enement y € Y Takas ja je (z,y) € F. dasme, momro
G :Y — Z, nocroju enemenrt z € Z takas ja je (y,z) € G. Onasge,
caemn na (x,z) € Go F.
(F2) Heka cy z € X, 21,29 € Z NUPOU3BO/LHO U3aDPAHU €JIEMEHTH,
rakey jia je (1,21) € GoF u (x,29) € Go F.

U3 (x,21) € Go F cremn na nocroju y; € Y takas na (z,y1) € F u
(y1,21) € G.

Us (z,29) € Go F crenn na nocroju yo € Y Takas ma (r,y2) € F u
(yQ,ZQ) €qG.

IMomro F : X = Y, us (z,y1) € F u (z,y2) € F, 3axkipydyjemo
Ja y1 = yo. Hajsay, nomro G 1Y — Z, w3 y1 = y9, (y1,21) € G u
(y2,22) € G, 3akibyuyjemMo 1a 21 = 29. O



Ako f: X Y ug:Y — Z, rana za z uz X, enemenr (go f)(z),
Tj. g o f-ciuky esementa x ozHadasamo u ca g( f(z)).

ITpema teopemu 18 (2), ako f : X — Y,
g:Y = Zuh:Z — U, jernakoct

(hog)of=hol(gof)

(,foﬁ)oq

JIOIYTIITA Jia, KOMIIO3UIN]y OBe TpHU (DYHK-
— .
u h Z nuje osHadaBamo hogo f : X — U.

V¥V NuBepsHna pesaanuja. 1-1 dbyuknuja, Ha-dyHKIHja, dujekiuja

Jedbununuja 14. Heka je R C X x Y. Penamuja R~ C Y x X ga-
ra ca R™' = {(y,z) | (z,y) € R} Hasupa ce muBep3Ha pesanuja
penanmje R.

Hanomena 7. Huje Temko akcmomMama OINPAaBIATH MOCTOjaIbe CKYTIa
KOjU je MHBep3Ha peJsanuja Heke sare jenaruje R C X X Y:

Rl={zeyxX|(BeeX)3yeY)(z=(y,2) A(z,y) €R)}.

ITPUMEP 44. Heka je A ={0,1,2} u B = {0,1}.

Ako je R € Ax B u R = {(0,0),(1,0),(2,0),(2,1)}, ouma je
R1CBxAuR1={00),(01),(0,2),(1,2)}. Tpadmuku mpu-
ka3 pesamuje R~ 1061jaMo mpoMeHOM cMepa CBUX CTPEJIHIA Pesarije

R.
A

A

0 R 0 R™!
L~
1 o// 1 .//

| | e ]

2-4/ 265/

I[TpuMEP 45. NuBep3ua penarnuja dyHKIuje He Mopa OuTu QyHKIH]A.
Uusepsua penanuja dbysknuje F' @ A — B (upukasane HA HAPEIHO]

cmmu teBo), F~1 C B x A, nuje dynxnuja uz B y A.
A A B

Nusepsna penaruja dbyuknuje G : A — B (ciuka more seso), G—1 C

B x A, jecre dyuknuja uz B y A.
A B A

0 G K

[\
o

%)
U

x Ly

fog\t %g

YMJI
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Ako F: X =Y, penanmja F~1 CY x X je dyukimja uz Y y X axo

BasKU:
(VyeY) 3z e X)(y,z) e F L, 1j. (VyeY)3ze X)(z,y) €F.

Tocnenma dopmyna 3ampaBo mpeICcTaB/ba YCJIOB KOju MOpa Ja 3a0B0-

spu dyuKmja F' 1a 0u 10j nHBEp3HA pesiaruja Takohe dmwira DyHKIHja.

Taj ycioB ekBuBaJsieHTaH je KOHjyHKIUju ciaeneha nBa yciosa:

(S) (Vy € Y)(3z € X)(x,y) € F, 1j. 3a cBako y u3 Y nocroju z u3 X Takas fa (x,y) € F (cBaku y u3 Y
jecre camka Hekor ejemeHTa u3 X );

(I) (Vy €eY)(Vay € X)(Vag € X)((z1,y) € FA(z2,y) € F = 21 = x32), Tj. ako 1 u x2 u3 X uMajy ucre
CJIMKe, OHJA CYy OHU jeTHAKU.

VYeaos (I) moxkemo dopmynucarn u'y ciezeliemM oduky:

@) (Vor € X)(Vag € X)(F(21) = F(x2) = 21 = 22),

OJTHOCHO, OC/Iafbajyhu ce Ha 3aKOH KOHTPAIIO3UIIT]e,

@) (Vo1 € X)(Vag € X)(21 # 22 = F(21) # F(a2)).

VrinaBaoM heMo KOPUCTHUTH je[HY OJ OBe HOCebe aBe hopMyiamje.

Hedununuja 15. Heka F : X — Y.

1. F je Ha-cpbyHknuja min cypjekmmja, y osnamu F: X = Y, ako

=4
3a8/10BOJbaBa yCJIOB (S).7O BAko F : X B Y, kaxemo na je F
dyukumja u3 ckyna X Ha cKym Y.

2. F je 1-1 ¢pyukiuja win nHjeknuja, y osmamu F : X e Y, ako
3aj0Bo/paBa yciaos (I).

3. F je bujeknuja nim odbocTpaHo-jeJHO3HAYHA KOPECIIOAEHIHja,
1-1 _
yosmamm F: X 73 V,ako F: X S Y uF: X2y,

SATATAK 7. Heka f: X =Y ug:Y — Z.
(1) AKOfZXI;IYI/IgZYILQZ,OH,HagOfZXILQZ.
2 Ao f: X BYug:Y B Z omnagof: X2 2.
1-1 1-1 1-1

(B)Arko f: X i@ Yug:Y ng Z,oumagof:X g Z.

Ha ocHoBy nperxofHux pa3mMaTparma U3BOIUMO cjieehin 3aK/byak.
Teopema 20. Heka F : X — Y.
1. HNueepsna penanuja ¢yuknuje F' je pyukmnuja akko je F' dujexruja.
2. Ako je F bujexija, onna je u F~' 6ujexuuja.

Hanmomena 8. Ako F': X — Y, 3a y u3 Y cMeMO KOPUCTHUTH 3aIluC
F_l(y) caMo ako 3HaMO Jia je F' Oujekmuja, jep camo Tajila TO HMa

CMHUCIIA.
g i
1-1 Z—X X——Y
SAIATAK 8. (1) f: X — Y akko3acBe g,h: Z — X, u3 fog = .
fohcnemn g = h. h lf b Jy

(2) f: X Y akkosacse g,h:Y — Z, uz go f =ho f cienu g = h.



V¥V Baknu nipumepu peJsaiiija u QyHKIIHja
Pecrpuknuje

Axko je R dunapna penarmuja ckyna X, 1j. R C X X X, onja je 3a
cBaky Henpaszan nogckyn A omg X, ckyn RN (A X A) dunapaa peranmja
ckyna A. OBa penanuja ce odesexkaBa R | 4 n Ha3WBa ce pecTpUKIHja
penauje R ua A.

Canuno, ako f : X — Y, Taga je 3a cBaku HenpasaH mojckyn A o
X (@#£ACX), ckyn fN(AXY) dyaxmmja uz Ay Y. Osa dbynknuja
ce obenexaBa f |4 u HasuBa pecrpuknmja Gynknuje f Ha (MOACKyT
nomena) A. lakie, f |42 A —Y.3axz € Asaxu f |4 (z) = f(x), mox
sax € X\ A, zammc f |4 () Hema cmucia.

I[TPUMEP 46. Heka f:{0,1,2,3} — {a,b,c}:

01 2 3
f_<b c a b>'
. 01 2 1 3
Ta/laJef|{o,1,2}:<b . a>,f|{1,3}:<c b>,HTIL~

Jlema 7. Ako f: X - Y u@#BCACX,omnaje(fla)ls=1/I|B

JoKA3. U3 fla=fN(AXY)u (f|a)|g=/flanN(BxY) ciean na
je
(fla) IB=Flan(BxY)=fN(AxY)N(BxY).

Kaxo je B C A, zakbyuyjemo naje BXY CAXY,1j. (AXY)N(B X
Y) = Bx Y. faxie, (f |1) 5= 10 (BxY) =5 .

N nenTryko mpecinkaBarmbe

Ounriienno je Ay (mujaronana ckyna X) jenna dbynnuja uz X y X,
Ax : X — X. OBa dynkiuja je BeoMa 3acCTyI/b€HA Y MaTEMaTHI U
y Jimreparypu ce cpehe mocra menunx osnaka idx, Ix, Idx, 1x wrm,
pu 4eMy ce mHJeKkc X HU30CTaB/ha KaJla je jacHO Ha Koju ckym X ce
onuocu. Mu hemo kopucrtutu o3naky idy : X — X. Ilpumerumo ma je
idx (z) = z, 3a ceako z € X. Ouurnenno, dynknuja idx je dujeknuja.

Tlocedno ncruwaemo ciemehe cBOjCTBO.

Teopema 21. Ako f : X - Y unug:Y - X uBaxkngof =idx u
fog=idy, onza cy f u g bujexnuje, jesra apyroj uapepsHe.

Penanuje aksupanenruje. Kosmmannaku ckym

JeHaKOCT je OCHOBHA peJiallija CBAKOI HEIPA3HOr CKyIa. Y yHUBED-
3yMy CKyIIOBa, OMHAPHU HpeIuKaT = ojpeDhyje Ha CBAKOM HEIIPA3HOM
ckyny X pejanujy jeJHaKCTH, KOjy CMO O3HadaBaau A x; IpUpOIHUja je
O3HaKa =y, IPU 9YeMy je yOOMUajeHO Ia ce M30CTaB/ba WHJIEKC, jep je
YBEK jaCHO KOjU CKYyI ce TIOCMaTpa.

W31BajaMo Tpu OCHOBHE OCOOHMHE j€THAKOCTH KOjeé KOPUCTUMO 38 YBO-
Deme BeoMa BarKHe BpPCTE OMHAPHUX pesIalija — PeJialiija eKBUBAJICHITH-

jer
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e 33 cBako T u3 X, x = & — pepJIeKCHBHOCT
e 3acBe z,y u3 X, U3 x = Yy CJIJH iy = T — CHMETPHIHOCT
e 3acBe T,y,zu3 X, U3 T =Yy Uy = z CJIeU Yy = T — TPAH3UTHBHOCT.

Hedununuja 16. Bunapra penanuja E ckyna X, E C X X X, jecre
peJianuja eKBUBaJICHIIHje aKo je:

o peduecusaa — (Vx € X) (z,2) € E (wim ekBHBaJeHTHO, ako je
Ax CE),

o cumerpuyna — (Vx,y € X) ((z,y) € F = (y,x) € E) (wm ekBupa-
nentHo, axo je E C E~1),

e rtpamsurusa — (Vz,y,2 € X) ((z,y) € EA(y,2) € E = (z,2) € E)
(nimn ekBuBasieHTHO, ako je Eo E C E).

Nudwukcua noramuja je MHOrO wernrha 3a OMHApHE peJalije; MOpes
TOTa, peJialifje eKBUBAJIEHIIMje Ce yIJIABHOM O3HA4YaBajy 3HAIIUMA KOjU

nozacehajy Ha 3HAK jeHAKOCTH, HMOMYT: R, ~, =, ~ = = UTI.

ITPUMEP 47. Penanmja E ckymna {0,1,2,3,4,5} samara je rpadom je-
CHO.

Huje temko yountu na je F penanuja ekpusasennuje. Penamuja je pe-
dutekcuBHA, jep OKO CBAKOI €JIeMeHTa yodaBaMo mer/by. Cumerpudna je
3aTO IITO 3a CBAKY CTPEJINILY KOja MoBe3yje HeKa JBa eJeMEHTa IOCTOjI
CYIIPOTHO yCMepeHa CTPeJIuIla KOja oBe3yje ucre egeMenTe. Tpan3uTus-
Ha je, jep 3a CBaka JBa eJEeMEHTa IIOBe3aHa JBeMa HaJO0BE3aHUM CTpe-
Junama (Kpaj jeJHe MoKJala ce ¢a IIOYeTKOM JIPyre CTPEJIUIE) MOCTOju

CTpeJIHIIA KOja UX JUPEKTHO IOBE3Yje.

Hedununmja 17. Heka je E C X x X pejanmja ekBuBaJjeHnmje. 3a

cBaku ejleMeHT © € X CKyH

[z]p ={y € X | (z,y) € E}

Ha3WBa ce KJlaca €KBHUBAJIEHIJHje eJleMeHTa T y OMHOCY Ha DeJIaIhjy
E. Ckyn cBux kjiaca eKBHUBAJICHIIUje€ HA3UBA C€ KOJUIHUIKU CKYIT H

obestexkaBa ce X / E. Jlakie,

X/E={[z]g |z e X}
[TPUMEP 48. Ojpeaumo KJace eKBUBAJIEHIIN]E PeJIAlje U3 IIPUMEPa
47.

0l = {0}, [t = 2lp = {1,2}, Ble = [4le = [ = {3,4,5}.

Komnannaknu ckym je

r~T Yy~ T~z

Kitace exBuBasiennyje ce y aureparypu u

apyrauuje o3HadaBajy. Ha npumep, yme-
cro [z]g nume ce u z/E, ni Cy y ciy-
YyajeBUMa KaJa je jaCHO O KOjoj pesaluju
eKBUBAJIEHIIM]j€e je ped.

[0],

3],= 14],= [51,
o s

[11,= 21,
(Te——42)| (3¢

{07 172737475}/E = {[O]Ev [1]E’v [2]E7 [3]E7 [4]E7 [5]E} = {{0}7 {172}7 {37475}}

Ounrneuo ja je kmacama exsusanenmuje ckyn {0,1,2,3,4,5} pa3dn-

jeH Ha HemnpasHe JNCjyHKTHE IOJICKYTIOBE UUja je yHHja HABEJIEHU CKYIL.

Kiace exBuBasienmje jeITHaKOCTH Cy je/I-
HOYJIAHU CKYTIOBH.



Teopema 22. Herka je F C X X X pesaruja eKBUBaJIeHIIH]e.
1. Ba cpako x € X, x € [z]p, na je caunm tim [z]p # D.

2. Bacsez,y € X Baxu (x,y) € E akko [z]g = [y|p.

3. Bacse x,y € X paxu [z|g # |y|g axko [z]p N [y]g = @.

4. X =UX/E = Uzex|z]p-

JoKA3. 1. Tepheme ciaenu nupeKTHO U3 HedUHATIN]E KIace eKBUBAJICH-
[yje U IUHEHUIE J1a je pesialinija eKBUBAJIeHIje pedJIeKCUBHA.

2. (=) IIpernocrasumo na (z,y) € E. Tpeda nokazaru ja je [z|g =
e

Axo z € [z]g, onna (z,2) € E. 30or cumerpuunocru pesnaipje E,
u3 (z,y) € E cneqn ya (y,z) € E. Kako je E TpansuTusHa pesanmja
w3 (y,z) € E u (z,2) € F cneu (y,2) € E, 1j. z € [y|g. Hakie,
[z]g C [y] p. OBpuyTa mHKITy3Hja ce q0Ka3yje HA UCTH HAYUH.

(<) Ipernocrasumo na je [z]g = [y] . 30or pedrekcnsrocTn pesna-
mmje E mmamo 1a y € [y|g, na y € [z] g mro snaun ma (z,y) € E.

3. (=) Heka je [z]g # [y]E, 1). (z,y) € E (npema tBphemy mom 2).
Tpeba nokazaru 1a je [x]g N [y]g = @. IIpernocraBumo cynpoTHO, 1a
je [z]lg N [y]g # @, 1j. na nocroju z Takas na je z € [x]g N [y|g. Taga
z € [zlguz€lylp 1. (£,2) € Eu (y,z) € E. 300r cumerpuaHocTn
penanuje E umamo na (z,y) € E. Yaumajyhu y 003up TpaH3UTUBHOCT
penanyje F uz (r,2) € E u (z,y) € E zakmyayjemo na (z,y) € E mro
je CyIpOTHO TOJIa3HO] ITPETIIOCTABIIH.

(<) Ipernocrasumo na je [z]p N[ylp = @. Axo ou duno [z]p =
[y| g, mmamm Smemo ma je [z]lp = [yl = [z]lg N [y]lg = @, mro je
nemoryhie npema TBphemwy non 1. Hakae, [z]g # [y] - O

Hedununuja 18. Axko je FE penanuja ekpuBaJjieHiuje ckymna X, (pyHK-
mujak : X — X /FE, nechunucana ca k(z) = [r]p HasuBa ce KoMuIHHIKO
(cpaxTop) npecmkaBame.

S3ATATAK 9. Axko f: X — Y, nokasaru na je

ker(f) = {(z1,22) € X x X | f(z1) = f(z2)}
peJanyja eKBuBaJeHIje cKyna X ; 0Ba PeJIalnja ce Ha3uBa je3rpo MyHK-
uuje f.
IIpojextuje
3a dwiio koje ckynose A u B, dyukimje
e T4:AXB = A ma(z,y)=am
e Tg: Ax B — B, g(x,y) =y,
HaszuBajy ce mpojekmmje. [Ipojeximje cy yBek Ha GyHKII)E.
Bunapne omeparuje

Ako je S Heknu cky, cBaka dyukiuja uz S X S'y S HazuBa ce bmHapHA
oneparmja ckymna S.

14

yMJI 73



74 YMJ

I[TPUMEP 49. Bumapny omepaunjy * : {0,1,2} x {0,1,2} — {0,1,2}
ckyna {0,1,2} nary ca

_( (0,0) (0,1) (0,2) (1,0) (1,1) (1,2) (2,0) (2,1) (2,2)
=1 o 0 1 1 2 0 0

npeacTaB/baMo 1 T3B. KejaujeBom TadIuom.

Yobuuajeno je jia ce ymecro *(x,y) nume z * y. Kaja rog je sajarta Heka
OmHapHa omepanyja Ha CKYILY,

® padyHaMO BpegHOCTH H3pasa: Ha mpumep, (0% 1) ((2%2)*1) =
0% (0%1) =0%0=0;

® pelraBaMo jeJHaYNHEe: Ha IPUMED, pellema jegaHaunte rx 1 = 2 cy 1
u2(zr=1wmaz=2);

® TparaMo 3a 3aKOHHMa KOje 3a/I0B0JbaBa JlaTa Olepalinja: Ha IpuMe, 3a
ceaku z € {0,1,2} Baxkm: (x*xz)*xz = ((x*x)* 1) * 2.

Vobuuajeno je na ce dMHApHE OIlepalije 03HAYaBajy PA3HUM CIIEIH-
jasauM cumbosmMa +, -, *, %, @ UTI, KA0 U Ja ce KOPUCTU T3B. HH-
¢ukcHa HOTAIMja — O3HAKY olepalje HaBOIUMO u3Mel)y aprymeHara
(3a paziuky o npedUKCHEe HOTAIM]e TIe Ce O3HAKA OlepaIyje HaBOIU
UCIIPE]] ApryMeHaTa).

Hedununuja 19. Omepanuja x : S X S — S je:
® KOMYTATHBHA aKoO 3a CBE T,y € S BaXkKu T x Y = Y * I;
e aconmjaTMBHA aKo 3a cBe x,Yy,z € S Baxkm x % (y* z) = (v % y) * 2.

I'podo rosopehu, KOMyTaTUBHOCT HEKE OllE€paIyje 3HAYHN Ja OUJIO KOja
JIBa apryMeHTa CMejy Jla 3aMeHe MECTa, a Ja Ce Pe3yJITaT He IPOMEHU.
AconujaTuBHOCT J03BO/bABA N30CTABIBAIGE 3arPaJia: yMECTO T * (Y * z)
(z % y) * z mUIIEMO T * ¥ * 2, jep je CBejeJIHO KaKo Cy 3arpajie MOCTaBIbhe-
ne. HapaBmo, 3amuc x * y * 2 je HEJOMYCTUB YKOJUKO OIepaIinja * Huje

acoIjaTUBHA.

ITPUMEP 50. Onepammja * : {0,1,2} x {0,1,2} — {0,1,2} nedunn-
caHa y MPETXOJHOM IIPUMepy HHUje KOMYTATUBHA, jep je, Ha IIpUMEp,
0x1 = 0wm 1x0 = 1. Huje am acomujaruBHa, jep je, Ha IMPHUMEDP,
1#(1%2)=1%x0=1u(1*1)*x2=2%2=0.

Onepamyja * : {0,1,2} x {0,1,2} — {0,1,2} mara Kejmujesom Ta-
OJmmioMm:




jecre KomyraruBHa (IITO Ce jeHOCTABHO yodasa, jep je Tadiuma cu-
METPUYHA y OJHOCY Ha IVIABHY JUjArOHAJLY), Al HUje acOLUjaTUBHA:
0x(1x2) =0%2=1mu (0x1)*2=1x2=2.

[TpuMEP 51. Hapemnum Tadimmama yBOIMMO JIBe BaykHE OMHAPHE Olle-
pamuje ckyna {0,1}:

Onepanuja +9 ce HasuBa cabupame MO0 MOAYIY 2, a - MHOXeme (1o
mozyiy 2). Obe omepanuje cy KOMyTaTBHE U 00€ Cy aCOIMjaTUBHE. Y
ACOIMjaTUBHOCT CE jeTHOCTABHO MOXKEMO YBEPHUTH JUPEKTHOM IIPOBEPOM
cBux moryhmx ciydajeBa. Ha mpumep, acormumjatuBHOCT omeparje 9
oTBPDYyjy pe3y/ITaTh IPUKa3aHu y HAPEJIHO] TadeJIn:

T oy z|lytez|rta(ytez) ||zt2y| (x42y) +22
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1

ITPUMEP 52. Ako je S dumno koju ckym, Ha ckymy P(S) npupomso je
IocMaTpaTH olepaluje Mnpeceka, yHUje U pa3juke, jep 3a cBe X,Y €
P(S), ckynosu X NY, X UY u X \ Y rakohe npunaznajy P(S). 3aro
VHUjY, IPECEK W PA3/IUKy MOXKEMO MOCMATPaTH U Kao orepanuje (5umio
kor) naprutusHOr ckyna P(S), u mucarn U, N, \ : P(S) x P(S) — P(S).
CnuyHo TOMe, U KOMILIEMEHT y OJHOCY Ha cKyll S jecre dbyHKIHUja U3

P(S) y cebe L : P(S) — P(S).

Cxkyn cBux dyHkimja u3 A y B, y o3uarm BA JI00MjaMO M3IBAjaheM
n3 ckyna P(A X B) onnx penanmja nsmehy A u B koje cy dynkmmje.

I[TPUMEP 53. Ako je .S dujio KOju CKyIl, KOMIIO3UIUja JBe (PYHKIIN]e U3
S5 takobe je dyukuja uz S 5 , Ia cCaMIM THM KOMIIO3UIIHja IIPEJICTaB/ba
jemmy Sunapmy pesnanujy ckyma S°, 1j. o : §5 x §5 — §5.

Cuerpjammo, 3a S = {0,1}, ckyn S canpwxu cienehe enemente:

(11 - (32) o (22) - (01)
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a omepalyju KoMIo3uiyje oarosapa ciaegeha Kejimjesa Tadaura:

@) ‘ ids f g h
idg [idg f g h
T A A A A
g | g h idg f
h h h h h

3a Omo koju ckym S, omeparuja O Ha S5 je aconmjaTuBHA, IITO
JUPEKTHO cJieu u3 Teopeme 18 (3). la kommozunuja, y OIIITEM CJIydajy,
HUje KOMyTaTHBHA, jJEJHOCTABHO yodaBaMo u3 mnperxogae taduie (f o

g#gof)

Kapakrepucruune dbynkmnmje

Axko je S duno koju ckym, dynkmuje uz Sy apowianm ckyn {0,1}
[IPEJICTAaBJbAjy CBOjEBPCHE pelpe3eHTaIyje moiAcKymosa o S. Hanmve, du-
g0 xoju momckyn A C S pempeseHTyje 1Beropa KapaKTePHCTUIHA PYHK-
ja x4 0 S — {0, 1},

() 1, z€A,
XA\T) =
0, =¢&A.
Ako 1 cxarumo kao 12’ u 0 kao 'He’, onjia BpeJHocT X 4 (%) npejacrasiba

OJICOBOD Ha IUTAE J1a JIX & Ipuiaga A.

I[TPUMEP 54. Ako je S = {0,1,2,3,4}, onna je:

(012 34 (o012
X247\ 1 0101 )% Looo o0 o .

Craka dbymkmuja f : S — {0,1} ompebyje jeman momckyn ckyma
S umja je KapakTepucTudHa (GYHKIMja yIpaBo f; ped je o MOJCKYIly
{r€S| f(z) =1}

Kako 3a ceaku A C S Baxu (Vo € S)(z € A & xa(z) = 1),
3akJbydyjemo jia cy nojckynosu Aj, Ag C S jenHaku ako u caMo ako
(Vz € S)(xa,(z) = xa,(x)). OBo 3amazkame Moxe OUTH BeOMa KODH-
CHO TIPIJINKOM JIOKA3WBalha CKYIOBHUX UJIEHTUTETA, IITO je WIyCTPOBa-

HO y cjeneheM mpumepy.

I[TpuMEP 55. Cumerpuuna pasiuka ckynosa A u B jecre ckyn AAB =
(A\ B)U(B\ A). Jokaxumo ja 3a duio Koja tpu ckyna A, B, C' Baxu
AN(BAC) = (AAB)AC.

Heka je S = AU B U C. Huje temko yountu Jia 3a duio koje X,Y C
S,ucsex € SBaxu xxAy (T) = xx(x) +2xy (7). Kakoje A, B,C C S

ITocebno, cBaka duHapHa peJalja cKyIa
S, R C S X S Moxe ce mocMaTpaTi U Kao
dynkmmja xg : S x S — {0,1}.



U 9 aconujaTUBHA OlEpaIja IMaMo Ja 3a ¢Be T € S BaxKu:

xanBac) () = xalz)+2xBac(z)
xa(z) +2 (xB(z) +2 xc(2))
(xa(z) +2xB(7)) +2 xc(2)
xanB(®) +2 xc(z)
= XuaB)ac(@),

OJIaKJIe cjieau >KeJbE€Ha je,HHaKOCT.

[Tpasna dynknmja (13 Ipa3HOr CKyla y HEKH CKYII)

PdyHKIMje U3 Mpa3HOr U y IIpa3aH cKyn

OunriiesniHo je na He nocroje MyHKIMje u3 (OUIo Kor) HEIPA3HOr CKY-
na y mpasaH cKyil. 3aucta, ako je f C X X @, uz X X @ = @ 3akmbyqy-
jemo ma je u f = @, a jeHOCTABHO MOYKEMO IIOKA3aTH

(Ve e X)(3ly € D) (z,y) € @.

Ha nu nocroje hyHKIMje U3 MPa3HOr CKyIa y HEKU Helmpas3aH CKYI!
Ako je X dumno koju ckyn, tama je @ X X = O, u jenuHU TOJCKYII
orn @ x X jecre mpasan ckymn. Kako je @ C @ x X, nuramo ce ma jym @
MoxkeMo cMaTparu GyHKIujoM u3 @ y X . OaroBop je HOTBPJIAH YKOJIUKO

MOZKEMO 18, JOKAZKEMO

He MOCTOjI
—

Q+X

(%) (Vz e )3y € X) (z,y) €D mj. Va(z € D= (Tly € X) (z,y) € D).

Uz Vz (z € @) cnenm na ce () mMoxe mokasarn, Tj. @ jecte, n TO jeuHa,
. 1-1 .
dbyukuja uz @ y X. Hlrasume, @ : @ — X, mTo ce jeHOCTaBHO
JIOKa3yje MCTUM apryMeHTHMa Kao panuje. Mehyrmm, ako je X # @,
onzia ‘npazna dyskuuja’ @ muje na dbynkimja, jep ce 3a (dmwio Koju)
enemenT y u3 X me moxke nponalin exement x y @ (jep mpasas cKym
yOIIITe HeMa ejleMeHaTa) Takas na (z,y) € @. Amm, ako je X = O,
OHJIa TPUBHjATHO CJeju Ja je '‘upasna byHKIWja u Ha GYHKIHjA, Tj.
1-1
DD D.
JIupeKkTHe ¥ MHIMPEKTHE CJIUKE

Buso koja dyskmmja f : X — Y, ogpebyje nBe HOBe dyHKIH]E:

e jenny m3 P(X) y P(Y), 3a KOjy KOPUCTHMO HCTy O3HaKy f, aju ap-
rymMenT (mojcKym o X ) HABOJMMO y YIJIACTHM 3arpajiaMa;

flAAl={y €Y [(Fae A)f(a) =y}, s3a AC X,

e mpyry w3 P(Y) y P(X), 3a kojy xopucrumo osmaky f-! (koja y
OBOM KOHTEKCTY HeMa HUKaKBe Be3e ca MOjMOM MHBep3He (pyHKIHje),

a apryMeHT (HO,ILCKyH oL Y) HaBO/IUMO Yy YIVIACTHUM 3arpajamMas

fUBl={zeX|f(zx)eB}, 3aBCY.

@
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Cryu f[A]={y €Y | (Ja € A)f(a) =y} CY nasuBamo JUPEKT-
Ha cimka ckyna A C X; f[A] je noxckyn ox Y Koju caapKu caMo oHe
eJieMeHTe Koju cy f-cyuke enemenata uz A. Bynayhu ja cy csu eiementn
ckyna f[A] obimka f(a), a € A, mmmewmo u f[A] = {f(a) | a € A}.

Cxyn f~B] = {z € X | f(z) € B} C X nasusamo MHAMPEKTHA
ciuka ckyna B CY; f71[B] je noackyn ox X KOju CaipyKu caMo OmHe
enemente u3 X uuje f-camke npunajajy ckymy B.

I[TPUMEP 56. Heka [ :{0,1,2} — {a,b,c}:

01 2
fz(b a a>'

O ipe MO TUPEKTHE CJIMKE CBUX IOJCKYIIOBA JIOMEHA:
flo] =@, fl[{0}] = {o}, fI{1}] = {a}, F{2}] = {a},
fH0,1}] = {a,b}, f[{1,2}] = {a}, f[{0,2}] = {a,b}, f[{0,1,2}] =
{a,b}. OnpemMo 1 MHIMPEKTHE CIIMKE CBUX MOJCKYIIOBA KOJIOMEHA:
70 = @, £ H{al] = {12}, £ {0} = {0}, £ el = @,
fﬁl[{av b}] = {07 L 2}a fﬁl[{aac}] = {17 2}7 fﬁl[{bﬂ C}] = {0},
fﬁl[{av b,ct] ={0,1,2}.

[ocebro marmamasamo jga ce, Ha npuvep, f~[{a}] 6urHo pasmu-
Kyje o] 3aImca f_l(a)7 KOjU y OBOM CJIydajy HeMa cMucja jep [ Huje
omjeknyja.

Teopema 23. Heka f : X — Y. Ba npousBospre ckymnose A, Ay, Ay C
X u B,B1,By CY Baxu:
(1) AC fHf[A): (2) flf 1Bl € B:
(3) A1 C Az = flA1] C flAs);  (4) BL C Bo= f[B1] € f1[Ba);
(5) FlALN Ag] C flA1 N f[A2]; (6) fHBiNBa] = f1[B]
(7) FlALU Ag] = flA1] U f[A2];  (8) fHB1U B = f1[B]

JToKA3. (1) Ako x € A, onzna je ounrnenno f(z) € f[A]. Kako je
f(z) € f[A] expuamenrno ca x € f~![f[A]], nemocpenno mzBOMIMO
JKE/bEHU 3aKJbyJaK.

(2) Axo y € f[f~'[B]], onna je y = f(x), 3a mexo x € f~1[B]. Kako je
x € f~1[B] exsupanentno ca f(z) € B, saxmyuyjemo y = f(z) € B.
(3) Heka je Ay C Ay. Ilpernocrasumo na y € f[A1]. Tama je y = f(z),
3a Heko T € Aj. Bynyhm na je A] C Ay, m3y = f(z) mx € A1 C Ay
3aKsbydyjemo na y € f[As].

(4) Heka je By C Bs. Ipernocrasumo ma = € f~1[By], onn. f(x) € By.
U3 f(x) € By C Bo, 3aximbyuyjemo ga x € f~1[Bs].

(5) OBa nukiysuja gupektHo caeau u3 (3). Kako je AjN Ay C A u
A1 N Ag C Ag, npema (3) cienu f[Al ﬂAg] - f[Aﬂ u f[Al ﬂAQ] -
f[AQ], a oJlaBlie U f[Al N AQ] - f[Al] N f[AQ]

(6) Unxmysujy f~1[B1 N Bs] C f~1[B1] N f~1[By] aupexTro mobujamo
u3 (4). doxaxkumo ma je u f~1[By N Byl D f~1[B1] N f~1[Bs]. Axo
we BN f B, onma x € f1B1] ma € f7[Ba], omu. f(x) €
By u f(z) € By. Hakne, f(x) € B1 N Bg, MITO je €KBUBAJEHTHO ca
S f71[31 N BQ}.



(7) Jenmakoct sokasyje cienehn eKBUBAJIEHIIMjCKY JIAHALL:

i

y € flA1U Ag] 3
|
|
|

T
T

S R

z(x € AfUAs Ny = f(x))

z((x € Ay Ve € Ag) ANy = f(2))
(zeAiny=[f(z)V(ze ANy = [f(z))
(x€ Ay ANy = f(z))VIz(x € Ay Ny = f(z))
y € flA1] Vy € f[A2]
y € f[A1]U f[A2]

(8) Jemmakocr mokasyje ciaenehu eKBUBAJIEHIUJCKU JIAHAILL

z € f1[B1UBy]

=

Tt o3

f(z) € BiUBy

f(x) € B1V f(x) € By
ve [T B Ve fBy]
ze fBJU By,
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4.4. Akcuome: 3aMeHe, PeryJIapHOCTA U OECKOHAYHOCTH

V¥ Akcuoma 3aMeHe

Baxkan meron meduaMCcama pyHKImja oMoryhaBa HaM HOBa aKCHO-
Ma —akcmoMma 3amene. IIpe Hero mTo je HaBeaemo, ommcahemo cuTya-
nuje y Kojuma je kopuctumo. lIpermocraBuMo sa MO, 3a HEKy hop-
myay o(z,y), nokazamm VzIlye(z,y). Axo je A dmno xoju ckym, Ta-
Ja mMopa na Baxu u Vr € Adlyp(z,y), mro sHadM ja 3a CBAKW T U3
A nocroju jemuncrsen y 3a koju je o(z,y). CBe 0Bo ykasyje Ha Mo-

ryhunoct ga ce dopmyioM ¢ nedunuine jeana byHKIHja ca JTOMEHOM
A. Mebhyrum, na ou Ha oBaj HauuH Owiia JeduHucana QyHKIUja, He-
OIIXOJHO je Jia 3HAMO y KOM CKyIly ce HaJja3e Te jeIMHCTBEHe 'CJIUKe’
enemenata u3 A. Axcmoma 3amene Hac ocyiobaba cBake dpure Mo OBOM
nuTamy, jep TBpAM 13 3a cBaky dopmyay ¢(x,y) 3a Kojy ce MOXKe yTBp-
qarn VarIlye(z,y) n cBakn cKyn A moCTOju CKyTI KOjU CaJIpKU CaMO OHe
cKkymoBe y 3a xoje 3z € Ap(z,y).

AKCHUOMA 3AMEHE

Ve3lyp(z,y) = VAIBYy(y € B < Jz(x € AN p(x,y)))

V¥V Akcuoma peryjiapHOCTHU

AxcrnomoMm peryjlapHoCTu ce TBPAW JJa CBaKMW HEIIpa3aH CKYII Ca/JIp>KH
eJIEMEHT Ca KOj M HEeMa 3aj CJHNUYIKNX eJIeMeHaTa.
AKCUOMA PET'YJIAPHOCTU

VX(X #0=3Tz(ze X NzNX =0Q))

Teopema 24. (1) He nocroju cKyn x TakaB Jga x € .
(2) He nocroje cKynoBu x 'y TaKBH Jja x € Yy € .

JIokA3. (1) Ako du mocrojao cKyn x Takae Ja & € , oHxa cKyn {z}
He OM caap:;Kao eJIeMEeHT Ca KOjUM HeMa 3ajeTHHIKUX eIeMeHaTa, jep
x € N {x}, mMTO je CynpOTHO AKCHOMH DeryIapHOCTH.

(2) IIpernocraBuMo Ja IOCTOje CKYLOBH & U Y TAKBU Ja je & € y € x, Tj.
x € ymy € x. Taja, CynmpoTHO AKCHOMU DETYJIAPHOCTH, CKyl {x,y} He
CaJIPXKU €JIEMEHT Ca KOJUM HeMa 3ajeJIHMYKHuX ejaemenara: x N {z,y} #
@, jepy € xN{z,y}, myN{zr,y} # O, jep v € yN{z, y}. O

Teopema 25. 3a 6mio koje ckynose x ny, n3 v U {z} = yU {y} crean

T =y.

Joxa3. Heka je z U {z} = yU {y}. IIpernocraBumo cynpoTHO OHOME
mTo Tpeda jokazaru ja je v # y. Kako z € yU{y} u z # y, 3akmy-
qyjemo ga x € y. Comano Tome, n3 y € e U{x} mz # y cemm y € .
Mebhytum, uuje moryhe ma x € y u y € x, IpemMa MPETXOIHO]j TEOPEMHU
(2). Haxie, z = y. O

Ckyn z U {z} HasuBamo ceA0EHHKOM CKyla & W 00eJeXkKaBaMo Ia

2'. Tlonazehu o1 IpasHOr CKYyIIa, PEJIOM YBOIUMO C/IJOCHHKE JTOOM]CHIX

15

Vx3ly (p(x.,iy)

A

"
3%



CKYIIOBa KOje M3 Pa3syMJ/bUBUX PA3JIora MOXKEMO HJEHTH(MDUKOBATUA Ca
MIPUPOIHUM OpOjeBUMA:
0=0 1=0=0U{2} = {0}
2=1=1u{1} ={0}u{1} ={o0,1}
3=2'=20{2} ={0,1} U{2} ={0,1,2}
4=3=3U{3}={0,1,2} U{3} ={0,1,2,3}

WHTYynTUBHO je jacHO Jia TreHepucarmhe HOBUX CKYIIOBA Ha OIMCAHU Ha-
YUH HEOTPAHUYIEHO MOXKEMO IIPOJYKABATH — 33 CBAKHU JIOOMjEeHH CKYII,
IIOCTYTIAK MOXKEMO HACTABUTU YBODemeM merosor ciendennka. Hapemgna
aKCHOMa 3aIllPABO TBPJIU JIa IOCTOjU CKYIl y Kome he ce Hahu cBHU CKy-
TIOBW KOjU Ce MOT'Yy JOOWTH Ha ONMMCAHW HAadIWH. Byayhm ma je ommcanm
IIOCTYTIAK BeoMa OJIM3aK dpojamy, HapeIHa akCcuoMa he OUTH KJbydHa 3a

yBoDheme CKyTa MPUPOIHUX OpojeBa.

V¥V Akxcuoma deckonayHoctu. CKyIl IpupogHux dpojeBa

AKCUOMA BECKOHAYHOCTH

ITocToju ckyn koju campxxku 0 U cieOEHIKa CBAKOT CBOT €JIEMEHTA.

A0 e INVe(z el =aU{z}e]))

Craku ckyn koju cagp:xku 0 u cjieDEHNKa CBAKOT CBOT' €JIEMEHTa Ha-

3UBaMO MHIYKTUBHUM CKYIIOM. AKCHOMOM OECKOHAYHOCTH CE€ TBDIU
Jia TIOCTOjU Oap je/laH MHIAYKTUBaH CKyIl. He MoKeMO TBPIUTH J1a TIOCTO-
j¥ jeIMHCTBEH WHAYKTUBAH CKYII, aJI1 KOJMKO T'OJT JIa UX UMa CBU CaJIPKe
Kao TOJCKYI jeJIaH UCTU UHJIYKTUBAH CKYII, T3B. HajMalbH HHIYKTHBAH
CKYII.

Ako je I wekn wHjpyKTHBaH CKyIl, o3HauuMo ca J(I) CKyn cBUX WH-

JYKTUBHUX TOJICKYTIOBa, O I:

J(I)={X | X CIA X je ungykrusan’}
={X|XCINOEXAVz(z e X =12 €X)}.

. def . .
Hexa je w = NJ(I). Jokazaliemo fa je w HHIYKTHBAH CKYII I TO HajMa-

mu y caenehem cmucity: ako je S maayktuBan u S C w, oHja je S = w,
OJTHOCHO HE IIOCTOJU CTPOTM TOJICKYII OJ W KOjU je WHJIYKTHBaH, IITO

hiemo y HaCTaBKy ITOKa3aTH.

Teopema 26. (1) w je HHIYKTHBAH CKYIL
(2) Ako je S C w u Baxkm:

(BI) 0 € S,
(IK) ako z € S, onna 2’ € S,
oHga je S = w

Hoxa3z. (1) Byayhu na 0 € X, 3a ceaku X € I(I), cnemm na 0 €
NII) = w.
Ocraje jom sa ce HOKazKe Jia W CAIPIKU CJICIOCHUKA CBAKOL CBOT

esementa. Heka je x € w npoussopan. Uz x € w = NI(I), ciemn ja
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IIpema akcuomu 3aMeHe, 3a CBaKH CKYII
A nocroju ckyn B KOju caJipKu CBe CJIejI-
Senmke esemenaTa u3 A, ma ce mpUPOIHO
nedunmnme bynkmaja ' : A — B, xoja je
3anpaso 1-1 dyHKIHja npeMa mpeTxo/Hoj
TeopeMH (IITO je IOC/IeNNA AKCHOME pe-
ryiaapaoct). Ckynr B MOXKEMO O3HAIUTH
uca [A), rae je [A] = {d' | a € A}. Ax-
cHOMa DeCKOHAYHOCTHU 3alpaBo TBPIU Ja
nioctoju dap jeman ckyn I xoju cajapxku 0
U BayXKK [I]’ CclI.
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x € X, 3a csaku X € J(I). Kaxo je ceaku X € J(I) unjyKTuBaH, cBaKu
on wux cagpxku u z'. Haxme, z € NI(I) = w.

(2) Heka je S C w rakas ja Baxke ycaosu (BI) u (IK) — smauun S je
WHIYKTUBAH TOACKYN o w. Kako je w C I, ckyn S je m MHIyKTUBAH
nonckyn ox I, tj. S € J(I), na je NI(I) C S, 1j. w C S, omakse caean
maje S = w. O

Ocraje jom ga mokaxkeMo Ja 3a OWJIO KOju (Apyru) HUHIYKTUBAH
ckyn I Baxku w C [j, wim ekBuBaJieHTHO w N [1 = w. OuuriegHo je
wNI; € w. JegHocraBHO je yBepuTHu ce ja cKym w M ] 3a10BosbaBa
yemose (BI) u (IK), ma mpema mperxonnoj Teopemu (2) Mopa BarXKuUTH
wN i = w. Onasae HenocpeaHo 3aksbydyjemo u ja je w = (JI(I1).
Cxyn w 3ay3uma BeoOMa 3HAYAJHO MECTO Yy MATEeMATHUIN — CKYI W HA3U-
BaMO CKYIIOM HPUPOJHUX OpojeBa u obdesexkaBamo ra u IN. Bymyhu
J1a je oBa Ipyra O3HaKa MHOI'O yOOWdYajeHuja, YIJIABHOM NeMO Wy KOPH-
cruTu y HacTaBKy. 3HamMo ja IN canpxu 0, 1, 2, 3, 4, utn. u 1a GyHKIHja
crendennk ' : IN — IN nma, crenehe ocodnne:

e 3a cBako n € IN, n/ # 0 (cinendenux Huje Ha DyHKIHjA);

e 3a cee m,n € N, us m' = n’ cienu m = n (cnendenux jecre 1-1
dynxmja).

OCHOBHO CBOjCTBO CKyIa IIPUPOJIHUX OPOjeBa M3PAXKEHO je 0OCOOMHOM
(2) Teopeme 26 — HPUHIMIIOM MaTeMaTU4Ke MHAYKIuje. Hekonnko
HaYWHA TPUMEHe OBOT IPUHIUIA UJIYCTPYjEMO JIOKA3UBAHeM cieaehnx

BaXKHUX TBphema.

Teopema 27. (1) 3a cBe upuposme dpojeBe m,n Baxxkum € n = m C n.
(2) 3a cBe npupozue bpojeBe m,n Baxku m € n < m C n.
(3) 3a cBe npuposaue bpojeBe m,n Baxxum € nN - m =nVn € m.

JIokA3z. () (1) Ja ducmo nokaszaiu
(Vn € N)(Ym € N)(m € n = m C n),
dbopmMupamMo CKyII
S={neN|(YmeN)(imen=mCn)}

u JoKasyjeMo ja je S = IN, npuMeHOM NpPUHINIIA MAaTeMaTHIKe WHLYK-
nuje.

(BI) Hokaxumo ga 0 € S, 1j. (Vm € N)(m € 0 = m C 0). Kako je
0 = @ u 3HaMO J1a 3a cBAKO m Baxku m ¢ 0, OHJIa Ce U3 MPETIOCTABKE
m € 0 uzBoxu duso wra (Lg), na um C 0. Jakme, 0 € S.

(IK) TIpernocrasumo ja n € S, j.

(IP) (Ym e N)(m €n=mCn).

Tpeda na mokaxkemo n' € S, 1j. (Vm € N)(m € n’ = m C n'). U3
méen =nU{n} ciemn nam € n wm m = n. Y ciydajy jga je m € n,

TIpHHIIT MaTeMaTHIKe HHIYKIHje KOPH-
CTHMO 3a JIOKasuBambe (hopMysa obIHKa
(Vn € N)¢(n). Jokas U3BOAUMO TaKo
wro dopmupamo ckyn S = {n € N |
»(n)} u HacTOjUMO J1a JIOKaKEMO:

)

(BI) ba3y maaykmije, Tj. na 0 € S n

(IK) MHIYKTHBHH KODaK, Tj. 1a U3 n €
S cnenu n' € S. TomTo y WHIYKTHB-
HOM KOpaKy Tpeda JIOKa3aTH HMILIA-
KaIijy, IpeTnocTas/baMo n € S, mMTo
ce HA3WBA HHJYKTHBHA HPETIOCTABKA
1 HACTOjUMO /13 J0KaxKkeMo 1’ € S.

Jloka3 NpPUMEHOM IIPHHIUIA MaTeMaTH-
YKe MHIYKIje MOXKEMO CKPATUTH TaKO
mro He dhopmupamo ckyn S Beh moxasy-
jemo dopmye:

(BI) ¢(n/0)
(IK) (Vn € N)(¢(n) = @(n/n')).



npema (IP) saksbydyjemo m C n, na je m C nU{n} = n/. V cayuajy
m = M, HEIOCPEeIHO 3aKibyuyjeMo ja m =n C n'.
Hakmne, S = IN.
(2) I y oBoM ciiyuajy KOPUCTHMO IIPUHIUII MATEMATUIKe WHIYKIH]E,
anu fiemMo nocrynuTy MaJio Apyraddje y ogHoCy Ha JoKas TBphema (1).
Heka je m mpowusBosban npupoman 0poj u

Sm={neN|men<smcCn}.

Iokazahiemo ma je Sy, = IN.

(BI) Buamo jam € 0 u m ¢ 0 (npasan cKyll HeMa TIpaBe MOJICKYIIOBE),
ojlakJje jegHocraBHo u3poguMo m € 0 < m C 0. Hakme, 0 € Sy,.

(IK) IIpernocrasumo fga n € Sy, 1j. (IP) m € n < m C n.

Hoxaxxkmvo m € n' & m C n'.

Akom € n = nU{n}, onma m € n wm m = n. Y cayuajy ga
m € n, npema (IP) ciemu m C n, a Tume u m C n/, jep jen C n'. Y
caydajy s je m = n, oHJia je ounriaegHo m C n'.

Heka je m C n’ = nU{n}. Hokaxkumo najupe na n & m. Axo ou
duwio n € m, umaym ducmo {n} C m u, npema (1), n C m, omakie
ciequ n' =nU{n} Cm C n/, mro je nemoryhe. Jlakse, n & m, na us
m CnU{n}, ciemu m Cn, 1j. m Cn wm m = n. Y ciydajy ja je
m C n, npema (IP) 3akmydyjemo qa m € n, a camum Tum 1 m € n'. Y
cIydajy ma je m = n, IHPeKTHO AodujamMo m = n € n/'.

Haxute, Sy, = IN 3a cBaku npupogan Opoj m, OJaKie Caeau KeJbEHO
TBpheme.

(3) Hekaje S={meN| (Vne N)(menVm=nVnem)}.
(BI) Hokaxumo (Vn € N)(0 € nV0O=nVne€o).

Ounrsienro je ma 3a omwno koje n € N Baxku n = 0 wm n # 0.
VYV cayuajy na je n = 0, nmupektno m3Bomumo 0 € nV 0 = nVn €
0. Ykomuko je n # 0, taza je @ = 0 C n, na npema Tephemwy (2)
zakspyuayjemo 0 € n, atume u 0 € n V0O =nVn € 0. lakie, 0 € S.
(IK) IIpernocrasumo na m € S, 1j. (IP) (Vn € N)(m € nVm =
nVn€m).

Ja ducmo mokasasn

(%) (Vn e N)(m' e nvm/ =nvnem),

nzabepumo nponssosban n € IN. Tana npema (IP) Baxu m € nVm =
n Vn € m. Paznmukyjemo Tpu caydaja.

1. ciayuaj: m € n. Taza je, mpema (2), m C n, najem’ =mU{m} Cn.
Vkommuxko je m' C n, onya, nonoso mpema (2), Baxku m’ € n, ma camum
M Baxku (x). @opmysa (*) cBakako BaxKu U yKOJIUKo je m’ = n.

2. ciyuaj: m = n. Tepheme (x) Baxu jep n € n’ = m/'.

3. cmyqaj: n € m. Hemocpenno nodujamo n € m’, ma saxn (x). O
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Vkommko Tpeda JoKazaru  (HOpMyILy
0dsImKa

(@) (Ym e N)(Vn € N)p(m,n),

300r eKBUBAJEHTHOCTH OBe (opMyse ca
(Vn € N)(Vm € N)p(m,n), moxemo
MOCTYTIUTH JIBOjaKO:

1) 3a npoussobHO u3adpan m €
N, ¢dopmupamo ckyn S, = {n €
N | p(m,n)} u ungykinujom gokasyje-
Mo S, = IN. Kajia ycriemo, 3akipydyjemo
(Vm € N) Sp, = NN.

2) 3a mpousBosbHO wm3abpaH N €
N, dopmupamo ckyn S, = {m €
N | ¢(m,n)} u upayknujom jgoxasyje-
Mo S, = IN. Kazna ycremo, 3ax/pydyjemo
(Vn € N) S, = N.

V cBakoM oj HaBeJIeHUX CJIydajeBa He-
nocpeaso ciaemn (P). YV mpeoM ciydajy
(®) nokazyjemMo HHIyKIHjOM 1O M IIpH
puKcHpanoM ™, a'y JIpyroM Ciydajy HH-
JIYKIHJOM 110 ‘M, IPH (PUKCHPAHOM N.

Vkommko Tpeda joKazaru  (HOpMyILy
obJInKa

(®) (Ym e N)(Vn € N)p(m,n),

360r exBuBajeHTHOCTH OBe opMyse ca
(Vn € N)(Vm € N)p(m,n), moxemo
dbopmuparu ckym:

1) S={neN| (Vm € N)p(m,n)}

2) S={meN| (¥ne N)p(m,n)}

u gokaszaru S = IN. Ako S nedunumnie-
MO Ha IIpBH (OJH. JAPYTH) HAYHH, KazKe ce
na dopmyiry © moxazyjemo HHAYKIHjOM
mo m (oxu. mHAYKnHjoM 1o n). Ha xo-
ju HavmH NeMo HOCTYHHMTH YIJIABHOM ce
onpesiesbyjemo npema dopmyn o (m,n).
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V¥V Ypebemwe u apurmerudke oreparje ckyna IN

IIperxoana TeopeMa HOKa3yje da Hpunaame (€), OJHOCHO CTPOra
unkiysuja (C) Ha yobuuajenu nHauud ypehyje Kyl IpUPOIHUX OpojeBa:

0ele2e3e€4€b---, omocno 0 C1C2C3C4Ch---

3amncra, 3HAMO JA:

e 3a CBaKH IpUPOJaH Opoj n Baxu n & n (0BO je MOCJeauIa aKCUuoMe
peryaapHoctn — Teopema 24 (1), amu ce moxke u3BecTu u Oe3 oBe

aKCHOMe, Kao TIOCIIEUIA TIPeTXoHe Teopeme (2));

e 3a CBe MpuUpOoHE Opojee k, m, n, ako k € mum € n, oHga k € n
(0BO je MpeKTHA ToC/IeIUIa IPeTXoIHe Teopeme (2)).

Haxme, dunapua perarmmja {(m,n) € N xIN | m € n} jecre crporo
ypebeme ckyma npupomaux OpojeBa m odenexaBa ce <. Pemanmjy <,
13B. ypeheme ckyna IN yBogumo Ha cienehu navqum:

def
m<ném<n\/m:n.

IMocaeauua 3. 3a cBe npupojiHe dpojeBe m,n BaxKu
(I)m<nesmn;

(2) m < nVn < m; (nopesak < je suHeapan)
3)m<n&m <n;

(4) m<n' < m<n;

(5) m <n < m <n' (byaknuja crendbenuk je MoHoToHA).

JokAa3. (1) IIpema nperxonHoj Teopemu (2) mMao Ja je:
m<n&sS m<nVm=n& mCnAm=n<< mCn.

(2) HupekTtHo u3 TBphema (3) uperxojme Teopeme.
(3) Ako je m < n, Tj. m € n, ouga je {m} C n u, npema Teopemu 27
(1), m Cn,majem =mU{m} Cn, . m <n.

Uz m' < ncaema m' <nwmwmm' =n, ny oda ciydaja, dynyhn na
je m < m/, 3akipydyjemo m < n.
(4) n (5) Hokaze ocTaBbaMo 3a BEXKOY. O

Teopema 28. [IIpuniun normyne naayknuje] Hexa je S C IN. Ako
BaxKd

(Yne N)(Vk<n)ke S=mnelb),
onza je S = IN.

Hoxaz. Dopmyny (Vk < n)k € S moxemo 3amucary u Ha ciaeiehn
naunn: (Vk €n)k € S.

IIpumernmo Hajupe na BaxKu
(BI) (Vk<0)keS.

Osa dopwmyina je 3anpaso ckpaheme 3a Vk(k € 0 = k € S), mro ce
jEJTHOCTABHO JI0Ka3yje, jep 3HaMo Jia 3a cBako k Baxu k & 0.

16

CKyIl KOju CaJpXK¥ eJeMeHTe CBHX CBO-
JUX eJleMeHATa Ha3WUBa Ce TPAH3UTUBAH
ckyn. Jpyrum peunma T je TpasuTuBan
ako Baxu (Vo € T)Vt(t €z =t e T).
OBa dopmyna je ekBusajenTHa GopMmy-
m Vz(zx € T = x C T), omuocno
(Vz € T)z C T wm UT C T. Ipema
nperxo/iHoj Teopemu (1), cBaKM IpUPOAH
6poj je rpamsuruBan. Ounrienso je u IN
TpaH3UTUBaH CKYII.

Hapasno, < nacielyje ocnoBHa cBojcTBa

unkiysuje C. 3a cse k,m,n € IN:
e n

n m

N oA A

e m An <
o k<mAm<n

Yommmreno rosopehn, ’odmamnom’ HHAYK-
mjoM (1o n) Jokasyjemo dbopmyiry

(VE < n)k € S.
Bakmwyuak (Vn € N)(Vk < n)k € S

exBuBasienTan je S = IN.



Huje Temko younTtu, a Hu popMaHO JTOKA3aTH, J1a je hopmyia
(VE<n)keS=nesS
€KBUBAJIEHTHA (POPMY/IN
(IK) (VE<n)keS= (Vk<n)kes.
s (BI) n (IK), npeMa OpUHIMITY MATEMATHYKE MHIYKIIU]E, CJAEIN
(Vn € N)(Vk < n)k € S.

Hajsan, uz nocinenme dopmyse u npermocrasge S C IN 3aksbydyjemo
S =1N. O

Teopema 29. Cbakwu HempasaH MOJACKYIT CKyITa IPUPOJHIX dpojeBa HMa

HajMarba eJIeMeHT.

JIoKA3. Heka je X nojackyn o IN Koju Hema najmamu enement. Jloka-
zahemo g2 X mopa Ourn npasan, Tj. ga je N\ X = IN. OBy jemnaxoct
JIOKa3yjeMO IIPUMEHOM IIPUHIIAIIA [TOTIIyHEe WHIYKIIHje.

Heka je n npupoman opoj takas ja je (Vk < m)k € N\ X. Ako
ou Opoj n mpumagao X, oHjga OM OH OMO HajMaibU eIeMeHT ckyma X,
jep cBakm k mamu ox n npunaza N\ X. Taxme, n € IN '\ X. IIpema
NPHHIMITY TOTIyHe HHAyKImje 3aksbyayjemo na je IN'\ X = IN, onrocno
X =0. O

ITpusiun normnyHe WHAYKIOMje 3ampaBo TBpau ja 3a cBaku S C IN

BaKMU:
(VneN)((Vk<n)ke S=neS)=(YneN)neS.
Hapagno, 3a cBaku S C IN Baxn
(Vn e N)((Vk<n)ke St =ne St = (VvneN)ne s,
OJTH. IIPUMEHOM 3aKOHA KOHTPAIIO3UITH]E:
~(VneN)n e SC = ~(vn € N)((Vk <n)k € S® = n e Sb).

Tlocnenma dopmysna ce jeTHOCTABHO TpacOpMWUINE y €KBUBAJEHTHY
dopmymy

(3neN)ne S= (IneN)((Vk<n)k g€ SAnels),

S je nenpazan S uma HajMamu ejeMentT

KOjOM Ce TBDIU Ja CBaKH Hempas3aH noickyi oig IN mva majmamu esie-

MEHT.

Hedbununuja 20. Ypeheme < mHerxor ckyma X je 4oBpo ako cBaku

Herpa3aH HOJACKYII O X mma Hajl\/IaI—bI/I €JIEMEHT Yy O/JIHOCY Ha g

Jlakje, CKyn MpUPOIHUX OpojeBa je 100po ypeheH CKyII.
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Bunapna pesanuja < Hekor ckymna X je
ypebeme, ako 3a cBe x,y,z € X:

(P) x < ua
(AC) z<yANy<z=>2=y;
(T) z<yANy<z=z<z
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V¥V Teopema pekypsuje. OCHOBHe apuUTMeTHUYKe OIepaluje

Teopema pekypauje omoryhasa ga gedunuiieMo GyHKIHje GUju je

gomer IN, Ha HaYUH KOjU TIOTIIYHO ojiroBapa mpupoan’ ckyma IN.

Teopema 30. [IIpunnun pekypsuje| Heka je X meku ckym, g € X 0€N ! > N
uh: X — X. Taga nocroju jeauacrsena ¢yukmnuja f : IN — X raksa \L f\L 7 \L T
Jaa je acX ? X
f(o):g7 f(o):g
R Ty —
( eC) f(n’) :h(f(n)),nE]N. fo’(n) =ho f(n)

JTOoKA3. (x) Ersucrennuja.
Ckyn F C IN X X nassahliemo (g, h)-CKynom ako Cy 3a/J0BOJbEHU CJIe-
nehu ycmoBu:

1) (0,9) € Fu

2) saceen € Nuzx € X, axko (n,x) € F, onmau (n',h(z)) € F.

Ounrnenno je N X X jeman (g, h)-ckym, ma je nenpasna kosuekuuja F
cBux (g, h)-ckynosa. Heka je f = N F. Tana je f C IN x X. JTokazahemo
Ja je f 3alpaBo TpazKeHa (byHKLII/Ija. Jloka3 oBe YHHEHUIIE je Jayradak TToncehamo: f je dyukimja us Ay B,y
osmamu f: A — B,akoje f C AXx Bu

. 3a CBAKO a4 € A TOCTOjU jeJIMHCTBEHO b €
JIOKA3UBATHU Ja je HeKu cKyl 3aucta (g, h)-ckyn. Jla GucMo osakmasu B raxo za je (a,b) € f. Axo f: A — B,

caMo 3aT0 mTO heMO HEKOJWMKO IIyTa IpOBepaBaTu ycjose 1) u 2), Tj.

YHUTaIbE, OBE IIPOBEPE CY U3J[BOjEHE M3 OCTATKA, JIOKA3A. ymecto (a,b) € f mamemo f(a) = b.
Hokaxunmo majupe ma je f = N F jeman (g, h)-cxym.
1) 3a cBaxo F' € F Baxu (0,9) € F, onakie ciaemn na (0,9) € NTF = f.
2) Tpernocrasumo 1a (n,z) € f = (F. Taga 3a ceako F € F, (n,x) €
F,uau (n/,h(z)) € F (jep F (g, h)-cxyn). Haxne, (n’,h(z)) € NTF = f.

Haspe, mokasyjemo na je f dyukmmja u3 IN y X, ogH. Ja 3a CBako
k € N nocroju jeauucrseno y € X Taxo ga (k,y) € f.

(BI) Hokaszyjemo bazy ungaykiumje (k = 0). Kako je f jeman (g, h)-ckym,

snamo sa (0,g) € f. lpernocrasumo ja noctoju jom jeano gy € X

rakBo na (0,91) € f u g # g1. Hexa je f1 = f\ {(0,91)}. Hoxaxumo

na je f1 jeman (g, h)-cKym.
1) (0,9) € f1, jep je uz f uzdauen camo eaemenr (0,g1) u g1 # g.
2) IIpernocrasumo jia 3a neke n € N u x € X, (n,z) € f1. Byayhu ga
taga (n,z) € f umamo u ma (n',h(x)) € f. Kaxo je (n',h(z)) # (0,91),
jep je 0 # n', cienn ma (n/,h(z)) € f1.

Haxne, f' € F,maje f=NF g f1, IITO je KOHTpAIUKITH]ja.
(IK) Joka3yjeMo MHIYKTHBHU KODAK.

IP Ilpermocrasumo ga 3a k € IN mocroju Tagno jeman y € X Takas
naje (k,y) € f.

[Tomrro je f jeman (g, h)-ckyn, umamo ma (k', h(y)) € f. pernocra-
BUMO Jia noctoju u y1 € X rtakas qa (k' y1) € f u y1 # h(y). Hexa je
f1=f\{(K,y1)}. Joxkaxumo na je fi jenau (g,h)-ckym.



1) (0,9) € f', jep je us f uzdauen camo enement (k',y1) Koju je curypuo
pazmaaut of, (0, g), oyayhu na je 0 # k.

2) Ilpernocrapumo na3an € Nu z € X, (n,z) € f1. Us (n,x) € f
ciaemu (n',h(z)) € f. Hokaxumo na je (n',h(x)) # (K',y1). Hejeana-
KOCT je oumryieqHo Tadma ako je n’ # k'. Axo je n' = K/, ouma je n

n =k, najex =1y (jep je y jenunu enement u3 X takas ma (k,y) € f).

IIpema u3bopy esemenTta y; umamo Ja je y; # h(y) =
caemu (n',h(x)) # (K, y1).
Hakne, f =NF G f', mro je Konrpammkumja.
Jloka3 MaTeMaTHIKOM WHIYKIIAjOM je 3aBPIIEH; JOKA3aJId CMO Ja je
f dynxmmja u3 N y X. Osa dbynkmmja 3am080maBa jennakoctu (Rec),
jep je f (g, h)-ckym:

U3 ycaosa 1) npousnasu f(0) = g;

[Ipema yerosy 2), us f(n) = x cremu na je f(n') = h(x), 1j. f(n') =
h(f(n)).

JemuHCcTBEHOCT.

IIpernocrasumo na dyukmmje f1, fo : IN — X 3amoBosbaBajy jeaHa-
koctu (Rec). [lokazaliemo ja cy one jemnake, Tj. ja 3a cBako n € IN
Baxku f1(n) = fa(n). Jlokas n3BOAUMO MATEMATHIKOM HHILYKILH]OM.
(BI) f1(0) = g = f2(0)

(IK) IIpernocrasumo na 3a meko n € IN Baxu fi(n) = fa(n). Taga je

fi(n") = h(f1(n)) = h(fa(n)) = fa(n'). 4

Ckyn upupoguaux 6pojesa IN je cymrruncku oxpeben cBojum (mouer-
"+ IN — IN. Teopema
peKkyp3uje TBpIu Ja 3a 0myio Koju cKym X, m3adpanu ejement a € X u

HEM) eemeHTOM 0 u byHKIHjoM (e 10eHNK )

dyuxunjy h: X — X, jenmaxoctn (Rec) ompebyjy jemuHcTBeRy QyHK-
uujy f:IN — X.

0EN —> N

VAL s fO=a |

an?X = h(f(n)), Tj. =hof(n)

Vkoymko je X Heku cKyll, cBaka ¢pyHnkimja u3 IN y X HasuBa ce u HU3
y ckyny X. HuzoBu cy BeoMa BayXHU y CBUM ODJIACTHMAa MATEMaTHUKE,
IIa ce yCcBajajy pasHu J0roBopu o o3HakaMma. Apryment dbyskiuje (Huza)
f:IN — X decro ce 3amucyje Kao WHJIEKC CJIOBa KOjuUM je QyHKIM]ja
osHauena: ymecro f(n) mume ce f,. Y ckaaay ca TaM, ymecto f :
N — X’ mume ce ’( fp)nen’- Hopen Tora, cnendennk exementa n € IN,
ymecto n' osmauaBa ce n + 1. Y3 oBe morosope, TeopeMa pPeKyp3Hje
TBpAu Ja 3a m3adpane a € X u h : X — X, mocroju jequmHCTBEHU HU3

(fn)neN Ompeben jemmakocTuMa:

Jo=a,
(Rec) { Fat1 = h(fa), n €N,

3a mus onpebhen jemnakocruma (Rec) kaxemo jia je peKyp3mBHO (pe-

KYPEHTHO, UHJYKTUBHO) nebUHUCAH.

h(z), onakie
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W3 nperxomne TeopeMe m3BOAMMO U cjejgehy BapujaHTy IPUHIIUIA
peKypauje.
Teopema 31. [IIpunnun pekypsuje — II| Hexka g : S — X u h :
S x X — X. Tazga nocroju jeauacrBena dyormuja f : S X IN — X
TakKBa Jia 3a CBaKo s € S:

f(s,0) = g(s),

(Rec) f(s,n') = h(s, f(s,n)), n € N.

JOKA3. /Ipyra BapujanTa NpUHIAIIA PEKypP3HUje OJIMCKO je ToBe3ama ca
npBoM. 3ancra, ako g: S =+ X uh: S X X — X, tana 3a cBako s € S:

e bynknuja g 'dupa’ jenan enement u3 X — dupa g(s) koju hemo ozna-

YNTH (s, U
e h ompebyje bynkmmjy hs : X — X, hg(x) def h(s,x), z € X.

IIpema pBOj BapujaHTH NPUHIMIIA PEKyp3uje, 3a CBaKO S € .S, mocroju
jenuncrena dynkimja fs : IN — X Takpa ga:

fS(O) = Js;
fs(n’) = hs(fs(n)), n € IN.

Cge dbyuknuje fs, s € S, onpehyjy (‘nomusamem uHIEKCA Y apryMeHt’)
jemuucTeny dyukuujy f: S X N — X, f(s,n) def fs(n) koja 3am0B0-
masa ycaose (Rec). O
OcHOBHE padvyHCKe OIllepalje YBOIMMO IPUMEHOM JIpyTe BapHUjaHTe
Teopeme pekypsuje, yaumajyhu ga je S = X = IN.
Cabupame. Heka je h : N X N — IN dyukumja nedunucana ca
h(z,y) = y'. TlpeMa apyroj BapujaHTH HPUHIAIA PEKyp3Hje, HOCTOjI
jenmacTBeHa dyHKIHIja + : IN X IN — IN K0ja 3a/10BO/baBa, jeTHAKOCTH:

+(m,0) = m,
+(m,n’) = s(+(m,n)).

+(m,0) = idn(m),
+(m,n’)) = h(m,+(m,n)),

OTHOCHO

Ako ymecro +(m, n) numemo m + n, IPETXOIHE jeJHAKOCTH TIOCTAjy:

(Rec+) ‘ m+0=m,

m+n' = (m+n).

Huje Temmko younTn ja je n’ = n + 1, 3a ceaku npupojian 6poj n.
Muoxeme. [Tomoly koncrantae dynkmuje 0 : IN — IN, 0(n) = 0,

un cadupama + : IN X N — IN, yBogumo muoxkeme - : IN X N — IN
caenehnM jeqHakocTrMA:
«(m,0) = 0(m), m-0=0,

OIHOCHO

(Rec-) «(m,n") = +(m,-(m,n)),

CrenenoBame exp : Nt x N — N, npu uemy je NT = N\ {0} u

ymecro exp(m,n) mmmemo m', negpunumemo ciaenehnm jeHaKoCTHMA:

md =1,
n+1

m =m-m".

Csa mo3HaTa CBOjCTBa OBHX OIlepaliidja U IbUXOBE Bese ca ypehemem

JI0Ka3yjeMO MaTeMAaTHYKOM WHTYKITIjOM.

m-n' =m+ (m-n).

zi/ fs
X

IIpBa BapujaHTa Ce MOXKe CMATPATH Clie-

<o
Mm S M
<<—Z

)
©“

NUJAJTHUM CJIy9ajeM JIpyre ako u3adepemMo
na S Oyzne cunroron. Heka je S = {0}.
®ynxuujom g : {0} — X sanpaso Oupa-
Mo jesan estement u3 X ; neka je g(0) = g.
@ynxuujy h: {0} X X — X moxemo 10~
UCTOBETHTH €& HPHUPOJHO JebUHUCAHOM
dyrrmmjon 3 X y X: x — h(0,z),
rzeX.

h je kommozmIHja caeadernka ' : IN — IN
u apyre npojekiuje mo @ IN X IN — IN,
mo(z,y) =y: h="om,.

idy : IN — IN je muentuuka dbyHKImja,
idn(n) = n.



Teopema 32. 3a dmi10 Koje npupoare dpojese k, m,n Baxku:
(1) m+n=mn-+m (cabupame je KOMyTaATHBHO);

(2) k+ (m+n) = (k+m)+n (cabupame je aconmjaTusHo);
(3) m-1=m (ueyrpas 3a mHOXKemE je 1);

(4) m-n =mn-m (MHOXEIE je KOMyTaTHBHO);

(5) k-(m-n)=(k-m)-n (MHOXKEBE j6é aconHjaATHBHO);

(6) k-(m+n)=k-m+k-n (1eBn 3aK0H AUCTPHOYTHBHOCTH);

(7) 1™ =1;

(8) m' = m, mox ycroBom m # 0;

(9) k™tn = k™. k" nox yerosom k # 0;

(10) (k-m)™ = k™ -m™, mox ycaoom k,m # 0;
(11) (k™)™ = k™™ nox ycmosom k # 0.

Teopema 33. 3a cee k,m,n € IN Baxu:
(1) k<m&k+n<m+n

(2) k=msk+n=m+n

(3) m+n=0&m=n=0

(4 O<nAk<m=k-n<m-n

(5) 0<nAk-n=m-n=k=m

(6) 0<nAk-n<m-n=k<m

(7) mn=0&5m=0Vn=0

(8 mn=1em=1An=1
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4.5. KapimHaJITHOCT cKyTia
Vv Konaunu ckymnoBu. OCHOBHU KOMOWHATOPHU ITPUHITATINA

Jenman 010CHOBHIX KOMOMHATOPHUX MIPUHITAIIA [TO3HAT j€ MOl HA3UBOM

TPUHYUT KYTAUYG U KYyWuje wia Jupuraieos Gpuryu:

Ako m Kymmna pacuopeiuMo y n KyTuja, Ipu 9eMy je m > n, OHJa ce
y Dap je/lHOj KyTHju Haja3e Oap JBe KYIJVIUIE; JAPYTUM pPEeINMa, PACIIO-
pebusame Kyrmmna e moxke outn 1-1 (jennozmaano).

Teopema 34. [JupuxseosB npunnuil] 3a cBaka jJBa IpEpOIHa Opoja
m H N, aKo je m > n, oHga He rnocroju 1-1 ¢pyHKIHja u3 m y n.

JOKA3. loka3 m3BOAMMO WHIYKITUJOM IIO 7.

(BI) Ako je m > 0, Taga youmre ue nocroju dyukuujauz my 0 (m # @
u 0 = @), na rBpheme TPUBUjATHO BAKH.

(IK) (IP) Heka je n npupozxan &poj takas Ja 3a OUJIO KOje m > n He
nocroju 1-1 dbyrkmmja uz m y n. Joxkasahemo na Taja 3a ceako m > n/,
takobhe He mocroju 1-1 dbyuxmumja uz m y n'.

IIpeTmocTaBuMO CyIIPOTHO: HeKa je m > n' u f :m o Onasne
ciequ ia n (n € n') Mopa duTu f-c/MKa HEKOr ejleMeHTa U3 1, jep
ou y cynporHoMm mocrojasia 1-1 dyHKuja u3 m y n, mro Huje moryhe.
Taxobe, m3 m > n', ciexn ga mocroju mpupojan Opoj k Takas na je
m=Fk; f:kU{k} =au {n}. Kako je k' > n’, upema nocsenurum
3 (5) mmamo ma je k > n, na me nocroju 1-1 dbysxuuja u3z k y n.
Pazsukyjemo npa ciyuaja: f(k) =nu f(k) # n.

1. cayqaj: f(k) =n. Tana f|g: k =t n, mro je nemoryhe npema (IP).
2. cayyaj: f(k) # n. Tama je f({) = n, 3a nexko £ € k, 1j. £ < k.
Hedbunnmumo bynknujy h : k' — n’ #a cnenehn naunm:

flz), z€kna#L
hz) =9 flk), z=1

n, xr=k.

Huje remko yountu aa h : k' S wona je h(k) = n. Mebyrum, Taja
h|g: k 5!, mrro mje moryhie mpema (IP). O

IMocneauua 4. Heka cy m u n npou3BOpHE IIPUPOIHE OPOjEBH.
(1) Hocroju 1-1 ¢pyrKOHja H3 M ¥y N aKO U caMo ako je m < n.
(2) Hocroju bujextja u3Mely m u n ako H caMo aKo je m = n.

Kao mrro je 10dpo mo3uaTo, npupoHuM dpojeBrMa u3pakaBaMo ‘0poj’

(7KOJII/I‘1II/IHy7) eJIeMeHaTa KOHaYHUX CKYIIOBa.

Hedbununuja 21. Ckyn X je koHaYaH ako 10cToju dujekiuja usmely
X u Hekor npupoJHOr 6poja n, H y ToM cay4dajy mamiemo | X| = n.

Ipema nocaepunu 4 (2), 3a cBaku KOHa49aH CKylnl X TOCTOJU jeqdH-
CTBEH TpHUpoJiaH Opoj n Takas Ja je | X| = n u Taja KaxeMmo 1a je n
opoj eremenarta ckymna X, OJH. KapJAHHAJIHOCT CKyma X je/HaKa je n.
Ounrsiequo je |n| = n 3a duno Koju npupojan dpoj n.
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Teopema 35. Heka cy X uY Hekw KoHadIHU CKymoBHU. Taja Baxku:
(1) |X|=0& X =0Q;

(2) | X| = |Y| axo u camo ako nocroju bujexnmja m3mehy X n'Y.
(3) | X| < |Y| aro camo axo mocroju 1-1 pynxnmja nz X y Y.

JokA3. (1) Tepheme QUPEKTHO CJeu U3 pasMarpamba o MYyHKIjama
73 TPa3HOT U y Mpa3aH CKYII ca CTpaHe 77.
(2) Byayhu na cy X u Y KoHauHu CKyIOBH, IIOCTOje IPUPOIHHA OPOjeBU
mHnHSHjeKquef:XlélmHg:Yléln.
(=) IIpernocrasumo ga je m = n. Tpeba na gedbunumemo dujexnmjy
m3mehy X u Y. Ha mapeanoj cauiu, 3HaKOM ~ H3HAJ CTPEJIAIE O3HA-
qaBaMo Ja je oarosapajyha dyHKIMja Oujekimja.
h
XY

f&mfg

Oyuxmuja h: X — Y, nara ca h(z) = g~ o f(z), jecre bujekumuja.
1-1
(<) Heka je h : X 7z Y meka dujekimmja m3mehy X m Y. Tazma ce,

AHAJIOTHO IIPETXOJHOM CJydajy, jeduHullne oujeknuja usamehy m u n,

o npema tocaeauny 4 (2) snauu ga je m = n, 1j. | X| = |Y].
h
X—=Y
7
(3) okas ocraB/baMo 3a BEKOY. O

Teopema 36. Heka je n 6mi10 koju nupupogas dpoj.
(1) CBaxku noACKyn a o4 n je KOHa4YaH U Baxkd |a| < n.
(2) Ba cBaku a C n He nocroju dujeknuja usmehy n u a.

(3) Ba caky ¢dpyakmujy f uzn y n Baxu: f :n 20 akko f:n 2.

Jloka3z. (1) (BI) Jemunu noackym ox 0, 1j. ox @, jecre @ na tBphembe
OYUTJICTHO BaXKH.
(IP) Heka je n npuposan 0poj 3a Koju BayKu TBpherme.

IIpernocrasumo ja je a € n' = nU {n}. Paznukyjemo jBa ciydaja.
1. cayuaj: n ¢ a. Taga je a C n, na upema (IP) ckyu a je xonauan u

al <n<n.

2. cryaaj: n € a. Tama je a; = a\ {n} C n, nma u3 (IP) cnemm ma je

a1 xomavan ckyn u |ai| < n. Heka je |ai| = m, 3a neko m < n, n

1-1
f a1 az m. Jedpunmmmmo dynxmujy h:a — m':

h(z) = { f(x), =€ an,

m, T =n.

Huje Temxko younrn ma je h Oujexnmja, na je |a| = m' < n.
(2) (BI) He mocroje mpasu nozickymnosu of 0, ia TBphemwe TPUBHjaHO
BaKU.

(IP) Heka je n npuposan 0poj 3a Koju BayKu TBpherme.
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[Ipernocrasumo gajea Cn' =nU{n}t u f:a lﬁl n'. Pazmkyjemo
JIBa cJIydaja.
1. cayaaj: n € a. Tama je a € n, a1 = a\{f'(n)} Ca Cnmnu
fla a1 lﬁl n, mro je Hemoryhe mpema (IP).
2. caygaj: n € a. Paznukyjemo aBa mozcirydaja.

2.1. cayuaj: f(n) =n. Tama je a; = a\{n} Cnu f |q: a 111:1 n,
I1a OHOBO JI0J1a3UMO JI0 KOHTpaukimje ca (IP).

2.2. cayuaj: f(n) # n. Tama f(n) = k, 3a neko k € n. Taxobe,
nocroju £ € n rakas ja je f(£) = n. Heka je h : a — n pynxuuja
nedunucana ca

f(z), ze€a\{ln},
h(z) = n, T =n,
k. z =0

JennocraBno ce youasa Ja h : a 1&{1 n’ u na je h(n) = n, na ce noHoBo
U3BOJIM KOHTPAJUKIINjA KAO ¥ MPETXOJHOM CIydajy.

(3) Ako je n = 0 TBpheme TpuBujanHo Baxu. IIpernocraBumo 3aTo Ja
jen # 0.

(=) Heka f :n =l Owunrnenno je f[n] C n. He moxke Surn f[n] C n,
jep 6u Taga ommo f :n lﬁl f[n], mro je memoryhe npema tephemy (2).
Hakne, f[n] =n, 1j. f je na gpynxuuja.

(<) Hpernocrasmo f : n =5 n. Taza je 3a cBako k € n, ckyn f~ L [{k}]
HelpaszaH HOJCKYI o 7, Ha uMa (jeJMHCTBEH) HajMamU eJIeMEeHT, KOju
hiemo osmasmru min f~1[{k}]. Jlaxo ce mposepasa ma je bynximja g :
n —n, g(k) = min f~'[{k}], k € n, sanpaso 1-1 byukmmja: ako je k1 #
ko, onma je fH[{k1}] N f~ [{k2}] = @, ma mopa Suru min f~1[{k1}] #
min f 71 [{ko}], 1j. g(k1) # g(k2). Cammm Tim, mpema mesty mokasa (=),

dbyuKIIja g Mopa 6UTH I Ha GPYHKIIIja, OHOCHO § : N 1ﬁ1 n. IpmveTmvio
nmaje fog=idy, j. f(g(k)) =k, 3a cBako k € n.

Ha ocroBy m3BejieHux 3ak/bydaka, goka3yjemo jga je f 1-1 dyaxmnuja.
Heka je f(k1) = f(k2). Taga nocroje jemuncrsenn £1 u £ TakBu Jia je
g(l1) = k1 m g(la) = ko. Uz f(g(l1)) = f(g(£2)), cnemm pa je £y = Lo,
ma, Mopa outn u k1 = ko. O

Ilocnenuna 5. Heka je X koHmavaH CKyII.

(1) Caxm noackyn A ox X je konauan n Baxkn |A| < | X]|.

(2) 3a ceaku A C X e nocroju oujexiuja uzmelly X u A.

(3) 3a cBaky yuxnujy f uz X y X paxku: f : X Sy akko f: X =5 X.

JIokA3. Csa TBphema Cy jeHOCTABHE HOCJENNIE TPETXOHE TeoPEMe.
VYxparko hiemo onmmcarn camo mokas Tephema (1). Ocrama mBa octaBba-
MO 32 BEXKOy.

(1) Heka je n npupoman dpoj n f : X lﬁl n. Taga je f[A] C n, na
je f[A] xonauan ckyn u |f[A]| < n = |X|. OxaBae u3BOAUMO KebEHN
3aKJbyvaK, jep cy ckynosu f[A] m A ucre kapaunamnocrtu (bynkimja f
onpebyje jenny oujexmujy nzmehy A u f[A]). O



Teopema 37. Heka cy X umY npou3BO/bHH KOHATHHU CKYIIOBH.
(1) [IIpuanun 36upa) Ao je X NY = @, ongaje | X UY| = | X|+|Y].
(2) [IIpuanun npoussoaal | X x Y| = |X|-|Y|.

JlokA3. Hasenena tBphema moxkeMo dhopmyniucat U Ha cjiefehu Ha-
9WH: 3a CBaKa JBa MPHUPOJHA Opoja m W M, U CBaka JBa cKyna X um Y,
(1) ako je | X|=m, |[Y|=nuXNY =@, ouna je |[XUY|=m+n;
(2) ako je | X|=mu |[Y| =n,onmaje |[X xY|=m-n.

Ha ocuoBy oBux pedopmysanuja TBphema yodaBaMo Ja JI0Ka3e MO-
JKEMO CIIPOBECTU U UHIYKIMjOM 110 7 (1pu (DUKCUPAHOM M).

Hexka je m npousBo/baH pupojan dpoj.
(1) (BI) Heka je |[X|=m, |Y|=0u XNY =@. U3 |Y| = 0 crequ aa
je Y =@ (reopema 35 (1)), maje XUY =X u |[XUY|=|X|=m=
m+ 0.

(IP) Heka je n npupoman 6poj takas na 3a cse ckynose X u Y, u3
I X|=m, |Y|=nuXNY =0 cremu [ XUY|=m+n.

[Ipernocrapnmo ma je |X| = m, |Y| =n"u XNY = @. Taga no-
croju Sujeknmja f : Y — n'. Heka je Y1 = Y \ {f~1(n)}. Kopucrehn
dujexknujy f Hemocpemno MoxkeMo nedunncarn oujeknujy usmehy Y7 n
n, omakye ciemun aa je |Yi| = n. Kako je X NY] = @, upema (IP) 3a-

1-1
KJbydyjemo ja nocroju dujekryja g : X UY] g m + n. dedbunumumo,
najzaj, byukiujy h: X UY — (m+n)":

B g(z), T€XUY,
W) = { m+n, x=f"1(n).

Owuursesno je h odujekimja, a Kako je (m +n) = m +n/, Tepheme je
JIOKa3aHo.

(2) (BI) Heka je | X|=m, |Y|=0. U3 |Y| =0 crequ na je Y = @, na
X XY =Qu|XxY|=0=m-0.

(IP) Heka je n npupoman Opoj Takas ja 3a cBe ckynose X u Y, u3
| X|=mu|Y|=nciem | X xY|=m-n.

I[Ipernocrasumo na je | X| = m u |Y| = n’. Taga nocroju dujexunja
f:Y = n/ Hekajey = f~'(n) u Yy = Y\ {y}. Kako je |Y1| = n,
npewma (IP) zakbyuyjemo ga je | X X Y1| = m - n. Jennocrasuo je younurn
maje | X x {y}| = |X| = m (ma upumep, h: X x {y} lél X, h(z,y) = =,
ze€X) KakojeY ={y}UY, (my €Y1), 0je X xY = (X x{y})U
(X xY1)u (X x{y})N(X xY1) =, ua upema (1) nodujamo

IXxY|=|Xx{y}+|XxVi|=m+m-n=m-n'.

ITocnemuua 6. (1) Ako cy X u'Y KoHa4HH CKYIOBH, OHJIA je
IXUY|+|XNY|=|X|+|Y]

(2) VHnja nBa KOHAYHA CKyIa je KOHAYaH CKYIL.

(3) dexapToB npou3BOJ JiBa KOHAYHA CKyIa jé KOHAYAH CKYII.
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V¥ Beckonaynu ckynoBu. Kantop-BepHIiniTtajaoBa Teopema

Hucy cBu ckynosu konaunu. Ha mpumep, 1a ckyn IN Huje konadan

MO2KEMO C€ YBEPUTH Ha BUIIIE HaYUHA. HaBO,H,I/IMO CaMO JIBa.

e Ckyn N = N\ {0} je npasu nouckyn ox IN u nocroju Gujekruja
msmehy N u N'; na npumep, bynxmuja f : N — NT, f(n) =7/,
n € IN, jecre dujeknuja. [Ipema nocaemunm 5 (2), ckyn IN ne moxe

OUTH KOHAYAH.

o Dynknmja ciaendenuk ' : IN — N je 1-1 dynkumja, agm nuje na
dynxmmja (0 HEje CTeI0EHNK HUjeTHOT IPUPOJHOT Opoja), Ta IpeMa
nocseaunm 5 (3) 3akipydyjemo ga IN Huje KoHauaH.

Hedbununuja 22. Ckymn je beckoHa4YaH ako HHje KOHAYAH.

Vnopehupame deckOHAYHUX CKYTIOBa 10 'Opojy’ ejieMeHaTa jieuHM-
meMo 1o y3opy Ha TBpame (2) u (3) reopeme 35, Koje ce omHOCE Ha

KOHa19HE CKYIIOBeE.

Hedununrmja 23. (1) Ckynosu A u B cy mcre KapAumHAJIHOCTH
(nmajy merm &poj ememenara), y osHamu |A| = |B| ako nocroju ou-
jexnuja nzmely A u B.

(2) Kapaunaanocr ckyna A je Mama 0 WIH jeJHAKA KADIUHAJIHOCTH
ckyna B, y osnamu |A| < |B| ako mocroju 1-1 ¢pynkmuja nz A y B.

Teopema 38. 3a mpowmsposeHe ckynoBe A, B, C' Baxku:
(1) [A] = |Al;

(2) axo je |A| = | B|, onma je | B| = |Al;

(3) axo je |A| = |B| u |B| = |C|, onzna je |A| = |C].

1-1
Joka3. (1)ida: A m7g A.
1-1 1-1
(2) Ako f: A o7 B,onma f~1:B 32 A.
1-1 1-1 1-1
(3)Ako f: A g Bug:B g C,oumagof: A g C. O

Teopema 39. 3a npoussosbre ckynose A, B, C' Baxku:
(1) [Al < |A[;
(2) ako je |A| < |B| u |B| < |C|, onxa je |A| < |C].

JokA3. Tepheme (1) qupekTHO cieu U3 nperxoHe TeopeMme. Tepherme
(2) Bamﬂjepmf:Al;lBI/Ig:Bl;lCcne;mgof;Al;lc’, O

Teopema 40. [Kanrop-BepHinrajaoBa teopema| Heka cy A u B
om0 koju ckynosu. Axko je |A| < |B| u |B| < |A|, onga je |A| = |B|.

Hajnpe nokasyjemo jeqny KOpUCHY JeMy.

Jlema 8. Heka je A 6mio koju ckyn u F : P(A) — P(A) dynknuja

Koja 3aJioBoJbaBa cJefqehn ycios:
(%) (VX, Y €eP(A) X CY = F(X) CF(Y).

Taza nocroju E C A rakas ja je F(E) = E.

18




JToka3. Heka je E = {X | X CAAX C F(X)} u E = J&. [oka-
zaliemo sia je E ¢ukcua rauxa dynknuje I, vj. F(E) = E. llpumernmo

HajIpe Jla BayKu:

E=Jxc | rx CF (U X)=F(E).
Xee& Xe& Xeé
Nukiy3uja o3nadena 3HAKOM y3BHUKa Baxku jep 3a cBako X € &, X C
UX n F(X) C F(UX), npema (). 3 ycnosa (*) modujamo m ga je
F(E) C F(F(E)), onakie ciequ na F(E) € &, naje F(E) CUE=F
Haxne, F(F) = E. O

JIoxka3. [Kanrop-BepumrajaoBa teopema) Heka f : A B

g:B 1;1 A. OuursiesHo je 1a ce nomohy dyakrnmje f Moxke jpeduHUCATH

dujeknuja m3mehy ckynosa A u f[A], a nomohy dbyukuuje g dujexnuja

meby ckynosuma B u g[B]. Mehyrtum, moryhe je na ckynosu f[A] u
g[B] 6yﬂy IpaBU HO,ZLCKyHOBI/I pexom ox B u A.

U8 &0

Hapasno, ciuano 3amaskame BasKd U 3a TofcKymose on A, omm. B:
ako je X C A, onga je f onpebyje jenny dujeximjy msmehy X u f[X],
a ako je Y C B, ouna g onpebyje dujexnmjy usmehy Y u g[V]. Kipydno
nurame je ja ju nocroju nojackyn F C A takas ga g oapebhyje dujekuujy
uamely B\ f[E] u A\ E, 1j. 1a Baxku

g[B\ fIE]] = A\ E, om. E = A\ g[B\ f[E]].

A f B
E N\ /[ flE
A\E B\ flE]

1-1

b

Jpyrum peunma, Tpeda UCIUTATH J1a JIX OCTOjU (PUKCHA TauKa (DyHK-
mmje F: P(A) — P(A), F(X) = A\ g[B)\ f[X]], X € P(A). IIpema
NPETXO/IHO] JIEMH, JIOBOJAHO je TIPOBEPUTH Ja JIM BaxKu ycJoB (*). 3a
duio koje X1, X9 C A Baku:

X1 C Xo = f[X1] C f[X2]
= B\ f[X1] 2 B\ f[X)]
= g[B\ f[X1]] 2 g[B\ f[X2]]
= A\g[B\ f[X1]] € A\ g[B\ f[X2]]
& F(Xl) - F(XQ)
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HaxkJie, mpema oMeHyTO] Jiemu, nmoctoju ckyn E takas na je F(E) = E,
1j. g[B\ f[E]] = A\ E. Ilpumernmo na 3a ceako z € A\ E, nocroju
jemuucrsenu (jep je g 1-1 dyukuuja) esement uz B duja je g-ciuka
jenHaka x; Taj jeIMHCTBEHU ejieMeHT u3 B ozmaumhemo ca gfl(x). Ca-
Ja Huje Temko jeduHucaTu kebeny omjexnujy. Heka je h : A — B
dbyHKIMja gara ca:

h(z) = { gf@’ Tev

(), x€ A\E
Hokas na je h dujekiuja ocTaB/baMo 3a BEXKOY. O

Yuopehusame GeckOHAYHUX CKYIOBa 10 KapauHajHocTd (1o Opojy
eJleMeHaTa) UMa CMUCTIA, Jep Cé MCIOCTaB/ba JIa MOCTOje pasHe BPCTe
OECKOHAYHOCTH W JIa OJ CBAKOT OECKOHAYHOT CKYIIA IOCTOjU HEKH "Oec-

KOHAYHUju’, Tj. Behe KapIAuHATHOCTH.

Hedununuja 24. Kagpunaianocr ckyna A je Mama 01 KapAUHAJIHOCTH
ckyna B, y osnamm |A| < |B|, axo je |A| < |B| u |A| # |B|.

Teopema 41. 3a ceaxu ckyn A, |A| < |P(A4)].

JlokxAa3. Huje Temko yountu na je |A| < |P(A)|. 3ancra, dbynknmja
f:A—=P(A4), f(z) ={z}, € A, jecre 1-1 dbynxuuja.
Ocraje jomr jia nokazkemo Jia He 1ocroju oujekiuja usmehy A u P(A).

1-1
IIpernocraBumo cynpotro, na h: A 5z P(A). Hedunummmo cxyn
K={xe€A|xz¢&h(z)}.

Ouurnenuo K € P(A), na nomro je h wa dbyrkmuja, nocroju k € A
takas na je h(k) = K. la s k npunasa wim we npunana ckyiy K7
1. moryhnocr: k € K. Uz h(k) = K cneqm k € h(k), mro npema
neduanimju ckyna K, saaun na k ¢ K. Koarpagukimja.
1. moryhnocr: k ¢ K. Uz h(k) = K cneqm k ¢ h(k), mrro npema
nebunnmju ckyna K, 3uaqun ma k € K. Koarpagukimmja.

W3 nodujernx KOHTPAJUKIN]ja 3aK/bYIyjeMO J1a He ITOCTOju OUjeKImja
m3mehy A u P(A). O

Hanomena 9. [lokas mociieitbe TeopeMe je cTap IIPEKO CTO TOJUHA.
Bakna HemocpejHa Iocjeuna oBor Tephema je Ja He MOCTOjU CKyTI
CBHUX CKyIloBa. AKO O 1ocTojao Takap cKymn V', Taja OUCMO UMAJIH Ja
je P(V) C V (jep je ceaku mojckyn oj V ucroBpeMeHo u ejaemMeHT V)
na u |P(V)| < |V]. Takobe, cBu jenHowianu cKynosu He 00pasyjy CKyIL,
jep ako om K OWO CKym CBUX jeIHOYJIAHMAX CKYIIOBa, TAJa OM 3a CBAKU
ckyn x omno x € {z} € K, 1j. * € UK, na 6u ckyn UK caapkaBao cBe
ckynose. HTepecanTHoO je, Takolje, pa3MOTPUTH KaKBe MOC/IEIUIE UMa
nejeqnakoct |z| < |P(z)|, ykommko je z SeckoHAMAH CKYIL.
Vnopehupame ckymnosa OpojeBa 10 KapIUHAJHOCTHU je TJIABHU 'KpPH-
Ball' HACTAHKa TeopHje CKYIOBa jep ce HeHNM IPBUM Pe3yJITaTHMa CMa-

tpajy Kanropose reopeme |IN| = |Q| u |IN| < |R|. Ciobonuauje peuero,



[IOCJIe/IHha, HEjeJHAKOCT HAaM TOBOPH JIa TOCTOjU HEKa BPCTa DECKOHATHO-
CTH BUIIET pelia, Tj. Ja U O OECKOHAYHUX CKYIIOBAa MMa CTPOrO 'OpOjHU-
jux’, dynyhu na je ckyn N deckonadan. Ilrasume, kopucrelin nokazany
nejennakoct |x| < |P(z)|, Moxkemo KoHCTpyncaTn GECKOHAHYAH, CTPOTO
pacTtyhu 1o KapJAUHAJHOCTH, HIU3 DECKOHAYHUX CKYIIOBA.

IN| < [PIN)[ < [P(PIN))| < -+ <|P(---P(P(N)) - )] < -

————
n

V¥ IIpebpojuBu 1 HempedpojuBU CKYIIOBU

Hedbununuja 25. Cxyn X je npedpojus ako je | X| = |IN|.
Ha je X mpebpojus osnadasa ce u | X| = Ng.

Teopema 42. Cpaku moJcKyn npebpojuBOr CKyIla je KOHAYaH HJIH Ipe-
opojus.

JokA3. okazahemo na je cBaku deckoHauan mogackyn oz IN nmpedpojus.
13 Tora jemHocTaBHO 3aKJbydyjeMO Jia HABEICHO TBphembe BazKu.

Heka je A Geckomauan nogckyn ox IN. Byayhn na je |A| < |IN|
(bynxkuuja f: A — N, f(a) = a, a € A, jecre 1-1 pyukuuja), npema
Kanrop-BeprmrajHosoj Teopemn Tpeda jom nokasartn ga je |IN| < |Al.

Hedunnmumo Hajupe jenan Hu3 noackynosa ox A. Ilpumenom Teo-

peme pekypsuje aebunnmemo E : IN — P(A):

EO = ®7
Ent1 = E,U{min(A\ Ey)}.
JemHocTaBHO ce oKa3yjy cieaehe UUmLEHUIE:
e 3a cBako n € IN, E,, je konadan nogckyn o A, na je u A\ E, # @;

e [ je crporo pacryhiu (y omHOCy Ha MHKJIy3Ujy) HU3, Tj. 38 CBE M, N €
N, uz m < n ciequ E,, C Ey;

e 3a cBako n € N u cBako m > n, min(A\ Ey) € Ep,.

Heka je h: IN — A, h(n) = min(A\ Ej). Joxkaxunmo na je h 1-1 dbynx-
nmuja. IIpermoctaBumo ma je nq 7# ng. Bes rybiberma OMMTOCTH MOKEMO
yzeru ga je ny < ng. U3 h(ny) = min(A\ Ep, ) € Ep,, 3ak/bydyjeMo aa
mopa ourn h(ny) # h(ng). O

Hedununuja 26. Ckyr je HajBuilie mpedpojuB ako je KOHAYAH HJIH
pebpojuB. BeckoHaYaH CKyIl je HEIIPeDdPOjUB ako HUje HajBHIIE IIpe-
bopojus.

3 nperxo/gHe TeopeMe ciiein a je CBAKM IOJCKYI IPeOPOjUBOT CKY-

T1a, HajBUIIIE TIPEOPOjUB.
Teopema 43. Ckyn A je najsumie npebpojus akko je |A| < |IN|.

Teopema 44. Ako nocroju ¢pynkmnuja nz3 N ma ckym A, f : IN 24,
oHJjIa je A HajBuiIe IpedpojuB.

19
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JTOoKA3. Heka f:IN =3 A. Tana je 3a cBako a € A, cKyn

F ' Ha}] = {neN| f(n) = a}

HempaszaH HoAcKym o IN, 11a caMuM TUM MMa HajMambl ejieMeHT. Heka
je g: A = N dyukmuja nebunncana ca: g(a) = min f~1[{a}], a € A.
Oynxmmja g je 1-1 bynximja, jep axo je a1 # ag, ouwna je f~[{a1}] N
f[{a2}] = @, na mopa 6urn g(ay) # g(ag). daxme, |A| < |NJ. O

VYV nmacrtaBky hiemo [0Ka3aTu HEKE UUILEHUIE Yy BE3U CA MPEOPOjUBUM
CKyIIOBHMA KOj€ Ce 4ecTO Kopucre (IoJpasyMeBajy) y MHOIMM MaTeMa-

THYKUM OOJIACTHUMA.

Teopema 45. (1) Cxkyn IN x N je npedpojus. Yonurre, JlekapTos npo-
HU3BOJI JIBa MpedpojuBa, CKyIa je MpedpojuB.

(2) Ba cako n > 3, ckyn IN™ je npebpojus.

(3) IlpedpojuBa yHuja npedpojuBux cKynopa je HpebpojuB CKYIIL.

(4) Ckyn KoHauHHX HH30Ba MPEeDdPOJUBOr CKyIa je IpebdpojuB.

(5) Ckyn KoHAYHHX IOJCKYIIOBA IIPEOPOJUBOr CKYIIa je 1pebpojuB.

JIokA3. (1) Huje Temko nokazaru ja cy dbyHKImje:
e f:IN—=>NXN, f(n) = (n,0),
e g:INXxN — N, g(m,n) =2™.3",

1-1 dbyukumje, na je |IN x N| = |IN|, npema Kanrop-BepuinrajHosoj

TEOpPEMU.

(2) JemmocraBHO ce J0Ka3yje UHIYKIMJOM.

(3) Ipedpojusa dammuarjom HpedpPOjUBUX CKYIIOBA jecTe 3alpaBo HU3

ckynoBa (An)neN, OF Kojux je cBakm npedpojus, |A,| = |IN|, 3a cBako

n € IN. Tpeba nokazaru na je ckyn A = UJ,,en An Taxohe npedpojus.
3a cBako n € IN, ckyn A, je npedpojus, na mocroju dujeximja fr, :

1-1
N 12 Ap. Hedbunnmmmo dyukmmjy [ : IN X IN — A na cirenehn maunm:
f(m,n) = fm(n), (m,n) € N x N.

QOynxruja f je Ha dysKImja: 3a cBako a € A = UJ,en An, HocTOjU
m € IN rakaB yna a € Ap,. Kako je fn, dujeknuja uzmehy IN u Ay,
Jasbe e a nocroju n € N rakas g2 je fm(n) = a, na je f(m,n) =
a. IIpema teopemu 44 zakibydyjemo Ja je A HajBuine mpedpojuB CKyTI,
OJIHOCHO TIPEOPOjUB, jep OYUIJIETHO HUje KOHAYAH.

(4) Tephewe qupekrro caemu u3 (2) u (3): U,eny IN™ je mpebpojus.

(5) CakOM KOHAYHOM HU3Y HA NPUPOJAH HAYUH IIPULYKYjeMO KOHAUAH

CKyTl (YMjU Cy eJIeMEHTH WIAHOBU HU3A):

(z1,..-,2) = {z1,. .., T8}

IIpy 4eMy, IPa3HOM HHU3Y HIpUIApYyKyjeMmo mpasaH ckymn. Ha oBaj mHadnH,
nedunucana je yHKIMja U3 CKylla CBUX KOHAYHUX HU30BA IPUPOIHIX
OpojeBa Ha CKYI CBUX KOHAYHUX II0JICKYIIOBa NpupomHuX Opojesa. IIpe-

ma (4) n Teopemu 44 U3BOAUMO YKeJbEHU 3aKJbyIaK. O

Hup:

(1,2) s {1,2}
(1,2,1,1) — {1,2}
(0,0,0) — {0} ...
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5. Oneparnjcko-peJalmjcKke CTPYKType

Tlojam MaTeMaTHdKe CTPYKTYPE 3ay3UMa, IEHTPAJHO MECTO Y CaBpe-
MEHO] MaTeMaTUIX. YOIIITEHO roBopehn, MaTeMaTH4Ky CTPYKTYPY HUu-
HA HEKH CKYIl, TAKO3BaHU JOMEH, HOCAd WU YHHBEDP3YM CTPYKTYDE,
3ajegHO ca pejanujaMa U orepanujama AedUHUCAHUM HAJI JIOMEHOM.
WzaBajamo jeman mpumep TUMIYIHE CTPYKTYPE, KOjy THHE:

o ckyn NT ={1,2,3,4,...},

e OuHapHe onepanuje: cadupame (+), MHOXKemwe (-), crerneHoBare (1),

pu gemy hemo ymecrto m T n kpahe nucatu m™, u
e KOHCTaHTa 1.

OBy crpykTypy Kpahe o3HauaBaMo kao ypeheny neropky, HaBonehu cse
ono mro je wnam: (INT,+, -, 1, 1). Cpequnom mesnecerux rouna, AJi-
dpen Tapckn je nmpoydaBao 3aKOHUTOCTH KOje BaXKe Y OBOj CTPYKTYDH,
nosiazelu 0J] OCHOBHHMX WJIEHTUTETA KOje je Ha3BAO CPEAbOIIKOJICKHM

HJICHTUTETHMA:

VaVy(x +y =y +z)

VaVyVz(z + (y+2) = (z +y) + 2)
Ve(z-1=1x)

VaVy(z -y =y - x)

VaVyVe(z - (y-2) = (z-y) - 2)
VaVyVz(z - (y+2) =z -y+x-2)
Va(z! = x)

Vr(1® = 1)

VaVyVz(x¥T% = 2¥ - 27)
VaVyVz((z - y)* = 2% - y*)
VaVyVz((a¥)? = a¥?)

(HSI)

SaHIMJ/BHBO je Jla HaBeJleHe UJICHTUTETE 33/I0BO/baBajy W pas3He Jpyre
CTpyKType mcror Tuna. Jemna taksa crpykrypa je ({0,1},4,-,1,1), ca
somenom {0, 1} uay kojum cy jare Tpu dunaphe onepaje (jedpunucane

HapeHUM TadiIuiIaMa) U KOHCTaHTa 1:

+]0 1 o 1 tlo 1
0 1 0
11 1 110 1 1 1

Huje Temko younTn ja omeparije + u - 3ampaBo MPEICTaB/bAjy PEIOM
mucjyaknujy n koHjyrknmjy Hag {0,1}, a ma = 1 y, 1j. ¥ s3anpaso
o/iroBapa McKasnoj dopmynau y = x. JeIHOCTABHO je MPOBEPOBATH J1a Y
crpykrypu ({0,1},+,-,71,1) Baxe cee HSI 3akonuroctu. CBe CTpyKTY-
pe oarosapajyher tumna, Koje 3am0BosbaBajy H.ST 3aKOHUTOCTH HA3UBA]y

ce HSI anrebpama.

Wako ce mmeja CTPyKType, Y H3BECHOM
cmucity, cpelie u y pajgosuma Jlajonura,
Bepyje ce ma je Illpemep 1895. rommue
IpBU IyT AeDUHACAO TIOjaM AICTPAKTHE

CTPYKTYPpe.

H ST — High School Identities

IToncehamo Ha cienehe mapose
€KBHBAJICHTHAX  HCKA3HUX  (opMya:
zVy=yVzx

zV(yVz)=(xzVy)Vz
zANl=z

yVz=z=(y=z2)A(2=>2)
z=>zANy=(z=>x)A\ (2 =>v)
z=>(y=z)=2zAy=>2
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5.1. BpojeBHe cTpyKType 20

Hajsarxmuuje mpumepe CTpyKTypa YuHe OHE HaJl CKYIIOBHMa OpPOjeBa.

OBaj o/le/bak CaJp:KU KpaTak OIMKMC HEKUX OCHOBUX KOHCTPYKIIH]A.
V Ilesu 6pojeBu

Ako cy m u m npupojHuM OpojeBr TaKBH Ja je m < M, OHJA IIOCTOjH
camo jeman (300r 3akoHa ckpaluBama) NpUPOJAH Opoj k Takas Ja je
n = m + k; oBaj 0poj o3HaUaBAMO Cca N — M U HA3UBAMO PA3JINKOM
IIPUPOJIHUX OpOjeBa N M M. YKOJIHUKO je maK n < m, TaJa He IIOCTOjHu
npuposaH Opoj k Koju MOXKEMO J0JaTH OpOjy m Jga OUCMO JIOOWIU MN.
HpyruMm pedmMa, jeaHadwHe MO T, Kao IITO Cy Ha Opumep 2 +x =
1, 134+ = 8,..., Hemajy pemema Menjy npupogauM OpojeBuma. OBo
ce Hajuenthe y3uMa Kao IVIABHE Pa3JIol yBOJjera HeraTuBHUX Opojena:
—1 [kao pememe jemmaumna 1+x = 0, 242 = 1,34+z = 2, ...],
—2, —3, ...Csaka jenmHaumHa 10 T, 00JUKa a + T = b, jeIHO3ZHAYHO je
onpelena ype/jeHnM mapoM IIpupoJHUX OpojeBa (a, b), u 3aT0 CKyIl CBUX
jeTHaYMMHA, HABEIEHOT 00MKa uiaeHTudUKyjeMo ca ckymoMm IN X IN. Ha

ckymry IN X IN nedunuimemo dunapHy pesarujy ~ Ha ciaegehu HadnmH: Hedunnnuja peamnygje ~ HOTIYHO je y
CK.J'Ia,ILy Cca HallluM I/ICKyCTBOI\/I n Hal\’ICpa—
(a7b) ~ (07 d) 21:6; a+d=b+ec. Ma: JiBe jesHaunHe a+r =buc+z =d

HMajy HCTO Peleibe akKo jeb—a = d —c,

Jlema 9. Penarmja ~ je penamnuja ekpupajeHimje aa ckymy IN X IN. H-atd=bte

Hoxaz. (P) Uz a+b=a+bcreau (a,b) ~ (a,b).
(C) Axo je (a,b) ~ (e,d), onga je a+d = b+ c. U3 nocaente
jeIHAKOCTH jeiHOCTABHO ce joduja ¢ +b = d + a, na je (¢, d) ~ (a,b).
(T) Heka je (a,b) ~ (¢,d) u (¢,d) ~ (e, f). U3 jennaxkoctu a + d =
b4+ cucH+ f=d+ e modujamo:

(%) (a4+d)+ (c+ f)=(b+c)+ (d+e).

IIpumerHoM KOMYTATHBHOCTH M ACOIMjATUBHOCTH H3BOIUMO:
(a+d)+(ct+f)=-=(@atf)+(ctd) n (b+c)+(d+e)=-- = (b+e)+(c+d).

N3 jenmakocru (%) um mociemsse IBe jexnakocru godujamo (a+ f) +
(c+d) = (b+e) + (c+ d), n majsax, npumeHoM 3akoHa CKpallmBama:

a+ f=0b+e. Hakne, (a,b) ~ (e, f). O
Komunuanuku ckyn IN X IN/ ~ HaszuBamMo CKyIoM LEIuX OpojeBa U
o3nagaBaMo Z. 3a CBaKWU MPUPOJAH OPOj a: Pememe jeanaunne 0+ = a je a; pe-
meme jenHaunde a + x = 0 o3HaYaBaMo
e xiacy [(0,a)]~ xpalie o3HAUaBAMO «; —a.

e xiacy [(a,0)]~ xpalie osHauaBamo —a.

-5 -4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5

Cadupame 1 MHOXKeI€ IeJIIX OpOjeBa YBOIUMO ocjlamajyhu ce Ha

caenehe:



1) ako cy mesu OpojeBr & U Y pelierma jenHadnte ¢ +x = bu c+y = d,
oHJia je T + y pememse jennaunne (a+c¢) + 2z = b+ d;

2) ako cy nesu OpojeBU T U Y pellena jeirHadnde a +x =bu c+y = d,
oHJa je x -y pememse jennaunne (ad + be) + z = ac+ bd.

HomarHo, TOTPedHO je MoKa3aTH J1a: 30Mp W MPOU3BOJI IEJIMX OpojeBa He
3aBUCH O] M300pa jeaHadnHa Koje uxX ompehyjy.

JIema 10. Ako je (a,b) ~ (a1,b1) u (¢,d) ~ (¢1,d1), onga je:
° (a—i—c,b—i—d)w(al—l—cl,bl—i-dl);
° (ad—|— be, ac + bd) ~ (aldl + bic1,a101 + bldl).

Cabupame 1 MHOXKeHme IeInX OpojeBa, +z, -z : Z X Z — Z. nedu-
HUIIEMO jE€THAKOCTUMA:

def
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Banazkame 2) ce "HaUBHO 'MOZKe OLPaBIa-
Tn Ha cienehnm HavymH: m3 * = b—a n
y =d — c ciequ:

(b—a)(d—c)

bd — ad — bc + ac
(ac+bd) — (ad + be)

Ty

(@, D))~ +z (¢, )]~ © [(a+betd)]e, [(a,0)]~ -z [(c:d)]~ ' [(ad +be, ac+ bd))] .

Ha mpumep, kopucrehin moroBopao kpahe o3HauaBarmbe:

3+z(-5) = [(0,3)]~ +z[(5,0)]~
[(0+5,3+0)]~ =[(53)]~ =[(2,0)]~
—2
3-z(=5) = [(0,3)]~ +z[(5,0)]~
[(0-043-5,0-5+3-0)]~ = [(15,0)]~
~15
(=3)-z(=5) = [(3,0)]~+z[(5,0)]~
[(3-040-5,3-54+0-0)]~ = [(0,15)]~
= 15
UTI.

Bunapny penanujy <z yBoaummo Ha ciegehn HaYMNAH:

[(a,b)]~ <z [(c.d)]~ ¥ b+c<atd,

e je < ypeajeme Ipupoannx opojeBa. Beoma je jemrocraBHO JgoKa3a-
TH KOpeKTHOCT oBe neduunnmje, Tj. ga u3 (a,b) ~ (a1,b1) n (¢,d) ~
(c1,d1), cremm: [(a,b)]~ <z [(¢,d)]~ axko [(a1,b1)]~ <z [(c1,d1)]~.
Tana je, Ha mpumep:

e —3<z75, TJ[(B,O)]N <z [(0v5)]’v7jep je0+0<3+5,
e —5<z 3, T.][(570)]N <z [(370)]’\" Jjep je 0+3<5+0,
o 3<2 5, 11.[(0,3)]~ <z [(0,5)]~, jep je 3+ 0 < 0+5, ...

Yobruajeno je na ce mHAeKc Z M30CTaB/ba Y O3HaKaMa +7, -z, <7,
Tj. 1a 3a cadupame, MHOXKebe U ypeheme Iesnx OpojeBa KOpHCTe HCTe

O3HaKe Kao 3a caduparbe, MHOXKEIbE U ypeheme TpupoHux Opojesa, IITo

Jennaxocr [(5,3)]~ = [(2,0)]~, ciaeau
s (5,3) ~ (2,0), 7j. 5+0 = 3+ 2.



102 ywMI

je TaBHO YCBOjeH OOMYaj y CaydajeBuMa Kaja ce yBobemeM HOBHX OpO-
jeBa, omepaligja W peJalidja ca HHMa, HOIITYjY OIepaldje U peslalje
crapux dpojeBa, Tj. Kaja je cadyBaH paJ ca CTapHM OpojeBHMA.

Ha ckymy menux OpojeBa yBOAMMO W yHAPHY OIEDPAIUjy CYIPOTAH
o6poj —:Z — Z,

~[(a, b))~ [(b,a)]~.

Beoma je jeamocTaBHO g0Ka3aTu KOPEKTHOCT OBe JgeUHUIIMAjE: aKO je
(a,b) ~ (a1,b1), ouna je (b,a) ~ (by,a1).

Jlema 11. 3a npoussosbhe x,y,z € Z.:
c+y+z)=(+y)+z z-(y-2)=(z-y) 2

rTry=yt+w rTy=y-x

r+0==zx r-l=z,2-0=0
z+(—2)=0 z-(y+z2)=z-y+x- 2
r<x r<yNy<zc=x=y

r<yANy<z=>z<z2
r<y=>c+z<y+u

r<yVy<z
c<yYNO<z=>2-2<y 2

V¥ Panuonasinu dpojeBu

Ako cy a u b uenu dpojeBu, npu yemy je a > 0, jenHaunHa a - = b
He MOpa MMATH peliema y CKyIy meanx opojesa. Iloctymajyhu xao pa-
HUje, CKYTI IeJInX OpojeBa MPOIITUPYjeMO HOBUM OpPOjeBUMa, — PeIIemhuMa,
jenHaYNHa HABEJICHOT TUMA. JeTHAUNHY HABEJICHUT O0INKA MACHTH(MUKO-
Bahemo ca ypehennm napom (a,b) € N x Z. V HaBesenom Konrexcry
yoduuajenuje je na ypebenu nap (a,b) € NT x Z osnavasamo xao pas-

Jgomak —. a Ou ce mojemHOCTABUIIO YnTarhe, KOPUCHO je V MPUYIU KOja
cnenu ypeheHe napose IpeBOauTH y pasioMke. Jla ducmo osrakmasin
quTae, IIOBPEMEHO NeMO MOHABILATH

Ha ckyny Nt x Z nedbunumemo dunapry penanujy ~ Ha ciaemehn

Ha4MH:

(a,b) = (c,d) W od=b-

Jlema 12. Peranumja ~ je penamuja exsusaiennije na ckymy NT x Z.

Komranmakn ckyn IN' x Z./ &~ masupaMo cKymoM TieJux Opojesa u

osHagaBamo Q.

—_
Al

1 2 @ 1 4
4 1 e ) L} ° e 5e ° [ . 5 o1 . g
=gz 3 2
° ° ° L} e (e [] [ . . . 5 2 1
3 3
5 ) ° o ° e\l 30 . (] . . ° 372
2 ° . 0} ° °\\\\2e . Y ° o ° 4 1
3 1 ST
1 2 g 2 X 2 ot pt a2 ¢ 1
<o 9o o o o o o o o o o>

-5 -4 -3 -2-1 0 1 2 3 4 5

OBo HAYEJIO MPOIUPUBAIHbA CKYTIOBA OPO-
jeBa II03HATO je ¥ Ka0 XEHKEJIOB IIPUHIIAIL
epMaHeHIje.

Jla OmcMoO  WCTaKIM  AHAJOTHjYy €A
yBohermem LEJTIX
cechamo  ma

opojesa, o1~
neduHUIM]y  pesanuje
~: (a,b) ~ (c,d) & otd=b+ec
Penanuja ~ je 3anpaso jeimHakoct meby
pasJioMIIMa:

b d

—=— & ad=bc.
a ¢
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Cabuparme 1 MHOXKeIe paluoHaIHuX Opojesa, +q, qQ : Q X Q — Q,
cynporaH ejleMedT —q : Q — Q, u dunapny penanujy <q JepUHAIIEMO

Ha cjaeaehn Ha4yuH:

o [(a,b)]~+q[(c;d)]~ % [(ac, be+ ad))~; b d_totod
o [(@b)]~ o (e d)]~ = [(ac, bd)]~; bod_ b
e —ol(a,b)]~ € [(a,-b)]~; B
o [(a,b)]~ <o [(c;d)]~ & bd < ac. <o ebi<a

IIpoBepy KOpeKTHOCTH HaBEJIEHUX JACPUHUIUja TPEITYIITAMO UUTAOIH-

Ma.

Jlema 13. 3a mpousBosbhe x,y,z € Q:
c+y+z)=(@+y)+z z-(y-2)=(z-y) 2

rty=y+a Ty=y-x

r+0==zx z-l=z,z-0=0

z+(—2)=0 z-(y+z2)=z-y+x- 2
(¥) 2£0=>(FueQ)z-u=1

T r<yANy<z=>z=y

r<yNy<z=>r<z r<yVy<ze

r<y=>z+z2z<y+tu r<YN0O<z=2-2<y-2
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5.2. CTpyKType m BUX0OB BOKadyJsap

OrneparyjcKo-peJialijcKy CTPYKTYyPy YUHU CKYyIl 3ajeJIHO Ca HEKHM

CBOjUM OIlepalijaMa, peJialijaMa 1 eJeMeHTuMa, (KOHCTAHTaMA).

Hdedununuja 27. Heka je S npom3BospaH Henpas3aH CKym un > 1.

(1) Cpaka ¢yuknuja uz S™ y S, Hazupa ce n-apHa onepanmja CKy-
ma S. Ilocebno, ¢pyuknuje uz S y S HazuBaMo yHapHUM OIEpaIdjaMa;
¢yukmmje u3 S X S y S HazuBamo dbuHaApHHM Oneparjama.

(2) Ceaxu moxckyn on S™, HasuBa ce n-apHa pejanuja ckyma S.
Hocebno, nojgckymnose ox S HazwBaMO YHADHUM DeJIaIHjaMa; IOACKY-
noBe o1 S X S mazuBamo bdunapuuMm pesandjama. Ako je R C S™ u
ai,...,an € S, ymecro (ay,...,an) € R mmmemo R(ay,...,ap) 1 9~
TaMO ‘eJIeMeHTH a1, ...,y cy y peaanuju R’. CBaky n-apHy pesamnujy
MoKeMo rocmarpaTh Kao pyaxnujy uz S™ y qpownann cxkym {0, 1} nean-

tocaux Bpearocru (0 3a ’merauno’, 1 3a 'rauno’), u caMuM THM HCKa3e
‘R(ai,...,an) je tauno’ u ’R(ay,...,apn) je HeTaumo’
3aIUCcaTH Kao jeHAKOCTH
R(ai,...,an) =1 u Rl(ay,...,an)=0.

Hanomena 10. Ilojam n-apme omepaliyje MOXKEMO YOIIITUTH Uy CJIy-
qajy kKaza je n = 0. 3a duyto Koju ckyn S, cKym S™ MOxKeMO mocMaTpa-
TH Ka0 CKYI CBUX NM-TOWIAHUX HU30BA €JeMeHaTa u3 S; CXOJHO TOME,
ckym SY MOZKEMO OCMATPATH KAao CKYII CBHX Hu30Ba ayxkume 0. Bymryhn
na mocToju camo jepan mn3 ayxupe 0, ckyn SO je jexHouwnan, ma Heky
byuxuujy uz SO y S oxpehyje m36op camo jemmor eementa u3 S (y Koju
npecImKaBaMo jeuan eneMent ckyma SU). 3aro ememente (KoHCTaHTE)

u3 S mocmarpamo u kao 0-apHe omeparyje ckyma S.

21

S™ = Sx--- xS je ckyn cBux ypebe-
N—_———

n IIyTa
HUX N-TOPKH ejieMeHaTa u3 S.



CrpyKType 3allajeMo Tako IITO HaBeIeMO, Yy OOJIu-
Ky HHU3a, cBe OHO MTO je umHu. CTPYyKType {ecTo
ozHavaBaMo MmacuuMm ciosuma A, B,C,..., mo mo-
Tpedu ca MHIAEKCHUMa, IIPU Y€MY yIJIABHOM KOPHCTHU-
MO CJIOBa KOJUMa Cy O3HAYCHU JIOMEHH (HOCAYH) THX
crpykrypa, A, B, C, ..., ca onropapajyhum uHIeKCH-
Ma. KapamHaaHocT CTpyKType je KapIMHAJIHOCT Hhe-
TOBOI' JIOMEHa: KaXKeMo Ja je HeKa CTPYKTypa KOHa-
gyHa (npedpojuBa, HempedpojuBa) aKo je HeH JOMeH

KoHauaH (1pedpojus, Hempedpojus).

Bokadynap crpykrype
Cumbostn KojuMa 03HaYaBaMoO peJjialyje, onepauje u
KOHCTaHTEe HEKe CTPYKTYDe HA3UBAMO BOKaOy/IapoM

Te CTPYKTYDe.
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ITPUMEP:

Crangap/Hy CTPYKTYpY HPHPOJHHX OpOjeBa WHU
ckyn mpupogHux OpojeBa IN, 3ajenHo ca pesaru-
joM ypebema <, yHApPHOM OIEpAINjOM CJIETOCHUK
":IN — IN, (Gumaprum omneparujama) cabuapHEM
u mHOXKemeM +,- : IN X N — IN, u komcranToMm
0: N = (N,<,’,+,-,0). N je npumep npebpojuse
CTPYKTYPpeE.

Bokadynap crpykrype N unne cumbomm: <,’, +, -, 0

Bokadynap 3ajegno ca jiormdukuM cuMmOonMa dnHe asidader T3B. je-

3HKa IIPBOI pejia KOjU KOPUCTUMO 3 OIMCUBAIE CTPYKTYype:

JIOTUYKUN CHUMBOJIN

IIDOMEH/bUBE:

Ty Y, 2, T15,Y1, 215 - - -

3HAK jEeTHAKOCTH: =

Jormdke koacranre: |, T
Jgorudky Besuuiy: (yHAPHU) —,
(dunapun) A, V, =, &
kBaHTH(pUKaTopn: V, 3

moMolHE 3HAIM: JIeBa U JIeCHA 3arpa/jia, 3amera

BOKABVYJIAP CTPYKTYPE

cuMOOJIH KOHCTAHTH,

cuMOoJIn  ollepalifja, IpU YeMy je 3a CBaKW
cuMOOJI ofpeheHa mherosa, yKuHA;

CHMOOJIN peJialifja, IPU 9eMy je 3a CBaKH

cnMOO0JI oxpeheHa mHerosa, My KuHa.

Jlormyku cuMOOJIM Cy HENPOMEHJBUBHU JI€0 je3WKa MPBOr PEa, 0K

cuMOoJTe BoKadysiapa oapehyje Tui cTpykType Kojy mOCMaTpaMmo.

N3zpazu

Hzpaze rpaguMo WHIYKTUBHO, Ha YOOWYajeH HAYUH, KOPHU-

crehu mpoMeHJbUBe, CUMOOJIe KOHCTAHTU, CUMOOJIE OTePaIija

u noMoline 3HaKe:

e IIpomenspuBe U cMOOJIM KOHCTAHTHU Cy M3Pa3H;

e Axo je F' cumbout orrepaliije JLyKuHe 1 U aKo cy 1, . ..

uspasu, ouja je F(ty,..

cuMOOJ1 DMHApHE orieparinje, u t1,to U3pasu, OHJA je YMECTO
F(t1,t2) yrnasuom numewmo t1 Fta, kopucrehu 110 norpedu

u 3arpage (t1Ftg).

., tn) u3pas. Cnemmjanuo, ako je F'

IIpuMepu U3pa3a HaJ, BOKAOYIapOM CTPYK-
type N: 0, 0/, 0'- (0'), (z +0), z+y,
0 -(x+0), z-x+vy-y, ura [puamkom
3alUCHBaIbA, U3Pa3a KOPUCTHMO yoOUdaje-
He KOHBEHIje O OpHCAamby 3arpaja, HIIp.
. t, | momyr ycsajama npuopurera Mely omepa-

nujamMa, J1a OM Cce M30CTABUJIO IHCAHE 3a-
rpaja.

Ako je t Hexn uspas, ca V() ozHaumlieMO CKyN OHUX TIPOMEHJBUBHX

Koje ydecTBYjy y rpabemy nspasza t. Hapasno, 3a cBaku m3pas t, cKyn

V(t) je konauam:
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e V(v) = {v}, 3a upomensbusy v; V(c) = @, 3a cumb0J1 KOHCTAHTE C;

o V(F(t1,...,tn)) =V (t1)U---UV(ty), 3a cumdox onepanuje F my-

JKUHE N 1 u3pase t1,...,tn.

ATomcke dopmyie

Jlormuke KoHCTaHTEe cMarpaMo aroMckuM dopmyaama. Cio-
JKeHnje aroMcke opMysie T00rjaMo TIOBE3UBAILEM JIBa U3Pa3a
3HAKOM jeJHAKOCTH, OJH. IOBe3WBameM ojarosapajyher Opoja
n3paza CUMOOJIOM peJialluje.

o Jlormuke koHcTante | u T cy aromcke dopmyie;

e Axo cu ty u ty uzpasu, ouja je t; = to aroMcka (HOpMyIIa;

e Ako je R cumbos pesaruje JIy?KUHE 1 U aKO Cy t1, ..., tp
uspasu, ouja je R(t1,...,tn) aromcka dopmyia.
Dopmyie

Dopmyste medUHAIIEMO WHIYKTUBHO, TMOJa3eNu O aTOMCKUX
dopmysia u oBe3yjyhu ux JJOrMIKUM BE3HUIIUMA, OJH. TIOCTa~

BJbAIHEM KBAHTU(MDUKATOPA €A TIPOMEHJHUBOM.
e Aromcke opmyisie cy dopmyie;
e Axko je a dpopmyiia, oHa je —a Takohe dopmyiia;

e Axocy au 8 dopmyne n x € {V,A,=, <}, onna je (axf3)
dbopayia;

e Axo je a dopmysa, v HeKa IIPOMEHJbUBA, OHJA CY Yoo U
Jvar popmyire.

CnobdosHa 1 Be3aHa MojaB/bUBakhA MPOMEH/bUBUX

IIpumepu aromckux dopmysia Ha BOKa-
Gynapom crpykrype N: 0 = 0, 0 < 0,
(z-0)<(z+0), z+y=y+z urn.

Ilpumepu dopmysa Haga BOKadyIapOM
crpyktype N: 0 = z, 0 = 0 A —0" < 0,
0 <z=2< (z-2), ~Fz(z+0) =0,
VaVy(z +y = y + z) nra.

IlojaBpuBame TpoMeH/bUBE Y (POPMY/IN MOKE OUTH CJI0O0JHO NN Be-

3aro. CBakKo TOjaB/bUBAIGE [TPOMEHJbUBE KOje HHUje O] JIejCTBOM KBAH-

TrdUKaTOpa HA3UBA C€ CJIO0DOJHUM, a OHA II0jaB/bUBAIHbA KOja jecy IO

JejCTBOM KBAHTH(DUKATOPA HA3WBAJY CE BE3aHUM.

Cge mpoMeH/bUBE KOje MMajy CJIOOOHA I0jaB/bUBaFha y HEKO] (POop-

MyJIN Ha3WBajy ce cJI00oJHe mpoMeHJsbuBe Te dopmyse. CKyn cBux

CJIODOJIHAX TTPOMEH/bMBUX popMyJie o o3HadaBaMo Fr(a) m mpenusno

JeUHUIIIEMO HHIYKIAjOM IO CJI0XKeHOCTH (opmyIe:

o Fr(l)=Fi(T)=0;

o Fr(ty =t2) = V(t1) UV(t2);

o Fr(R(ty,....tn)) =V (t1)U---UV(ty);
o Fr(-a) = Fr(a);



o Fr(axfB) =Fr(a)UFr(B), * € {V,A, =, <}
e Fr(Vza) = Fr(3za) = Fr(a) \ {z}.

3a cBaky dopmyry «, ckyn Fr(a) je konauam.
BpegsaocT u3spasa

W3zpasuma, Hajr BOKady/1apoM HEKe CTPYKType S, JTedUHUIIy ce HOBE
dyHKIHje, 3anpaBo orepalje HaJL S, HA CACBUM IIPUPOJAH HAIUH. AKO
je V(t) C {x1,...,2n}, oHma m3pa3 ¢ osnavasamo t(xy,...,T,) Kajaa
JKEJINMO JIa MCTAKHEMO Cy CBe NMPOMEHJbUBE KOje YUeCTBYjy y Trpaberby
uzpaza t HeKe OJ] IPOMEHJbUBUX L1, . . . , Ty. JJomemyjyhin mpoMenbuBama
T1,...,Tn PEIOM HEKE BPEIHOCTH A1, ...,y U3 S, 10OUjaMO jeIUMHCTBE-
Hy Bpegnoct t(ag, ..., an) € S:

S™ 3 (a1,...,an) = tlay,...,an) € S;
Ha 0Baj HauuH je neduHucana jexna GyHKIUja (3a0paBo n-apHa onepa-

muja) uz S™y S.

Bpeauocr uspasa (dbyskuuje)

yMmia 107

Hajjennocrasuuje dyuxnuje nedunncane uspaszuma jecy npo- | IIpumepn dynxnuja nedunncannx wnspa-

jexumje u xoucranre dyukuuje (tj. byuxmuje oapehene Haj- | 3uMma HaJ BokadynapoMm cTpyKrype N:

jeTHOCTABHUJUM U3pa3nMa):

e t1(z) = 0 — xoucranrna dbynknuja (je-

(1, yzn) =z, (1 <i<n)u (x1,...,2n) — C HOT' apryMeHTa);
_ 0 _ ;
Cnoxennje dbynxnuje oxpelyjy nekn uspasu t1, ..., ty,, Taksa | ta(z,y) = 0 KOHCTaHTHA yHKIHjA
naje V(t1),...,V(tm) € {z1,...,2n} u HEKH cMOOT OMEpa- (ma aprymenra);

nuje F' ay>kuHe m:
(1, yzn) = F(t1, ... tm).

Oyukimje neduHnCaHe U3PA3UMaA MOYKEMO OIHCATU U Ha CJIe-

o ty(z,y)=2a"(y+0)

o t3(w1,22,73) = 2 — upojexnuja (Ha
JIPYTY KOODJIMHATY);

nehu madun: nomasehn on npojeknuja u KoHcranTHUX (yHK- | @ t5(21,x2,23) = 2] - (v2 +0') uza

nuja,

cJIoXKeHuje (PYHKIHje TeHEPUIIEeMO T3B. CYICTUTYIIAjaMa — IO~

crapjbarbeM Beh jedbunncannx QyHkIuja Kao aprymenara He- | o t5(3,3,3) =3 - (3+0) =16

KOr cuMOOJIa OIeparmje.

Taunoct dopmyite

Axo je Fr(a) C {z1,...,zn}, onma dbopmyny o o3HA"aBAMO M Ca
a(z1,T2,...,Ty) KaJa JKeJIUMO JIa UCTAKHEMO YUHEHUILY JIa Cy CBE CJIO-
doHe 1mpoMeH/brBe (DOPMYJie (v HEKE OJ IIPOMEHJBUBUX T1,T2, - .., Ly-
Honemyjyhu npoMenpuBaMa Iy, . . . , £y, PEJIOM HEKE BPETHOCTH A1, . . . , Ay

u3 M, j1obujaMo jeMHCTBEHY HCTHHHTOCHY BPEIHOCT a(aq, ..., an):

S"™ 3 (a1,...,an) — alal,...,an) € {0,1};

o 15(2,1,4)=2"-(140)=6

Bpennoctu uspaza ts 3a Heke Basyaluje

(1, yzn) =z, (1 <i<n)u (21,...,2n) — ¢, IIPOMEH/bUBUX:

o 15(7,13,31) =7 - (134 0/) = 112 urs,.
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Ha 0Ba] HauwH je gedbunucana jeaua gynxuuja uz S™y {0,1}, 1j.

n-apHa peJjanuja cKyma S.

UctuanrocHa BpeHOCT popmyiie
Tlorazehu ox ocHOBHX penamuja Koje ompelyjy atomcke dop-
MyJie, CJIOXKEHHWje peJialdje rpaJuMo KOpUCTehu nCKa3He Be-

3HUKE W KBAHTU(UKATOPE 3aj€/ITHO Ca MIPOMEH/bUBAMA:

e axo je a(z,...,Tn) dopmyna odauka =0 (1, ..., Ty ), OHIA

jesaai,...,an €85,
alag,...,an) = —0(a,...,an);

e axko je a(wy,...,rn) dopmyna obmuka 01(z1,...,Tn) *
02(z1,...,2n), * € {\,V,=, &}, onna je 3a a1,...,an €
S,

alal,...,an) =01(a1,...,an) *x02(ay,...,an);

e axo je a(x1,...,Ty) dbopmyna odauka Vb (x,x1,...,Ty),

OHJIA je 3a a1,...,an € 5,
alal,...,ap) =minb(a,a,...,an);
a€esS

e axo je a(x1,...,xn) dopmyna odmmka Jzb(x,x1,...,Ty),
OHJIA j€ 3a a1,...,an € S,

ala,...,ap) = max0(a,ay,...,ay).
aesS

3AJATAK 10. Ha Bokadynapy crpykrype N mare cy dpopmyie:
e a(z,y)je x=0A-y=0ATz(z-2=1y)
o B(z)je 0 <zANIyTz(z=y-z=>y=1Vy=1)

o y(zy)jedz(z+ (2 +2) =yVy+(2+2) =1).

jemaHa

IIpumepu penanuja gepuHICAHUX U3PA3U-
Ma HaJ BOKadyaapom crpykrype N:

o a1(z) je dopmyna 0 < z; mup. a1 (0) je
neraano (a1(0) = 0), a a1(4) je Tauno
(a1(4) = 1) n.

o as(x,y) je dopmyna z’ = y; ump.
a2(3,2) je merauno (a2(3,2) = 0), a
a2(2,3) je raano (a9(2,3) = 1) nura.

o az(x1,r2) je x1 < zfy = 2] < xo; HUD.
a2(2,1) je merauno, as(2,5) je Tauno,
a2(5,2) je Tauno, ut,

2)
a(z,y) je 2/ < y = x < y'; mup.
054(070), 014(0 1) 044(1 O), 044(0,2),
4(2,0)

Cy TaYHU NCKA3U;

°
2

Q

o as(z,y) je dopmyna Iz (z+ 2 = y);
unp. as(3,0) je neradno, as(0,3) je ta-
YHO, WTI.

e ag(z) je dbopmyna Vy (z -y = x); Hop.
a5(0) je tauno, as(1) je merauno, mr.

Ojipenu, ako mocToje, jeHy BaJyalnjy MPOMEH/bUBUX 3a Kojy je dop-

MyJIa TadHa, U jeIHy BaJIyalldjy MIPOMEHJbUBUX 33 KOjy je dopMysia He-

Ta4vgHa.

TauyHocT pedeHuUIe

PopMmyna ¢ je pedeHHUIA aKo HeMa, CJIODOTHUX MPOMEH/HbUBUX, Tj.

ako je Fr(a) = @. Ha (He)UCTHHUTOCT pEYEHMIE y HEKO] CTPYKTYPHU

He yTUYy BaJjyallrje MpoMeH/bUBUX. /la je pedenuria ¢ TadHa y HEKO]
crpykTypu S, 3amucyjemMo S |= 0 m KaxkeMo Ja je cTpyKTypa S Mozgen
pedenune o. Ako pedeHnna ¢ Huje TadHa y S mmmemo S [~ o u KazkeMo

na je S komrpamomesr pedennue o. [Ipumernmo na ako S [~ o, onga

S = —o.
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[TpumeP 57. (N, <,’,+,-,0) EVaVyVz(z - (y+2) = (z-y) + (z- 2))
N, </, +,,0) EVaVy(z +y=0=2=0Ay =0)

( ) |

(N,<,”,+,+,0) EVz(—z=0= Jy(z =)
(N, <,/ +,+,0) | IyVa(z -y = )

(N, </, +,-,0) E ~Fz(x-2=0")

(N, <,/,+,-,0) E Jz(x-z=0"")

UTI,

BAJATAK 11. Koje on ciiesiehux pedenuna cy taune y (N, <,’, +,-,0)7
1. VaVyVe(z-y=2-2 =y =2)
2. Jz(z-x=2")

3. VaVyZz(zx =yVa+z=yVy+z=1)
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5.3. PaziiuunTe MHTEpIIpeTaluje jeJHOr BokKadyJsiapa.
Teopuje.

HajjeanocraBuuja kinacudukanuja (OneparyjcKo-peIanujckux) cTpy-
KTypa BPIIU ce IpeMa BOKaOyJ1apy, Tj. IpeMa OpOojy U JLyKUHU PEJIAIN]a
U ollepalnja, Kao U OpOjy KOHCTAHTH KOje YIeCTBYjy yV IUX0BO] gedu-
HUIUjU. 3a CTPYKTyPE KOje UMajy MCTH BOKadyJsap KaxKeMo Jia Cy UCTOT

THUIIA.

ITpuMEP 58. IlocMaTpajMO HEKOMKO CTPYKTYPa KOje UMAajy UCTa CBOj-
CTBa Kao: aINTUBHE CTPYKType nemx opojesa (Z, +, —,0) u parmuonas-
umx opojesa (Q,+, —,0):

(A) VaVyVz (z+ (y+2) = (z+y)+2)
(N) Vz(zx+0=nx)
(I) Vz(z+(—x)=0)

1 Kao MyJITUILNIMKATUBHA CTPYKTypa parmonaanux opojesa (Q\ {0}, -, -1 1)

(A) VaVyvz (z-(y-2) = (z-y)-2)
(N) Vz(x-1=ux)
(1) Va(z-z7'=1)

1. Crpykrypa
({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},®, ©,12)

KapaKTepullle T3B. apUTMETHKY JacOoBHHMKa. BuHapHa onepanuja & CKy-
na {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}, nedunncana je na caegaehn naumn:
T+, r+y <12,

22

CroBo A 03HavTaBa 3aKOH ACOIH]aTHBHO-
cru; coBo N 1I0CTOjarbe HeyTPAIHOT eJie-
MEHTa; CJIOBO | unmbeHnIly Jia CBaku eJie-

MEHT UMa T3B. UHBEP3.

rdy= |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
r+y—12, x4y > 12 112 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1

. . . . 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2
Huje Temko npoepuTu ma je ¢ acorujaTuBHa olepalyja, sl4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3
4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4

(A) VaVyVz (2D (y D 2) = (z D y) © 2); 506 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6

Ja je 12 HeyTpaJHI eJIeMeHT 3a OB, 718 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7T
8 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8

(N) Vz (z®12 = x); 9 |10 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 | 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

7 Jia CBaKW €JIEMEHT MMa WHBEP3HU eeMeHT ozpehen Tade- mp1z 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11
12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

JIOM:

x |1 2 3456789 10 11 12
Sr |1l 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 12

pu 4emy je
(I) Vz (z @ (&z) = 12).

2. HaBenumo jour jeady cTpyKTypy MCTOr THHA. 3a OUJI0 KOoju cKyI X,
1-1 1-1

e xommosunmja Jase omjeknmje f 1 X gx X mg: X g X takobe je

jenna dujekimja fog: X — X,

1-1
® UJIEHTUYIKO IpecauKaBame je oujeknuja, idy : X pg X, n
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1-1
e 3a csaxy oujexuujy [ : X gz X mocroju mHBep3Ha Oujexrmja 1

1-1
X g X.
Axo ca Sy o3Haunmo cKyn cBux OSujeknuja (mepmyranuja) ckyna X, Ako je X = {1,2,3}, cse Gujexuuje
. . .. . (mepmyrammje) ckyma X cy:
oHJia je Kommosuimja o oxpehyje jegary dunaphy omneparyjy ckyma Sy, 1 2 3 ) ( 1 2 3 )
o1 = T =
WHBEP3 -1 onpebyje jemny yHapHy omeparujy Ha Sy u idyx je jeman ' 1 ; g ' 11 32 23
enement (ckyma) Sx. Y crpykrypu (Sx,o, !, idy) Taume cy cuemehe 2= ( 2 1 3 )"2 = ( 2 3 1 )
pedveHUrie: "3:<:§ ? 3)73:<§ g ?)
(A) ‘v’ngVh(fo(goh):(fog)oh) o |o1 o3 o3 T To T3
o1
(N) Vf (foidx = f) o
T1
(1) Yf (fof!=idy) ™

3. Hajsan, meka je S Omno koju ckyn. Ha ckymy P(S) nocmarpajmo
T3B. cumerpuuny pasmky: XAY = (X \Y)U (Y \ X) u meka je I
ynapua onepanuja #a P(S) medumamcana ca I(A) = A. Y crpykrypn
(P(S), A, I,@) raune cy cuenehe pedenure:

(A) YXVYVZ (XA(YAZ) = (XAY)AZ)
(N) VX (XAQ = X)
(I) VX (XAL(X) = @)

Y IPeTXo/IHOM IIPUMEPY MJIYCTPOBAH je BeOMa BaykaH HAUMH yBoDerma
OIIepaIjCKO-PesIalujCcKux CTpyKTypa. Mehy crpykrypama mcror Tuia
(Tj. cTpyKTypama Koje MMajy MCTH THI BOKadysapa) U3/BajaMo OHe KO-
je 3a/10BOJbaBajy HeKe m3adpaHe OCOOWHE, Tj. 3aI0BOJhaBajy ojpehene
Teopuje.

Hedbununuja 28. Teopwuja mHekor Bokadysapa jecTe OHJIO KOjH CKYyIT

pedeHwHIia TOr BOKadyaapa.

Hasonmmo Heke BaxKHe IIpuMepe TeopHja.

Teopuja rpymna. Bokabdysap rpyma ynHu cuM0O0JI je/iHe DMHAPHE Ollepa-
nuje, cuMOO0JI jeHEe YHAPHE OTepallije U CUMOOJI jeJIHe KOHCTAHTE; YECTO
ce y OIIITEM CJIyYajy KOPHUCTE caejiehu CuMOOJIH: *, e Teopujy rpyna

uynHe ciefehe pedenue:
(A) VaVyVz (zx (y*xz) = (zxy) * 2)
(N) Vo (xxe=ux)
(I) Vo (zx2~! =e)

T'pymna je ceaka crpykrypa (G,*, ! e) Koja 3aJ0BO/baBa HaBele-
He akcuoMe. ¥ IPETXOJHOM IPUMEPY HaBeIeHO je HEKOJMKO IIPHMepa
rpyna.

Teopuja BynoBux anredpu. BokaOysiap unnae cumbosiu j1Be duHapHe

(¢

omeparje Y u A, cuMOOJI jeJHe yHapHe omepanuje © U JBa cuMOosIa

xouctanTe 0 u 1. Teopuja BymoBux anredpu cajpxku ciemehe pedenurie:
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AY
KY
DY
CY
NY

VaVyVz(z Y (y Y 2)
VaVy(z Yy =y Y )
VaVyVz(z Y (y A 2)
Va(z Yz =1)
Va(z Y 0 =1)

(zYy)Y2)

(zYy) A(zY2))

TavHe HaBeJICHE PpEYCHUIIEC.

A)\
K)\
DY
CA
N)\

VaVyVz(z A (y A z) =

(zAy) A 2)

VaVy(z Ay =y A )

VaVyVz(z A (y Y 2)

(zAy) Y (zA2))

Va(z Az =0)
Vr(z A1 =1)
BysioBa asredpa je csaxka crpykrypa (B,Y,A,,0,1) y kojoj cy

ITPUMEP 59. Ako je S dwio koju cky, (P(S),U, ﬂ,c,®, S) jecre By-
JoBa anaredpa, jep 3a cee X,Y, Z € P(S) Baxu:

AU
KU
Dp;
NU
CU

XU(YuZzZ)=(Xuy)uz AN
XUuY=YUX K"
XU(Ynz)=(Xuy)n(xuz) Df
Xuo=X N™
xuxb=gs ol

XN(yNnz)y=(Xnvy)nz
XNy=yYynx
XNYUzZ)=(XNY)u(Xn2z)
XNS=X

xnxt=0

Asredpa ({0,1},V,A,—,0,1), ca yodu4ajeHUM JOTMYKAM BE3HUIU-

Ma, Takobe je jesna Bysnosa anredpa, jep 3a cse p,q,r € {0,1} Baxu:

A\/
K\/
D
N\/
C\/

pV(gVr)= (Vg Vr AN pA(gAT) =
pVqg=qVp K" pAg=gqAp
pV(gAr) =@V A(pVr) D} pA(qVr)=
pVO0=p N pAl=p
pV-p=1 C"N pA-p=0

(pAg)Ar

(pAq)V(pAT)

SannmsbuB nipumep DbysoBe asrebpe mobmjamo pasmarpajyhum ckym

D, cBUX TPUPOIHUX Je/IUIala HEKOT IPUPOIHOr Opoja 1 KOjU je Mpo-

U3BOJI PA3IMYUTHX IIPOCTUX OpojeBa (Jakje, n HUje JAe/HUB KBAIPATOM

Hekor mpocror opoja). Huje remko nokasaru, kopucrehn ejneMenTapHa

CBOjCTBa HajMamber 3ajeJHIYKOr CaIp:Kaolia 1 HajBeher 3ajeHIYKOr j1e-

qmona, na je Dy = (Dy,nzs,nzd,n/,1,n) jenna Bynosa anreSpa (kom-

ieMeHT ejeMenta © € Dy je n/x), 1j. ma 3a duso Koje x,y,z BaxkKe

cienehe jemmaxkocTn:

AY
KY
D}
CY
NY

nzs(x,nzs(y, z)) = nzs(nzs(x,y), 2)

nzs(z,y) = nzs(y, z)

nzs(x,nzd(y, z)) = nzd(nzs(z,y), nzs(z, 2))

nzs (z,~) = n
T

nzs(z,1) =z

AA
KA
D}
CA
NJK

nzd(z,nzd(y, z)) = nzd(nzd(z,y), z)
nzd(z,y) = nzd(y, x)

nzd(z, nzs(y, z)) = nzs(nzd(z,y), nzd(z, 2))
nzd (x,g =1

Teopuja ypebema. Bokadynap uunu cumdos jegne dunapre pesaiuije

<. Teopujy ypebhema uune ciemehe petdennrie:

R) ¥

) VaVyVz (z

(
(AS) VaVy (z
(T

T (r <)
SyANy<z=z=y)

<yANy<z=z<2)

Vpebemwe je crpykrypa (P,<) Koja 33/0Bo/baBa HaBeJIcHE aKCHOME.

ITpumepu ypebema cy (N, <) u

(P(S), C), 3a buno koju ckym S.



Teopuja nmuHeapHux ypebhema. Bokadymap unnu cumdos jeane Ou-
napue penanuje <. Teopujy nuHeapuux ypehema dnne ciaegehe pedeHu-
1e:

(R) Vz (z < 2)

(AS) VaVy (z < yANy<z=z=1y)
(T) VaV¥z (2 SyAy<z= o < 2)
(L) VaVy (z <yVy< )

Vpebeme je crpykrypa (P,<) Koja 3aj0BojbaBa HaBejieHe aKCHOME.
Crpyxrypa (IN, <) je npumep Jiuneapuor ypehema, ok (P(S), C), kaaa
je |S| = 2, nuje nmuneapuo ypebemse.

Vv CeMaHTHYKa 1 CHHTAKCHA ITOCJIEIUIIA
Jenan oy HajBaXKHUJUX JIOTMIKUX KOHIIEIIATA jeCTe T0jaM IOCICIHIIE.
YBoMMO JBE BPCTE MOCIEINIE — CEMAHTUYIKY IIOCJICTHITY U CHHTAKCHY

OCJIETHILY .

Hedununuja 29. Heka je I' Heka Teopuja (ckyn pedennna). Peuernna
a je cemanTmaka mocaenuna teopuje I, y oznanm [ |= «, ako 3a
CBaKy CTPYKTYDY S,

u3z S =, 3a ceako y € I, ciienu 1a S [ a.
Ymecro @ |= « mumiemo = a.

Axko je E a, Tj. @ je TauHO y CBMM CTpyKTypama oirosapajyher
BOKaOys1apa, KaykKeMo J1a je (v BaJbaHa PEYeHHUIIA.

ITocedHo mcruveMo Jia 3HaK = KOPUCTHMO JIBOjAKO:

® Kao O3HAKy OJHOCA M3MeDy CTPYKType M pedeHune; S = o 3Ha4w jia
jé a TaAYHO y CTPYKTypHu S;

e Kao O3HAKY OflHOCA m3Meljy CKylla pedeHuna u jenne pedennne; [ = «
3HAYU Ja je (@ CEeMAaHTUYKA mocjieauna ckymna dpopmysa [

I[TpuMEP 60. ITocmarpajmo TBpheme
(%) ¥V cBakoj rpynu BasKu JeCHH 3aKOH KaHIesaluje (cKkpaliuBama).

Hexa I'qpr o3nauasa Teopwujy rpyma. [lecHun 3akoH KaHIenanuje, Ha je-

3WKY TeopHje Irpylia, N3parkaBaMo cjejelloM peucHUIoM
o: VaVyVz(zxz=yxz=x=1y)

V3 ose oznake, IR [E o je camo jgpyru 3ammc 3a TBpheme (x).
Joxazkmnvo (). Heka je (G, *, !, e) nponssosbra rpyma.
1. Nzabepumo pou3BoOJbHE ejleMeHTe T, Yy, 2 u3 (G, TakBe 1a je & * z =

TEFA

Tana je

23

yMJa 113
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(zxz)xzl = (yx2)x 27

.a:*(z*zil)zy*(z*zilﬁ

Txe=1yxe,

s W N

T =Y,
6. VaVyVz(zxz =yx 2z = x =y).
Mako TokOM OBOT JI0Ka3a, 3aMUIII/BAMO J[a PAJIUMO Ca HEKOM KOHKPET-
HOM ([IPOM3BOJAHO M3a0PAHOM) IDYIIOM, aJld HUjEJIHOI TPEHYTKa HHUCMO
UMaJIM TTOTPedy J1a MPenn3upaMo O K0joj je 3amcTa Ipynu ped, Beh cMo
HCKJBYYIMBO KOPHUCTHJ/IN 3aKOHUTOCTH KOje TPyIa 3a0BO/baBa 10 Jedu-
HULIUjHU, KA0 U J0OPO HO3HATA CBOJCTBA jeJHAKOCTH U onepanuja (byHK-
muja). JIpyrum pednma, 3HaYajHE Cy CAMO aKCHOME TEOPHje I'PyIa, JOK

‘ceMaHTHUKa’ HEjE O] IPECY/IHOT 3HAYaja.

IIperxomnm mpuMep yKasyje Ha KOHIENT CHHTAKCHE MMOCJIEINIE, KOju
je Beh pazmaTpaH y cucreMy HpUPOIHE JeayKimje. HaBogumo kpartak
pe3uMe IpaBuiia IPUPOJIHE JAeAYKIHje KOja CMO JI0 cajla pa3MaTpasn u

HajaBJbyjeMO HOBa IIPaBHUJIA 32 Je3UK IIPBOI' Pela.

e IIpBO cMO pasmaTpaJsy IpaBuia NPUPOJHE AeAYKIINje 38 HCKA3HY JIO-
ruky uuje cy dopmyie rpaljeHe o/ MCKa3HUX CJIOBA, JIOTHYKE KOH-

crauTe | m jJormykumx Be3HukKa V, N\, =, &, .

e 3aTuM CMO pasMaTparba IPOMHUPUIN Ha (hOpMyJie IPEJUKATCKE JIO-
ruKe, y K0joj Cy MCKa3Ha CJI0BA 3aMEHe€Ha, aTOMCKHM (opMmyiaMa, 1
JIoIaTh ¢y KBAaHTUGMUKATOPY V 1 J; MPETXOJMHUM TPABUINMA JIOJIATA

Cy 7 TIPAaBUJIA 33 KBAHTU(DUKATODE.

e VY mHacTtaBKy pa3marpamo (GopMyile je3HKa IIPBOI PeJia, KOje CaJIpKe
doraTHju CKyl aToMCKuX (hopMysia: pesarujcKiuM CUMOOJIIMA, Ce I10-
Be3yjy u3pasu (KOju MOrY Jia caprKe U OLepAIMjCKe 3HaKe, a He CaMo
IIPOMEH/bUBE U CHMOOJIE KOHCTaHTH, Ka0 y CJIy4ajy IpPeIuKaTCcKe JIO-
[UKe), U JOJIATHO, Ka0 aToMCKe (hOpMyJIe ce T10jaBibyjy U jeJJHAKOCTH;
y3 oxrosapajyha yommrema Ipasmia 3a KBaHTHGUKATOPE, JO1ajeMO

U IIPaBUJIa 38 jEJIHAKOCT.

Hedununuja 30. Ako je I Heka reopuja (ckyn pevennia). Peuern-
na « je cmHTakcHa mocsgaenuina rteopuje I, ako ce cekpenr I' F «
MOKe J0OUTH IIPHMEHOM IIPaBUJIa HCKa3He Jioruke (crpasa 29) u cie-

smehux npaBuia 3a KBAHTH(HUKATOPE U jeTHAKOCTH, KOHAYaH OPOj myTa:

o) g7 SRS
v v alz/v
ozx. v Jza .
(Vl’U) % (Ele) y !
(=) — () L=

[13 TIpeTXOMHOr IpeMa 3aKOHY aCOL[I/IJaTI/IBHOCTI/I

[13 IpeTXOMHOr jep je zxe =x myxe =y

[jep ¢y x,y, 2 TPOU3BOHHY €IEMEHTH

[13 nperxomHor jep je zx 2T = e

]
]
]
]

BaxHO! (1) Qopmyna afz/t] osnaga-
Ba GopMyily Koja je J100Hja mcTOBpeMe-
HOM 3aMEHOM CBHX CJIODOJIHUX IIOjaBJbH-
Bama TPOMEH/bIBE T Y (POPMY/H o U3pa-
30M ¢, IpH YeMy ce HHjeJHa NTPOMEH/bUBA
n3pasza t Huje Be3aHa.

(2) ¥V nomokasuma npasuia (Vry) n
(3zg), nojasbyje ce T3B. CBE2KA HPOMEH-
JbHBa v Koja ce 'y (popMy/IaMa BaH IIOJJI0-
Kaza He I0jaBJbyje CJI0DO/IHO.
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Jlema 14. 1. Vo Voo (r1 = 29 = 29 = 71)
2. + Vw1Vx2VJ:3(x1 =129 ANx9 =23 = 21 = x3)

JoxA3. (1) UsBogumo cekBenT - Vz1Vrg () = w0 = 190 = 1):
1. | 1,29 VBoauMo cBezke IPOMEHJbUBE Ja OUCMO JoKazaau VriVao - - -;
2. T = T2 JI0MaTHA TPETIOCTABKA;
Heka je a(z) dpopmyna r = z1;

1 =121 (=vy); jemmaxoct x1 = 1 je 3anpaso dbopmyna afz/z1];

To = T1 (=g), 2, 3; jennaxkoct x9 = x1 je 3anpaso dopmya afr/z2);

Tl =T = T2 =21 (éU)v 2-4;
levxg(fcl =T9 = T2 = $1) V:EIU, VLUQU 1-5
) Ussomumo cekBenT Va1VaoVzs(zy = o Azg = 23 = 31 = 23):

oot

—
[\

T1,T2,T3 VYBoaUMO CBeKe IIPOMEHJbUBE;

N =

T1 = T2 NTo = x3 JOJIaTHA IIPETIIOCTABKA;
Heka je a(z) dopmyna z1 = z;
1 = X9 (/\%); jenmakocr x1 = 2 je dopmyna alzr/za);
x9 = 23 (AR);
1 = 23 (=g), 3, 4; jemmakocr x1 = z3 je bopmyna alz/z3];
1 =T9 ANxg = 23 = ] = I3 (=vu), 2-5;
Va1 VaoVes(zy = z9 Azg = 23 = 21 = x3) VYx1U, VIoUu, Vogy 1-6 O

N o e w

WsBenena npaBmyia MOy 3HATHO Jia OJIAKINA]Y JOKA3UBAME CEKBE-
HaTa. Y HAPEJIHO]j JIEMH JIajeMO HEKOJIMKO M3BEJIEHUX IMPAaBUJIa KOja Ce
OJTHOCE Ha JeJTHAKOCTH.

Jlema 15.

t1=t2(:) t1 =12 tzzts(z) 1 =12
to =11 S t1 =13 T

JTokA3. HaBoxumo camo nokas mpasuia (=sup). Hapasuo, t{z/t1] je
U3pa3 JI00MjeH NHCTOBPEMEHOM 3aMEHOM CBUX I0jaB/bUBAIba IPOMEH/bHBE
x y t uspasom 1.
Heka je a(y) dopmyna tx/t1] = t[z/y].
1. t1 = to MIPETIIOCTABKA;
2. tlz/t1) =tlz/t1] (=v); jenmakocr t[z/t1] = t[x/t1] je bopmyma afy/t1];
3. tlz/t1] = tlz/ta] (=g), 1, 2; jenmakocr t[z/t1] = t[x/t2] je 3anpaso dbopmymna aly/te]. O

I[TpuMEP 61. IlpermocraBuMo na BOKadysap CaJpXKH je/iaH OMHADHU
OIIepaIjCKH 3HAK, KOji NeMO O3HAYaBATH JIBeMa BEPTUKATHUM IIPTAMAa
| | (u3mehy Kojux jrosaze apryMeHnTH), U JiBa TepHAPHA 3HAKa Koje ieMo

oznayaBaru ca Z u A (4 Koju 049eKyjy TPU apryMeHTa ca JeCHe CTpa-

115

ue). Heka je Tcong Teopuja umje Cy aKCHOMe yHHBEDP3AJIHA 3aTBOPEIba VHuBepsaaHO ~ 3aTBOpeme  opMy-
cienehnx opmyita: ae a(xi,...,zE) jecre  pedeHuna

Vzy .. Vega(zl, ..., o).

N eyl = lyxl,
Yo Lxyz = Lzyz,

v3 Azyz = Auwvw = |zy| = |uwo| A |yz| = Jvw| A |z2] = |wul,
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v4 Dxyz = Auvw = Lryz = Luvw A Lyze = Lvwu A Lzxy =
Zwuw,

5 |zy| = Juw| A Lzyz = Zuvw A |yz| = |ow| = Azyz = Auvw.

Hoxkazahemo
Teong I |ab| = |ac| = Zabe = Zacb.

IIpema npasminy (=), IOKA3UBaIbE JKEJHEHOT CEKBEHTA CBOJIMO Ha

Teong, |ab| = |ac| F Zabe = Zach.

Haxuse, ckyn npernocrasku I' cagpkm 71, 2, V3, 74, V5 1 |ab| = |ac].

1. |ab|] = |ac] HpeTnocTaBka, Tj. (ax)
2. |ac| = |ab u3 1 npema (=g)
3. |ab| = |bal akTuBHpameM y1 upasuwioM (Vi) upu [z/al, [y/b]
4. |ba| = |ab| u3 3 mpema (=g)
5. [ba| = |ac| uz 4, 1 npema (=7)
6. |ac| = |cal axTuBupameM 7] npasuioM (Vg) upu [z/a], [y/c]
7. |ba| = |cal u3 5, 6 npema (=)
8. Lbac = ZLcab akTuBEpameM Yy npasusoM (V) npu [x/b], [y/al, [2/¢]
9. |ba| = |cal A Lbac = Zeab A |ac| = |ab] u3 7, 8, 2 npumenom (Ay) aBa myTa

10. |ba| = |ca| A Lbac = ZLcab A |ac| = |ab] = Abac = Acab

akTuBmpameM 5 npasusiom (V) npu [x/b], [y/al, [2/¢], [u/d], [v/a], [2/b]

11. Abac = Acab
12. Acab = Abac
13. Acab = Abac = ZLeab = Zbac N\ Labe = Zach N\ Zbca = Zcbha,

u3 9, 10 npema (=)
u3 11 npema (=g)

axTHBHpambeM 4 npasuioM (Vg) npu [z/c], [y/al, [2/b], [u/b], [v/a], [w/c]

14. Zcab = ZLbac N Labe = Zachb N\ Zbca = Zcba
15. Zabc = Zacb

HNaxo cy cemarmaka nocaemuna (=) n currakcaa mocaeauna () ge-
duHUCaHe Ha CACBUM pa3/ImIuTe HAYMHE, TOCEAY]y HU3 3] THATKUX

0CcoOHHA.
Teopema 46. [Teopema caraacuaocru] Axo jeI - o, onga jeT = a.
Cruenumjasno, ako je o dopmyiaa L, onjga:
M3TH L coequT = L.

Axo T' + L, kaxemo na je I' mpormspewan ckyn dopmyna; I' = L
3Haqu jga I Hema Mojes, Tj. He IIOCTOjU CTPYKTypa y KOjoj Cy TadHe
cBe dopmyse uz I'. Kpahe peueno: IIporuBpeuan ckym ¢opmysia Hema
mogzesr. IIperxosaa TeopeMa ce 1eCcTO KOPUCTH Jla OU ce HOKa3aJso Ja ce
HEKa peveHuIla He MOXKe JI0Ka3aTH U3 JaTuX IpernoctaBku. Teopemy

CarJIACHOCTH MOXKeMO (DOPMYJIMCATA U Y OBOM OOJIHKY:

Axo T £ «, onya T F a.

u3 12, 13 mpema (=g)
n3 14 npema (/\%3) u (A%)

[Teopema carsacHoctu] Axo ce dhop-
MyJla @ ce MOXKe JIOKa3aTu (M3BeCTH) U3
npernoctaskyu I, OHIa je o TadMHO y CBUM
MojleaMa, CcKyTia I



I' /£ o 3HA4M Ja IOCTOjU CTPYKTYPa S Koja 3aJI0BOJbaBa CBE PEYCHHIIE
ckyna I, anu ne sajososbasa o, Tj. S =T u S £ «. Ha osaj nauun ce
HA IpHUMep, J0Ka3yje jia dyBeHa AKCHOMa MapaJsieITHOCTH HUje MTOCIIe -
14 OCTAJUX aKCHOMa eyKJujcke reomerpuje. OBOM MPUIMKOM HABOIH-
MO 3HATHO j€JIHOCTABHUJU MPUMeEpP: Ja KOMYTATUBHOCT HUje ITOCTIEIUTIA

OCTaJINX aKCHOMa aKCHUOMa TeopHje IpyIa.

ITpuMEP 62. JlokaXuMo ja ce 3aKOH KOMYTATUBHOCTHU, Tj. pOpMY-
na VoVy(r *xy = y*x) He MOXKEe U3BECTH U3 aKCHOMa TEOpHUje Tpyla
Taor- Ha ducmo jokazamm jna Tar V VaVy(z sy = y * ), 10BO/BHO
je moxazarn ma Tar ~ VaVy(x xy = y*x), 3a mra je AO0BOBHO 14
KOHCTDPYHUIIIEMO TPYILy Yrja OMHAPHA Oll€paIyja Hije KOMyTaTUBHA. Jei-
Ha o muX je rpyma (S3,0, 1, 01), tie je S3 ckym cBEX mepmyTarmja
(dujexmmja) ckyma {1,2,3} uujy cy exemenTu:

1 2 3 1 2 3 1 3
01 = y  T1 = y T2 = )
1 2 3 1 3 2 2 1 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
o9 = , 03= , T3 =
2 2 3 1 3 31 2 3 2 1
Ila rpyma HEje KOMYTaTUBHA MOKa3Yjy jeIHAKOCTH:
1 2 3 1 2 3
T30Ty = =09, T9O T3 = = 03.
3 2 29 3 1 2, T2 3 3 1 2 3

JlocTa BayKHIX MATEMATHIKAX UCTPAYKNBAFHA 1 HOBUX MaTEMATUIKUX
00JIaCTH je HACTAJI0 yIpaBo 300r HeMOTyNHOCTH J1a ce M3BeCHa TBphema
JOKaKy M3 HEKUX JIaTUX IIPeTHocTaBKu. Vcropuja MaTreMaTuKe je ImyHa
moTpara 3a JI0Ka3uMma, 3a KOje Ce MCIOCTABWJIO Jia He nocroje. Unak, u3
THX 0e3HA/IEKHNUX OTPAra 3a J0Ka3uMa 9ecTo cy ce pahase cacBuM HOBe
MareMaTndke Teopuje. Vaycrparyje paju, HABOIUMO je/IaH 3aHUMJbUB
podsieM Koju ce ojmocu Ha HSI-anredpe nomMeHyTe Ha IIOYETKY OBOT
morsaB/ba. Tapcku je KpajeM 60-UX rogwHa IPOMIIOr BEKa IIOCTABHO
IpodJIeM KOjU je JaHAC IO3HAT Kao TapCKujeB CpeahOoIKOJICKH IPODJIeM:
/a jiu ce uz HSI reopuje Moxke u3BecTr CBaAKU UJIEHTUTET KOjU je Ta4aH
y (NT,+,-,1,1)? Buaxu je 1980. rojue a0 HEraTHBaH OJITOBOP TAKO
IITO je TI0Ka3a0 Jia je UJAEHTUTET
(T+2)Y+ A +z+22)¥)" (L+23) + (1 +22 +21)7)?

= ((1+2)*+ 1 +z+22)%)Y (1+23)Y + (1 + 22 +2h)¥)"
ravan y (N',+,-,1,1), aim uuje nocaemuna HSI teopuje. Tapckujes
podsieM 1 BuiiknjeBo penierbe IMOKPeHy/IN Cy pa3He, joIl YBeK aKTyesIHe

npasile ucTpaxkupama H ST anredpmn.

ITurame 3a Kpaj IOIVIaB/ba: 14 JIX BAyKH 00paT TeOPEMe CarIacHOCTH !
Axo je T = o, na s je T+ a? [Io NO3UTUBHOT OJrOBOpa HA OBO [TUTA-
Be JI0JIa3UMO TeK YBODEHmEeM HOBE aKCHOMe TeOpHuje CKyIOBa — aKCHOMe

n3000pa, Koja je TeMa HapeIHOT MOTJIAB/ba.

(HSI)
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VaVy(z +y =y +x)

VaVyVz(z + (y +2) = (z +y) + 2)
Va(z-1=ux)

VaVy(z -y =y )

VaVyVz(z - (y-2) = (z-y) - 2)
VaVyVz(z - (y+2z) =z-y+z-2)
Va(z! = x)

Vz(1* =1)

VaVyVz(z¥T2 = ¥ - x%)
VaVyVz((z - y)* = 2% - y?)
VaVyVz((z¥)? = z¥'%)
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7. Akcuoma n3doopa

ZFC je reopuja ZF upormupena Axkcuomom uzbopa (Axiom of choice),
kpahe (AC).

24

AKCHOMA U3BOPA

m3bopra) dbynxkumja f: A — UA raksa na 3a cee X € A, f(X) € X.

Axo je A cKym uuju Cy CBH €JIEMEHTH HEIPa3HU, OHJA I0CToju (T3B.

Jennocrasua mocsieunia Akcruome uzdopa jecre cienehe TBpheme:

(AC*) 3a cBaku ckyn A nocroju dyrkmuja f : P(A) \ {@} — A, Taksa
mazacee X, D # X C A, saxu f(X) € X.

Huje temko yountn na us (AC*) cmemn Axcmoma msbopa. 3amcra,
Heka je A nMpou3BosbaH CKyI UHjH Cy eJIeMEHTH Hellpa3uu cKynosu. Heka
je A = UA. Tana, npema (AC*) mocroju dyukuuja f : P(A)\ {@} — A4,
TakBa sia 3a cee X, @ # X C A, Baxu f(X) € X. Kako je A C
P(A)\ {D}, mupekrno cneau 1a je f | A uzdopna dbyuknmja 3a A.

Jlema 16. Axo g: X 3 Y, onga je |Y| < |X|.

JOKA3. Tpeba nahu byukmujy h : Y 1:>1 X. 3a cBako y € Y Heka je
Gy = 9 ' [{y}]. Byayhnu na je g na-bynkmmja, crenn ga je Gy # @ 3a
ceako y € Y. Heka je § = {Gy | y € Y} u [ usbopua dynkiuja 3a G,
1. f: 5= UG u f(Gy) € Gy. Pynkuujy h:Y — X nedunnmenmo ua
craenehn naunn: h(y) = f(Gy), y € Y. JeanocraBHo 3akibydyjemMo 1a je
h 1-1 dyskmja: ako Cy y1 4 Y2 JiBa PA3IUIUTa eJeMeHTa U3 Y, OHJa Cy
Gy, u Gy, nucjynxran, ma je h(yi) # h(yz). O

IIpumernmo ja je ema 44 crierujasian cirydaj nperxomne jgeme. Mehyrnm,

3a PasJIMKy 07 IPETXOIHOT JI0Ka3a y KojeM ce kopuctu (AC), sema 44 je
JloKazaHa 3axBasbyjyhin modpom ypehemwy < ckyma IN. Anajioran Jokas,
6e3 nosusama Ha (AC), MOXKe ce CIIPOBECTH 3a OMJIO KOju CKyl X KOju

je modpo ypeben mekoM pesrarujom.

Hedbununuja 31. Ypeheme < mHeror ckyma X je 4oBpo ako cBaku

Herpa3aH IOJCKYII O X mma HajMaH;I/I €JIEMEHT Yy OJIHOCY Ha j

Jlema 17. [6e3 (AC)| Heke je = nobpo ypeheme ckyna X. Taga 3a
caxu ckyn Y, ako nocroju f 1 X =Y, omga je |Y| < | X].

IIpupoHO je mocTaBUTH IUTAKE Ja JIM Ce CBAKK CKYIl Y MOXKe J00PO
YPEeIuTH, OJH. Ja JIL Ca Ha CBAKOM CKyIly Y MoxKe jepMHUCATH HEKa

OmHapHa peJarija Koja je 100po ypebeme.

Teopema 47. [LlepmesoBa sema (WO)| Cpakn ckyn ce Moxe 106po

ypeauru.

ITepmesioBa JleMa OUUTIIEIHO BAXKU 3a HajBUINE IpedpojuBe (KOHAUHE

u upedpojuBe) CKyIIOBe, U TO MOXKEMO IIoKa3aTu d0e3 Akcmome uzdopa.

ZFC =ZF + AC



MebyTum, 1a ducMo 100p0 ypeauan HeKn HerrpedpojuB CKYII, HEOTIXOTHO
je nosuBame Ha Axcuomy uzbopa.

Huje Temko yountu na je Axcumoma uzbopa nociemuna Ilepmesose
seme. 3amnpaso, Llepmenosa jema je ekBuBasienTHa AKcroMu uzbopa.
(WO) = (AC) Yumennna ma je < 105po ypeheme ckyna Y 3HaqIm ga
CBaKWU HeNpa3aH IMOJCKYI NMa HAJMAU €JIEMEHT, [a TOCTOju (DYHKIIH]a
min : P(Y)\ {@} - Y raksa na3acee X, 0 # X CY, min(X) € X
u min(X) < z, 3a cako x € X.

Axkcuoma n3dopa nMa, joI JI0CTa eKBUBaJIeHTHUX (popMysialuja. JeaHa

OJ1 HajIIO3HATHjUX je cBakako IlopHoBa Jsiema.

Hedbunnnuja 32. Heka je (P, <) ypeheme (1j. < je peranuja noperka
Ha ckymy P).

(1) Cxkyn L C P je sanar ako cy cBaka JiBa ejieMeHTa u3 L ynopenusa
y onaocy Ha <, 1j. 3a cBe x,y € L Baxkm x < y mwm y < x.

(2) Cxkyn X C P je 0403ro orpaHudeH ako 1OCTOjU ejeMeHT a € P
TakaB s1a 3a cBe * € X Baxku T < a.

(3) Enement a € P je makcumasaH ako He IOCTOjH eleMeHT ¥ € P

TakaB ga je a < T M a # T.

Teopema 48. [IfopaoBa jema (ZL)| Heka je (P, <) ypebeme. Ako je
cakwm janar y P onosro orpannden, onga y (P, <) nocroju Maxcumasian

€JIEMEHT.

UcmocraBba ce jia je m 0BO TBpheme eKBUBAJIEHTHO AKCHOMEI U300pa.
Ty uumenuity hemo mera/pHO JOKA3aTH MPE CBETa J1a OMCMO HIIYCTPOBA-
yu pumeny Llopaose jleme. Akcmoma m300pa ce y APYTUM ODJIaCTHMA
MaremaTuke Hajuemlie kopucru y dopmu IlopHose jeme.

(ZL) = (AC) (%) Heka je A npoussosban ckyn. Tpeda mokaszaTn ja
nocroju bynkmuja F : P(A)\ {@} — A, raksa na F(X) € X, 3a cBe
X € P(A)\ {@}. Crepumo caeneliy crparerujy:

e Ilocmarpamo ckyn F cBux ’'anmpokcumanuja’ kKejbeHe m30opHe (PyHK-

nuje; Tj. n3dopHe pyHKIWMje JedrHrcane Ha HEKUM MTOJCKYTIOBUMAa, OJT

P(A)\{2};

e jepuHUIITEMO TPUPOTHO ypeherme Mely arrpocKuMaIinjaMa; HHTYUTHB-
HO 3Hauerbe noperka f = ¢ je 'g upomupyje f’ (nomen dbyukiuje f
je camp:kaH y moMeny ¢byuknmje g n yHrmumje f m ¢ mMajy mcrTe
BPEIHOCTU HA 3aj€JIHUYKUM eJEMEHTUMA, JIOMEHA);

® JI0Ka3yjeMo Jla CBaku JiaHall (cBe S0JbUX "alPOKCUMAIIN]a’ ) UMa TOPEhE
OTpaHnterhe; TO ropibe orpanuderbe he dutn yHuja cBux GyHKIHja

JIAHTIA,;

e MakcuMasiaH efeMenT ypehema (F, <), koju nocroju npema [lopHoBOj

JIeMH, jecTe yKejbeHa n30opHa PYHKIH]A.

Heka je F ckyn cBux dynkuuja msdopa f taksux ja je dom(f) C
P(A)\{D} u f(z) € z, 3a cBe © € dom(f). Ckyn F je menpaszan, jep

yMJa 119
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3a cBaku kKoHadan nogckyn of P(A) \ {@} nocroju dyuxuuja uzdopa.
Hedunumumo Ha ckyny F penarujy = Ha ciaemehn HadwH:

f =g % dom(f) C dom(g) A Va € dom(f) (f(x) = g(a))-

Huje temko mposeputn 1a je =X ypebheme ckyna F. lokaxumo ma je
ceakm sanarn £, ypehema (F, <), orpannden o103ro.

Heka je £ manan y (F,=) n L = Uyeg dom(#). Oumraenno je L C
P(A)\ {@}. 3a cBako z € L, mocroju ¢ € L taksa ma z € dom(f).
[rasume, ako z € dom(¢1) u x € dom(f2), 3a neke £1,0s € L, Tama
mopa ourn £1(x) = €2(x), jep je £ nanarm na Baxku £1 = fo wmm fo < {1,

a CaMUM THM:
1. dom(f1) C dom(¥) u £1(t) = £a(t), 3a cee t € dom({1), wim
2. dom(#3) C dom(#y) m £1(t) = €2(t), 3a cBe ¢t € dom({a).

Jpyrum peunMa, 3a CBako T € L TOCTOjU jeJIMHCTBEHM ejieMeHT y € A
rakag Ja je £(x) = y, 3a cBako £ € L uuju jomen cajapxu x. Heka
je h : L — A omrosapajyha dyukmnmja: ako 3a & € L uzabepemMo HEKO
(6uno koje) £ € L takso ma x € dom({), onma je h(z) = {(z) € x.
IIpema Tome, h € F. Ouurnenno, 3a csako ¢ € L Baxu £ < h, jep je
dom(¢) C L = dom(h) m h(xz) = £(z), 3a cBe & € dom().

Hokazamm cmo ja cBaku ganan y (F, <) mMma ropme orpaHmdemne.
ITpema IlopHoBOj Jiemm, nocToju Makcumanan exement y (F, <X): Heka
je To dynkmmja F. Taga je dom(F) C P(A)\ {@} u F(z) € z, 3a
cgako z € dom(F). Axo dm Smio dom(F') C P(A), nocrojao du xy €
P(A)\ {@} rakas ma zg ¢ dom(F). Bynyhu na je g # @, ueka je t
IIPOM3BOJbAH eJleMenT u3 xq. Taja je dynxmuja FT : dom(F) U {zg} —
A necdunucana ca:

FH () = { Fix), x Edorn(F)7
, T =,

takohe dbynkmja usdopa, tj. F € D, mo je nemoryhe jep je FF 3 F T,
a F je makcnmanan enement. Jaxne, dom(F) = P(A) \ {@}. O
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