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UVOD

Pojam algoritma1 ili efektivne procedure dugo je bio prisutan 1 Re~ algoritam dolazi od latinizovanog

imena arapskog matemati~araAbuXafar

MuhamedIbnMusaAlHorezmija koji je u

IX veku dao veliki doprinos matematici

svojim delom Hisab al džabr val muk-

abala. (Re~ algebra dolazi od al xabr.)

Po~etkom XII veka, jedna Al Horizmi-

jeva kwiga je prevedena na latinski pod

naslovom Algoritmi de numero indo-
rum (Al Horezmi o indijskoj ve{tini

ra~unawa). Tada je u Evropu stigao savre-

meni pozicioni sistem zapisivawa bro-

jeva.

u matematici bez precizne definicije. Neformalno, pod algo-

ritmom se podrazumevamehani~ki izvodqiv postupak, definisan

kona~nim brojem instrukcija, koji se izvodi korak po korak nad

kona~nim skupom polaznih podataka, pri ~emu je svaki korak ne-

dvosmisleno definisan, i zavr{ava se u kona~nim vremenskim i

prostornim okvirima.

Euklidov algoritam. Prirodno je pri~u o algoritmima

NZD(942, 444) =?
942 = 2 · 444 + 54

NZD(942, 444) = NZD(444, 54)
444 = 8 · 54 + 12

NZD(444, 54) = NZD(54, 12)
54 = 4 · 12 + 6

NZD(54, 12) = NZD(12, 6)
12 = 2 · 6 + 0

NZD(12, 6) = NZD(6, 0) = 6

NZD(942, 444) = 6

zapo~eti jednim od najpoznatijih i najstarijih netrivijalnih al-

goritama. Re~ je o ~uvenom Euklidovom algoritmu za odre|ivawe

najve}eg zajedni~kog delioca dva prirodna broja. Slede}e dve jed-

nakosti na sa`et i elegantan na~in opisuju Euklidov algoritam:

(1) NZD(m, 0) = m, m > 0

(2) NZD(m, n) = NZD(n, m mod n), m > 0, n > 0.

[tavi{e, jednakosti (1) i (2) defini{u jedinstvenu funkciju

NZD : N×N→ N (koja svakom paru prirodnih brojeva dodequje

wihov najve}i zajedni~ki delilac) i istovremeno predstavqaju

pravila za izra~unavawe wenih vrednosti. NZD(444, 942)
= NZD(942, 444 mod 942) Pravilo (2)

= NZD(942, 444)
= NZD(444, 942 mod 444) Pravilo (2)

= NZD(444, 54)
= NZD(54, 444 mod 54) Pravilo (2)

= NZD(54, 12)
= NZD(12, 54 mod 12) Pravilo (2)

= NZD(12, 6)
= NZD(6, 12 mod 6) Pravilo (2)

= NZD(6, 0)
= NZD(6, 0) = 6 Pravilo (1)

X Hilbertov problem. Linearna Diofantova jedna~ina jeste

jedna~ina oblika ax + by = c, gde su a, b i c zadati prirodni

brojevi, ~ija re{ewa x i y tra`imo u skupu celih brojeva. Kada

su nam poznati koeficijenti a, b i c jednostavno je utvrditi da

li ova jedna~ina ima celobrojna re{ewa ili ih nema:

∃x ∈ Z ∃y ∈ Z (ax + by = c) ⇔ NZD(a, b) | c.

Algoritam za proveru uslova sa desne strane istovremeno pred-

stavqa i algoritam kojim se utvr|uje da li bilo koja zadata

linearna Diofantova jedna~ina ima celobrojna re{ewa ili ih

nema.4 4 Ukoliko neka linearna Diofantova

jedna~ina ima re{ewa, koriste}i Euk-

lidov algoritam mo`emo na}i bar jedno

re{ewe. Ispostavqa se da kada prona|e-

mo jedno re{ewe, lako je opisati i skup

svih re{ewa.

Situacija se znatno komplikuje kada posmatramo op{ti prob-

lem: Ako je P(x1, . . . , xk) proizvoqan polinom sa celobrojnim

koeficijentima, ispitati da li jedna~ina P(x1, . . . , xk) = 0 ima

celobrojna re{ewa ili ih nema.5 5 Na primer, jedna~ina x2
1 + x2

2 = x2
3 ima

celobrojna re{ewa, dok 15x2
1 − 7x2

2 = 9
nema celobrojna re{ewa.

Na II svetskom kongresu matemati~ara, koji je odr`an 1900.

godine u Parizu, Hilbert je postavio slede}i problem, danas

poznat kao X Hilbertov problem: Za datu Diofantovu jedna~inu

sa celobrojnim koeficijentima i bilo kojim brojem nepoznatih,

izmisliti postupak kojim se mo`e odlu~iti, koriste}i kona~an

broj operacija, da li ta jedna~ina ima ili nema re{ewa. U to

vreme se o postupcima raspravqalo samo na intuitivnom nivou,
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pa nije potpuno jasno{ta je Hilbert ta~no imao na umu. Ipak, bez

opasnosti da mnogo pogre{imo, navedeni problem bismo mogli

da preformuli{emo na savremeni jezik: Da li se mo`e napisati

program (u nekom programskom jeziku) ~iji bi ulazi bili Dio-

fantove jedna~ine i koji bi utvr|ivao da li zadata jedna~ina ima

ili nema celobrojna re{ewa (uz pretpostavku da ra~unar koji

izvr{ava taj programa poseduje memorijski prostor koliki god

da mu je potreban i da u kona~nom vremenu, koliko god da ono

traje, zavr{i i vrati ta~an odgovor)?

Naivno je o~ekavati pozitivan odgovor na X Hilbertov prob- Ulaz: 15x2
1 − 7x2

2 = 9

(0, 0) : 15 · 02 − 7 · 02 6= 9
(0, 1) : 15 · 02 − 7 · 12 6= 9
(1, 0) : 15 · 12 − 7 · 02 6= 9
(1, 1) : 15 · 12 − 7 · 12 6= 9
(0, 2) : 15 · 02 − 7 · 22 6= 9

.

.

.

(2, 1) : 15 · 22 − 7 · 12 6= 9
.
.
.

lem zbog postojawa jednostavnog �polualgoritma� kojim se �pe-

{a~ki� pretra`uje skup re{ewa. Nije te{ko smisliti program

koji bi za dati polinom P(x1, . . . , xn) u nekom poretku nabra-

jao sve ure|ene n-torke celih brojeva (po~ev{i, na primer, od

(0, . . . , 0)) i za svaku od wih se ispitivalo da li jeste re{ewe date
jedna~ine ili nije. Ako jedna~ina P(x1, . . . , xn) = 0 ima celo-

brojna re{awa, taj program }e se u nekom trenutku (koliko god

on bio vremenski udaqen od po~etka izvr{avawa programa) zaus-

taviti i vratiti nam to re{ewe, Me|utim, ako jedna~ina nema

re{ewa na{ program se nikada ne}e zaustaviti.

NegativanodgovornaXHilbertovproblemposledica je ~uvene

Matijasevi~eve teoreme, koja je dokazana 1970. godine, i koja

(grubo re~eno) tvrdi: Ne postoji postupak o kojem Hilbert govo-

ri u svom X problemu. Mnogo precizniju formulaciju (i smisao)

Matijasevi~evog rezultata navodimo kasnije. Jedino {to ovde

`elimo da istaknemo jeste to da je na po~etku naveden intuitivni

pojam algoritma nemo}an pred problemima tipa: pokazati da ne

postoji algoritam za re{avawe nekog problema.
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ARITMETIKA

Termin kona~no je su{tinski povezan sa intuitivnim shvatawem

re~i algoritam. Samim tim, aritmetika, u ~ijem je sredi{tu

pa`we skup prirodnih brojeva N = {0, 1, 2, 3, . . .}, predstavqa
matemati~ki okvir u kojem }emo uvesti i prou~avati pojam algo-

ritma. U principu, sva razmatrawa u vezi sa kona~nim skupovima

se mogu prevesti na aritmeti~ka razmatrawa, o ~emu }e kasnije

biti vi{e re~i.

Dedekind i Peano su, krajem XIX veka, izdvojili aksiome ar-

itmetike kojima se skup prirodnih brojeva N opisuje zajedno sa

konstantom 0 (nula) i funkcijom s : N→ N (sledbenik):

(P1) s(n) 6= 0, za svako n iz N; 7 7 0 nije sledbenik nijednog prirodnog

broja; s nije na-funkcija

(P2) Ako je s(m) = s(n), onda je m = n, za sve m, n iz N; 8 8 s je 1-1-funkcija

(P3) [Princip matemati~ke indukcije] Ako je S ⊆ N takav da:

(BI) 0 ∈ S,

(IK) iz n ∈ S sledi da s(n) ∈ S, za svako n iz N,

onda je S = N. 9 9N je najmawi (u smislu inkluzije) in-

duktivni skup.

Jedna od najva`nijih posledica navedenih aksioma jestePrin-

cip rekurzije.

Teorema 1. [Princip rekurzije] Neka je X neki skup, g ∈ X i

f (0) = g
f ◦ s(n) = h ◦ f (n)

Kada argument funkcije f : N → X za-

pisujemo u indeksu (umesto f (n) pi{emo
fn) i umesto s(n) pi{emo n + 1, teorema
rekurzije tvrdi da za izabrane g ∈ X i

h : X → X, postoji jedinstvena funkcija

(tj. jedinstveni niz) odre|en jednakosti-

ma: ∣∣∣∣ f0 = g,
fn+1 = h( fn), n ∈ N.

h : X → X. Tada postoji jedinstvena funkcija f : N → X takva

da je

(Rec)

∣∣∣∣∣ f (0) = g,
f (s(n)) = h( f (n)), n ∈ N.

DOKAZ. Egzistencija.

Skup F ⊆ N× X nazva}emo (g, h)-skupom ako su zadovoqeni

slede}i uslovi:

1) (0, g) ∈ F i

2) za sve n ∈ N i x ∈ X, ako (n, x) ∈ F, onda i (s(n), h(x)) ∈ F.

O~igledno je N× X jedan (g, h)-skup, pa je neprazna kolekcija
F svih (g, h)-skupova. Neka je f =

⋂
F. Tada je f ⊆ N × X.

Dokaza}emo da je f zapravo tra`ena funkcija.11 Dokaz ove ~iwe- 11 Podse}amo na pojam funkcije: skup f je
funkcija iz A u B, u oznaci f : A → B,
ako je f ⊆ A× B i za svako a ∈ A postoji

jedinstveno b ∈ B tako da je (a, b) ∈ f .
Ako f : A→ B, umesto (a, b) ∈ f pi{emo
f (a) = b.

nice je duga~ak samo zato {to }emo nekoliko puta proveravati

uslove 1) i 2), tj. dokazivati da je neki skup zaista (g, h)-skup.
Da bismo olak{ali ~itawe, ove provere su navedene sitnijim

slovima i izdvojene iz ostatka dokaza.

Doka`imo najpre da je f =
⋂
F jedan (g, h)-skup.
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1) Za svako F ∈ F va`i (0, g) ∈ F, odakle sledi da (0, g) ∈ ⋂F = f .
2) Pretpostavimo da (n, x) ∈ f =

⋂
F. Tada za svako F ∈ F, (n, x) ∈ F,

pa i (s(n), h(x)) ∈ F (jer F (g, h)-skup). Dakle, (s(n), h(x)) ∈ ⋂F = f .

Daqe, dokazujemo da je f funkcija iz N u X, odn. da za svako
k ∈ N postoji jedinstveno y ∈ X tako da (k, y) ∈ f .
(BI) Dokazujemo bazu indukcije (k = 0). Kako je f jedan (g, h)-
skup, znamo da (0, g) ∈ f . Pretpostavimo da postoji jo{ jedno

g′ ∈ X takvo da (0, g′) ∈ f i g 6= g′. Neka je f ′ = f \ {(0, g′)}.
Doka`imo da je f ′ jedan (g, h)-skup.

1) (0, g) ∈ f ′, jer je iz f izba~en samo element (0, g′) i g′ 6= g.
2) Pretpostavimo da za neke n ∈ N i x ∈ X, (n, x) ∈ f ′. Budu}i da tada
(n, x) ∈ f imamo i da (s(n), h(x)) ∈ f . Kako je (s(n), h(x)) 6= (0, g′), jer
je 0 6= s(n), sledi da (s(n), h(x)) ∈ f ′.

Dakle, f ′ ∈ F, pa je f =
⋂
F $ f ′, {to je kontradikcija.

(IK) Dokazujemo induktivni korak.

IP Pretpostavimo da za k ∈ N postoji ta~no jedan y ∈ X takav

da je (k, y) ∈ f .
Po{to je f jedan (g, h)-skup, imamo da (s(k), h(y)) ∈ f . Pret-

postavimo da postoji i y′ ∈ X takav da (s(k), y′) ∈ f i y′ 6= h(y).
Neka je f ′ = f \ {(s(k), y′)}. Doka`imo da je f ′ jedan (g, h)-skup.

1) (0, g) ∈ f ′, jer je iz f izba~en samo element (s(k), y′) koji je sigurno

razli~it od (0, g), budu}i da je 0 6= s(k).
2) Pretpostavimo da za n ∈ N i x ∈ X, (n, x) ∈ f ′. Iz (n, x) ∈ f sledi
(s(n), h(x)) ∈ f . Doka`imo da je (s(n), h(x)) 6= (s(k), y′). Nejednakost
je o~igledno ta~na ako je s(n) 6= s(k). Ako je s(n) = s(k), onda je i

n = k, pa je x = y (jer je y jedini element iz X takav da (k, y) ∈ f ).
Prema izboru elementa y′ imamo da je y′ 6= h(y) = h(x), odakle sledi
(s(n), h(x)) 6= (s(k), y′).

Dakle, f =
⋂
F $ f ′, {to je kontradikcija.

Dokaz matemati~kom indukcijom je zavr{en; dokazali smo da je

f funkcija izN u X. Ova funkcija zadovoqava jednakosti (Rec),
jer je f (g, h)-skup:

Iz uslova 1) proizlazi f (0) = g;

Prema uslovu 2), iz f (n) = x sledi da je f (s(n)) = h(x), tj.
f (s(n)) = h( f (n)).

Jedinstvenost.

Pretpostavimo da funkcije f1, f2 : N → X zadovoqavaju jed-

nakosti (Rec). Dokaza}emo da su one jednake, tj. da za svako n ∈ N
va`i f1(n) = f2(n). Dokaz izvodimo matemati~kom indukcijom.

(BI) f1(0) = g = f2(0)
(IK) Pretpostavimo da za neko n ∈ N va`i f1(n) = f2(n). Tada
je f1(s(n)) = h( f1(n)) = h( f2(n)) = f2(s(n)).
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Iz prethodne teoreme izvodimo i slede}u varijantu principa

rekurzije.

Teorema 2. [Princip rekurzije � II]Neka g : P→ X i h : P×X →
X. Tada postoji jedinstvena funkcija f : P×N→ X takva da za

svako p ∈ P:

(Rec)

∣∣∣∣∣ f (p, 0) = g(p),
f (p, s(n)) = h(p, f (p, n)), n ∈ N.

DOKAZ. Druga varijanta principa rekurzije blisko je povezana

sa prvom. Zaista, ako g : P → X i h : P× X → X, tada za svako

Prva varijanta se mo`e smatrati speci-

jalnim slu~ajem druge ako izaberemo da S
bude singlton. Neka je P = {0}. Funkci-

jom g : {0} → X zapravo biramo jedan

element iz X; neka je g(0) = g. Funkciju

h : {0} × X → X mo`emo poistovetiti

sa prirodno definisanom funkcijom iz

X u X: x 7→ h(0, x), x ∈ X.

p ∈ P, funkcija g 'bira' jedan element iz X � bira g(p) koji }emo

ozna~iti gp, a h odre|uje funkciju hp : X → X, hp(x) def
= h(p, x),

x ∈ X. Prema prvoj varijanti principa rekurzije, za svako p ∈ P,
postoji jedinstvena funkcija fp : N→ X takva da:∣∣∣∣∣ fp(0) = gp,

fp(s(n)) = hp( fp(n)), n ∈ N.

Sve funkcije fp, p ∈ P, odre|uju ('podizawem indeksa u argu-

ment') jedinstvenu funkciju f : P×N→ X, f (p, n) def
= fp(n) koja

zadovoqava uslove (Rec).
Osnovne ra~unske operacije uvodimoprimenomdruge varijante

teoreme rekurzije, uzimaju}i da je P = X = N.

Sabirawe. Neka je h : N × N → N funkcija definisana sa

h(x, y) = s(y).13 Prema drugoj varijanti principa rekurzije, 13 h je kompozicija sledbenika s : N →
N i druge projekcije Π2

2 : N×N → N,

Π2
2(x, y) = y: h = s ◦Π2

2.
postoji jedinstvena funkcija + : N×N → N koja zadovoqava

jednakosti: idN : N → N je identi~ka funkcija,

idN(n) = n.∣∣∣∣∣ +(m, 0) = idN(m),
+(m, s(n)) = h(m,+(m, n)),

odnosno

∣∣∣∣∣ +(m, 0) = m,
+(m, s(n)) = s(+(m, n)).

Ako umesto+(m, n) pi{emo m + n, prethodne jednakosti postaju:

(Rec+)

∣∣∣∣∣ m + 0 = m,
m + s(n) = s(m + n).

Mno`ewe. Pomo}u konstantne funkcije 0 : N → N, 0(n) = 0,
i sabirawa + : N×N → N, uvodimo mno`ewe · : N×N → N

slede}im jednakostima:

(Rec·)
∣∣∣∣∣ ·(m, 0) = 0(m),
·(m, s(n)) = +(m, ·(m, n)),

odnosno

∣∣∣∣∣ m · 0 = 0,
m · s(n) = m + (m · n).

Stepenovawe exp : N × N → N, pri ~emu umesto exp(m, n)
pi{emo mn, defini{emo slede}im jednakostima: Poznati su razlozi za{to je izraz 00

u matematici uglavnom nedefinisan.

Ipak, po dogovoru uzimamo da je 00 def
= 1,

jer }e nam to pojednostaviti daqa razma-

trawa.

∣∣∣∣∣ m0 = 1,
ms(n) = m ·mn.
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Sva poznata svojstva ovih operacija dokazuju se matemati~kom

indukcijom. Osnovne binarne relacije skupa N, ure|ewe i deqi-

vost defini{emo na slede}i na~in:16 16 Strogo ure|ewe je definisano sa:

m < n def⇔ m ≤ n ∧m 6= n.

Prema navedenoj definiciji deqivosti

va`i 0 | 0 i 0 - n, za n > 0.

m 6 n def⇔ ∃k ∈ N (m + k = n), m | n def⇔ ∃k ∈ N (m · k = n).

Naredne teoreme spadaju u bazi~na tvr|ewa za daqi razvoj arit-

metike.

Teorema o ostatku. Za svenim > 0postoje jedinstveni (koli~nik)
q i (ostatak) r takvi da je n = qm + r, 0 6 r < m. Oslawaju}i

se na ovu teoremu, uvodimo odgovaraju}e funkcije qt : N2 → N

i rm : N2 → N, pri ~emu koli~nik i ostatak pri deqewu nulom

odre|ujemo dogovorom:

qt(m, n) =

{
koli~nik pri deqewu n sa m, m > 0,
0, m = 0,

rm(m, n) =

{
ostatak pri deqewu n sa m, m > 0,
n, m = 0.

Umesto qt(m, n) pi{emo
[ n

m

]
(uz dogovor da je

[ n
0

]
= 0). Dakle,

rm(m, n) = n−
[ n

m

]
m. Umesto rm(m, n) pi{e se i n (mod m).

Teorema o brojevnoj bazi. Neka je b > 1. Za svako a > 0 postoje

jedinstveni prirodni brojevi q, k i r takvi da je

a = qbk + r, 1 6 q < b, 0 6 r < bk.

Ova teorema omogu}ava tzv. pozicionu reprezentaciju prirod-

nog broja ciframa sistema sa bazom b > 1. Do reprezentaci-

je prirodnog broja n u bazi b dolazimo na slede}i na~in: naj-

pre odredimo koli~nik pri deqewu sa b, a zatim svaki dobijeni

koli~nik ponovo delimo sa b sve dok ne dobijemo koli~nik jednak
nuli (a moramo sti}i do nule, jer niz koli~nika opada).

n = q0b + r0, 0 6 r0 < b,
q0 = q1b + r1, 0 6 r1 < b, (q1 < q0)

n = (q1b + r1)b + r0 = q1b2 + r1b + r0

q1 = q2b + r2, 0 6 r2 < b, (q2 < q1)

n = (q2b + r2)b2 + r1b + r0 = q2b3 + r2b2 + r1b + r0
...

qk−1 = 0 · b + rk, 1 6 rk < b, (0 < qk−1)

n = rkbk + · · ·+ r2b2 + r1b + r0
Uvo|ewem simbola zamogu}e ostatke prideqewu sa b, pomenuta Poznati postupci sabirawa i mno`ewa

prirodnih brojeva zapisanih u datoj bro-

jevnoj bazi zasnovani su na odgovaraju}i

tablicama sabirawa i mno`ewa cifara.

Navodimo tablice sabirawa i mno`ewa

u sistemu sa bazom 3:

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 10
2 2 10 11

· 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 11

reprezentacija broja n jeste zapis [rk · · · r1r0]b. Indeks b izostav-
qamo kada je jasno o kojoj bazi je re~.

Osnovna teorema aritmetike. Za svaki n > 1 postoje jedinstve-

ni prosti brojevi p1, p2, . . . , pk, takvi da je p1 < p2 < · · · <
pk, i jedinstveni prirodni brojevi α1, α2, . . . , αk tako da je n =

pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k .
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Jednakost n = pα1
1 pα2

2 · · · p
αk
k se naziva kanonska faktorizacija

broja n. Ako je p : N→ N niz prostih brojeva:

p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5, p3 = 7, p4 = 11, p5 = 13, p6 = 17, p7 = 19, . . .

za sve k i n, ozna~imo (n)k najve}i prirodan broj α takav da pα
k | n

i pα+1
k - n. Na primer, 1960 = 23 · 5 · 72, pa je

(1960)0 = 3, (1960)1 = 0, (1960)2 = 1,
(1960)3 = 2, (1960)k = 0 za k > 3.Kodiraju}e funkcije. Skup je kona~an ako postoji neka bijekcija

izme|u tog skupa i nekog prirodnog broja. Jednostavna posle-

dica aksioma P1 i P2 jeste da sam skup N nije kona~an.20 Kan- 20 Mo`e se dokazati da za svaki kona~an

skup X i funkciju f : X → X va`i:

f : X na→ X akko f : X 1−1→ X.

Budu}i da funkcija sledbenik s : N →
N jeste 1-1 funkcija, a nije na-funkcija,

skupN nije kona~an.

torovo prou~avawe i klasifikacija beskona~nih skupova inici-

rali su nastanak teorije skupova koja je zna~ajno uticala na razvoj

savremene matematike. Na dnu lestvice beskona~nih skupova

nalaze se prebrojivi skupovi, tj. oni skupovi ~iji se elementi

mogu pore|ati u niz bez ponavqawa elemenata. Re|awe eleme-

nata skupa S u niz bez ponavqawa zna~i definisawe funkcije

f : N
1−1−→na S kojom se nabrajaju razli~iti elementi skupa S:

f0, f1, f2, . . . Svaka bijekcija ima sebi inverznu funkciju, {to Zna~aj kodirawa me|u prvima je uo~io

Gedel koji je prebrojivo mnogo nenu-

meri~kih objekata imenovao prirodnim

brojevima i razmatrawa o polaznim

objektima prevodio u aritmeti~ki

kontekst.

Funkciju g : S 1−1→ N nazivamo efek-

tivnim kodirawem ili gedelizacijom

ukoliko su eksplicitno zadati i slede}i

efektivni postupci:

� za svaki element s ∈ S mo`e se

u kona~nom broju koraka odrediti

wemu pridru`eni broj g(s),

� za svaki prirodan broj n mo`e se u

kona~nom broju koraka odrediti ~iji

je on kôd, tj. mo`e se odrediti s ∈ S
za koji je g(s) = n; ovaj postupak se

naziva i dekodirawe.

Pojam efektivnog postupka za sada prih-

vatamo u intuitivnom smislu.

zna~i da za svaki prebrojiv skup S postoji i funkcija g : S
1−1−→na N

koju mo`emo nazivati imenovawe, ozna~avawe ili kodirawe ele-

menata skupa S prirodnim brojevima: svakom s ∈ S na jedinstven

na~in pridru`ujemo prirodan broj koji je wegovo ime, oznaka,

odn. kôd pri ~emu razli~iti elementi iz S imaju razli~ite kodove
i svaki prirodan broj je ne~iji kôd.

Poznato je da se izme|u skupovaN iNk, za bilo koje k > 1, mogu
uspostaviti bijekcije (obostrano-jednozna~na preslikavawa).

Jedno kodirawe skupa N×N. Jedna bijekcija izme|u skupova N
i N2 jeste funkcija 〈·, ·〉 : N2 → N, data sa

〈x1, x2〉 = 2x1(2x2 + 1)− 1.

Nije te{ko pokazati da je zaista re~ o bijekciji. Wena inverzna

funkcija odre|ena je funkcijama 〈·〉1, 〈·〉2 : N→ N datim sa:

〈n〉1 = (n + 1)0, 〈n〉2 =

[ n+1
2(n+1)0

− 1

2

]
, n ∈ N.

Preciznije, za sve m, n va`i:

〈〈m, n〉〉1 = m, 〈〈m, n〉〉2 = n, 〈〈n〉1, 〈n〉2〉 = n.

O kodirawu skupovaNk, k > 2. Bijektivno kodirawe ure|enih

parova odre|eno funkcijama 〈·, ·〉 : N2 1−1−→na N i 〈·〉i : N → N,

i = 1, 2, odre|uje po jedno bijektivno kodirawe svakog od skupova
Nk, k > 2.
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Bijektivno kodirawe skupa N3 odre|uje kodiraju}a funkcija

(x1, x2, x3) 7→ 〈x1, 〈x2, x3〉〉, zajedno sa dekodiraju}im funkcijama

x 7→ 〈x〉1, x 7→ 〈〈x〉2〉1, x 7→ 〈〈x〉2〉2.
Bijektivno kodirawe skupa N4 odre|uje kodiraju}a funkcija

(x1, x2, x3, x4) 7→ 〈x1, 〈x2, 〈x3, x4〉〉〉, zajedno sa dekodiraju}imfun-
kcijama x 7→ 〈x〉1, x 7→ 〈〈x〉2〉1, x 7→ 〈〈〈x〉2〉2〉1, x 7→ 〈〈〈x〉2〉2〉2.
Analogno prethodnom, defini{e se po jedno kodirawe skupa

Nk, k > 4.
Jedno kodirawe skupa Nfin svih kona~nih nizova prirodnih bro-

jeva.22 Podrazumeva se da skupu Nfin pripada i prazan niz � niz 22Nfin =
⋃

k>0N
k

du`ine nula � koji }emo ozna~avati (). Za svaki neprazan kona~an

niz prirodnih brojeva ξ, prvi ~lan naziva}emo glavom tog niza i

ozna~avati head(ξ), a ostatak (niz dobijen izostavqawem glave)

naziva}emo repom niza i ozna~avati tail(ξ). Ove termine i oz- Na primer,

head(1, 0, 2) = 1, tail(1, 0, 2) = (0, 2),
head(3, 3) = 3, tail(3, 3) = (3),
head(5) = 5, tail(5) = () . . .

nake uvodimo da bismo jednostavnije opisali jednu bijekciju d·e
izme|u skupaNfin iN. Koristimo funkciju |·, ·| : N2 1−1−→na N

+ datu

sa |x1, x2| = 2x1(2x2 + 1):

� d()e = 0;

� dξe = |head(ξ), dtail(ξ)e|, za svaki neprazan niz ξ.

Broj dξe nazivamo kodom niza ξ. Kodovi jedno~lanih nizova d(0)e = |0, d()e| = |0, 0| = 1
d(1)e = |1, d()e| = |1, 0| = 2
d(2)e = |2, d()e| = |2, 0| = 4 . . .

odre|eni su jednako{}u:

d(x1)e = |head(x1), dtail(x1)e| = |x1, d()e| = |x1, 0| = 2x1 ;

kodovi dvo~lanih nizova: d(0, 0)e = |0, d(0)e| = |0, 1| = 3
d(0, 1)e = |0, d(1)e| = |0, 2| = 5
d(1, 0)e = |1, d(0)e| = |1, 1| = 6 . . .d(x1, x2)e = |x1, d(x2)e| = |x1, 2x2 |

= 2x1 (2 · 2x2 + 1) = 2x1 + 2x1+x2+1;

tro~lanih: d(0, 0, 0)e = |0, d(0, 0)e| = |0, 3| = 7
d(0, 1, 0)e = |0, d(1, 0)e| = |0, 6| = 13 . . .

d(x1, x2, x3)e = |x1, d(x2, x3)e| =
∣∣∣x1, 2x2 + 2x2+x3+1

∣∣∣
= 2x1

(
2 ·
(

2x2 + 2x2+x3+1
)
+ 1
)

= 2x1 + 2x1+x2+1 + 2x1+x2+x3+2.

Uop{te, jednostavno se pokazuje (matemati~kom indukcijom) da

za svako k > 1 va`i:

dx1, . . . , xke = |x1, |x2, · · · |xk, 0| · · · ||
= 2x1 + 2x1+x2+1 + · · ·+ 2x1+x2+···+xk+k−1.

Naosnovu ove jednakosti jednostavnonalazimobinarnureprezen-

taciju koda bilo kog nepraznog kona~nog niza prirodnih brojeva:

dx1, . . . , xke = [1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
xk nula

1 . . . 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
x1 nula

]2.
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PRIMER 1. Odredimo kodove nekoliko nepraznih kona~nih nizova:

d3, 2, 4e = [1 0000︸︷︷︸
4

1 00︸︷︷︸
2

1 000︸︷︷︸
3

]2 = 23 + 26 + 211 = 2120,

d1, 2, 0, 1e = [10110010]2 = 21 + 24 + 25 + 27 = 178,
d0, 0, 1, 0, 0, 0e = [1110111]2 = 20 + 21 + 22 + 24 + 25 + 26 = 119 . . .

Svaki prirodan broj x jeste kôd nekog kona~nog niza prirodnih bro-
jeva. Nula je kôd praznog niza. Broj x > 0 je kôd nekog nepraznog

kona~nog niza koji jednostavno odre|ujemo na osnovu binarne repre-

zentacije broja x. Odredimo kona~an niz ~iji je kôd 372. Binarna

reprezentacija broja 372 jeste [101110100]2, odakle neposrednouo~avamo
da je 372 = d2, 1, 0, 0, 1e.

Jedno kodirawe skupa Pfin(N) svih kona~nih podskupova od N.

Neka je v : Pfin(N)→ N funkcija definisana sa:

v(∅) = 0, v({n1, . . . , nk}) = 2n1 + · · ·+ 2nk .

Umestodokaza da je v bijekcija, isti~emo samo efektivnost dekodi-
rawa: da bismo odredili kona~an skup ~iji je kôd n, dovoqno je n Broj 372 = 22 + 24 + 25 + 26 + 28 je kôd

skupa {2, 4, 5, 6, 8}.prikazati u binarnom zapisu i iz tog zapisa pro~itati elemente

tra`enog skupa.

Dijagonalizacija

Kodirawe skupa NN nije mogu}e. Skup N nema dovoqno eleme-

nata za kodirawe svihnizova prirodnihbrojeva, tj. svihfunkcija

iz N u N. Izostavqaju}i neke formalne detaqe, isti~emo samo

osnovne ideje dokaza ove ~iwenice. Kada god nizove prirodnih

brojeva pore|amo u niz:

x0 : n0
0, n0

1, n0
2, n0

3, n0
4, · · ·

x1 : n1
0, n1

1, n1
2, n1

3, n1
4, · · ·

x2 : n2
0, n2

1, n2
2, n2

3, n2
4, · · ·

x3 : n3
0, n3

1, n3
2, n3

3, n3
4, · · ·

...

uvek je mogu}e definisati niz prirodnih brojeva koji se ne nalazi

na toj listi: neka je (mk) niz prirodnih brojeva takav da za svako

k va`i mk 6= nk
k. Niz (mk) ne nalazi se na listi, jer je razli~it

od svakog niza liste.

Metod koji smo ovde primenili naziva se dijagonalizacija i

bi}e jedan od kqu~nih metoda koje }emo koristiti u nastavku.

Kodirawe skupa P(N) nije mogu}e. Skup P(N), svih (i kona~nih

i beskona~nih) podskupova od N, mo`emo identifikovati sa

skupom 2N svih binarnih nizova: svaki A ⊆ N odre|uje jedin-

stvenu funkciju χA : N→ {0, 1},

χA(n) =

{
1, n ∈ A,
0, n 6∈ A,
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a svaki binarni niz f : N→ {0, 1} odre|uje jedinstveni podskup
A f = {n ∈ N | f (n) = 1} skupaN.
Dijagonalizacijom jednostavno dokazujemo da nije mogu}e sve

binarne nizove pore|ati u niz.

Alfabet, re~, jezik

Koriste}i uobi~ajeni pozicioni sistem prikazivawa prirod-

nih brojeva u nekoj bazi b > 1, mi zapravo svakom prirodnom

broju pridru`ujemo jednu re~ (kona~an niz simbola) alfabeta

koji sadr`i ta~no b simbola � po jedan simbol za svaki od brojeva
0, 1, . . . , b− 1. Pri tome, ne upotrebqavamo re~i koje sadr`e vi{e
od jedne cifre, a po~iwu cifrom 0. Kada ne bismo iskqu~ili

ove re~i, prirodni broj ne bi imao jedinstvenu reprezentaciju.28 28 Zapisi

12 = 1 · 10 + 2
012 = 0 · 102 + 1 · 10 + 2
0012 = 0 · 103 + 0 · 102 + 1 · 10 + 2
.
.
.

odgovaraju istom prirodnom broju.

Ovu nejednozna~nost izaziva upotreba simbola 0 u reprezentaci-
jama brojeva ve}ih od nule, i mo`emo je izbe}i ako neznatno iz-

menimo na~in reprezentacije. Za prikazivawe brojeva ve}ih od

nule, za datu bazu b > 1 mo`emo uvesti cifre (simbole) za brojeve
1, . . . , b i osloniti se na direktnu posledicu leme o ostatku: Za

svaki prirodan broj n > 0 postoje jedinstveni q i r takvi da je

n = qb + r, 1 6 r 6 b. Koriste}i ovo tvr|ewe zakqu~ujemo da

za svaki prirodan broj n > 0 postoje jedinstveni k, rk, . . . , r1, r0

takvi da je

n = rkbk + · · ·+ r1b1 + r0, 1 6 rk, . . . , r1, r0 6 b.

Zapis [rk . . . r1r0]b naziva}emo reprezentacijom broja n u modi-

fikovanom sistemu baze b. Na ovaj na~in, prirodno se uspostav-
qa bijekcija izme|u skupa N i svih re~i alfabeta sa b simbola,

pri ~emu nuli odgovara prazna re~.

PRIMER 2. Izaberimo za cifre modifikovanog dekadnog sistema sle-

de}e simbole: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, X. Nije te{ko zapis broja
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 X

11 12 13 14 15 16 17 18 19 1X
21 22 23 24 25 26 27 28 29 2X
.
.
.

91 92 93 94 95 96 97 98 99 9X
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9 XX
111 112 113 114 115 116 117 118 119 11X
.
.
.

u uobi~ajenom dekadnom sistemu prevesti u modifikovan, i obratno.

Broju 3001 (zapisanom u uobi~ajenom dekadnom sistemu), u modifiko-

vanom dekadnom sistemu odgovara zapis 29X1:

3001 = 300 · 10 + 1,

300 = 29 · 10 + X,

29 = 2 · 10 + 9,

2 = 0 · 10 + 2.

Zapisu 2X3X odgovara slede}i zapis u uobi~ajenom dekadnom sistemu:

2X3X = 2 · 103 + X · 102 + 3 · 10 + X = 2000 + 1000 + 30 + 10 = 3040.

Poznate postupke sabirawa i mno`ewa bez problema prilago|avamo Tablice sabirawa i mno`ewa u modi-

fikovanom sistemu baze 3:

+ 1 2 3
1 2 3 11
2 3 11 12
3 11 12 13

· 1 2 3
1 1 2 3
2 2 11 13
3 3 13 23

modifikovanom sistemu koriste}i odgovaraju}e tablice.
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Umodifikovane pozicione sisteme mo`emo ukqu~iti i sistem

sa bazom 1, u kome se prirodni brojevi prikazuju samo jednim

simbolom, na primer znakom 1: Reprezentacija prirodnih brojeva

pomo}u jednog simbola predstavqa

�najprimitivniji� na~in zapisivawa

brojeva, ako uzmemo u obzir da su, u

za~ecima qudske civilizacije, koli~ine

bele`ene pisawem recki. Pored toga,

zapisivawe brojeva jednim simbolom

saglasno je i sa reprezentacijama brojeva

na koje nas direktno navodi jezik

Peanove aksiomatike:

0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0))), . . .

ε, 1, 11, 111, 1111, · · ·

Prethodna pri~a o pozicionim sistemima zapravo motivi{e

i ilustruje pojmove: alfabet, re~ i jezik. Pod alfabetom Σ po-

drazumevamo bilo koji neprazan kona~an skup ~ije elemente nazi-

vamo simbolima. Svaki alfabet koristimo da bismo napisali

neki tekst. Navodimo nekoliko poznatih alfabeta:

Ra~unari rade sa tekstovima koje

mo`emo posmatrati kao nizove simbola

nad nekim zadatim alfabetom (koji ~ine

svi znaci koji se mogu otkucati na tas-

taturi). Programi su tekstovi nad al-

fabetom tastature, ulazi i izlazi su

tako|e neki tekstovi nad istim alfa-

betom, pri ~emu program transformi{e

ulazni tekst u izlazni.

� ΣU = {1} � unarni alfabet, koji sadr`i samo jedan simbol;

� Σ2 = {0, 1} � binarni alfabet, veoma va`an za ra~unarstvo;

� Σlat = {a, b, c, . . . , z} � mala slova latinica;

� Σkeyboard = {A, a, B, b, . . . , Z, z,t,>,<, (, ), . . . , !} je alfabet svih
simbola tastature, pri ~emu t ozna~ava blanko znak.
Ako je Σ alfabet, za m > 2, skup Σm = Σ× · · · × Σ︸ ︷︷ ︸

m puta

svih Σ0
2 = {ε}, Σ1

2 = {0, 1},
Σ2

2 = {00, 01, 10, 11},
.
.
.

Σ∗2 = {ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, . . .}
Σ+

2 = {0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, . . .}

m-torki simbola nazivamo skupom svih re~i nad Σ du`ine m,

i umesto (a1, . . . , am) pi{emo a1 · · · am. Skup Σ1, tj. skup svih

re~i nad Σ du`ine 1, identifikujemo sa skupom Σ. Skup Σ0 je

jedno~lani skup ~iji }emo element ozna~avati ε i nazivati ga

prazna re~. Skup svih re~i nad alfabetom Σ ozna~avamo Σ∗, a
skup svih nepraznih re~i Σ+:

Σ+ =
⋃

m>1

Σm, Σ∗ =
⋃

m>0

Σm = Σ+ ∪ {ε}.

Ako w ∈ Σ∗, tada jedinstveni m takav da w ∈ Σm nazivamo

du`inom re~iw i pi{emo |w| = m. Primetimo da je |Σm| = |Σ|m.
Na skupu Σ∗ defini{emo binarnu operaciju dopisivawa (kon-

katenacije): ako je u = a1 · · · ak, v = b1 · · · b` ∈ Σ∗, onda je uv re~

a1 . . . akb1 . . . b`. Ova operacija je asocijativna, (uv)w = u(vw), i

ε je neutralni element, wε = εw = w, pa je nad Σ∗ definisan jedan
monoid, takozvani slobodni monoid. Kao i obi~no, za w ∈ Σ∗ i
n ∈ N defini{emo wn sa: w0 = ε, wn+1 = wnw. Ako w ∈ Σ∗,
podre~ re~i w je svaka re~ u ∈ Σ∗, takva da je w = v1uv2, za neke

v1, v2 ∈ Σ∗. Ako je w = uv, onda se ka`e da je u prefiks re~i

w, kao i da je v sufiks re~i w. Primetimo da ako Σ ima bar dva

simbola, onda operacija dopisivawa skupa Σ∗ nije komutativna.
Neka je Σ = {s1, . . . , sm} alfabet ~iji su simboli linearno

ure|eni: s1 < s2 < . . . < sm. Na skupu Σ∗ uvodimo tzv. strogi

leksikografski poredak <lex na slede}i na~in:

u <lex v⇔ (|u| < |v|)∨
∨ (|u| = |v| ∧ u = wsix ∧ v = wsjy za neke w, x, y ∈ Σ∗ i si < sj).
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Naravno, u 6lex v ⇔ u <lex v ∨ u = v. Nije te{ko primetiti da
je (Σ∗,6lex) dobro ure|ewe, i da svaka re~ iz Σ∗ ima neposrednog
sledbenika u odnosu na 6lex. Specijalno, ako je Σ = {0, 1} i
0 < 1, onda je:
ε <lex 0 <lex 1 <lex 00 <lex 01 <lex 10 <lex 11 <lex 000 <lex 001 <lex 010 <lex 011 <lex 100 <lex · · ·

Definicija 1. Jezik nad alfabetom Σ je bilo koji podskup od Σ∗.

PRIMER 3. Trivijalni jezici nad bilo kojim alfabetom Σ jesu: ∅
(prazan jezik), {ε} (jezik koji sadr`i samo praznu re~) i Σ∗ (skup svih

re~i nad Σ). Navodimo nekoliko netrivijalnih jezika nad {a, b}:

L1 = {ε, ab, bab};

L2 = {ap | p je prost broj} = {aa, aaa, aaaaa, aaaaaaa, . . .};

L3 = {aibi+jaj | i, j > 1};

L4 = {w ∈ {a, b}∗ | |w|a = |w|b}, pri ~emu, za s ∈ {a, b}, |w|s
ozna~ava broj pojavqivawa simbola s u re~i w.

Kako su jezici skupovi, nawihprimewujemo standardne skupovne

operacije. Neka su L1 i L2 jezici nad Σ.

� Unija jezika L1 i L2 jeste jezik

L1 ∪ L2 = {w ∈ Σ∗ | w ∈ L1 ili w ∈ L2}.

� Presek jezika L1 i L2 jeste jezik

L1 ∩ L2 = {w ∈ Σ∗ | w ∈ L1 i w ∈ L2}.

� Komplement jezika L1 jeste jezik

L{
1 = Σ∗ \ L1 = {w ∈ Σ∗ | w 6∈ L1}.

Pored navedenih operacija, va`na operacija me|u jezicima L1 i

L2 istog alfabeta Σ jeste nadovezivawe jezika:

L1L2 = {uv | u ∈ L1, v ∈ L2}.

Koriste}i nadovezivawe jezika, za bilo koji jezik L uvodimo

slede}e jezike: L0 = {ε}, Li+1 = LiL, i ∈ N. Jezik L∗ =
⋃

i>0
Li

naziva se Klinijeva zvezdica jezika L.
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TJURINGOVE MA[INE

Zamislimo traku, izdeqenu na }elije (poqa), koja je neograni~ena

sa obe strane. U svaku }eliju trake mo`e biti upisan samo jedan

simbol nekog unapred izabranog alfabeta Γ = {s1, . . . , sm} me|u
kojima se nalazi i jedan specijalan simbol, tzv. blanko znak �t�
(tj. t = si, za neko i). Pored toga, zamislimo i da postoji meha-
nizam, nazovimo ga glava, koji mo`e da ~ita sadr`aj samo jedne

}elije i da izvr{ava jednu od instrukcija Tjuringovog programa,

tj. jednu od instrukcija kona~nog niza instrukcija ozna~enih q0,

q1, . . . , qk, pri ~emu je svaka instrukcija qi slede}eg oblika, gde

D1, . . . ,Dm uzimaju vrednosti R ili L ili P:

qi s1s
′
1D1qj1
...

sms
′
mDmqjm

ZNA^EWE: Ako je s` simbol koji ~ita{, obri{i ga i upi{i s
′
`, pomeri se

na levo (ako jeD` jednakoL), odn. desno (ako jeD` jednakoR) susedno poqe

ili ostani na istom poqu (ako je D` jednako P) i pre|i na izvr{avawe

instrukcije qj` (s`, s
′
` ∈ Γ, 1 6 ` 6 m, 0 6 j1, . . . , jm 6 k).

ili

qi STOP ZNA^EWE: Prekini sa radom.

Instrukcije prvog oblika mo`emo zapisati i kao niz ure|e-

nih petorki: qis1s
′
1D1qj1 , . . . , qisms

′
mDmqjm . Oznaku instrukcije

nazivamo i stawem, pri ~emu oznaku one kojom treba zapo~eti

izvr{avawe programa (naj~e{}e q0) izdvajamo kao po~etno stawe.

Oznake svihSTOPinstrukcija nazivamo zavr{nimstawima. Kada

ka`emo da se glava, ~itaju}i sadr`aj neke }elije, nalazi u stawu

qi, to zna~i da treba izvr{iti instrukciju qi.

Kada je poznat sadr`aj svake }elije trake, polo`aj glave i stawe

u kojem se ona nalazi ka`emo da je poznata konfiguracija trake.

Zavr{ne konfiguracije su one konfiguracije u kojima je glava u

nekom zavr{nom stawu. Ukoliko konfiguracija C nije zavr{na,

onda je Tjuringovim programom potpuno odre|ena naredna kon-

figuracija NEXTT(C).

Izvr{avawe Tjuringovih programa posmatra}emo u situaci-

jama kada je na po~etku na traci upisano kona~no mnogo re~i

unapred odre|enog ulaznog alfabeta Σ ⊆ Γ \ {t} (Σ ne sadr`i

blanko znak!), pri ~emu su:
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� simboli svake re~i upisani sleva nadesno u susedne }elije

trake (u jednu }eliju mo`e biti upisan samo jedan simbol),

� re~i su razdvojene jednim blanko znakom i

� u svim ostalim }elijama upisani blanko znaci.

Ovako odre|en po~etni sadr`aj trake, uz dogovor da glava u Ako je Σ = {a, b, c} ulazni alfabet,

navodimo po~etne konfiguracije za

nekoliko razli~itih ulaza.

ulaz acc:
q0̀

t a c c t
ulaz ε:

q0̀

t t t
ulaz (ab, b):

q0̀

t a b t b t
ulaz (ε, bb):

q0̀

t t b b t
ulaz (a, ε, c):

q0̀

t a t t c t

po~etnom stawu skenira prvu }eliju sleva od koje po~iwe unos

ulaza nazivamo po~etnom konfiguracijom trake. Ako na ulazu

treba uneti k re~i alfabeta Σ, w1 = s1
1s

1
2 · · · s1

i1 , w2 = s2
1s

2
2 · · · s2

i2 ,

. . . , wk = sk
1s

k
2 · · · sk

ik
, odgovaraju}a po~etna konfiguracija je pri-

kazana na slici ispod.

U slu~aju da je w1 prazna re~, glava u po~etnom stawu ~ita prvi

sleva blanko znak ispred re~i w2.

Kada okupimo u celinu sve {to je relevantno za izvr{avawe

Tjuringovih programa, dobijamo formalni opis Tjuringove ma-

{ine. Naime, Tjuringova ma{ina (ili kra}e TM) jeste ure|ena

sedmorka T = (Q, q0, F, Γ,t, Σ, τ) pri ~emu je:

� Q kona~an skup stawa, tj. skup svih instrukcija programa;

� q0 ∈ Q je po~etno stawe, tj. prva instrukcija kojom se zapo~iwe

izvr{avawe programa,

� F ⊆ Q skup zavr{nih stawa, tj. skup STOP-instrukcija,

� Γ je alfabet trake koji sadr`i blanko znak t, tj. skup svih

simbola koji mogu biti upisivani u }elije trake,

� Σ ⊆ Γ \ {t} ulazni alfabet, i

� τ je zapravo Tjuringov program; identifikujemo ga sa tzv. qi s1s
′
1D1qj1
.
.
.

sms
′
mDmqjm

τ(qi , s1) = (s′1,D1, qj1 )

.

.

.

τ(qi , sm) = (s′m,Dm, qjm )

funkcijom tranzicije τ : (Q \ F) × Γ → Γ × {R, L,P} × Q,

kojom se opisuju instrukcije koje nisu STOP-instrukcije: ako

se ure|ena petorka qss′Dq′ pojavquje kao deo instrukcije q, onda

je τ(q, s) = (s′,D, q′).

Najzna~ajniji deoTjuringovema{ine jestewenprogram (opisan

kao funkcija tranzicije). Zbog jednostavnijeg izlagawa, u nas-

tavku }emo Tjuringove ma{ine uglavnom zadavati preciziraju}i

ulazni alfabet, broj re~i ulaznog alfabeta koje o~ekujemo na

ulazu i navode}i funkciju tranzicije, tj. odgovaraju}i program

(izostavqaju}i STOP instrukcije).
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PRIMER 4. Tjuringov program38 zadat slede}im instrukcijama: 38 Svaki Tjuringov program je pogodno

prikazati crte`om koji podse}a na

graf. ^vorovi grafa su ozna~eni sta-

wima; na po~etno stawe ukazuje stre-

lica iz spoqa{wosti; zavr{na stawa

su istaknuta koncentri~nim krugovima;

ivice izme|u dva ~vora ozna~ene su u

skladu sa naredbama programa: za svaku

naredbu qss′Dq′ ~vorovi q i q′ su spojeni
ivicom koja je ozna~ena s/s′,D.

q0 t tLq2 q1 t 1Lq1 q2 STOP

q01t Rq1 q11t Rq0

uz dogovor da je Σ = {1} ulazni alfabet, odre|uje TM

T = ({q0, q1, q2}, q0, {q2}, {t, 1},t, {1}, τ),

gde je τ : (Q \ F)× Γ→ Γ× {R, L} ×Q zadato tabelom:

τ t 1
q0 (t, L, q2) (t,R, q1)

q1 (1, L, q1) (t,R, q0)

Ma{ina T, za svaki ulaz oblika 1n, n > 0, generi{e jedan niz kon-

figuracija koji mo`e biti kona~an ili beskona~an. Posmatrajmo

izvr{avawe navedenog programa za tri razli~ite ulazne re~i: ε, 1 i

11.
q0`

· · · t t t · · ·

q0`

· · · t t t 1 t · · ·

q0`

· · · t 1 1 t · · ·
↓ q0 t tLq2 ↓ q01t Rq1 ↓ q01t Rq1

q2`

· · · t t t · · ·

q1̀

· · · t t t t t · · ·

q1̀

· · · t t 1 t · · ·
q2 STOP ↓ q1 t 1Lq1 ↓ q11t Rq0

q1̀

· · · t t t t 1 · · ·

q0`

· · · t t t t · · ·
↓ q1 t 1Lq1 ↓ q0 t tLq2

q1̀

· · · t t t 1 1 · · ·

q2`

· · · t t t t · · ·
↓ q1 t 1Lq1 q2 STOP

q1̀

· · · t t 1 1 1 · · ·
↓ q1 t 1Lq1
...

Izvr{avawe programa (izra~unavawe ma{ine) T se zaustavqa za

ulaze ε i 11, ali se ne zaustavqa za ulaz 1.

Svaka Tjuringova ma{inaT = (Q, q0, F, Γ,t, Σ, τ) za bilo koji

ulaz w = (w1, . . . , wk) ∈ Σ∗k, tj. odgovaraju}u po~etnu konfigu- Σ∗k def
= Σ∗ × · · · × Σ∗︸ ︷︷ ︸

kputaraciju Cw, generi{e jedan niz konfiguracija:

Cw → NEXTT(Cw)→ NEXTT(NEXTT(Cw))→ · · ·

koji je:
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� kona~an ako se u nizu pojavi zavr{na konfiguracija; tada

pi{emo T(w) ↓ i ka`emo T se zaustavqa (konvergira) za ulaz

w; ili

� beskona~an ako se u nizu nikada ne pojavquje zavr{na kon-

figuracija; tada pi{emo T(w) ↑ i ka`emo T se ne zaustavqa

(divergira) za ulaz w.

Ako T(w) ↓, kona~an niz konfiguracija Cw,C1, . . . ,Cd, gde je:

- Cw po~etna konfiguracija odre|ena ulazom w,

- Ci+1 = NEXTP(Ci), 1 6 i < d; par susednih konfiguracija

nazivamo ra~unskim korakom; i

- Cd zavr{na konfiguracija,

nazivamo izra~unavawem ma{ine T za ulaz w i pi{emo Cw →∗T
Cd. AkoT(w) ↑, tj. niz konfiguracija je beskona~an, izra~unavawe
ma{ine T se ne zaustavqa za ulaz w i pi{emo Cw →∗T ∞.

Budu}i da u po~etnoj konfiguraciji samo kona~nomnogo }elija

trake sadr`i neki simbol razli~it od blanko znaka, to }e va`iti

i za sve naredne konfiguracije izra~unavawa bilo koju TM T.

Zato }emo svaku konfiguraciju ozna~iti kao re~ jezika Γ∗QΓ+,

tj. u obliku wLqwD, wL ∈ Γ∗, wD ∈ Γ+, pri ~emu je:

� wL najkra}a re~ koja se na traci mo`e pro~itati sleva nadesno

do }elije koju ~ita glava, ne ukqu~uju}i i tu }eliju, i koja

obuhvata sve simbole pomenutih }elija razli~ite od t; uko-
liko levo od }elije koja se ~ita nema simbola razli~itih od t,
onda je wL = ε.

� wD najkra}a re~ koja se na traci mo`e pro~itati sleva nadesno

od }elije koju ~ita glava, ukqu~uju}i i tu }eliju, i koja obuh-

vata sve simbole pomenutih }elija razli~ite od t; ukoliko
desno od }elije koja se ~ita nema simbola razli~itih od t,
onda je wD = t.

Uzimaju}i o obzir ovakvo ozna~avawe konfiguracija, prilikom

izvr{avawa proizvoqne TM T = (Q, q0, F, Γ,t, Σ, τ), kqu~nu

ulogu ima funkcija NEXTT : Γ∗(Q \ F)Γ+ → Γ∗QΓ+ koju pre-

cizno defini{emo na slede}i na~in:

NEXTT(wLqswD) =



wLs
′q′wD, ako je τ(q, s) = (s′,R, q′) i wD 6= ε,

wLs
′q′t, ako je τ(q, s) = (s′,R, q′) i wD = ε,

wq′sis′wD, ako je τ(q, s) = (s′, L, q′) i wL = wsi,
q′ t s′wD, ako je τ(q, s) = (s′, L, q′) i wL = ε,
wLq

′s′wD, ako je τ(q, s) = (s′,P, q′).
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PRIMER 5. Koriste}i uvedenoozna~avawekonfiguracija, izra~unavawa

TM41 T iz primera 4 mo`emo prikazati i na slede}i na~in: 41
q0 t tLq2 q01tRq1
q1 t 1Lq1 q11tRq0q0t → q2t; dakle, q0t →∗ q2t i T(ε) ↓;

q01→ q1t → q1 t 1→ q1 t 11→ q1 t 111→ · · · ; vidimo T(1) ↑;
q011→ q11→ q0t → q2t; dakle, q011→∗ q2t i T(11) ↓.

Matemati~kom indukcijom se mo`e dokazati da:

q01
n →∗

{
q2t, ako je n paran;

∞, ako je n neparan.

PRIMER 6. Posmatrajmo Tjuringovu ma{inu

T = ({q0, q1, q1, qda, qne}, q0, {qda, qne}, {1},t, {0, 1,t}, τ)

pri ~emu je τ odre|eno slede}im naredbama:

q0 t tPqda q1 t tPqne q2 t tPqne

q01t Rq1 q11t Rq2 q21t Rq0

za ulazni alfabet Σ = {1}.
Posmatra}emo izra~unavawa ma{ineT iskqu~ivo za ulaze koje ~ini

jedna re~ alfabeta {1}. Za ulaz 10 = ε, izra~unavawe }e se zavr{iti

posle jednog ra~unskog koraka i zavr{na konfiguracija }e biti qdat.
Za ulaz 1n, n > 1, glava }e u~itavati simbol po simbol sleva nadesno

bri{u}i sadr`aj }elija (tj. upisuju}i t), i kada stigne do blanko

simbola u stawu q0 oti}i }e u stawe qda i zaustaviti se, a ako stigne

do blanko simbola u stawu q1 ili q2 oti}i u stawe qne i zaustaviti se.

Stawe u kojem se ma{ina zaustavqa mo`emo tuma~iti kao odgovor na

pitawe �da li je broj n deqiv sa 3 ili nije?�.

q01
n ∗→

{
qdat, 3 | n
qnet, 3 - n.

Ka`emo da konstruisana ma{ina odlu~uje, odn. re{ava problem pri-

padawa jeziku L = {1n | n ∈ N, 3 | n} nad alfabetom {1}.

PRIMER 7. Posmatrajmo izra~unavawa programa:

q0 t tPqstop q1 t 1Pqstop q2 t 1Lq3 q3 t 1Pqstop

q01t Rq1 q11t Rq2 q21t Rq0

za ulaze koje ~ini jedna re~ alfabeta {1}. Primetimo najpre da je dati
program nekompletan, jer nedostaje petorka q31 · · · kojom se nala`e {ta

ma{ina treba da radi ako u stawu q3 skenira }eliju u koju je upisano 1.
Jednostavno se mo`e uo~iti da se ovakva konfiguracija nikada ne mo`e

dosti}i tokom izvr{avawa datog programa za po~etne konfiguracije

q01n, n > 0, pa samim tim program mo`emo po voqi kompletirati; na

primer, dodavawem petorke q311Pqstop. U narednim primerima, ~esto

}emo izostavqati petorke koje nemaju efekta na izvr{avawe programa

za izabrani ulazni alfabet.
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Napisani program, kao i onaj iz prethodnog primera, ra~una ostatak

pri deqewu broja n sa 3 samo {to rezultat prikazuje na drugi na~in:

{tampa ga na traci.44 44 Program }e za ulaz 1n, n > 0, obrisati
ulaz i zapamtiti svojim stawima ostatak

pri deqewu broja n sa 3, a zatim }e

na osnovu toga od{tampati odgovaraju}i

rezultat: nijednu jedinicu ako do blanko

simbola stigne u stawu q0, jednu jedinicu

ako do blanko simbola stigne u stawu

q1 i dve jedinice ako do blanko simbola

stigne u stawu q2. Nakon {tampawa u}i

}e u stawe qstop i zaustaviti se.

q01
n ∗→


qstopt, ostatak pri deqewu n sa 3 je 0
qstop1, ostatak pri deqewu n sa 3 je 1
qstop11, ostatak pri deqewu n sa 3 je 2.

Dakle, data ma{ina se zaustavqa za svaki ulaz iz Σ∗ i u zavr{noj

konfiguraciji glava je uvek u istom stawu � u stawu qstop.

Ka`emo da data ma{ina izra~unava funkciju f : Σ∗ → Σ∗, datu sa
f (1n) = 1rm(3,n), gde je rm(3, n) ostatak pri deqewu n sa 3.

PRIMER 8. Konstrui{imo Tjuringovu ma{inu koja za dve re~i alfa-

beta {a, b} na prvu od wih nadovezuju drugu i zaustavqa se.
Preciznija formulacija zadatka jeste: konstru-

isati Tjuringovu ma{inu T, ~iji je ulazni alfa-

bet {a, b} i zavr{no stawe qstop, takvu da za sve

w1, w2 ∈ {a, b}∗ va`i: q0w1 t w2 →∗T qstopw1w2.

Glavni deo konstrukcije jeste sastaviti pro-

gram, tj. definisati funkciju tranzicije (samim

tim odrediti Q i Γ). Pritom, va`no je imati na

umu da T treba da spoji dve date re~i, pa je potpuno

neva`no kakva }e biti izra~unavawa ukoliko je na

traci upisano vi{e od dve re~i. Ideja koja dovodi

do tra`enog programa je jednostavna: re~ w2 treba

translirati ulevo za jedno mesto.

Program prikazan na slici desno nije komple-

tan, {to ne predstavqa nikakav su{tinski prob-

lem i mo`emo ga na proizvoqan na~in kompleti-

rati, jer to ne}e imati uticaja na izra~unavawe za

bilo koji ulaz (w1, w2).
τ q0 q qa qb q′ ←−q
a tRq0 tLqa aL←−q
b tRq0 tLqb bL←−q
t tRq tLq′ aRq0 bRq0 tL←−q tRqstop

Kao ilustraciju, navodimo izra~unavawe ma{ine T za ulaz (a, ba):

q0a t ba→ aq0 t ba→ a t qba→ aqb t ta

→ abq0 t a→ ab t qa→ abqat
→ abaq0t → aba t qt → abaq′t
→ ab←−q a→ a←−q ba→←−q aba→←−q t aba→ qstopaba

PRIMER 9. Konstrui{imo Tjuringovu ma{inu takvu da za svaku re~

w ∈ {0, 1} va`i q0w →∗T qstopw#w. Navodimo najpre uop{ten opis

tra`enog programa:

1. Na|i prvi blanko znak zdesna i umesto wega upi{i #.

2. Ponavqaj, dok god je mogu}e slede}i postupak:



TEORIJA ALGORITAMA 21

na|i najlevqi simbol (levo od #) zapamti ga stawem i simbol 0
prepravi u a, a 1 u b; zatim simbol koji pamti{ upi{i umesto

prvog blanko znaka zdesna (desno od #);

ina~e pre|i na naredni korak.

3. ako su sa leve strane znaka # upisani samo simboli t, a, b, onda
simbole a prepravi u 0, simbole b prepravi u 1 i zavr{i u stawu

qstop ~itaju}i prvi simbol sleva razli~it od t.

U alfabet trake smo, pored simbola # koji nala`e postavka zadatka,

ukqu~ili i pomo}ne simbole a i b.

Izdvajamo neke karakteristi~ne korake izra~unavawa konstruisane

ma{ine za ulaz 01:

q001→ · · · → 01qdt → 01qdk#→ · · · ql01#

→ qcopy01#→ qNa1#→ · · · → a1#qNt → a1qpaste#0→ · · ·
→ aqcopy1#0→ aqJb#0→ · · · → ab#0qJt → ab#qpaste01→ · · ·
→ abqcopy#01→ aqsb#01→ qsa1#01→ qs t 01#01

→ qstop01#01

PRIMER 10. Konstrui{imoTjuringovuma{inuT takvu da zam, n ∈ N,
q01m t 1n →∗T qstop1m+3n. Tra`enu ma{inu dobijamo nadovezivawem: m +3 n def

= rm(3, m + n)

� ma{ine TI iz Primera 8 koja je prilago|ena unarnom alfabetu {1}:
qI

01m t 1n →∗T1
qI

stop1m+n
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� ma{ine TII iz Primera 7: q
II
0 1n →∗T2

qII
stop1rm(3,n).

Bez gubqewa op{tosti pretpostavqamo da su sva stawa ma{ine TI

ozna~ena razli~ito od stawa ma{ine TII. TM T }e prvo izvr{avati

naredbe ma{ine TI, zatim slede}e dve dodatne naredbe, qI
stop11PqII

0 ,

qI
stop t tPqII

0 , i najzad naredbe ma{ine TII.

Nadovezivawem Tjuringovih ma{ina

T1 = (QI, qI
0, FI, ΣI,t, ΓI, τI) i T2 = (QII, qII

0 , FII, ΣII,t, ΓII, τII),

na o~ekivani na~in, gradimo novu ma{inu T = T1T2, ~ija su

izra~unavawa dobijena tako {to se na izra~unavawe ma{ine T1

nadovezuje izra~unavawe ma{ine T2. Pod pretpostavkom da je

QI ∩ QII = ∅ ({to uvek mo`emo posti}i preimenovawem stawa),

program τ ma{ine T treba da sadr`i sve naredbe programa τI i

τII, kao i qI
stopssPq

II
0 , s ∈ ΓI. Da bismo potpuno precizirali pos-

tupak nodovezivawa ma{ina, po dogovoru (samo ako je potrebno!)

ma{ini T dodajemo jo{ jedno novo zavr{no stawe qerror u koje }e

ulaziti kada u stawu qII
0 ~ita simbol koji nije u ΓII. Ovako dobi-

jeni spisak naredbi nije kompletan, ali ga mo`emo kompletirati

na trivijalan na~in.

Dakle,

T1T2 = (QI ∪QII (∪{qerror}), qI
0, FII (∪{qerror}), ΣI,t, ΓI ∪ ΓII, τ).

Nadovezivawe vi{e od dve Tjuringove ma{ine, T1, T2, . . .Tk,

defini{emo induktivno: T1T2 · · ·Tk = (T1T2 · · ·Tk−1)Tk. Za

ma{inu T i k > 1, program T · · ·T︸ ︷︷ ︸
k puta

ozna~avamo Tk.

Glavni �likovi� ove kwige jesu funkcije ~ije vrednosti mo`e

izra~unavati neka Tjuringova ma{ina, odn. skupovi za koje je

problem pripadawa odlu~iv nekom Tjuringovom ma{inom.

Definicija 2. 1) Jezik L ⊆ Σ∗k je TM-odlu~iv ako postoji Tju-

ringova ma{ina T sa ulaznim alfabetom Σ takva da za sve re~i
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w1, . . . , wk ∈ Σ∗:

q0w1 t · · · t wk →∗T

{
qdat, w ∈ L
qnet, w 6∈ L.

2) Funkcija f : Σ∗k → Γ∗ je TM-izra~unqiva ako postoji

Tjuringova ma{ina T sa ulaznim alfabetom Σ takva da za sve

re~i w1, . . . , wk ∈ Σ∗: q0w1 t · · · t wk →∗T qstop f (w).

U narednim poglavqima, ~esto }emo konstruisati TM po-

drazumevaju}i da one kao ulaze dobijaju samo elemente nekog TM-

odlu~ivog skupa L ⊆ Σ∗k, tj. vode}i ra~una samo o ulazima iz L, i
zanemaruju}i ulaze koji ne pripadaju L. U takvim slu~ajevima mi

zapravo konstrui{emo deo T ma{ine prikazane na slici desno,

podrazumevaju}i da je taj deo nadovezan na stawe qda ma{ine TL

koja odlu~uje L.

PRIMER 11. Prema ranijem dogovoru, ulaze sa~iwene od k > 1 re~i

ulaznog alfabeta Σ unosimo na traku tako {to re~i razdvajamo jednim

blanko znakom. Umesto toga, nekad je zgodno ulazni alfabet pro{iriti

znakom koji ne pripada Σ, na primer znakom #, i k-torke re~i iz Σ∗

identifikovati sa re~ima iz Σ∪ {#} koje sadr`e ta~no k− 1 znakova #.
To nam omogu}ava ~iwenica da je jezik {w ∈ (Σ ∪ {#})∗ | |w|# = k− 1}
TM-odlu~iv.48 Tako, na primer, da bismo pokazali da neki jezik L ⊆ 48 |w|s ozna~ava broj pojavqivawa sim-

bola s u re~i w.Σ∗2 jeste TM-odlu~iv dovoqno je konstruisati Tjuringovu ma{inu T

takvu da za sve w1, w2 ∈ Σ∗:

q0w1#w2 →∗T

{
qdat, (w1, w2) ∈ L
qnet, (w1, w2) 6∈ L.

Jasno, L ⊆ Σ∗ × Σ∗ je TM-odlu~iv akko je jezik

{w1#w2 | (w1, w2) ∈ L}

TM-odlu~iv.

Sli~no, funkcija f : Σ∗2 → Γ∗ je TM-izra~unqiva ako postoji TM

T takva da za sve w1, w2 ∈ Σ∗: q0w1#w2 →∗T qstop f (w1, w2).

PRIMER 12. Binarne zapise prirodnih brojeva ne ~ine sve re~i iz

{0, 1}∗, ve} samo re~i iz

B = {0} ∪ {1w | w ∈ {0, 1}∗} ⊆ {0, 1}∗.

Budu}i da je B TM-odlu~iv, ako treba konstruisati Tjuringovu ma{inu

koja izra~unava vrednosti neke funkcije ~iji su argumenti (w1, . . . , wk)

binarni zapisi prirodnih brojeva, uzimamo u obzir samo ulaze takve

da wi ∈ B, 1 6 i 6 k.
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ZADACI

1. Dokazati da su slede}i jezici (nad odgovaraju}im alfabetima) TM-

odlu~ivi:

a) L = {w ∈ {0, 1}∗ | w je palindrom};
b) L = {w#w | w ∈ {0, 1}∗} ⊆ {0, 1, #}∗;
v) L = {akb`cm | k, `, m ∈ N, m = k · `} ⊆ {a, b, c}∗;49 49 Na primer, a2b3c6 ∈ L; a2b3c5 6∈ L.

g) L = {1n2 | n ∈ N} ⊆ {1}∗.

2. Dokazati da je TM-izra~unqiva funkcija f : {1}∗ × {1}∗ → {1}∗
data sa:

a) f (1m, 1n) = 1m+2n, m, n ≥ 0;

b) f (1m, 1n) =

{
1m−n, ako je m > n,
ε, ako je m < n,

b) f (1m, 1n) = 1m·n, m, n ≥ 0;
v) f (1m, 1n) = 1NZD(m,n), m, n ≥ 0.

3. a) Dokazati da jeTM-odlu~iv jezikZ = {1n | n > 1}∪ {−1n | n > 0}
alfabeta {−, 1}.
b) Ako prirodan broj n ∈ N idetifikujemo sa re~ju 1n, a negativan

broj−n, n ∈ N+, sa re~ju−1n, konstruisati Tjuringovu ma{inu T koja

sabira cele brojeve.50 50 Na primer:

q011t−111→∗T qstop − 1,
q0 − 11t 111→∗T qstop1,
q011t−11→∗T qstopt, itd.

4. Dokazati da je funkcija f : {1}∗ → {0, 1}∗ data sa f (1n) = bin(n),
n ≥ 0, gde je bin(n) binarni zapis broja n, TM-izra~unqiva.

5. Konstruisati TM koja sabira prirodne brojeve zadate u binarnom

zapisu.

6. a) Dokazati da je TM-odlu~iv jezik L = {1kxn | k > 0, n > 0}
alfabeta {1, x}.
b) Konstruisati Tjuringovu ma{inu T takvu da za sve k > 0, n > 0 va`i
q01kxn →∗T qstop1k·nxn−1.

7. Dokazati da je TM-izra~unqiva funkcija f : {a, b}∗2 → Σ∗ data sa
f (w1, w2) = w|w1|

2 . 51 51 Podse}amo da je |w1| du`ina re~i w1,

pa je w|w1 |
2 = w2 · · ·w2︸ ︷︷ ︸

|w1 | puta

.

8. (a) Dokazati da je jezik {w ∈ {0, 1, #}∗ | |w|# = 2} TM-odlu~iv.

(b) Konstruisati Tjuringovu ma{inu koja izra~unava funkciju f :
{0, 1, #}∗ → {Y,E,S,N,O}∗,

f (w) =

{
qstopYES |w|# = 2,
qstopNO, |w|# 6= 2.

9. Konstruisati Tjuringovu ma{inu LEX koja izra~unava funkciju

f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗, gde je f (w) jednako <lex-neposrednom sledbeniku

re~i w. Dakle, za svaku re~ w ∈ {0, 1} treba da va`i q0w→∗LEX qstopw′,
gde je w′ leksikografski sledbenik re~i w. Na primer, ako je w = 001011011, onda

je w′ = (001011011)′ = 001011100.
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REGISTAR MA[INE

Registar ma{ine su apstraktne ma{ine �novije generacije�. Za-

mislimo traku koja je neograni~ena samo sa jedne strane i izdeqe-

na na registre ozna~ene R1, R2, R3, . . . U svaki registar mo`e biti

upisana ~itava re~ unapred izabranog alfabeta Σ = {s1, . . . , sm}.
Uz traku dat je i tzv. broja~, u koji se unosi prirodan broj ra-

zli~it od nule � redni broj instrukcije odgovaraju}eg programa.

Pored toga, zamislimo i da postoji mehanizam koji mo`e da

~ita sadr`aj registra i da izvr{ava jednu od instrukcija RM-

programa, tj. kona~nog niza instrukcija numerisanih brojevima

od 1 do nekog n: I1, . . . , In, pri ~emu je svaka instrukcija Ii slede}eg

oblika:

i. R+s
k ` (s ∈ Σ, ` > 1)

ili

i. R−k ε `0 (`0, `1 . . . , `m > 1)
s1 `1
...

sm `m

ZNA^EWE: Dopi{i simbol s na desni kraj re~i koja

je upisana u registar Rk i pre|i na izvr{avawe in-

strukcije I`; broj ` nazivamo parametrom prelaska.

ZNA^EWE: Ako je u Rk upisana prazna re~, pre|i na

izvr{avawe instrukcije I`0 ; a ina~e, obri{i posled-

wi simbol re~i izRk i ako je obrisani simbol sj pre|i

na izvr{avawe instrukcije I`j ; brojeve `0, `1, . . . , `m

nazivamo parametrima prelaska ove instrukcije.

Pod konfiguracijom nad Σ podrazumevamo niz:

(C) r; w1, w2, w3, . . .

~iji je prvi ~lan prirodni broj razli~it od nule (upisan u

broja~), a ostali ~lanovi su re~i iz Σ∗ (upisane redom u registre

R1, R2, . . . ). Konfiguracija (C) je zavr{na konfiguracija pro-

grama P ako P ne sadr`i instrukciju ~iji je redni broj r, tj. ako
je r > n. Ako (C) nije zavr{na konfiguracija programa P, onda

je ovim programom odre|en jedinstveni sledbenik NEXTP(C), tj.

konfiguracija koja se dobija izvr{avaweminstrukcije Ir u skladu

sa wenim zna~ewem:

Rad RM-programa P: I1, I2, . . . , In posmatra}emo iskqu~ivo za

po~etne konfiguracije u kojima je u broja~u upisan broj 1 (izvr{a-
vawe programa po~iwe instrukcijom koja je prva navedena u P) i

u kona~no mnogo registara su upisane neke re~i alfabeta Σ, a u
svim ostalim je automatski upisana prazna re~. Dakle, po~etne
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konfiguracije su oblika:

1 w1 · · · wk ε ε · · ·(C0) 1; w1, . . . , wk, ε, ε, ε, · · ·

pri ~emu se k naziva dubina ulaza. Svaki RM-program P za ulaz

(w1, . . . , wk) generi{e jedan niz konfiguracija:

C0 → NEXTP(C0)→ NEXTP(NEXTP(C0))→ · · ·

koji je:

� kona~an ako se u nizu pojavi zavr{na konfiguracija za pro-

gram P; tada pi{emo P(w1, . . . , wk) ↓ i ka`emo program P se

zaustavqa (konvergira) za ulaz (w1, . . . , wk); ili

� beskona~an ako se u nizu nikada ne pojavquje zavr{na konfig-

uracija; tada pi{emo P(w1, . . . , wk) ↑ i ka`emo program P se

ne zaustavqa (divergira) za ulaz (w1, . . . , wk).

Ako P(w1, . . . , wk) ↓, kona~an niz konfiguracija C0,C1, . . . ,Cd,

gde je:

- C0 po~etna konfiguracija odre|ena ulazom (w1, . . . , wk),

- Ci+1 = NEXTP(Ci), 1 6 i < d; par susednih konfiguracija

nazivamo ra~unskim korakom; i

- Cd zavr{na konfiguracija za P,

nazivamoizra~unavawemprogramaP za ulaz (w1, . . . , wk)ipi{emo

C0 →∗P Cd.

Budu}i da je svaki RM-program P kona~an niz instrukcija

navedenog oblika, u wemu se pomiwe samo kona~no mnogo regis-

tara i sadr`aji samo tih registara mogu biti izmeweni tokom

izvr{avawa programa P. Najmawi prirodan broj ‖P‖ takav da
se u programu P pomiwu samo registri Ri, i 6 ‖P‖, naziva se

dubina programa P. Uzimaju}i u obzir da je na po~etku u svim

registrima po~ev od nekog upisana prazna re~, zakqu~ujemo da

}e i tokom ~itavog izra~unavawa sadr`aji samo kona~no mnogo

registara biti razli~iti od prazne re~i. Zato, sve dosti`ne kon-

figuracije tokom rada programa P mo`emo ozna~avati kona~nim

nizom i, w1, . . . , wd, d = max{n, ‖P‖}, gde je n dubina ulaza, a ‖P‖
dubina programa.

PRIMER 13. Neka je P program nad alfabetom {0, 1}:
1. R−2 ε 4 2. R+0

1 1 3. R+1
1 1

0 2
1 3

Ovaj program za ulaz (001, 110) generi{e slede}i niz konfiguracija:

1; 001, 110→ 2; 001, 11→ 1; 0010, 11→ 3; 0010, 1→ 1; 00101, 1

→ 3; 00101, ε→ 1; 001011, ε→ 4; 001011, ε
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Kako je posledwa konfiguracija navedenog niza ujedno i zavr{na kon-

figuracija za program P, sledi da P(001, 110) ↓.
Nije te{ko uo~iti da }e se izra~unavawe programa P zaustaviti za

svaki ulaz (w1, w2, . . . , wk), k > 2: P(w1, w2, . . . , wk) ↓ i u zavr{noj

konfiguraciji, sadr`aj registra R1 }e biti re~ w1w−2 , gde je w−2 re~ do-

bijena od w2 zapisivawem wenih simbola u suprotnom poretku, sadr`aj

registra R2 }e biti prazna re~, a svih ostalih kao i u po~etnoj konfi-

guraciji. Za svako k > 2 i sve (w1, w2, . . . , wk),

1; w1, w2, . . . , wk →∗P 4; w1w−2 , ε, w3, . . . , wk.

Specijalno, za sve w ∈ Σ∗, P(w) ↓ i 1; w→∗P 4; w.

PRIMER 14. Slede}i program P, nad {a, b} sadr`i samo jednu instruk-
ciju :

1. R−1 ε 1
a 1
b 2

P se ne zaustavqa za svaki ulaz. Ako je na po~etku u registar R1 upisana

re~ koja ne sadr`i b, onda se ovaj program ne zaustavqa; na primer

P(aaa) ↑: 1; aaa→ 1; aa→ 1; a→ 1; ε→ 1; ε→ · · · Ako u R1 na po~etku

unesemo re~ koja sadr`i b, tj. re~ oblika wban, za neko w ∈ {a, b}∗ i
neko n > 0, onda 1; wban →∗P 2; w.

PRIMER 15. Nije te{ko sastaviti brojne programe, nad bilo kojim

alfabetom Σ, koji se ne}e zaustavqati ni za kakve ulaze. Navodimo dva
takva programa za Σ = {a, b}:
P1 1. R−1 ε 1 P2 1. R+a

1 1
a 1
b 1

Pogodno je RM-programe prikazivati posebnom vrstom (ko-

na~nihorijentisanih) grafova sastavqenihoddelova, prikazanih

na slici desno, koji odgovaraju instrukcijama RM-programa. Re-

dosled kojim instrukcije treba izvr{avati odre|ujemo: (1) iz-

borom jedne ulazne strelice, koja dolazi iz �spoqa{wosti� i

pokazuje samo na jedan ~vor, i (2) usmeravawem strelica koje

izlaze iz ~vorova, pri ~emu svaka strelica mo`e biti upu}ena

na bilo koji ~vor grafa ukqu~uju}i i ~vor iz koga polazi, a

mo`e ostati i �slobodna�, tj. nepovezana ni sa jednim ~vorom �

ovakvu strelicu nazivamo izlaznom strelicom. Izlazne strelice

zapravo ukazuju na zaustavqawe izvr{avawa programa.

PRIMER 16. Grafi~ki prikaz RM-programa P iz primera 13:

1. R−2 ε 4 2. R+0
1 1 3. R+1

1 1
0 2
1 3

dat je na slici desno.
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PRIMER 17. Navodimo nekoliko RM-programa, nad proizvoqnim al-

fabetom Σ = {s1, . . . , sm}, koje }emo u nastavku koristiti prilikom

sastavqawa nekih slo`enijih RM-programa.

Program Ri := ε bri{e sadr`aj registra Ri.

1. R−i ε 2
s1 1
...

sm 1

Program Rj := RjRi (prikazan desno) na sadr`aj registra Rj dopisuje

(zdesna) sadr`aj registra Ri, uz pomo} registra Rk u kome je prazna re~

i na po~etku i na kraju. Nakon izvr{avawa ovog programa, sadr`aj re-

gistra Ri ostaje isti kao {to je bio na po~etku. Eksplicitno navodimo

naredbe ovog programa za alfabet {a, b}:
1.R−i ε 4 2.R+a

k | 1 3.R+a
k | 1 4.R−k ε 9

a 2 a 5
b 3 a 7

5.R+a
i | 6 6.R+a

j | 4 7.R+b
i | 8 8.R+b

j | 4

Program Rj := Ri (prikazan desno) sadr`aj registra Ri kopira u

Rj uz pomo}registraRk u kome je praznare~inapo~etku kopirawa

i nakon kopirawa; posle kopirawa, sadr`aj registra Ri ostaje

isti kao {to je bio na po~etku. Nije te{ko uo~iti da je program

Rj := Ri zapravo dobijen nadovezivawem prethodna dva programa,

Rj := ε i Rj := RjRi. Naravno, nadovezivawe dva (ili vi{e) pro-

grama ne zna~i prosto spajawe tih programa, ve} podrazumeva

odgovaraju}e izmene instrukcija. Preciznije, neophodno je u

instrukcijama izmeniti parametre prelaza. Op{ti postupak

nadovezivawa programa opisa}emo u nastavku.

Da bismo pojednostavili teorijska razmatrawa o RM-progra-

mima, uglavnom }emo posmatrati one programe koji su u tzv. stan-

dardnoj formi. Program P = I1, . . . , In je u standardnoj formi

ukoliko za svaki parametar prelaza ` koji se pojavquje u nekoj

instrukciji Ii, 1 6 i 6 n, va`i 1 6 ` 6 n + 1. Drugim re~ima,

izvr{avawe programa P se zaustavqa samo kada je u broja~u upi-

san broj n + 1.
DvaRM-programa su ekvivalentna ako za sve ulaze (w1, . . . , wk),

k > 1, generi{u ista izra~unavawa. Svaki RM-program se jed-

nostavno mo`e preraditi u ekvivalentan RM-program koji je u

standardnoj formi. Umesto strogog dokaza, navodimo samo pos-

tupak standardizacije proizvoqnog programa P = I1, . . . , In. U

svakoj instrukciji Ii koja sadr`iparametar prelaza ` razli~it od

1, . . . , n, taj parametar ` zamewujemo brojem n + 1, a ako instruk-
cija Ii ne sadr`i takav parametar, onda Ii ostaje ne izmewena.
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Novi program P′ dobijen iz P nakon ovakvih izmena, jeste u stan-

dardnoj formi i o~igledno je ekvivalentan polaznom programu.

Ako su P1 i P2 dva RM-programa u standardnoj formi:

P1 : 1. I1 · · · n1. In1 ; P2 : 1. J1 · · · n2. Jn2 ,

onda nadovezivawem P2 na P1 dobijamo program

P1P2 : 1. I1 · · · n1. In1 n1 + 1. J′1 · · · n2 + n1. J′n2
,

pri ~emu je svaka instrukcija J′i dobijena iz Ji tako {to se parame-

tri prelaza uve}avaju za n1. Programe P1 i P2 nazivamo potpro-

gramima programa P1P2. Analogno defini{emo nadovezivawe

tri i vi{e programa. Na primer, P1P2P3 je program dobijen

nadovezivawem programa P3 na P1P2.

RM-programi za unarni ulazni alfabet. U nastavku odeqka,

posebnu pa`wu posve}ujemo RM-programima za unarni alfabet

Σ = {1}. Podse}amo da skup re~i unarnog alfabeta Σ = {1} na
prirodan na~in identifikujemo sa skupom prirodnih brojevaN,

tj. re~ 1n identifikujemo sa n, pa }emo zato umesto 1n u nastavku

pisati n. Instrukcije RM-programa se za alfabet {1} prili~no
pojednostavquju.

� Instrukcija R+
k | ` zna~i da se sadr`aju registra Rk dodaje

1 (tj. odre|uje se sledbenik teku}eg sadr`aja) i prelazi se na

izvr{avawe instrukcije ~iji je redni broj `.

� Instrukciju

R−k ε `0

1 `1

u nastavku kra}e zapisujemo R−k | `0, `1. Ova instrukcija zna~i:

ako je sadr`aj registra Rk jednak
61 0 prelazi se na izvr{avawe 61 Podse}amo da 0 ozna~ava 10, tj. praznu

re~.instrukcije ~iji je redni broj `0, a ako je sadr`aj registra Rk

razli~it od 0 umawuje se za 1 (odre|uje se prethodnik) i prelazi
se na izvr{avawe instrukcije ~iji je redni broj `1.

Za alfabet {1}, konfiguracije su zapravo nizovi prirodnih

brojeva ~iji su svi ~lanovi po~ev od nekog jednaki nuli. Ako

Conf ozna~ava skup svih konfiguracija trake za alfabet {1},
svaki RM-program P odre|uje funkciju NEXTP : Conf→ Conf:
NEXTP(i; r1, . . . , rk, . . . , rd, 0 · · · )

=


(`; r1, . . . , rk + 1, . . . , rd, 0 · · · ), i-ta instrukcija programa P je R+

k | `,
(`0; r1, . . . , rk, . . . , rd, 0 · · · ), i-ta instrukcija programa P je R−k | `0, `1 i rk = 0,
(`1; r1, . . . , rk − 1, . . . , rd, 0 · · · ), i-ta instrukcija programa P je R−k | `0, `1 i rk 6= 0,
(i; r1, . . . , rk, . . . , rd, 0 · · · ), i-ta instrukcija programa P ne postoji.
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NAPOMENA. Ako registre zamislimo kao kutije, pri

~emu u svaku kutiju mo`e da stane proizvoqno (ali

kona~no) mnogo kuglica, sastavqawe RM-programa

nad unarnim ulaznim alfabetommo`emo shvatiti kao

pisawe programa za ma{inu koja mo`e da ubaci jednu

kuglicu u bilo kutiju i pre|e na odgovaraju}u in-

strukciju (tj. mo`e da izvr{i R+1
k | `) ili da utvrdi

da li je kutija neprazna i ako jeste iz we da izvadi

jednu kuglicu i pre|e na odgovaraju}u instrukciju, a

ako je prazna pre|e na neku drugu (tj. mo`e da izvr{i

R−k | `0, `1).

PRIMER 18. Bijekciju |·, ·| : N×N
1−1−→na N+, |x1, x2| = 2x1(2x2 + 1) hd(n) = prvi ~lan niza ~iji je kôd n

tl(n) = kôd repa niza ~iji je kôd nkoristili smo za kodirawe kona~nih nizova prirodnih brojeva (str.

10). Neka su hd, tl : N → N funkcije koje odre|uju inverznu funkciju

ove bijekcije: za n ∈ N+, |hd(n), tl(n)| = n, uz dogovor da je hd(0) =
tl(0) = 0.

Sastavi}emo dva RM-programa koji se odnose na ove funkcije. Prvi

od wih je program (Ri,Rj) := (0, |Ri,Rj|) koji izra~unava |ri, rj|, gde su
ri i rj po~etni sadr`aji redom registara Ri i Rj, pri ~emu se koristi

pomo}ni registar Rk ~iji je sadr`aj inicijalno jednak 0, i takav }e

biti i na kraju izra~unavawa kada }e sadr`aji registara Ri i Rj redom

biti jednaki 0 i |ri, rj|. Ovaj program je prikazan na narednoj slici.

Drugi program ozna~avamo (Ri,Rj) := (hd(Rj), tl(Rj)). Pretpostav-

qaju}u da je jasno {ta ovaj program treba da radi, navodimo samo wegov

grafi~ki prikaz.

PRIMER 19. Pokaza}emodaprilikomsastavqawaRM-programamo`emo

koristiti i tzv. naredbe uslovnog prelaska oblika

(∗) if Ri = 0? then P1 else P2,
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gde su P1 i P2 neki RM-programi. Programom (∗) se najpre ispituje da
li je sadr`aj ri registra Ri jednak nuli ili nije; u potvrdnom slu~aju,

ri = 0, izvr{ava se program P2 i program (∗) se zaustavqa ako se

P2 zaustavi, a u odre~nom slu~aju, ri 6= 0, izvr{ava se program P1 i

program (∗) se zaustavqa ako se P1 zaustavi.

Ako je P1 = I1, . . . , In+1 i P2 = J1, . . . , Jn+1, onda je (∗) slede}i

program:

1. R−i | n1 + 3, 2
2. R+

i | 3
3. I′1
...

n1 + 2. I′n1

n1 + 3. J′1
...

n1 + n2 + 3. J′n2

I′i je naredba dobijena iz Ii tako {to je

svaki parametar prelaza ` promewen na

slede}i na~in: ako je 1 6 ` 6 n1, onda

je ` zameweno sa `+ 2, ako je ` > n1, onda

je ` zameweno sa n1 + n2 + 4. Analogno, J′i
je naredba dobijena iz Ji tako {to je svaki

parametar prelaza ` promewen na slede}i

na~in: ako je 1 6 ` 6 n2, onda je ` zame-

weno sa `+ n1 + 2, ako je ` > n2, onda je `

zameweno sa n1 + n2 + 4.

Na slici ispod dat je prikaz sli~nog programa

if Ri > k? then P1 else P2,

gde je k neki fiksirani prirodni broj.

RM-programi su posebno pogodni za izra~unavawe funkcija

sa vi{e argumenata. Ako se izvr{avawe programa P za ulaz

(w1, . . . , wk) zaustavqa, tj. P(w1, . . . , wk) ↓, po dogovoru, pod re-
zultatom izra~unavawa podrazumevamo re~ v koja je sadr`aj prvog
registraR1 u zavr{noj konfiguraciji; pi{emoP(w1, . . . , wk) ↓ v.

Definicija 3. Funkcija f : Σ∗k → Σ∗ je RM-izra~unqiva, ako

postoji RM-program P takav da za sve w1, . . . , wk ∈ Σ∗ va`i

P(w1, . . . , wk) ↓ f (w1, . . . , wk).

PRIMER 20. Program prikazan na slici desno potvr|uje da je, za

Σ = {a, b}, funkcija f : Σ∗ × Σ∗ → Σ∗, data sa f (w1, w2) = w|w2|
1 jedna

RM-izra~unqiva funkcija. Isti~emo da su RM-programi iz primera

17 kori{}eni kao potprogrami.

Identifikuju}i N sa {1}∗, i prirodan broj n sa 1n, prema

prethodnoj definiciji, funkcija f : Nk → N jeRM-izra~unqiva,
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ako postoji RM-program P takav da za sve n1, . . . , nk ∈ N va`i

P(n1, . . . , nk) ↓ f (n1, . . . , nk). U nastavku }emo RM-programe

koristiti pre svega za izra~unavawe vrednosti funkcija nad

prirodnimbrojevima, pa zato samo u ovomkontekstu preciziramo

pojam RM-odlu~ivosti.

Definicija 4. Skup A ⊆ Nk jeRM-odlu~iv ako jeRM-izra~unqiva

wegova karakteristi~na funkcija χA : Nk → {0, 1},

χA(n1, . . . , nk) =

{
1, (n1, . . . , nk) ∈ A,
0, (n1, . . . , nk) 6∈ A.

PRIMER 21. Mno`ewe · : N×N → N je RM-izra~unqiva funkcija.

RM-program koji izra~unava proizvod brojeva, mo`emo dobiti pri-

lago|avawem programa iz primera 20 za alfabet {1}.

ZADACI

10. Dokazati da je RM-izra~unqiva funkcija f : N→ N data sa:

a) f (x) = 2 · x; b) f (x) = x2;

v) f (x) =

{
2, x = 3,
1, x 6= 3;

g) f (x) =

{
2, x = 3 ili x = 5,
1, ina~e;

11. Dokazati da je RM-izra~unqiva funkcija f : N2 → N data sa:

a) f (x, y) = min(x, y) =

{
x, x 6 y,
y, x > y;

b) f (x, y) = x ·2 y = rm(2, xy).

12. Dokazati da su RM-odlu~ive binarne relacije jednakost (=), ured-

jewe (6) i deqivost (|) skupa N.

13. Sastaviti RM-program if Ri = Rj? then P1 else P2.
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ODNOS TJURINGOVIH MA[INA I REGISTAR MA[INA

Svaki RM-program mo`e se simulirati Tjuringovom ma{inom.

Neka je P = (I1, . . . , In) proizvoqan RM-program nad alfa-

betom Σ = {s1, . . . , sm}. Pretpostavimo da je P u standardnoj

formi. Konstruisa}emo Tjuringovu ma{inu T, sa ulaznim alfa-

betom Σ, alfabetom trake Γ = Σ ∪ {1,t} (pri ~emu 1,t 6∈ Σ),
po~etnim stawem q0 i jednim zavr{nim stawem qstop takvu da za

sve k > 0 i sve re~i w1, . . . , wk ∈ Σ∗, va`e slede}i uslovi:

(1) ako P(w1, . . . , wk) ↑, onda T(w1, . . . , wk) ↑,

(2) ako P(w1, . . . , wk) ↓, onda T(w1, . . . , wk) ↓; {tavi{e ako

1; w1, . . . , wk →∗P n + 1; v1, . . . , vd, gde je d = max{k, ‖P‖},

onda q0w1 t w2 t · · · t wk →∗T qstopv1 t · · · t vd.

Intuitivno je jasno da se za svaki RM-program mo`e konstru-

isati Tjuringova ma{ina T koja zadovoqava uslove (1) i (2). U

nastavku navodimo detaqe pomenute konstrukcije. Ina~e, sama

konstrukcija ne}e biti od velikog zna~aja u ostalim poglavqima,

tako da nema potrebe da se trajno pamti i zato je navodimo sit-

nijim slovima.

Konstrukcija ma{ine T. Prvi zadatak ma{ine T je da po~etnu kon-

figuraciju q0w1 tw2 t · · · twk preradi u qstart1tw1 tw2 t · · · twk, a

zatim simulira instrukciju I1. Naravno,T treba da sadr`i podma{ine

Ti za simulaciju svake od instrukcija Ii, 1 6 i 6 n. Kada T dostigne

konfiguraciju oblika qstart1i t u1 t u2 t · · · t ud,1 6 i 6 n, treba da
�prebroji� jedinice broja~a 1i i prethodnu konfiguraciju preradi u

Bi t u1 t . . .t ud. Stawe Bi je po~etno stawe podma{ine Ti koja obavqa

slede}i zadatak Bi t u1 t . . . t ud →∗Ti
qstart1j t u′1 t · · · t u′d, pri ~emu

je NEXTP(i; u1, . . . , ud) = (j; u′1, . . . , u′d). Kada T dostigne konfigu-

raciju qstart1n+1 t v1 t v2 t · · · t vd prera|uje je u qstopv1 t v2 t · · · t vd.

Ma{ina T prikazana je na slede}oj slici.
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Preostaje jo{ da detaqnije opi{emo ma{ine Ti. Ove ma{ine obav-

qaju simulaciju instrukcije Ii u dve faze:

(1) najpre izvr{ava akciju naodgovaraju}emregistruonakokakonala`e

Ii i vra}a glavu na levi kraj pamte}i stawemkakva izmena je izvr{ena;

� ako je i.R+s
k | ` ova faza se zavr{ava konfiguracijom

B+
i t u1 t . . . t ukst . . . t ud;

� ako je69 i.R−sk | ε `0, s1 `1, . . . , sm `m u slu~aju uk 6= ε ova faza se 69 i.R−sk | ε `0, s1 `1, . . . , sm `m je jednos-

tavniji zapis instrukcije

i. R−k ε `0
s1 `1
.
.
.

sm `m

zavr{ava konfiguracijom

B−si t u1 t . . . t u−k t . . . t ud,

pri ~emu su s ∈ Σ i u−k ∈ Σ∗ takvi da je u−k s = uk, a u slu~aju

uk = ε ova faza se zavr{ava konfiguracijom

B−i t u1 t . . . t ud,

bez izmena �registara�;

(2) zatim (zdesna nalevo) upisuje odgovaraju}i broja~:

� ako je i. R+s
k | `, onda

B+
i tu1t . . .tukst . . .tud prera|uje u qstart1` tu1t . . .tukst . . .tud;

� ako je i.R−sk | ε `0, s1 `1, . . . , sm `m, onda

B−st
i tu1t . . .tu−k t . . .tud prera|uje u qstart1`t tu1t . . .tu−k t . . .tud,

B−i t u1 t . . . t ud prera|uje u qstart1`0 t u1 t . . . t ud.

Faza (2) je jednostavnija. Upisivawe ` jedinica (zdesna nalevo)

obavqa ma{ina π` prikazana na narednoj slici.

Naredbe koje }e obavqati fazu (1), tj. mewaju sadr`aj odgovaraju}eg

�registra�, sastavqamo nadovezivawem nekih jednostavnih Tjuringovih

ma{ina. Najjednostavnije me|u wima su 70: 70 τs, za s ∈ Σ, sadr`aj }elije koju skenira
mewa u s i zaustavqa se u stawu e1; ρ
pomera glavu za jedno mesto udesno i zaus-

tavqa se u stawu e1; λ pomera glavu za

jedno mesto ulevo i zaustavqa se u stawu

e1; ρ∗ (odn. λ∗) pomera glavu na prvi

blanko simbol zdesna (odn. sleva) u

odnosu na }eliju koju na po~etku skenira,

ne ra~unaju}i tu }eliju, i zaustavqa se u

stawu e1

τs: e0s
′sPe1, s

′ ∈ Γ
ρ: e0ssRe1, s ∈ Γ λ: e0ssLe1, s ∈ Γ
ρ∗: e0 t tRe, e0ssRe, essRe, et tPe1, s ∈ Γ
λ∗: e0 t tLe, e0ssLe, essLe, et tPe1, s ∈ Γ

Primetimo da ρ∗k (odn. λ∗k) pomera glavu na k-ti po redu blanko

simbol zdesna (odn. sleva) u odnosu na }eliju koju na po~etku skenira i

zaustavqa se. Program ρ∗0 (odn. λ∗0) je prazan program, tj. program bez

naredbi.

Instrukciju Ii simuliramo na slede}i na~in:
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� Ako je i. R+s
k → `, najpre iza re~iuk treba umetnutit, {toposti`emo

programom τk
+, pri ~emu τ+ sadr`i slede}e naredbe71: e0 t tRe, 71 Program τ+ konfiguracije oblika:

`

u t t si1 · · · sit t v

prera|uje u:

`

u t si1 · · · sit t t v

es t Les, es t sRe, e t tRe, e t tLestop. Na τk
+ se zatim nadovezuje

τsλ
∗k i zavr{ava se u stawu B+

i .

Ma{ina Ti koja simulira i. R+s
k → ` prikazana je na narednoj slici.

Svaka od prikazanih strelica zamewuje strelice ozna~ene s/s,P, s ∈ Γ.

� Ako je i.R−sk | ε `0, s1 `1, . . . , sm `m, nakon izvr{avawa programa ρ∗kλ,

glava ~ita posledwi simbol re~i uk ukoliko je uk 6= ε, odnosno t
ukoliko je uk = ε.

� Ako glava ~ita neki s ∈ Σ, onda treba ga obrisati (upisati t)
bez pomerawa glave i izvr{iti program τk

−, pri ~emu τ− sadr`i

slede}e naredbe72: e0 ttLe, estRes, es t sLe, ettLe, ettPestop. 72 Program τ− konfiguraciju oblika:

`

u t si1 · · · sit t t v

prera|uje u

`

u t t si1 · · · sit t v

Na τk
− se zatim nadovezuje ρ i zavr{ava se u stawu B−si .

� Ako glava ~ita t, onda treba izvr{iti naredbe programa λ∗k−1 i

zavr{iti u stawu B−i .

Ma{ina Ti koja simulira i.R−sk | ε `0, s1 `1, . . . , sm `m prikazana je na

narednoj slici.

Svaka Tjuringova ma{ina se mo`e simulirati RM-programom.

Pokaza}emo da se uz pogodno kodirawe, za svaku Tjuringovu

ma{inu T = (Q, q0, F, Σ,t, Γ, τ) mo`e napisati RM-program

nad unarnim alfabetom {1} koji simulira rad ma{ine T.

Neka su sva stawa ma{ine T ozna~ena q0,. . . , qk, qk+1, . . . , qn,

pri ~emu je q0 po~etno stawe, qk+1, . . . , qn su zavr{na stawa,

uz pretpostavku (bez gubqewa op{tosti) da po~etno stawe nije

i zavr{no. Pore|ajmo u niz i sve simbole trake s0, s1, . . . , sm,

pri ~emu je s0 blanko znak t. Svakom stawu i svakom simbolu

pridru`i}emo, kao kôd, broj u indeksu:73 [qi] = i i [si] = i. 73 Jednakost [qi ] = i ~itamo �kôd stawa qi
jednak je broju i�.
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Znacima R, P, L redom pridru`ujemo brojeve 0, 1, 2: [R] = 0,
[P] = 1, [L] = 2.

Prikazani graf mo`emo zami{qati

i kao prikaz mehanizma koji izvr{ava

Tjuringove programe. Programer bi

koristio ovaj mehanizam tako {to bi

pisao program (Q,S,D) := τ(Q,S), pre-
cizirako parametar k, a ulaze za svoj pro-
gram sop{tavao u obliku d0, 0, d· · · ee.
Mehanizam }e zavr{nu konfiguraciju

napisanogTjuringovog programa vratiti

u obliku dQ, d· · · e, d· · · ee, koji samo

treba dekodirati.

Svaku konfiguraciju ma{ine T, tj. re~ iz Γ∗QΓ+,

C : u` · · · u1qiv1 · · · vr, ` > 0, r > 0, uj, vk ∈ Γ,

kodiramo brojem [C] = di, d[u1], . . . , [u`]e, d[v1], . . . , [vr]ee. Pri

tome, podrazumeva}emo da sa leve i desne strane re~i koja opisuje

konfiguracijumo`ebiti upisanokona~nomnogoblanko znakova.

Ako je w neki kona~an niz re~i ulaznog alfabeta ma{ine T,

po~etnu konfiguraciju odre|enu ovim ulazom ozna~i}emo Cw.

Sastavi}emo RM-program takav da za sve k > 0 i sve re~i

w1, . . . , wk ∈ Σ∗, va`e slede}i uslovi:

(1) ako T(w1, . . . , wk) ↑, onda P([Cw]) ↑,

(2) akoT(w1, . . . , wk) ↓, ondaP([Cw]) ↓; {tavi{eukolikoCw →∗T
Cstop, onda je [Cstop] sadr`aj prvog registra u zavr{noj konfig-

uraciji izra~unavawa programa P za ulaz [Cw].

Program P prikazan je na slici desno. Zbog preglednosti, za

va`ne registre koristimo slede}e sugestivne oznake: C �oznaka za

registar R1 u kome se ~uvaju kôdovi konfiguracija izra~unavawa

ma{ine T za ulaz w; U � za kôd re~i levo od }elije koja se ~ita,

bez te }elije; V � za kôd re~i desno od }elije koja se ~ita, sa tom

}elijom; Q � za kôd teku}eg stawa; S � za kôd teku}eg simbola

(koji ~ita glava); D � za kôd �pomeraja� glave (vrednosti ovih

registara mogu biti [R] = 0, [P] = 1, [L] = 2); B � pomo}ni

registar.

Za svaku petorku qss′Dq′ programa τ, jasno je da se mo`e sastavi-

ti RM-program (Q, S,D) := τ(Q,S) koji obavqa slede}i zadatak:
ako su sadr`aji registara Q i S redom jednaki [q] i [s], onda u

registre Q, S, D redom upi{i [q′], [s′] i [D].

PRIMER 22. Neka je T = ({q0, q1, q2}, q0, {q2}, {t, 1},t, {1}, τ), gde

je τ odre|eno naredbama q0 t tLq2, q1 t 1Lq1, q01 t Rq1, q11 t Rq0,

Tjuringova ma{ina iz Primera 4. Ilustrova}emo rad RM-program

P, nad {1}, koji simulira T, tako {to }emo ga prikazati uporedo sa

odgovaraju}im izra~unavawem ma{ine T za ulaz 11. Pre toga, isti~emo
da je kodirawe ma{ine T obavqeno po �kqu~u�:(

q0 q1 q2 t 1 R P L

0 1 2 0 1 0 1 2

)

Kôdpo~etne konfiguracije ma{ineT za ulaz 11 je jednak d0, 0, d1, 1ee.
Zato prikazujemo izra~unavawe programa P za po~etnu konfiguraciju

u kojoj je sadr`aj registra C jednak d0, 0, d1, 1ee, a sadr`aj svakog drugog
registara je 0.
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q0`

· · · t 1 1 t · · ·
C := d0, 0, d[1], [1]ee

↓ q01t Rq1 V := tl(tl(C)) = d[1], [1]e
Nije Q > 1, pa je S := hd(V) = [1], V := tl(V) = d[1]e.
Kako je Q = 0, S = [1] i τ(q0, 1) = (t,R, q1)

nakon izvr{avawa (Q,S,D) := τ(Q,S) bi}e
Q = 1, S = [t] = 0, D = [R] = 0.
Iz D = 0 sledi U := |S,U| = d[t], [t]e i

q1̀

· · · t t 1 t · · ·
C := dQ,U,Ve = d1, d[t], [t]e, d[1]ee.

↓ q11t Rq0 V := tl(tl(C)) = d[1]e
Nije Q > 1, pa je S := hd(V) = [1], V := tl(V) = 0 = [t].
Kako je Q = 1, S = [1] i τ(q1, 1) = (t,R, q0)

nakon izvr{avawa (Q,S,D) := τ(Q,S) bi}e
Q = 0, S = [t] = 0, D = [R] = 0.
Iz D = 0 sledi U := |S,U| = d[t], [t], [t]e i

q0`

· · · t t t t · · ·
C : dQ,U,Ve = d1, d[t], [t], [t]e, [t]e.

↓ q0 t tLq2 V := tl(tl(C)) = d[t]e
Nije Q > 1, pa je S := hd(V) = [t], V := tl(V) = 0 = [t].
Kako je Q = 0, S = [t] i τ(q0,t) = (t, L, q2)

nakon izvr{avawa (Q,S,D) := τ(Q,S) bi}e
Q = 2, S = [t], D = [L] = 1.
Iz D = 1 sledi D := D− 1 = 0, V := |S,V| = d[t], [t]e i

q2`

· · · t t t t · · ·
C := dQ,U,Ve = d2, d[t], [t], [t]e, d[t], [t]ee.

STOP Kako jeste Q = 2 > 1, program P se zaustavqa.

Izdvajamo jednu o~iglednu posledicu prethodnih razmatrawa.

Posledica 1. Za svaku funkciju f : Σ∗k → Σ∗ va`i:

f je RM-izra~unqiva akko je TM-izra~unqiva.

^iwenica da se sve Tjuringove ma{ine, a samim tim i svi

RM-programi, mogu simulirati RM-programima nad unarnim

alfabetom omogu}ava nam da u teorijskim razmatrawima potpunu

pa`wu usmerimo na izra~unqivost funkcija nad skupom N, od-

nosno na odlu~ivost relacija nad N.
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PARCIJALNE RM-IZRA^UNQIVE FUNKCIJE

Osnovni ciq u nekoliko narednih odeqaka je da {to jasnije

sagledamo i razumemo {ta je sve mogu}e izra~unavati RM-pro-

gramima (nad unarnim alfabetom). Primetimo najpre da svaki

RM-program P za svako k > 1 odre|uje jedan podskup od Nk koji

sadr`i sve one k-torke prirodnih brojeva za koje se P zaustavqa: Naravno, postoje programi P takvi da je

W(k)
P = Nk , ali i oni da je W(k)

P 6= Nk;

{tavi{e postoje i takvi da je W(k)
P = ∅.W(k)

P = {(x1, . . . , xk) ∈ Nk | P(x1, . . . , xk) ↓}.

Prema ranijem dogovoru, ukoliko P(x1, . . . , xk) ↓, za rezultat

izra~unavawaprogramaP za ulaz~x = (x1, . . . , xk) uzimamo sadr`aj

registra R1 u zavr{noj konfiguraciji. Dakle, program P, za

svako k > 1 odre|uje jedinstvenu funkciju ϕ
(k)
P : W(k)

P → N,

ϕ
(k)
P (~x) = sadr`aju registra R1 u zavr{noj konfiguraciji

izra~unavawa programa P za ulaz ~x.

Kada posmatramo unarnu funkciju koju izra~unava neki program

P, umesto ϕ
(1)
P pisa}emo samo ϕP; drugim re~ima, ako ne navedemo

du`inu funkcije koju izra~unava P, podrazumeva}emo da je re~ o

unarnoj funkciji.

PRIMER 23. Program P: 1.R−2 | 3, 2 2.R−1 | 2, 1, za k > 2, izra~unava
parcijalnu funkciju (parcijalno oduzimawe)

ϕ
(k)
P (x1, x2, . . . , xk) =

{
x1 − x2, x1 > x2,
↑, x1 < x2.

Isti program izra~unava i totalnu (unarnu) funkciju ϕP(x) = x
(identi~ko preslikavawe).

Uzimaju}i u obzir vrstu funkcija koje odre|uju RM-programi,

pa`wu usmeravamo na tzv. parcijalne funkcije i na wih pro{i-

rujemo pojam RM-izra~unqivosti.

Funkciju ϕ : D → N, gde je D ⊆ Nk, nazivamo k-arnom
parcijalnom funkcijom78; kada je D = Nk ka`emo da je ϕ to- 78 1-arne funkcije nazivamo unarnim; 2-

arne binarnim, 3-arne ternarnim.
talna funkcija.79 Posebno, i prazan skup smatramo parcijalnom

79 Totalne funkcije su specijalni

slu~ajevi parcijalnih funkcija.funkcijom i nazivamo je prazna funkcija. Domen prazne funkcije

je prazan skup, i kako je ∅ ⊆Nk, za svako k > 1, praznu funkciju
mo`emo zami{qati kao funkciju bilo koje du`ine.

Ako je ϕ k-arna parcijalna funkcija, wen domen ozna~avamo

dom(ϕ); dakle, dom(ϕ) ⊆ Nk. Umesto ~x ∈ dom(ϕ) pi{emo

ϕ(~x) ↓, a umesto ~x 6∈ dom(ϕ) pi{emo ϕ(~x) ↑. Skup vrednosti

funkcije ϕ ozna~avamo ran(ϕ); dakle, ran(ϕ) ⊆ N. Umesto ϕ(~x) ↓
∧ϕ(~x) = y kra}e pi{emo ϕ(~x) ↓ y
Ako su ϕ i ψ dve parcijalne funkcije iste du`ine k, za proiz-

voqno ~x ∈ Nk, formula ϕ(~x) ' ψ(~x) zna~i:
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� ili obe vrednosti ϕ(~x) i ψ(~x) nisu definisane (tj. ϕ(~x) ↑ i
ψ(~x) ↑)

� ili su obe vrednosti ϕ(~x) i ψ(~x) definisane i jednake (tj.

ϕ(~x) ↓, ψ(~x) ↓ i ϕ(~x) = ψ(~x)).

Jednake mogu biti samo dve parcijalne funkcije iste du`ine80: 80 Funkcije ϕ i ψ su jednake ako imaju

isti domen i jednake vrednosti za sve ar-

gumente (iz zajedni~kog) domena.
ϕ = ψ

def⇔ ∀~x (ϕ(~x) ' ψ(~x)).

Definicija 5. Parcijalna k-arna funkcija ϕ je RM-izra~unqiva

ako postoji RM-program P takav da za sve ~x ∈ Nk va`i ϕ(~x) '
ϕ
(k)
P (~x), odnosno:

� ako ~x ∈ dom(ϕ), onda se izvr{avawe programa P za ulaz ~x
zaustavqa i sadr`aj registra R1 u zavr{noj konfiguraciji je

ϕ(~x);

� ako ~x 6∈ dom(ϕ), onda se izvr{avawe programa P za ulaz ~x ne

zaustavqa.

Lema 1. Osnovne funkcije:

� Nula-funkcija 0 : N→ N, 0(x) = 0,

� Sledbenik s : N→ N, s(x) = x + 1,

� Projekcije Πk
i : Nk → N, Πk

i (x1, . . . , xk) = xi (1 6 i 6 k),

jesu RM-izra~unqive.

DOKAZ. Nula-funkcija 0 : N → N, 0(x) = 0, jeste RM-izra~un-

qiva; izra~unava je program R1 := ε (videti primer 17).

Sledbenik s : N → N, s(x) = x + 1, jeste RM-izra~unqiva;

izra~unava je program: 1. R+
1 | 2.

Projekcije Πk
i : Nk → N, Πk

i (x1, . . . , xk) = xi (1 6 i 6 k) jesu
RM-izra~unqive. Ako je i > 1, funkciju Πk

i izra~unava program

R1 := Ri (videti primer 17). Ako je i = 1, funkcijuΠk
1 izra~unava

(na primer) program: 1. R+
1 | 2 2. R−1 | 3, 3.

Najza~ajniju ulogu u karakterizaciji skupa svih RM-izra~un-

qivihfunkcija imaju op{tiprincipi definisawafunkcija koje

izdvajamo u nastavku, a za koje je zatvoren pomenuti skupfunkcija.

Supstitucija

Prvi princip koji navodimo je supstitucija.81 Ako su g1, . . . , 81 Uop{teno govore}i, supstitucija je po-

drazumevani princip koji primewujemo

prilikom najjednostavnije metode defin-

isawa funkcija � pomo}u izraza. Po-

laze}i od promenqivih i simbola kon-

stanti, izraze gradimo tako {to na ve}

izgra|ene t1, . . . , tk primewujemo neku k-
arnu funkciju F i gradimo novi izraz

F(t1, . . . , tk).

gm neke k-arne parcijalne funkcije i h neka m-arna parcijalna

funkcija, onda za k-arnu funkciju f definisanu sa:

(Sup) f (~x) ' h(g1(~x), . . . , gm(~x)), ~x ∈ Nk
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ka`emo da je dobijena supstitucijom funkcija g1, . . . , gm u h i

pi{emo f = Supk
m(h; g1, . . . , gm).

Pokaza}emo da je skup RM-izra~unqivih funkcija zatvoren

za supstituciju: ako su g1, . . . , gm neke k-arne RM-izra~unqive

funkcije, koje izra~unavaju redom programi G1, . . . , Gm, i h je

nekam-arnaRM-izra~unqivafunkcija, koju izra~unava program

H, onda se mo`e sastaviti program F koji za ulaz ~x ∈ Nk ra~una

h(g1(~x), . . . , gm(~x)) sprovode}i slede}i neformalno opisan pos-
tupak:

� ra~una g1(~x), koriste}i programG1; akoG1(~x) ↓, pamti rezul-
tat y1 := g1(~x) i prelazi na naredni korak;

...

� ra~una gm(~x), koriste}i program Gm; ako Gm(~x) ↓, pamti
rezultat ym := gm(~x) i prelazi na naredni korak;

� ra~una h(y1, . . . , ym), koriste}iprogramH; akoH(y1, . . . , ym) ↓,
zaustavqa se i vra}a rezultat y := h(y1, . . . , ym).

Primetimo da je mogu}e da se navedeni postupak nikada ne

zavr{ava ukoliko se �zaglavimo� zbog nezaustavqawa nekog od

programa G1, . . . , Gm i H za odgovaraju}e ulaze.

Teorema 3. Ako su RM-izra~unqive k-arne funkcije g1, . . . , gm i

m-arna funkcija h, onda je takva i funkcija Supk
m(h; g1, . . . , gm).

DOKAZ. Neka suG1, . . . ,Gm iHredomprogramikojiizra~unavaju

k-arne funkcije g1, . . . , gm i m-arnu funkciju h. Neka je

d = max{k, m, ||G1||, . . . , ||Gm||, ||H||}+ 1.

Niz registara R1, . . . , Rd naziva}emo radnom memorijom. Regi-

stre Rd+1, . . . , Rd+k, Rd+k+1, . . . , Rd+k+m, Rd+k+m+1 redom }emo

kra}e ozna~iti X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Ym, C, pri ~emu je C registar

koji koristimo za kopirawe (pa ga zato ne navodimo ekslicitno

u narednom programu).

Program F za k-arnu funkciju Supk
m(h; g1, . . . , gm) dobijamo

nadovezivawem slede}ih programa: (X1, . . . , Xk) := (R1, . . . , Rk) ozna~ava

program koji sadr`aje registara R1, . . . ,

Rk redom kopira u X1, . . . , Xk .
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(X1, . . . , Xk) := (R1, . . . , Rk)

G1

Y1 := R1

(R1, . . . , Rd) := (X1, . . . , Xk, 0, . . . , 0)

G2

Y2 := R1

(R1, . . . , Rd) := (X1, . . . , Xk, 0, . . . , 0)
...

Gm

Ym := R1

(R1, . . . , Rd) := (Y1, . . . , Ym, 0, . . . , 0)

H

Prethodna teoremanamomogu}ava daRM-izra~unqivostnekih

funkcija poka`emo bez pisawa odgovaraju}ih RM-programa.

PRIMER 24. Konstantne funkcije su RM-izra~unqive. Do ovog za-

kqu~ka dolazimo koriste}i RM-izra~unqivost nula-funkcije (Lema

1), prethodnu teoremu i princip matemati~ke indukcije.

1 : N→ N, 1(x) = 1 [1 = Sup1
1(s; 0)]

2 : N→ N, 2(x) = 2 [2 = Sup1
1(s; 1)]

Za svakom ∈ N, funkcijam : N→ N,m(x) = m jeRM-izra~unqiva.

Sli~no dobijamo da je za sve m ∈ N i k ∈ N+ funkcija mk : Nk → N,

mk(~x) = m tako|e RM-izra~unqiva. [mk = Supk
1(m; Πk

1)]

PRIMER 25. Preme{tawe i fiksirawe argumenata: ako je h : Nk → N

RM-izra~unqiva funkcija, takva }e biti i m-arna funkcija h′:

h′(x1, . . . , xm) ' h( −︸︷︷︸
(1)

, . . . , −︸︷︷︸
(k)

),

koju defini{emotako{tonamesta (1), . . . , (k) upisujemo, u proizvoqnom
poretku uz mogu}a ponavqawa, promenqive x1,. . . , xm ili konstante.

Na primer, ako je h : N3 → N neka RM-izra~unqiva, takve su i:

� h1 : N→ N, h1(x1)
def
= h(x1, 2, x1); h1 = Sup1

3(h; Π1
1, 2, Π1

1).

� h2 : N2 → N, h2(x1, x2)
def
= h(x2, x1, x1); h2 = Sup2

3(h; Π2
2, Π2

1, Π2
1);

� h3 : N3 → N, h3(x1, x2, x3)
def
= h(x2, x3, x1); h3 = Sup3

3(h; Π3
2, Π3

3, Π3
1);

� h4 : N4 → N, h4(x1, x2, x3, x4)
def
= h(x3, 5, x2); h4 = Sup4

3(h; Π4
3, 54, Π4

2).

� h5 : N5 → N, h5(x1, x2, x3, x4, x5)
def
= h(x4, 1, x1); h5 = Sup5

3(h; Π5
4, 15, Π5

1).
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Primitivna rekurzija

Ako je g neka k-arna parcijalna funkcija i h neka (k + 2)-arna
parcijalna funkcija, onda za (k + 1)-arnu funkciju f definisanu
sa:84 84 Nije te{ko uo~iti da (Rec) zaista

defini{e jedinstvenu funkciju f .

(Rec)

∣∣∣∣∣ f (~x, 0) ' g(~x),
f (~x, y + 1) ' h(~x, y, f (~x, y)),

ka`emo da je dobijena primitivnom rekurzijom funkcija g i h i

pi{emo f = Reck+1(g, h). Koriste}i programe G i H koji redom

izra~unavaju k-arnu funkciju g i (k+ 2)-arnu funkciju h, mo`e se
sastaviti program F koji za ulaz (~x, y) ∈ Nk+1 ra~una f (~x, y), gde
je f dato formulama (Rec). Program F obavqa slede}i zadatak

koriste}i promenqivu t, pri ~emu je inicijalno t := 0:

1. ra~una g(~x), koriste}i G, i ukoliko G(~x) ↓ pamti rezultat

z := g(~x);

2. ako je y = 0 zaustavqa se i vra}a rezultat z, a ako je y 6= 0,
smawuje y za 1 (y := y .− 1) i prelazi na naredni korak;

3. ra~una h(~x, t, z), koriste}i H; ako H(~x, t, z) ↓ pamti rezultat
z := h(~x, t, z), uve}ava t za 1 (t := t + 1) i prelazi na korak 2.

Teorema 4. Ako su RM-izra~unqive k-arna funkcija g i (k + 2)-
arna funkcija h, onda je takva i funkcija Reck+1(g, h).

DOKAZ. Ako programiG iH redom izra~unavaju k-arnufunkciju
g i (k + 2)-arnu funkciju h, neka je d = max{k + 2, ||G||, ||H||}.
Niz registara R1, . . . , Rd naziva}emo radnom memorijom. Regi-

stre Rd+1,. . . , Rd+k, Rd+k+1, Rd+k+2, Rd+k+3, Rd+k+4 redom }emo

kra}e ozna~iti X1, . . . , Xk, Y, T, Z, C, pri ~emu je C registar koji

koristimo za kopirawe. Program F za (k + 1)-arnu funkciju

Reck+1(g(k), h(k+2)) prikazan je ispod.

Koriste}i prethodnu teoremu mo`emo dokazati RM-izra~un-

qivost velikog broja funkcija, bez pisawa RM-programa.
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PRIMER 26. Sabirawe, mno`ewe i stepenovawe definisali smo u pr-

vom poglavqu na slede}i na~in:

(S)

∣∣∣∣∣ +(x, 0) = x,
+(x, s(y)) = s(+(x, y));

(M)

∣∣∣∣∣ ·(x, 0) = 0,
·(x, s(y)) = +(·(x, y), x);

(E)

∣∣∣∣∣ exp(x, 0) = 1,
exp(x, s(y)) = ·(exp(x, y), x).

Svaki par jednakosti (S), (M) i (E) nije te{ko �uklopiti� u {emu

primitivne rekurzije (koja defini{e binarne funkcije)86, tj. u svakom 86 f = Rec2(g, h) :∣∣∣∣ f (x, 0) = g(x),
f (x, s(y)) = h(x, y, f (x, y)),

od slu~ajeva prona}i funkcije na koje je primewen operator Rec2. Za

sabirawe, re~ je o funkcijama Π1
1 (identi~ko preslikavawe) i s ◦Π3

3 =

Sup3
1(s; Π3

3) (sledbenik tre}e koordinate):

+ = Rec2(Π1
1; Sup3

1(s; Π3
3))

∣∣∣∣∣ +(x, 0) = Π1
1(x),

+(x, s(y)) = s ◦Π3
3 (x, y,+(x, y));

Mno`ewe je dobijenoprimenomoperatoraRec2 na unarnunula-funkciju

0 i funkciju du`ine tri koja je definisana kao zbir tre}e i prve koor-

dinate, tj. kao Sup3
1(+; Π3

3, Π3
1). Dakle, · = Rec2(0, Sup3

1(+; Π3
3, Π3

1)).

Sli~no dolazimo i do jednakosti exp = Rec2(1, Sup3
2(·; Π3

3, Π3
1)).

Koriste}i zakone asocijativnosti sabirawa i mno`ewa, matemati-

~kom indukcijom se mo`e dokazati da su za bilo koje k > 3, RM-izra-

~unqive slede}e k-arne funkcije:87 87 Na primer, za k = 3, zbog asocija-

tivnosti, izraz x1 + x2 + x3 mo`emo sma-

trati kra}im zapisom za (x1 + x2) + x3,

pa funkciju (x1, x2, x3) 7→ (x1 + x2) + x3
opisujemo na slede}i na~in:

Sup3
2(+; Sup3

2(+; Π3
1, Π3

2), Π3
3). Dokaz

da su za svako k > 3 odgovaraju}e

funkcije RM-izra~unqive sprovodi se

matemati~kom indukcijom.

(x1, . . . , xk) 7→ x1 + · · ·+ xk =
k

∑
i=1

xi i (x1, . . . , xk) 7→ x1 · . . . · xk =
k

∏
i=1

xi.

Zbog zatvorenosti za supstituciju, ako su k-arne funkcije g1, . . . , gm

RM-izra~unqive, takve su i funkcije:

(x1, . . . , xk) 7→
m

∑
i=1

gi(~x) i (x1, . . . , xk) 7→
m

∏
i=1

gi(~x).

PRIMER 27. Ograni~eni zbir i proizvod: Ako je f : Nk+1 → N bilo

koja RM-izra~unqiva funkcija, tada su funkcije Z, P : Nk+1 → N

definisane jednakostima:∣∣∣∣∣ Z(~x, 0) = 0,
Z(~x, y + 1) ' Z(~x, y) + f (~x, y),

i

∣∣∣∣∣ P(~x, 0) = 1,
P(~x, y + 1) ' P(~x, y) · f (~x, y).

tako|e RM-izra~unqive88. 88 Z = Rec(0k ; hz), pri ~emu je hz dato sa

Supk+1
2 (+; Πk+2

k+2, Supk+1
k+1( f ; Πk+2

1 , . . . , Πk+2
k+1));

P = Rec(1k ; hp), pri ~emu je hp dato sa:

Supk+1
2 (·; Πk+2

k+2, Supk+1
k+1( f ; Πk+2

1 , . . . , Πk+2
k+1)).

UmestoZ(~x, y)iP(~x, y) redompi{emo ∑
z<y

f (~x, z)i ∏
z<y

f (~x, z). Prime-

timo da je ∑
z<0

f (~x, z) = 0 i ∏
z<0

f (~x, z) = 1, za sve ~x ∈ Nk.

Ako su f , g : Nk+1 → N neke RM-izra~unqive, takve su i funkcije:

(~x, y) 7→ ∑
z<g(~x,y)

f (~x, z) i (~x, y) 7→ ∏
z<g(~x,y)

f (~x, z)
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Neograni~ena minimizacija

Uop{teno govore}i, neograni~ena minimizacija odgovara pos-

tupku potrage za re{ewem x jedna~ine oblika g(x1, . . . , xn, x) = 0,
gde su x1, . . . , xk parametri, a g je neka (k + 1)-arna RM-izra-

~unqiva funkcija. Neka je G RM-program koji izra~unava g.
Sastavimo program F koji, za zadate x1, . . . , xn, tra`i najmawe

re{ewe x jedna~ine g(x1, . . . , xn, x) = 0. Preciznije, F za ulaz

~x ∈ Nk sprovodi slede}i postupak:

1. ra~una g(~x, 0), koriste}i program G; ukoliko G(~x, 0) ↓ i

g(~x, 0) 6= 0, onda prelazi na naredni korak, a ako G(~x, 0) ↓
i g(~x, 0) = 0, zaustavqa se i vra}a izlaz 0;

2. ra~una g(~x, 1); ako G(~x, 1) ↓ i g(~x, 1) 6= 0, onda prelazi na

naredni korak, a ako G(~x, 1) ↓ i g(~x, 1) = 0, zaustavqa se i

vra}a izlaz 1;

3. ra~una g(~x, 2); ako G(~x, 2) ↓ i g(~x, 2) 6= 0, onda prelazi na

naredni korak, a ako G(~x, 2) ↓ i g(~x, 2) = 0, zaustavqa se i

vra}a izlaz 2;

...

Primetimo da je mogu}e da se navedeni postupak nikada ne zavr{i

i za to postoje dva razloga:

� �zaglavqivawe� u nekom koraku zbog nezaustavqawa programa

G;

� uspe{no se ra~unaju sve vrednosti funkcije g (redom, g(~x, 0),
g(~x, 1), g(~x, 2), . . . ), ali nikada se ne dobija vrednost 0 (jer je

g(~x, 0) 6= 0, g(~x, 1) 6= 0, g(~x, 2) 6= 0, . . . ).

Drugim re~ima,

F(~x) ↓ y akko G(~x, x) ↓ za svako x 6 y,

g(~x, x) 6= 0 za svako x < y i g(~x, y) = 0.

Neograni~enu minimizaciju uvodimo imaju}i na umu upravo

opisanipostupak. Ako je gneka (k+ 1)-arnaparcijalnafunkcija,
onda za k-arnu funkciju f takvu da je

f (~x) = µy(g(~x, y) = 0) =


y, y je najmawi prirodan broj

takav da je g(~x, y) = 0 i va`i
(∀z < y)(g(~x, z) ↓ ∧ g(~x, z) 6= 0)

↑, ina~e.

ka`emo da je dobijena (neograni~enom) minimizacijom funkcije

g, i pi{emo f = Mink(g).
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Teorema 5. Ako je RM-izra~unqiva (k+ 1)-arna funkcija g, onda
je takva i funkcija Mink(g).

DOKAZ. Ako je G RM-program koji izra~unava (k + 1)-arnu
funkciju g, neka je d = max{k + 1, ||G||}. Niz registara R1,

. . . , Rd naziva}emo radnom memorijom. Registre Rd+1,. . . , Rd+k,

Rd+k+1, Rd+k+2 redom }emo kra}e ozna~iti X1, . . . , Xk, Y, C, pri
~emu je C registar koji koristimo za kopirawe. Program F za

k-arnu funkciju Mink(g) prikazan je ispod.

PRIMER 28. Da je funkcija

f (x) =

{
0, x = 0,
↑, x > 0,

RM-izra~unqiva sledi iz ~iwenice da se mo`e opisati na slede}i

na~in: f (x) = µy(x + y = 0), tj. f = Min1(+).

PRIMER 29. Jednostavnom modifikacijom dokaza prethodne teoreme

mo`emo dokazati da je za bilo koju (k + 1)-arnu RM-izra~unqivu fun-

kciju g i bilo koju konstantu c ∈ N, funkcija

fc(~x) = µy(g(~x, y) = c) =


y, y je najmawi prirodan broj

takav da je g(~x, y) = c i va`i
(∀z < y)(g(~x, z) ↓ ∧ g(~x, z) 6= c)

↑, ina~e,

tako|e RM-izra~unqiva.

Isto mo`emo pokazati i oslawaju}i se na jednostavno proverqivu

~iwenicu da je RM-izra~unqiva funkcija χ 6= : N2 → N,

χ 6=(x, y) =

{
1, x 6= y,
0, x = y,

jer je tadaRM-izra~unqivai (k+ 1)-arnafunkcija (~x, y) 7→ χ 6=(g(~x, y), c).
Samim tim, RM-izra~unqiva je i funkcija fc, jer va`i

µy(χ 6=(g(~x, y), c) = 0) ' µy(g(~x, y) = c).

PRIMER 30. Funkcija x 7→ (µy(x + y = 3))2 je RM-izra~unqiva. Wen

domen je kona~an skup {0, 1, 2, 3}:

(µy(0+ y = 3))2 = 9, (µy(1+ y = 3))2 = 4, (µy(2+ y = 3))2 = 1, (µy(3+ y = 3))2 = 0,

dok za x > 3 nije definisana: ako je x > 3, onda (µy(x + y = 3))2 ↑ .
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Kombinatori i drvo izra~unavawa

Ako Fk, k > 1, ozna~ava skup svih k-arnih parcijalnih funkcija,
onda supstituciju, primitivnu rekurziju i neograni~enu mini-

mizaciju odre|uju slede}i operatori:

� Supk
m : Fm × Fk × · · · × Fk︸ ︷︷ ︸

m puta

→ Fk, m > 1;

� Reck+1 : Fk × Fk+2 → Fk+1;

� Mink : Fk+1 → Fk.

Polaze}i od osnovnih funkcija90: 90 Najjednostavniji izrazi jezika arit-

metike odre|uju osnovne funkcije.

� nula-funkcije 0 : N→ N, 0(x) = 0,

� sledbenika s : N→ N, s(x) = x + 1,

� projekcija Πk
i : Nk → N, Πk

i (x1, . . . , xk) = xi (1 6 i 6 k),

primenom navedenih operatora gradimo veoma bogatu klasu par-

cijalnih funkcija koja je u centru pa`we ovog poglavqa.

Definicija 6. Skup parcijalno rekurzivnih funkcija je najmawi

skup u smislu inkluzije koji sadr`i osnovne funkcije (nula-

funkciju, funkciju sledbenika i projekcije) i zatvoren je za sup-

stituciju, primitivnu rekurziju i neograni~enu minimizaciju.

Svefunkcije iz prethodnogodeqka~iju smoRM-izra~unqivost

dokazali primenom leme 1 i teorema 3, 4 i 5 (videti primere 24,

26, 28) jesu parcijalno rekurzivne.

Teorema 6. 91 Svaka parcijalno rekurzivna funkcija je RM-izra- 91 Unarednom odeqku pokaza}emo da va`i

i obrat teoreme: svaka RM-izra~unqiva

funkcija je parcijalno rekurzivna.
~unqiva.

Parcijalno rekurzivne funkcije opisujemo pomo}u izraza koje

nazivamo kombinatorima i koje formiramo (u skladu sa Defini-

cijom 6) koriste}i oznake za osnovne funkcije i oznake za opera-

tore supstitucije, primitivne rekurzije i neograni~ene minimi-

zacije (vode}i posebno ra~una o du`ini funkcija na koje se pri-

mewuju operatori). Kombinatore precizno uvodimo na slede}i

na~in, preciziraju}i du`inu (arnost) svakog od wih:

� 0, s, Π1
1 su unarni kombinatori, dok su za k > 1, Πk

i , 1 6 i 6 k
k-arni kombinatori;

� ako su g1, . . . , gm neki k-arni kombinatori i h neki m-arni

kombinator, onda je Supk
m(h; g1, . . . , gm) k-arni kombinator;

� ako je g neki k-arni kombinator i h neki k + 2-arni kombina-
tor, onda je Reck+1(g, h) jedan (k + 1)-arni kombinator;
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� ako je g neki (k + 1)-arni kombinator, onda je Mink(g) jedan
k-arni kombinator.

Jasno, svaka k-arna parcijalno rekurzivna funkcija mo`e se

opisati nekim kombinatorom i obrnuto, svaki kombinator odre-

|uje jednu parcijalno rekurzivnu funkciju odgovaraju}e du`ine.

Izostavqaju}i razne formalne detaqe koji se odnose na kombi-

natore, isti~emo samo najva`niju ~iwenicu: svaki kombinator

zapravo opisuje postupak izra~unavawa vrednosti funkcije koju

defini{e.92 Identifikuju}i kombinator sa funkcijom koju de- 92 Tragawe za kombinatorom neke zadate

funkcije mo`e se shvatiti kao nasto-

jawe da se opi{e postupak izra~unavawa

vrednosti te funkcije. Drugim re~ima,

kombinatore mo`emo posmatrati i kao

specifi~ne programe za izra~unavawe

vrednosti funkcija.

fini{e, potpuno je prirodanopis postupka izra~unavawa. Ako je

f neki k-arni kombinator i ~x ∈ Nk, onda uspe{no izra~unavawe

vrednosti f (~x) potvr|uje jednakost f (~x) = z, za neko z ∈ N:

� koja se neposredno dobija u slu~aju osnovnih kombinatora:

0(x) = 0, s(x) = x + 1, Πk
i (x1, . . . , xk) = xi,

� a u slu~aju slo`enijih kombinatora posledica je jednakosti u

kojima se pojavquju jednostavniji kombinatori (kombinatori

mawe slo`enosti):

� ako f = Supk
m(h; g1, . . . , gm), onda je jednakost f (~x) = z

posledica jednakosti

g1(~x) = z1, . . . , gm(~x) = zm, h(z1, . . . , zm) = z;

� ako f = Reck+1(g, h), onda je jednakost f (~x, 0) = z posle-

dica jednakosti g(~x) = z, dok je f (~x, y + 1) = z posledica

jednakosti f (~x, y) = z1 i h(~x, y, z1) = z;

� ako f = Mink(g), onda je jednakost f (~x) = z posledica

jednakosti g(~x, 0) = z0, g(~x, 1) = z1, . . . , g(~x, z .− 1) = zm,

g(~x, z) = 0, za neke z0, z1, . . . , zm razli~ite od nule.

Uspe{no izra~unavawe vrednosti f (~x) mo`e se prikazati i

u obliku tzv. drveta izra~unavawa ~iji su ~vorovi ozna~eni

odgovaraju}im jednakostima, pri ~emu je koren drveta jednakost

f (~x) = z, za neko z ∈ N, listovi drveta (~vorovi bez naslednika)
su oblika:

a unutra{wi ~vorovi drveta (~vorovi koji imaju naslednike) su

slede}ih oblika:
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Naravno, f (~x) ↓ akko postoji drvo izra~unavawa vrednosti

f (~x).

PRIMER 31. Da bismo odredili drvo izra~unavawa kombinatora

Rec2
(

0, Sup3
1

(
s, Π3

3

))
za argumente (ulaz) (3, 2), korisno je najpre formirati �skelet� drveta.

Na osnovu skeleta, jednostavno je izra~unati da je

Rec2
(

0, Sup3
1

(
s, Π3

3

))
(3, 2) = 2.

Odgovaraju}e drvo izra~unavawa je prikazano na slici ispod.
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PRIMITIVNO REKURZIVNE FUNKCIJE I RELACIJE

Polaze}i od osnovnih funkcija, primenom operatora supstitu-

cije iprimitivnerekurzije gradimodovoqnobogat skupfunkcija

za tzv. aritmetizaciju (tj. prevo|ewe na jezik aritmetike) brojnih

induktivnih definicija koje se koriste u matematici. Kasnije }emo pokazati da se svaka parci-

jalno rekurzivna funkcija mo`e defin-

isati primenom supstitucije i primi-

tivne rekurzije uz najvi{e jednu primenu

neograni~ene minimizacije.

Definicija 7. Skupprimitivno rekurzivnihfunkcija je najmawi

skup u smislu inkluzije koji sadr`i osnovne funkcije (nula-

funkciju, funkciju sledbenika i projekcije) i zatvoren je za sup-

stituciju i primitivnu rekurziju.

Izdvajamoo~igledne osobineprimitivnorekurzivnihfunkcija:

1. Svaka primitivno rekurzivna funkcija je totalna, jer su os-

novne funkcije totalne i primenom operatora supstitucije i

primitivne rekurzije na totalne funkcije dobijamo totalne

funkcije.

2. Svakaprimitivnorekurzivnafunkcija je parcijalnorekurzivna,

pa je time RM-, odn. TM-izra~unqiva.

U prethodnim odeqcima smo ve} naveli primere primitivno

rekurzivnih funkcija:94 94 Tvrdwe o primitivnoj rekurzivnosti

nekih va`nih funkcija ne}emo posebno

izdvajati (kao teoreme), ali }emo ih u

ovom odeqku ozna~avati skra}enicom pr.
(pr1) Za proizvoqne k > 1 i m ∈ N, konstantna k-arna funkcija

mk : Nk → N, mk(~x) = m jeste primitivno rekurzivna.

(pr2) Sabirawe, mno`ewe i stepenovawe jesu primitivno re-

kurzivne funkcije. Tako|e, ako su g1, . . . , gm : Nk → N primi-

tivno rekurzivne funkcije, onda su primitivno rekurzivne i

funkcije ~x 7→ ∑m
i=1 gi(~x) i ~x 7→ ∏m

i=1 gi(~x).

(pr3) Ako su f , g : Nk+1 → N primitivno rekurzivne funkcije,

onda su takve i (~x, y) 7→ ∑
z<g(~x,y)

f (~x, z)i (~x, y) 7→ ∏
z<g(~x,y)

f (~x, z).

Pre nego {to navedemo nove primere primitivno rekurzivnih

funkcija, dokaza}emo da su skupovi primitivno rekurzivnih i

parcijalno rekurzivnih funkcija zatvoreni za operator Rec1,

koji omogu}ava definisawe unarnih funkcija primitivnom re-

kurzijom.

Teorema 7. (1) Ako je g ∈ N proizvoqna konstanta i h : N2 → N

primitivno rekurzivna funkcija, onda je i funkcija f : N → N

data sa:

(?)

∣∣∣∣∣ f (0) = g,
f (s(x)) = h(x, f (x)),

tako|e primitivno rekurzivna.
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(2) Ako je g ∈ N proizvoqna konstanta i h binarna parcijalno
rekurzivna funkcija, onda je i unarna funkcija f data sa:∣∣∣∣∣ f (0) = g,

f (s(x)) ' h(x, f (x)),

tako|e parcijalno rekurzivna.

U oba slu~aja, prethodne teoreme, ka`emo da je funkcija f do-
bijena primitivnom rekurzijom konstante g i binarne funkcije h
i pi{emo f = Rec1(g, h).
DOKAZ. (1) Neka je G : N → N unarna konstantna funkcija,

G(x1) = g, a H : N3 → N funkcija data sa H(x1, x2, x3) =

h(x2, x3). Obe funkcije su primitivno rekurzivne, pa je takva i

funkcija F = Rec2(G, H):

F(x1, 0) = G(x1) = g,
F(x1, s(x2)) = H(x1, x2, F(x1, x2)) = h(x2, F(x1, x2)).

Nije te{ko dokazati da je f (x) = F(0, x), x ∈ N. Ova jednakost
sledi iz ~iwenice da uslovi (?) odre|uju jedinstvenu funkciju, a

da funkcija x 7→ F(0, x) zadovoqava te uslove:

F(0, 0) = G(0) = g,
F(0, s(x)) = H(0, x, F(0, x)) = h(x, F(0, x)).

Dakle, f je primitivno rekurzivna.
(2) Dokaz je potpuno analogan dokazu pod (1).

Primenomprethodne teoreme, pro{irujemo spisakprimitivno

rekurzivnih funkcija.

(pr4) Faktorijel je primitivo rekurzivna funkcija:95 95 ! = Rec1(1, Sup2
2(·; Π2

2, Sup2
1(s; Π2

1)))∣∣∣∣∣ 0! = 1,
(s(x))! = x! · s(x).

(pr5) Prethodnik je primitivno rekurzivna funkcija:96 96 pd = Rec1(0, Π2
1)

pd : N→ N pd(0) = 0,
pd(s(x)) = x.

Umesto pd(x) pisa}emo x .− 1.

(pr6) Monus je primitivno rekurzivna funkcija:97 97 .− = Rec2(Π1
1, Sup3

1(pd; Π3
3))

.− : N2 → N x .− 0 = x,
x .− s(y) = pd(x .− y).
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Definicija 8. Skup R ⊆ Nk (k-arna relacija skupa N) je primi-
tivno rekurzivan(-na) ako je takva odgovaraju}a karakteristi~na

funkcija χR : Nk → N,

χR(~x) =

{
1, ~x ∈ R,
0, ~x 6∈ R.

(pr7) SkupoviN+ i {0} jesu primitivno rekurzivni. Za wihove
karakteristi~ne funkcije χN+ i χ{0} uvodimo posebne oznake

i nazive: χN+ nazivamo funkcija znaka i ozna~avamo sg : N→
N, a χ{0} nazivamo funkcija obrnutog znaka i ozna~avamo sg :
N→ N. Jednostavno se pokazuje da su obefunkcije primitivno

rekurzivne: 98 98 sg = Rec1(0, 12)
sg = Rec1(1, 02)

sg(0) = 0, sg(0) = 1,
sg(s(x)) = 1; sg(s(x)) = 0.

(pr8) Ure|ewa 6 i > su primitivno rekurzivne relacije:99 99 6 i > posmatramo kao podskupove od

N2. Umesto χ6 pi{emo leq, a umesto χ>

pi{emo geq.
χ6(x, y) = sg(x .− y) i χ>(x, y) = sg(y .− x).

Stroga ure|ewa<i> su tako|e primitivnorekurzivne relacije:

χ<(x, y) = 1 .− χ>(x, y) i χ>(x, y) = 1 .− χ6(x, y).

(pr10) Jednakost i razli~itost su primitivno rekurzivne re-

lacije:100 χ=(x, y) = χ6(x, y) · χ>(x, y) i χ 6=(x, y) = 1 .− 100 Umesto χ= pi{emo eq.

χ=(x, y).

Lema 2. (1) Komplement primitivno rekurzivnog skupa je primi-

tivno rekurzivan skup: ako je R ⊆ Nk primitivno rekurzivan

skup, onda je primitivno rekurzivan i skup R{ = Nk \ R.
(2) Unija i presek primitivno rekurzivnih skupova (iste du-

`ine) jesu primitivno rekurzivni skupovi: ako su P, Q ⊆ Nk

primitivno rekurzivni skupovi, onda su primitivno rekurzivni

i skupovi P ∩Q i P ∪Q.

(3) [Ograni~ena kvantifikacija.]Ako je R ⊆ Nk+1 primitivno

rekurzivna relacija, onda su primitivno rekurzivne i relacije

U, E ⊆ Nk+1 date sa: (∀z 6 y)R(~x, z)
⇔ R(~x, 0) ∧ R(~x, 1) ∧ · · · ∧ R(~x, y);

(∃z 6 y)R(~x, z)
⇔ R(~x, 0) ∨ R(~x, 1) ∨ · · · ∨ R(~x, y)

U(~x, y) def⇔ (∀z 6 y)R(~x, z) i E(~x, y) def⇔ (∃z 6 y)R(~x, z).

DOKAZ. (1) χR{(~x) = 1 .− χR(~x)
(2) χP∩Q(~x) = χP(~x) · χQ(~x); P ∪Q = (P{ ∩Q{){

(3) χU(~x, y) = ∏
z6y

χR(~x, z); χE(~x, y) = sg

(
∑

z6y
χR(~x, z)

)

Lema 3. Ako su f1, . . . , fm : Nk → N primitivno rekurzivne

funkcije, i R1, . . . , Rm ⊆ Nk primitivno rekurzivne relacije,
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takve da je Ri ∩ Rj = ∅, i 6= j i ∪m
i=1Ri = Nk, onda je funkcija

f : Nk → N,

f (~x) =


f1(~x), ako je R1(~x),
...

fm(~x), ako je Rm(~x),

primitivno rekurzivna.

DOKAZ. f (~x) =
m
∑

i=1
( fi(~x) · χRi(~x))

Lema 4. [Ograni~ena minimizacija.] Ako je f : Nk+1 → N prim-

itivno rekurzivna funkcija, onda je i funkcija M : Nk+1 → N,

M(~x, y) = (µz < y)( f (~x, z) = 0) =


u, u < y, f (~x, u) = 0 i

(∀v < u) f (~x, v) 6= 0,
y, ina~e,

primitivno rekurzivna. Na primer,

M(~x, 3) = sg( f (~x, 0))+

+ sg( f (~x, 0))sg( f (~x, 1))+

+ sg( f (~x, 0))sg( f (~x, 1))sg( f (~x, 2))

DOKAZ. M(~x, y) = ∑
v<y

∏
u6v

sg( f (~x, u))

Posledica 2. Ako su f , g : Nk+1 → N primitivno rekurzivne

funkcije, onda je i (~x, y) 7→ (µz < g(~x, y))( f (~x, z) = 0) primi-
tivno rekurzivna funkcija.

Posledica 3. Ako je R ⊆ Nk+1 primitivno rekurzivna relacija,

onda je i funkcija

(~x, y) 7→ (µz < g(~x, y))R(~x, z) def
= (µz < g(~x, y))(χR{(~x, z) = 0)

primitivno rekurzivna.

(pr10) Koli~nik, uz dogovor da je
[y

0

]
= 0, jeste primitivno

rekurzivna funkcija:[y
x

]
= sg(x) · (µk 6 y)(y < (k + 1)x).

(pr11) Ostatak, uz dogovor da je rm(0, y) = y, jeste primitivno
rekurzivna funkcija: rm(x, y) = y .−

([y
x

]
· x
)
.

(pr12) Deqivost je primitivno rekurzivna relacija, jer va`i

χ|(x, y) = sg(rm(x, y)). Umesto χ| pi{emo div.

(pr13) Skup prostih brojeva P = {2, 3, 5, 7, 11, . . .} je primi-

tivno rekurzivan103:
103 χP(x) = eq

(
∑

k6x
div(k, x), 2

)
P(x) ⇔ x > 2∧ (∀y 6 x)(y | x ⇒ y = 1∨ y = x).
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(pr14) Niz prostih brojeva104 je primitivno rekurzivan, jer se 104 p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5, p3 = 7, p4 =
11, p5 = 13, p6 = 17, p7 = 19, . . .funkcija p : N→ N, neformalno definisana sa

p(x) = px = �(x + 1)-i prost broj�,

mo`e opisati na slede}i na~in:

p0 = 2,
px+1 = (µy 6 px! + 1)(P(y) ∧ y > px).

(pr15) Rastavqawenaproste ~inioce (videti stranu 9): Funkcija

(x, y) 7→ (y)x = (µk 6 y)(pk
x | y ∧ ¬(pk+1

x | y))

je primitivno rekurzivna. Primetimo da je105 (y)x izlo`ilac 105 Na primer, 1960 = 23 · 5 · 72, pa je

(1960)0 = 3, (1960)1 = 0, (1960)2 = 1,
(1960)3 = 2, (1960)x = 0 za x > 3.

prostog broja px u kanonskoj reprezentaciji broja y.

(pr16) Funkcija koju smo koristili za kodirawe parova prirod-

nih brojeva (strana 9), 〈·, ·〉 : N2 1−1−→na N,

〈x1, x2〉 = 2x1(2x2 + 1)− 1,

jeste primitivno rekurzivna. Inverzna funkcija 〈·, ·〉−1 odre-

|ena je primitivno rekurzivnimfunkcijama 〈·〉1, 〈·〉2 : N→ N,

〈x〉1 = (x + 1)0, 〈x〉2 =

[ x+1
2(x+1)0

− 1

2

]
, x ∈ N.

Svako kodirawe ure|enih parova prirodnih brojeva odre|uje

po jedno kodirawe svakog od skupova Nk, k > 2. Na primer,

kodirawe skupa N3 odre|uje primitivno rekurzivna funkcija

(x1, x2, x3) 7→ 〈x1, 〈x2, x3〉〉. Primitivnorekurzivne suidekodi-
raju}e funkcije x 7→ 〈x〉1, x 7→ 〈〈x〉1〉2, x 7→ 〈〈x〉2〉2. Analogno
va`i za svako fiksirano k > 3.

Teorema 8. [Teorema simultane rekurzije]Ako su g1, . . . , gm : Nk →
N i h1, . . . , hm : Nk+m+1 → N primitivno rekurzivne funkcije,

onda su jednakostima

(?)



f1(~x, 0) = g1(~x),
...

fm(~x, 0) = gm(~x),
f1(~x, y + 1) = h1(~x, y, f1(~x, y), . . . , fm(~x, y)),
...

fm(~x, y + 1) = hm(~x, y, f1(~x, y), . . . , fm(~x, y)),

na jedinstven na~in odre|ene funkcije f1, . . . , fm : Nk+1 → N koje

su primitivno rekurzivne.
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DOKAZ. Navodimo dokaz samo u slu~aju kada je m = 2.
Da sufunkcije f1 i f2 koje zadovoqavaju (?) jedinstvene dokazuje

se matemati~kom indukcijom.

Izaberimo neko kodirawe skupa N2 odre|eno primitivno re-

kurzivnim funkcijama 〈·, ·〉 : N2 1−1−→na N i 〈·〉i : N→ N, i = 1, 2.106 106 U op{tem slu~aju biramo kodirawe

skupa Nm odre|eno nekim primitivno

rekurzivnim funkcijama γ : Nm 1−1−→na N

i γi : N→ N, i = 1, . . . , m.

Doka`imo da postoje funkcije f1 i f2 koje zadovoqavaju (?).

Neka je g(~x) = 〈g1(~x), g2(~x)〉 i

h(~x, y, z) = 〈h1(~x, y, 〈z〉1, 〈z〉2), h2(~x, y, 〈z〉1, 〈z〉2〉.

Defini{imo funkciju f : Nk+1 → N primitivnom rekurzijom:

f (~x, 0) = g(~x),
f (~x, y + 1) = h(~x, y, f (~x, y)).

Nije te{ko dokazati da funkcije (~x, y) 7→ 〈 f (~x, y)〉i, i = 1, 2, za-
dovoqavaju jednakosti (?). Dakle, funkcije fi(~x, y) = 〈 f (~x, y)〉i,
i = 1, 2, jesu primitivno rekurzivne.

(pr17) Iteracija je operator koji defini{emo samo za unarne

funkcije. Ako je f : N→ N primitivno rekurzivna funkcija,

onda je i funkcija F : N2 → N data sa

F(x, 0) = x,
F(x, y + 1) = f (F(x, y)),

primitivno rekurzivna. Ka`emo da je funkcija F definisana

iteracijom funkcije f .107 107 Umesto F(x, y) pi{e se f y(x):
f 0(x) = x, f y+1(x) = f ( f y(x)).

Teorema 9. Skup primitivno rekurzivnih funkcija je najmawi

skup funkcija koji sadr`i osnovne funkcije i (bilo koje pri-

mitivno rekurzivne) funkcije 〈·, ·〉, 〈·〉1 i 〈·〉2 (koje omogu}avaju
kodirawe parova prirodnih brojeva) i zatvoren je za supstituciju

i iteraciju (naravno, unarnih funkcija).

DOKAZ. Neka je C najmawi skup funkcija koji zadovoqava nabro-

jane uslove. Kako su funkcije 〈·, ·〉, 〈·〉1 i 〈·〉2 primitivno rekur-
zivne, i kako je skup primitivno rekurzivnih funkcija zatvorena

za iteraciju, sve funkcije iz C jesu primitivno rekurzivne.

Preostaje da poka`emo da je C zatvoren za primitivnu rekurz-

iju. Dabismoizbegli zamorne tehni~ke detaqe, a istakli su{tinu

dokaza, pokaza}emo samo slede}e: ako g ∈ N i h : N→ N pripada

C, onda funkcija f : N→ N definisana sa:∣∣∣∣∣ f (0) = g,
f (x + 1) = h(x, f (x)).

tako|e pripada C. U op{tem slu~aju koristi se ~iwenica

da za svako k > 2, skup C sadr`i funkcije
koje omogu}avaju kodirawe i dekodirawe

skupaNk .
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Funkcija H : N → N, H(x) = 〈〈x〉1 + 1, h(〈x〉1, 〈x〉2)〉, o~i-
gledno pripada C. Tako|e, C sadr`i i funkciju F : N2 → N

definisanu iteracijom funkcije H:

F(x, 0) = x,
F(x, n + 1) = H(F(x, n)).

(?) Doka`imo prvo da za svako x ∈ N, 〈F(〈0, g〉, x)〉1 = x.
Baza indukcije: x = 0. 〈F(〈0, g〉, 0)〉1 = 〈〈0, g〉〉1 = 0.
Induktivna pretpostavka. Neka je 〈F(〈0, g〉, x)〉1 = x. Tada je

〈F(〈0, g〉, x + 1)〉1 = 〈H(F(〈0, g〉, x))〉1
= 〈〈F(〈0, g〉, x)〉1 + 1, h(〈F(〈0, g〉, x)〉1, 〈F(〈0, g〉, x)〉2)〉〉1
= 〈F(〈0, g〉, x)〉1 + 1 = x + 1

Najzad, dokaza}emo da je 〈F(〈0, g〉, x)〉2 = f (x), x ∈ N, odakle
sledi da f ∈ C.

Baza indukcije: x = 0. 〈F(〈0, g〉, 0)〉2 = 〈〈0, g〉〉2 = g.
Induktivna pretpostavka. Neka je 〈F(〈0, g〉, x)〉2 = f (x). Tada je

〈F(〈0, g〉, x + 1)〉2 = 〈H(F(〈0, g〉, x))〉2
= 〈〈F(〈0, g〉, x)〉1 + 1, h(〈F(〈0, g〉, x)〉1, 〈F(〈0, g〉, x)〉2)〉〉2
= h(〈F(〈0, g〉, x)〉1, 〈F(〈0, g〉, x)〉2)
= h(x, f (x)) [prema (?) i induktivnoj pretpostavci].

(pr18) Binarna reprezentacija broja: Svaki x ∈ N ima jedin-

stven prikaz oblika x =
+∞
∑

i=0
ci,x2i, ci ∈ {0, 1}. Dvostruko in-

deksirani niz (ci,x) jeste zapravo jedna primitivno rekurzivna

funkcija c : N×N→ {0, 1}, c(i, x) = rm(2,
[ x

2i

]
).109 109 c(i, x) = 0 za i > x, jer za svako m va`i

m < 2m.
Ako je x > 0, onda postoji jedinstveni prikaz oblika

(∗) x = 2b1 + 2b2 + · · ·+ 2bk , 0 6 b1 < b2 < . . . < bk, k > 1.

Funkcija lh : N → N, kojom se za x > 0 odre|uje k u gorwem

prikazu (∗):

lh(x) =

{
k u prikazu (∗), x > 0,
0, x = 0,

jeste primitivno rekurzivna: lh(x) = ∑
i<x

c(i, x). Takva je i

funkcija b : N×N→ N, kojom se odre|uju izlo`ioci bi:
110 110 x = ∑

j<b1

0 · 2j + 1 · 2b1+

+ ∑
b1<j<b2

0 · 2j + 1 · 2b2 + · · ·
b(i, x) =

{
bi u prikazu (∗), x > 0 i 1 6 i 6 lh(x),

0, ina~e,

=

 (µk < x)

(
∑
j6k

c(j, x) = i

)
, x > 0 i 1 6 i 6 lh(x),

0, ina~e.
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Kodirawe kona~nih nizova prirodnih brojeva uvedeno je na

strani 10: d()e = 0
dx1, . . . , xke = |x1, dx2, . . . , xke|
Funkcija |·, ·| : N2 → N+ data sa

|x1, x2| = 2x1 (2x2 + 1) je bijekcija. Wena

inverzna funkcija je odre|ena funkci-

jama | · |1, | · |2 : N+ → N.

d()e = 0 (Kôd praznog niza je 0)

dx1, . . . , xke = 2x1 + 2x1+x2+1 + · · ·+ 2x1+x2+···+xk+k−1

= (1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
xk nula

1 . . . 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
x1 nula

)2

Nema smisla raspravqati o primitivnoj rekurzivnosti funkci-

je d·e, budu}i da je wen domen ⋃k>0N
k. Ali, postoje primitivno

rekurzivne funkcije kojima se rekonstrui{e niz ~iji je kôd zadat.

Funkcijom lh : N→ N ra~unamo du`inu niza ~iji je kôd zadat,

lh(x) = du`ina niza ~iji je kôd x,

doknam slede}aprimitivnorekurzivnafunkcija omogu}avaodre-

|ivawe ~lanova niza ~iji je kôd zadat: Ako je x > 0, onda je:

x = 2b(1,x) + 2b(2,x) + · · ·+ 2b(lh(x),x)

= 2a(1,x) + 2a(1,x)+a(2,x)+1 + · · ·

· · ·+ 2a(1,x)+···+a(lh(x),x)+lh(x) .−1

(i, x) 7→ bxci =
{

i-ti ~lan niza ~iji je kôd x, x > 0, 1 6 i 6 lh(x),
0, ina~e.

=

{
b(i, x) .− (b(i .− 1, x) + 1), x > 0, 1 6 i 6 lh(x),

0, ina~e.

Podse}amo, ako je x > 0, onda je x = dbxc1, . . . , bxclh(x)e.
Ako je f : Nk+1 → N proizvoqna funkcija, onda funkciju

f̂ : Nk+1 → N definisanu sa

f̂ (~x, y) = d f (~x, y), . . . , f (~x, 0)e

nazivamo istorija funkcije f . Naredna teorema tvrdi da je skup
primitivno rekurzivnih funkcija zatvoren za rekurziju u kojoj

vrednost f (~x, y) zavisi od svih vrednosti f (~x, z), z < y.

Teorema 10. [Princip totalne rekurzije] Ako su g : Nk → N i h :
Nk+2 → N primitivno rekurzivne funkcije, onda je primitivno

rekurzivna i funkcija f : Nk+1 → N definisana sa:

f (~x, 0) = g(~x),
f (~x, y + 1) = h(~x, y, f̂ (~x, y))

DOKAZ. Defini{imo najpre funkciju f̂ : Nk+1 → N primi-

tivnom rekurzijom na slede}i na~in:

f̂ (~x, 0) = 2g(~x),
f̂ (~x, y + 1) = |h(~x, y, f̂ (~x, y)), f̂ (~x, y)|.

Funkcija f̂ je primitivnorekurzivna, pa je primitivnorekurzivna
i funkcija f : Nk → N definisana sa f (~x, y) = b f̂ (~x, y)c1.
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SVAKA RM-IZRA^UNQIVA FUNKCIJA JE PARCIJALNO

REKURZIVNA

U ovom odeqku dokazujemo da je svaka RM-izra~unqiva funkcija

parcijalno rekurzivna.

Kqu~nu ulogu pri izvr{avawu bilo kog RM-programa P ima

funkcija NEXTP : Conf → Conf (videti stranu 29), koju ovom

prilikom neznatno modifikujemo pretpostvaqaju}i da se nakon

zaustavqa programa P u broja~ upisuje 0:

NEXTP(i; r1, . . . , rk, . . . , rd, 0 · · · )

=


(`; r1, . . . , rk + 1, . . . , rd, 0 · · · ), i-ta instrukcija u P je R+

k | `,
(`0; r1, . . . , rk, . . . , rd, 0 · · · ), i-ta instrukcija u P je R−k | `0, `1 i rk = 0,
(`1; r1, . . . , rk − 1, . . . , rd, 0 · · · ), i-ta instrukcija u P je R−k | `0, `1 i rk 6= 0,
(0; r1, . . . , rk, . . . , rd, 0 · · · ), i-ta instrukcija u P ne postoji.

Budu}i da skup svih konfiguracija Conf identifikujemo sa

skupom svih nizova prirodnih brojeva ~iji su svi ~lanovi po~ev

od nekog jednaki nuli, na prirodan na~in mo`emo kodirati sve

konfiguracije iz Conf prirodnim brojevima:113 113 Svakoj konfiguraciji iz Conf jed-

nozna~no pridru`ujemo prirodan broj iz

N+ � kôd te konfiguracije.(i, r1, r2, . . . , rd, 0, 0, 0, . . .) 7→ pi
0 pr1

1 · · · p
rd
d .

Oslawaju}i se na uvedeno kodirawe konfiguracija, aritmeti-

zova}emo funkciju NEXTP, tj. definisa}emo primitivno rekur-

zivnu funkciju nextP : N→ N, takvu da za svaku konfiguraciju Conf
NEXTP−→ Conf

kôd ↓ ↓ kôd

N
nextP−→ N

C va`i: nextP (kôd(C)) = kôd(NEXTP (C)). Drugim re~ima, broj

nextP(c) je kôd konfiguracije dobijene primenom programa P na

konfiguraciju ~iji je kôd c.

• Ako je u programu P i-ta instrukcija R+
k | `:

C = i, r1, . . . , rk, . . . 7→ c = pi
0 pr1

1 · · · p
rk
k · · ·

↓ NEXTP

C′ = `, r1, . . . , rk + 1, . . . 7→ c′ = p`0 pr1
1 · · · p

rk+1
k · · ·

 nextP(c) = c′ =
c

p(c)0
0

· p`0 · pk

• Ako je u programu P i-ta instrukcija R−k | `1, `2 i rk 6= 0:

C = i, r1, . . . , rk, . . . 7→ c = pi
0 pr1

1 · · · p
rk
k · · ·

↓ NEXTP

C′ = `2, r1, . . . , rk − 1, . . . 7→ c′ = p`2
0 pr1

1 · · · p
rk−1
k · · ·

 nextP(c) = c′ =
c

p(c)0
0 · pk

· p`2
0

• Ako je u programu P i-ta instrukcija R−k | `1, `2 i rk = 0:

C = i, r1, . . . , rk, . . . 7→ c = pi
0 pr1

1 · · · p
rk
k · · ·

↓ NEXTP

C′ = `1, r1, . . . , rk, . . . 7→ c′ = p`1
0 pr1

1 · · · p
rk
k · · ·

 nextP(c) = c′ =
c

p(c)0
0

· p`1
0

• Ako u programu P ne postoji i-ta instrukcija:
C = i, r1, . . . , rk, . . . 7→ c = pi

0 pr1
1 · · · p

rk
k · · ·

↓ NEXTP

C′ = 0, r1, . . . , rk, . . . 7→ c′ = p0
0 pr1

1 · · · p
rk
k · · ·

 nextP(c) = c′ =
c

p(c)0
0
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Sve u svemu, nextP : N→ N jeste funkcija data sa:

(?) nextP(c) =



c

p(c)0
0

· p`0 · pk, (c)0-ta instrukcija u P je R+
k | `,

c

p(c)0
0

· p`1
0 , (c)0-ta instrukcija u P je R−k | `1, `2 i (c)k = 0,

c

p(c)0
0 · pk

· p`2
0 , (c)0-ta instrukcija u P je R−k | `1, `2 i (c)k 6= 0,

c

p(c)0
0

, (c)0-ta instrukcija u P ne postoji.

Lema 5. Za svaki RM-program P funkcija nextP : N → N defi-

nisana sa (?) jeste primitivno rekurzivna.

PRIMER 32. Ako je P program

{
1. R−2 | 3, 2
2. R+

1 | 1
onda je

nextP(c) =



c

p(c)0
0 · p2

· p2
0, (c)0 = 1∧ (c)2 6= 0,

c

p(c)0
0

· p3
0, (c)0 = 1∧ (c)2 = 0,

c

p(c)0
0

· p1
0 · p1, (c)0 = 2,

c

p(c)0
0

, (c)0 = 0∨ (c)0 > 2.

=



2 · c
5

, (c)0 = 1∧ (c)2 6= 0,

22 · c, (c)0 = 1∧ (c)2 = 0,

3 · c
2

, (c)0 = 2,
c

2(c)0
, (c)0 = 0∨ (c)0 > 2.

Primetimo da izvr{avawe programa P u potpunosti opisuje uza-

stopna primena funkcije nextP na kôd polazne konfiguracije.

1 3 2 0 · · ·
2 3 1 0 · · ·
1 4 1 0 · · ·
2 4 0 0 · · ·
1 5 0 0 · · ·
3 5 0 0 · · ·
0 5 0 0 · · ·

21 · 33 · 52(= 1350)
nextP(21 · 33 · 52) = 22 · 33 · 51

nextP(22 · 33 · 51) = 21 · 34 · 51

nextP(21 · 34 · 51) = 22 · 34 · 50

nextP(22 · 34 · 50) = 21 · 35 · 50

nextP(21 · 35 · 50) = 23 · 35 · 50

nextP(23 · 35 · 50) = 20 · 35 · 50

Teorema 11. Svaka RM-izra~unqiva funkcija je parcijalno re-

kurzivna.

DOKAZ. Neka je f proizvoqna k-arna RM-izra~unqiva funkcija

i P neki RM-program koji izra~unava f . Za zadato ~x ∈ Nk, pos-

tupak izra~unavawa vrednosti f (~x), pomo}u programa P jeste niz

ra~unskih koraka u kojima se mewaju konfiguracije. Funkciju

CompP : Nk+1 → N, neformalno opisanu sa

CompP(~x, t) = kôd konfiguracije koja se dosti`e posle

t koraka izra~unavawa programa P za ulaz ~x,

precizno defini{emo na slede}i na~in115: 115 CompP(~x, 0) je kôd po~etne konfigu-

racije za ulaz ~x.
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∣∣∣∣∣ CompP(~x, 0) = p1
0 px1

1 · · · p
xk
k ,

CompP(~x, t + 1) = nextP(CompP(~x, t)).

Kako je nextP primitivno rekurzivna funkcija, i CompP je pri-

mitivnorekurzivna. Defini{imoi k-arnuparcijalnorekurzivnu
funkciju HaltP:

HaltP(~x) = µt
(
(CompP(~x, t))0 = 0

)
.

Jasno, ako HaltP(~x) ↓, onda se izra~unavawe programa P za ulaz

~x zaustavqa (za mawe od HaltP(~x) koraka). Tada je sadr`aj pr-

vog registra u zavr{noj konfiguraciji rezultat izra~unavawa

programa P za ulaz ~x. Kako P izra~unava funkciju f sledi da je

f (~x) = (CompP(~x, HaltP(~x)))1 .

Dakle, f jeste parcijalno rekurzivna.

Posledica 4. Funkcija je RM-izra~unqiva akko je parcijalno

rekurzivna.

Posledica 5. Svaka parcijalno rekurzivna funkcija mo`e se

definisati kombinatorom u kome se pojavquje najvi{e jedna neo-

grani~ena minimizacija.

WHILE-programi

RM-programi mogli bi se uvrstiti u tzv. nestruktuirane pro-

grame, budu}i da ih karakteri{u goto-zapetqavawa. Ako pa`-

qivije analiziramo programe koji odgovaraju operatorima sup-

stitucije, primitivne rekurzije i neograni~ene minimizacije

(videti dokaze Teorema 3, 4 i 5) uo~i}emo da, pored nadovezi-

vawa programa, ciklusi igraju kqu~nu ulogu. Ovo zapa`awe

dovodi do ideje da izra~unqivost parcijalno rekurzivnih fun-

kcijamo`emookarakterisatii struktuiranim programima, kakvi

su while-programi koje uvodimo induktivno na slede}i na~in:

� Rk := Rk + 1 je while-program dubine 0 (za bilo koje k > 1);

� Rk := Rk
.− 1 je while-program dubine 0 (za bilo koje k > 1);

� ako su W1 i W2 while-programi redom dubina n1 i n2, onda je

i (W1; W2) while-program dubine max{n1, n2};

� ako je W while-program dubine n, onda je i (while Rk 6= 0 do W)

while-program dubine n + 1 (za bilo koje k > 1).

Pretpostavqamo da je o~igledno na koji na~in registar ma{ina

izvr{ava while-programe i isti~emo samo da za ovakve programe
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ma{ini nije potreban broja~ (za redni broj instrukcije), jer in-

strukcije while-programa nisu numerisane. Dakle, u ovom slu~aju

konfiguracije su odre|ene samo sadr`ajem registara. Na priro-

dan na~in defini{emo i pojamwhile-izra~unqive funkcije. Par-

cijalna k-arna funkcija f je while-izra~unqiva ako postoji while-
program W takav da za sve ~x ∈ Nk va`i:

� ako ~x ∈ dom( f ), onda se izvr{avawe programa W za ulaz ~x
zaustavqa i sadr`aj prvog registra u zavr{noj konfiguraciji

je f (~x);

� ako ~x 6∈ dom( f ), onda se izvr{avawe programa W za ulaz ~x ne

zaustavqa.

PRIMER 33. Sabirawe + : N2 → N je while-izra~unqiva funkcija:

(while R2 6= 0 do (R1 := R1 + 1; R2 := R2
.− 1))

Prazna funkcija je while-izra~unqiva:

(R1 := R1 + 1; (while R1 6= 0 do R1 := R1 + 1))

VE@BAWE. Dokazati da su sve parcijalno rekurzivne funkcije

while-izra~unqive.

VE@BAWE. Dokazati da se svaki while-program mo`e simulirati

nekim RM-programom.117 117 Uputstvo: dokazati matemati~kom in-

dukcijom po dubini while-programa.Na osnovu tvr|ewa navedenih u prethodnim ve`bawima za-

kqu~ujemo da je skup svih while-izra~unqivih funkcija jednak

skupu svih RM-izra~unqivih, odn. skupu svih parcijalno rekur-

zivnih funkcija. Iako su while-programi dosta '~iqiviji' od

RM-programa, u ovoj kwizi smo dali prednost ovoj drugoj vrsti

programa jer su pogodniji za teorijska razmatrawa o kojima }e

kasnije biti re~i.

Dokazi teorema 4 i 5 pokazuju da su primitivna rekurzija i

minimizacija definisane veoma sli~nim dijagramima toka, ali

i da postoji jedna su{tinska razlika me|u wima: broj iteraci-

ja je fiksiran u slu~aju primitivne rekurzije, dok je nepoznat u

slu~aju minimizacije. Me|u svim while-programima izdvoji}emo

one koji generi{u primitivno rekurzivne funkcije.

for-programe defini{emo induktivno na slede}i na~in:

� Rk := Rk + 1 je for-program dubine 0;

� Rk := Rk
.− 1 je for-program dubine 0;

� ako su F1 i F2 for-programi redom dubina n1 i n2, onda je i

(F1; F2) for-program dubine max{n1, n2};
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� ako je F for-program dubine n i Rk registar koji se ne pomiwe

u F, onda je (for Rk do F) for-program dubine n + 1.

Program (for Rk do F) zna~i: �Rk puta ponovi F� i ekvivalen-

tan je slede}em while-programu:

(while Rk 6= 0 do (F;Rk := Rk
.− 1)).

Teorema 12. Funkcija je for-izra~unqiva akko je primitivno re-

kurzivna.

SKICA DOKAZA. Navodimo samo dokaz ~iwenice da je svaka for-

izra~unqivafunkcija primitivnorekurzivna. Dokaz se sprovodi

matemati~kom indukcijom po dubini for-programa.

Ako je dubina for-programa nula (tj. ako nema for-naredbi)

program se sastoji od niza instrukcija dodele, pa je o~igledno da

svaka promenqiva programa na kraju izvr{avawa ima vrednost

koju odre|uje primitivno rekurzivna funkcija ulaznih promen-

qivih.

Induktivna pretpostavka: pretpostavimo da je tvr|ewe ta~no

za sve for-programe dubine n.
Razmotri}emo slu~aj kada je F oblika (for Rk+1 do F′), za

neki for-program F′ dubine n u kome se pomiwu samo registri

R1, . . . ,Rk.

Prema induktivnoj pretpostavci zakqu~ujemo da postoje pri-

mitivno rekurzivne funkcije g1, . . . , gk takve da: ako su x1, . . . , xk

redom sadr`aji registara R1, . . . ,Rk, onda je nakon jednog izvr{a-

vawa programa F′ za po~etnu konfiguraciju (x1, . . . , xk) sadr`aj

registra Ri jednak gi(x1, . . . , xk). Za svako i ∈ {1, . . . , k} neka je
fi(x1, . . . , xn, y) sadr`aj registra Ri nakon izvr{avawa programa

F′ ta~no y puta. Tada je

f1(x1, . . . , xk, 0) = x1,
...

fk(x1, . . . , xk, 0) = xk,
f1(x1, . . . , xk, y + 1) = g1( f1(x1, . . . , xk, y), . . . , fk(x1, . . . , xk, y)),
...

fk(x1, . . . , xk, y + 1) = gk( f1(x1, . . . , xk, y), . . . , fk(x1, . . . , xk, y)).

Kako je skup primitivno rekurzivnih funkcija zatvoren za

definicije simultanom rekurzijom (Teorema 8, strana 53), tvr|e-

we je dokazano.
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REKURZIVNE FUNKCIJE I REKURZIVNI SKUPOVI

Posebnova`anpodskup skupa svihparcijalnorekurzivnihfunkcija

~ine one koje su totalne.

Definicija 9. Op{te rekurzivne (ili samo rekurzivne) funkcije

jesu totalne parcijalno rekurzivne funkcije.

Naravno, sve primitivno rekurzivne funkcije jesu rekurzivne.

Obrnuto nije ta~no.

PRIMER 34. Akermanova funkcija jeste primer rekurzivne funkcije

koja nije primitivno rekurzivna. Ovu funkciju }emo definisati po-

laze}i od niza funkcija a0, a1, a2, . . . datih sa:

a0(n) = n + 1; am+1(0) = am(1),
am+1(n + 1) = am(am+1(n)).

Matemati~kom indukcijom po m se dokazuje da je svaka funkcija am

primitivno rekurzivna. Uvedene funkcije spadaju u tzv. brzo rastu}e Zapravo, am+1 se dobija iteracijom

funkcije am: am+1(n) = a(n+1)
m (1).funkcije � toliko brze da za svaku primitivno rekurzivnu funkciju

postoji neka funkcija am koja je odozgo ograni~ava. Naime, va`i

slede}a

Teorema. Za svaku primitivno rekurzivnu funkciju f : Nk → N postoji

prirodan broj ` takav da je f (~x) < a`(max{x1, . . . , xk}). Ideja dokaza je
skicirana na margini.120 120 Ka`emo da funkcija F : N → N

(strogo) ograni~ava k-arnu funkciju

f : Nk → N ako za sve ~x ∈ Nk va`i

f (~x) < F(max{x1, . . . , xk}). Navedena

teorema je posledica slede}ih ~iwenica:

(i) a1 ograni~ava osnovne funkcije;

(ii) Ako funkcije g1, . . . , gm (du`ine

k) ograni~avaju redom a`1 , . . . , a`m , a

funkciju h (du`ine m) ograni~ava a`0 ,

onda Supk
m(h; g1, . . . , gm) ograni~ava a`,

pri ~emu je ` = max{`0, `1, . . . , `m};
(iii) Ako funkciju g (du`ine k)
ograni~ava a`0 , a funkciju h
(du`ine k + 2) ograni~ava a`1 , onda

Reck+1(g, h) ograni~ava a`, pri ~emu je

` = max{`0, `1, 1}.

Akermanova funkcija jeste binarna funkcija (m, n) 7→ am(n), tj.
funkcija A data jednakostima:

A(0, n) = n + 1,
A(m + 1, 0) = A(m, 1)
A(m + 1, n + 1) = A(m, A(m + 1, n))

Ova funkcija je totalna i na jedinstven na~in odre|ena navedenim jed-

nakostima. Intuitivno je jasno da je i parcijalno rekurzivna, {to

}emo dokazati kasnije (strana 92). Za sada samo navodimo da se u svakom

koraku izra~unavawa vrednosti A(m, n) koristi kona~no mnogo vred-

nosti funkcije A za leksikografski mawe argumente od (m, n). Me|u-

tim, funkcija A nije primitivno rekurzivna. Ako bi bila, onda bi

i funkcija A′(x) def
= A(x, x), x ∈ N, bila primitivno rekurzivna, pa

bi postojao prirodan broj ` ∈ N (prema Teoremi navedenoj u ovom

primeru) takav da je:

A′(x) < a`(x) = A(`, x), za sve x ∈ N.

Specijalno, bilo bi i A(`, `) = A′(`) < a`(`) = A(`, `), {to nije

mogu}e.

Skup rekurzivnih funkcija mo`e se uvesti analogno Defini-

ciji 6 (kojom se uvodi skup parcijalno rekurzivnih funkcija) uz
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restrikciju na primenu operatora neograni~ene minimizacije.

Restrikciju operatora Mink na totalne funkcije g : Nk+1 → N

koje zadovoqavaju uslov: Formula (?) zna~i da jedna~ina

g(~x, y) = 0 ima re{ewa po y za svaki

izbor parametara ~x.(?) ∀~x∃y(g(~x, y) = 0),

nazivamo µ-rekurzijom. Ka`emo da je funkcija

f (~x) = µy(g(~x, y) = 0)

dobijena µ-rekurzijom funkcije g. Zbog uslova (?), funkcija f je
totalna.

Teorema 13. Skup rekurzivnih funkcija je najmawi skup funkcija

koji sadr`i osnovne funkcije i zatvoren je za supstituciju, pri-

mitivnu rekurziju i µ-rekurziju.

DOKAZ. Neka je C skup svih totalnih funkcija koje zadovoqavu

navedene uslove. Isti~emo da zatvorenost za µ-rekurziju zna~i:

� Ako C sadr`i funkciju g : Nk+1 → N za koju va`i

∀~x∃y(g(~x, y) = 0),

onda i funkcija f (x) = µy(g(~x, y) = 0) pripada C.

O~igledno, sve funkcije iz C jesu rekurzivne.

Obrnuto dokazujemo oslawaju}i se na dokaz Teoreme 11. Neka

je f bilo koja k-arna totalna parcijalno rekurzivna funkcija.

Tada postoji program P koji izra~unava wene vrednosti. Budu}i

da je f totalna, za sve ~x ∈ Nk, va`i P(~x) ↓. Prema dokazu Teo-
reme 11, izra~unavawe programa P mo`e se opisati primitivno

rekurzivnom funkcijom CompP : Nk+1 → N. Kako se P zaus-

tavqa za svaki ulaz ~x ∈ N, zakqu~ujemo da va`i:

(?) ∀~x∃t (CompP(~x, t))0 = 0,

odakle sledi da funkcija

HaltP(~x) = µt
(
(CompP(~x, t))0 = 0

)
pripada C. Najzad, iz

f (~x) = (CompP(~x, HaltP(~x)))1

sledi da i f pripada C.

Definicija 10. Skup R ⊆ Nk je rekurzivan ako je rekurzivna

karakteristi~na funkcija χR : Nk → N,

χR(~x) =

{
1, ~x ∈ R,
0, ~x 6∈ R.
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Teorema 14. (1)Komplement rekurzivnog skupa je rekurzivan skup:

ako je R ⊆ Nk rekurzivan skup, onda je rekurzivan i skup R{.

(2) Unija i presek rekurzivnih skupova (iste du`ine) jesu re-

kurzivni skupovi: ako su P, Q ⊆ Nk rekurzivni skupovi, onda su

rekurzivni i skupovi P ∩Q i P ∪Q.

Operatorµ-rekurzijemo`emoprimewivati samonarekurzivne

relacije R ⊆ Nk+1 koje zadovoqavju uslov ∀~x∃y R(~x, y), jer u tom
slu~aju dobijamo rekurzivnu funkciju f (~x) = µy R(~x, y).

Teorema 15. Neka je f proizvoqna totalna funkcija. Funkcija f
je rekurzivna akko je wen grafik rekurzivan skup.

Grafik k-arne funkcije f (koja ne mora biti totalna) jeste skup

Γ f = {(~x, y) | f (~x) = y} ⊆ Nk+1.

DOKAZ. (⇒) Ako je f rekurzivna k-arna funkcija, takva je i

funkcija

χΓ f (~x, y) =

{
1, f (~x) = y,
0, f (~x) 6= y.

(⇐)Pretpostavimo da je rekurzivan grafik Γ f totalne funkcije

f . Budu}i da va`i ∀~x∃y Γ f (~x, y) (zbog pretpostavke da je f to-

talna) i f (~x) = µyΓ f (~x, y), sledi da je f rekurzivna funkcija.

PRIMER 35. Uprethodnoj Teoremi ne mo`e se izostaviti pretpostavka

da je f totalnafunkcija. Naime, postoje parcijalnorekurzivnefunkcije,
koje nisu totalne, ali imaju rekurzivan grafik.

Uop{te, k-arna parcijalna funkcija ϕ ima rekurzivan grafik akko

postoji rekurzivna relacija R ⊆ Nk+1 takva da je ϕ(~x) ' µyR(~x, y).
Dokaza}emo samo netrivijalni deo ove ekvivalencije. Neka je R ⊆ Nk+1

rekurzivna relacija i ϕ(~x) ' µyR(~x, y). Rekurzivnost grafika Γϕ

sledi iz ekvivalencije:

(~x, y) ∈ Γϕ ⇔ R(~x, y) ∧ (∀z < y)¬R(~x, z).

Ako se program P ne zaustavqa za svaki ulaz, funkcija HaltP (iz dokaza

Teoreme 11),

HaltP(~x) = µt
(
(CompP(~x, t))0 = 0

)
,

jeste parcijalno rekurzivna funkcija, koja nije totalna, ali joj grafik

jeste rekurzivan, budu}ida je relacija '(CompP(~x, t))0 = 0' rekurzivna.

ZADACI

14. Da li postoji rekurzivna funkcija ~iji je grafik primitivno

rekurzivan, ali ona sama nije primitivno rekurzivna?
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KLINIJEVA TEOREMA O NORMALNOJ FORMI

Parcijalna funkcija f je intuitivno izra~unqiva ako postoji

�kona~an opis postupka izra~unavawa� vrednosti te funkcije.

Prema prethodnim rezultatima, postoje razli~iti, ali me|u-

sobno ekvivalentni pristupi precizirawu �kona~nih opisa pos-

tupka izra~unavawa� (to mogu biti Tjuringove ma{ine, RM-

programi, kombinatori, itd.) Najva`nija ~iwenica svojstvena

svakom od tih pristupa jeste postojawe op{teg (univerzalnog) po-

stupka realizacije bilo kog �kona~nog opisa� za zadati ulaz.

U slu~aju RM-programa, taj univerzalni postupak je nefor-

malno opisan u prethodnom poglavqu, i definisan je uniformno

za sve RM-programe. Univerzalnim postupkom se za svaki zadati

RM-programP i svaki ulaz x generi{e izra~unavawe, tj. niz kon-
figuracijaC0,C1,C2, . . ., pri ~emu jeC0 odre|ena ulazom x, a svaka
naredna konfiguracija je potpuno odre|ena funkcijom NEXTP.

Pored toga, naveden je i postupak kojim se za svaku konfiguraciju

mo`e utvrditi da li je zavr{na za program P ili nije.

Kqu~na ~iwenica na kojoj }e biti bazirano ~itavo ovo po-

glavqe jeste da se univerzalni postupak mo`e opisati jednom

parcijalno rekurzivnom funkcijom, kada prirodnim brojevima

iskodiramo sve {to je relevantno za RM-programe i wihovo

izvr{avawe. Drugim re~ima, aritmetizova}emo RM-programe

i wihova izra~unavawa, tj. ~itavu pri~u o RM-programima is-

pri~a}emo jezikom aritmetike.

Kodirawe instrukcija RM-programa.Po{to suprogramikona~ni 〈x1, x2〉 = 2x1 (2x2 + 1)− 1

〈n〉1 = (n + 1)0, 〈n〉2 =

[
n+1

2(n+1)0
−1

2

]
nizoviinstrukcija, najpre }emo sve instrukcije kodiratiprirod-

nim brojevima. Da bismo donekle pojednostavili razmatrawa,

dozvoli}emo da parametar prelaza u instrukcijama bude i 0, pri
~emu 0-ta instrukcija ne postoji ni u jednom programu. Defini-

{imo bijekciju [·] koja svakojRM-instrukciji dodequje prirodan

broj � kôd te instrukcije:

[R+
k | `] = 〈2(k− 1), `〉, k > 1, ` > 0, i

[R−k | `1, `2] = 〈2(k− 1) + 1, 〈`1, `2〉〉, k > 1, `1, `2 > 0.

PRIMER 36. Na|imo kodove nekih instrukcija:

[R+
1 | 2] = 〈2(1− 1), 2〉 = 〈0, 2〉 = 20 · (2 · 2 + 1)− 1 = 4

[R−2 | 2, 3] = 〈2(2− 1) + 1, 〈2, 3〉〉 = 〈3, 〈2, 3〉〉
= 〈3, 22(2 · 3 + 1)− 1〉 = 〈3, 27〉 = 23(2 · 27 + 1)− 1 = 439

Odredimo instrukciju ~iji je kôd 12. Kako je123 12 = 〈0, 6〉 i 0 = 123 Re{avawem jedna~ine 12 = 〈x, y〉, tj.
12 = 2x(2y + 1)− 1 dobijamo x = 0, y =
6.

2 · (1− 1) je paran broj, zakqu~ujemo da je 12 = [R+
1 | 6].

Odredimo instrukciju ~iji je kôd 17. Kako je124 17 = 〈1, 4〉 i 1 = 124 Re{avawem jedna~ine 17 = 〈x, y〉, tj.
17 = 2x(2y + 1)− 1 dobijamo x = 1, y =
4.

2(1 − 1) + 1 je neparan broj, potrebno je odrediti `1, `2 takve da je

〈`1, `2〉 = 4. Iz125 4 = 〈0, 2〉, zakqu~ujemo da je 17 = [R−1 | 0, 2]. 125 Re{avawem jedna~ine 4 = 〈`1, `2〉, tj.
4 = 2`1 (2`2 + 1) − 1 dobijamo `1 = 0,
`2 = 2.



66 TEORIJA ALGORITAMA

Za svaki prirodan broj n, jednostavno je na}i instrukciju ~iji
je kôd n. Dekodirawe [·]−1, tj. postupak kojim se za dati prirodni

broj odre|uje instrukcija ~iji je kôd taj broj, odre|eno je slede}im

jednakostima:

[n]−1 =


R+[ 〈n〉1

2

]
+1
| 〈n〉2, ako 2 | 〈n〉1,

R−[ 〈n〉1
2

]
+1
| 〈〈n〉2〉1, 〈〈n〉2〉2, ako 2 - 〈n〉1.

Kodirawe RM-programa. Koriste}i uvedeno kodirawe RM-in-

strukcija, svakomRM-programu pridru`ujemo kôd niza koji ~ine

kôdovi instrukcija tog programa: programu P = I1, I2, . . . , Im do-

dequjemo kôd

JPK = d[I1], [I2] . . . , [Im]e = 2[I1]+ 2[I1]+[I2]+1 + · · ·+ 2[I1]+···+[Im]+m−1.

PRIMER 37. Odredimo kôd programa:

P :

{
1. R−2 | 2, 0
2. R+

1 | 1

Kako je126 [R−2 | 2, 0] = 55 i [R+
1 | 1] = 2, dobijamo da je 126

[R−2 | 2, 0] = 〈2(2− 1) + 1, 〈2, 0〉〉 = 55
[R+

1 | 1] = 〈2(1− 1), 1〉 = 2JPK = d55, 2e = 255 + 255+2+1 = 324 259 173 170 675 712.

Primetimo da kôd programa koji ima samo jednu instrukciju nije

jednak kôdu te instrukcije. Na primer, ako je P′ program koji ima samo

jednu instrukciju 1.R−1 | 0, 1, onda je

JP′K = d[R−1 | 0, 1]e = d9e = 29 = 512.

Funkcija J·K jeste bijekcija izme|u skupa svih RM-programa

i skupa prirodnih brojeva. Za bilo koji prirodan broj n, jed-
nostavno odre|ujemo program ~iji je kôd jednak n: najpre treba
odrediti niz ~iji je kôd jednak n, a zatim odrediti instrukcije

~iji su kodovi ~lanovi tog niza. Preciznije, 0 je kôd praznog

programa127, dok je n > 0 kôd programa: 127 Prazan program je program bez in-

strukcija. Svaka po~etna konfiguracija

je ujedno i zavr{na konfiguracija tog

programa.JnK−1 =


1. [bnc1]−1

...

lh(n). [bnclh(n)]−1

Uvedeno kodirawe programa daje prirodnim brojevima jo{ jedno

(�skriveno�) zna~awe � oni predstavqaju kodove programa.

PRIMER 38. Odredimoprogram~iji je kôd 178. Kako je 178 = d1, 2, 0, 1e
(videti Primer 1, na strani 11), sledi da je: 178 = [10110010]2 = d1, 2, 0, 1e

J178K−1 =


1. [1]−1

2. [2]−1

3. [0]−1

4. [1]−1

=


1. R−1 | 0, 0
2. R+

1 | 1
3. R+

1 | 0
4. R−1 | 0, 0
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Oslawaju}i se na uvedeno (obostrano-jednozna~no) kodirawe

RM-programa, za k > 1 i e ∈ N neka je ϕ
(k)
e k-arna parcijalna

funkcija koju izra~unava program ~iji je kôd e, tj.

ϕ
(k)
e (~x) ' ϕ

(k)
JeK−1(~x), ~x ∈ Nk.

PRIMER 39. Broj 16 je kôd programa129 (koji ima samo jednu instruk- 129 16 = d4e = d[R+
1 | 1]e

ciju) 1. R+
1 | 2, pa je ϕ

(k)
16 (x1, . . . , xk) = x1 + 1.

Za svaku k-arnu parcijalno rekurzivnu funkciju f postojiRM-

program P koji je izra~unava, odakle sledi da se funkcija f sig-
urno nalazi negde u nizu:

(∗) ϕ
(k)
0 , ϕ

(k)
1 , ϕ

(k)
2 , ϕ

(k)
3 , ϕ

(k)
4 , . . .

Zato se niz (∗) naziva i numeracija (nabrajawe) svih k-arnih
parcijalno rekurzivnih funkcija. Prirodan broj e takav da

je f = ϕ
(k)
e nazivamo indeksom funkcije f pri numeraciji (∗).

U na{em slu~aju, indeks parcijalno rekurzivne funkcije jeste

kôd nekog RM-programa koji je izra~unava. Svaka parcijalno

rekurzivna funkcija ima beskona~no mnogo indeksa.

PRIMER 40. Program 1. R−1 | 0, 1 izra~unava nula-funkciju 0 : N→ N,

odakle sledi da je 512 = J1. R−1 | 0, 1K jedan indeks funkcije 0. Me|utim,

indeksi ove funkcije jesu i kodovi slede}ih programa:

{
1. R−1 | 0, 1
2. R+

1 | 0


1. R−1 | 0, 1
2. R+

1 | 0
3. R+

1 | 0


1. R−1 | 0, 1
2. R+

1 | 0
3. R+

1 | 0
4. R+

1 | 0

· · ·

tj. brojevi 1536, 3584, 7680, . . . [R−1 | 1, 0] = 9, [R+
1 | 0] = 0,

d9, 0e = 29 + 29+0+1 = 1536
d9, 0, 0e = 29 + 29+0+1 + 29+0+0+2 =
3584
d9, 0, 0, 0e = 7680

Kodirawe konfiguracija i funkcija next. Svaka konfiguracija

registar ma{ine se mo`e posmatrati kao niz prirodnih brojeva

koji su po~ev od nekog ~lana svi jednaki nuli. Konfiguracije

kodiramo prirodnim brojevima ve}im od nule: Kodirawe RM-instrukcija i kodirawe

konfiguracija ozna~avamo istom oz-

nakom [·], veruju}i da ovakva zloupotreba
ne mo`e dovesti do zabune; iz konteksta

}e uvek biti jasno {ta je kodirano.

C: i r1 · · · rd 0 · · ·

[C] = pi
0 pr1

1 · · · p
rd
d

Uvedeno kodirawe konfiguracija predstavqa bijekciju izme|u

skupa svih konfiguracija i skupa N+. Svakoj konfiguraciji

pridru`ujemo jedinstveni kôd, i svaki prirodan broj razli~it

od 0 jeste kôd jedne konfiguracije koju jednostavno dobijamo ras-
tavqawem tog broja na proste ~inioce.



68 TEORIJA ALGORITAMA

Univerzalni postupak zapravo je zasnovan na funkciji NEXT

~iji je prvi argument RM-program, a drugi neka konfiguracija:

za svaki RM-program P i svaku konfiguraciju C,

NEXT(P,C) = konfiguracija koja se dobija iz C izvr{avawem

odgovaraju}e instrukcije programa P.

Zapravo, NEXT defini{emo koriste}i funkcije NEXTP, �po-

dizawem� programa P u argument. Razmatrawa ispred Leme 5

(strana 58) ukazuju na jednoobraznost aritmetizacije svih (za bilo

koje P) funkcija NEXTP. To zapa`awe dovodi do aritmeti~ke

varijante funkcije NEXT, tj. do funkcije next : N×N → N,

takve da za svaki program P i svaku konfiguraciju C va`i jed-

nakost next(JPK, JCK) = JNEXT(P,C)K, odnosno

next(e, c) = kôd naslednika konfiguracije ~iji je kôd c

tokom izvr{avawa programa ~iji je kôd e.

O~igledno je da postoji neformalan op{ti postupak kojim za

sve prirodne brojeve e i c ra~unamo vrednost next(e, c), i to bez
ikakve neograni~ene pretrage, pa je prirodno o~ekivati da je next
primitivno rekurzivna funkcija.

Lema 6. Postoji primitivno rekurzivna funkcija next : N2 → N

takva da za svaki program P i svaku konfiguraciju C va`i jed-

nakost next(JPK, JCK) = JNEXT(P,C)K.

DOKAZ.132 Vrednost next(e, c) ra~unamo slede}im postupkom: 132 Dokaz slu`i samo da strogo potvrdi

intuitivno jasnu tvrdwu da je next,
sa navedenim neformalnim zna~ewem,

primitivno rekurzivna funkcija, i nema

razloga da se trajno pamte tehni~ki de-

taqi dokaza.

� Izra~unaj133 (c)0.

133 Izra~unaj redni broj instrukcije pro-

grama �e� koju treba primeniti na c.

� Ako134 je (c)0 = 0 ili (c0) > lh(e), onda je next(e, c) = c
p(c)00

;

134 (c)0-ta instrukcija programa �e� ne

postoji

� Ako je 1 6 (c)0 6 lh(e), odredi135 bec(c)0
:

135 odredi kôd (c)0-te instrukcije pro-

grama �e� i u skladu sa wom izmeni kôd

c)

* Ako 2 | 〈bec(c)0
〉1, onda je bec(c)0

kôd instrukcije

R+[ 〈bec(c)0 〉1
2

]
+1
| 〈bec(c)0

〉2,

pa je

next(e, c) =
c

p(c)0
0

· p
〈bec(c)0 〉2
0 · p[ 〈bec(c)0 〉1

2

]
+1

,

* Ako 2 - 〈bec(c)0
〉1, onda je bec(c)0

kôd instrukcije

R−[ 〈bec(c)0 〉1
2

]
+1
| 〈〈bec(c)0

〉2〉1, 〈〈bec(c)0
〉2〉2,

odakle sledi:
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· Ako je (c)[ 〈bec(c)0 〉1
2

]
+1
6= 0, onda je

next(e, c) =
c

p(c)0
0 · p[ 〈bec(c)0 〉1

2

]
+1

· p
〈〈bec(c)0 〉2〉1
0 ,

· Ako je (c)[ 〈bec(c)0 〉1
2

]
+1

= 0, onda je

next(e, c) =
c

p(c)0
0

· p
〈〈bec(c)0 〉2〉2
0 .

Sve u svemu:

next(e, c) =



c
p(c)00

(c)0 = 0∨ (c0) > lh(e),

c
p(c)00

· p
〈bec(c)0 〉2
0 · p[ 〈bec(c)0 〉1

2

]
+1

1 6 (c)0 6 lh(e) ∧ 2 | 〈bec(c)0
〉1,

c
p(c)00 ·p[ 〈bec(c)0 〉1

2

]
+1

· p
〈〈bec(c)0 〉2〉1
0 1 6 (c)0 6 lh(e) ∧ 2 - 〈bec(c)0

〉1 ∧ (c)[ 〈bec(c)0 〉1
2

]
+1
6= 0,

c
p(c)00

· p
〈〈bec(c)0 〉2〉2
0 1 6 (c)0 6 lh(e) ∧ 2 - 〈bec(c)0

〉1 ∧ (c)[ 〈bec(c)0 〉1
2

]
+1

= 0,

pa je jasno da je next : N × N → N primitivno rekurzivna

funkcija.

Kodirawe izra~unavawa i Klinijevi predikati.Preostaje jo{da

se pozabavimokona~nimizra~unavawima. Svakomkona~nomnizu

konfiguracija I = C1,C2, . . . ,Cn pridru`ujemo kôd niza koji

~ine kôdovi pojedinih ~lanova: JIK = d[C1], [C2] . . . , [Cn]e.
Kqu~no pitawe jeste: Da li neki kona~an niz konfiguracija

C1, . . . ,Cn predstavqa izra~unavawe programa P za ulaz ~x ∈ Nk?

Jasno je da postoji neformalan op{ti postupak koji daje odgovor

na prethodno pitawe:

� prvo treba proveriti da li je C1 odgovaraju}a po~etna konfi-

guracija za ulaz ~x;

� zatim, da li je NEXT(P,Ci) = Ci+1, 1 6 i < n;

� najzad, da li je Cn zavr{na konfiguracija za program P.

Uzimaju}i u obzir opisana kodirawa nalazimo aritmeti~ku va-

rijantu ovog postupka poznatu kao Klinijev predikat:
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Tk(e,~x, z) def⇔ z je kôd izra~unavawa programa ~iji je kôd e za ulaz ~x
⇔ • bzc1 je kôd po~etne kon-

figuracije za ulaz ~x, tj.
u broja~u je upisano 1, (bzc1)0 = 1,
~x je upisano u R1, . . . , Rk, (bzc1)i = xi, 1 6 i 6 k,

a u ostalim registrima,

koji se pomiwu u pro-

gramu e, upisana je 0,

∀j 6 lh(e)(1 6 j ∧
[ 〈becj〉1

2

]
> k⇒ (bzc1)[ 〈becj〉1

2

]
+1

= 0)

• za 1 6 i < lh(z), bzci+1

je kôd sledbenika kon-

figuracije bzci tokom

izvr{avawa programa

~iji je kôd e,

next(e, bzci) = bzci+1, 1 6 i < lh(z)

• bzclh(z) je kôd zavr{ne

konfiguracije programa

~iji je kôd e.

(
bzclh(z)

)
0
> lh(e) ∨

(
bzclh(z)

)
0
= 0

Predikat Tk(e,~x, z) je konjunkcija svih formula navedenih sa

desne strane, odakle sledi da je primitivno rekurzivan.136 136 Primetimo da za bilo koje e ∈ N

i ~x ∈ Nk , ako postoji z ∈ N takav

da va`i Tk(e,~x, z), onda postoji ~ak

beskona~no mnogo brojeva z′ za koje

}e tako|e va`iti Tk(e,~x, z′). To je

posledica ~iwenice da izra~unavawem

progla{avamo sve kona~ne nizove kon-

figuracija koji zadovoqe postavqene

uslove samo u odnosu na registre koji

su relevantni tokom izvr{avawa odgo-

varaju}eg programa.

Budu}i da je sadr`aj registra R1 u zavr{noj konfiguraciji

rezultat izra~unavawa po nekom RM-programu za zadati ulaz,

defini{imo funkciju U : N → N sa slede}im neformalnim

zna~ewem:

U(z) = sadr`aj registra R1 u posledwoj konfiguraciji

niza konfiguracija ~iji je kôd z,

koje prevodimo u strogu definiciju oslawaju}i se na uvedena

kodirawa: U(z) =
(
bzclh(z)

)
1
.

Teorema 16. [Klinijeva teorema onormalnojformi]Postojiprim-

itivno rekurzivna funkcija U : N → N i za svako k > 1 primi-

tivno rekurzivna (k+ 2)-arna relacija Tk tako da za svako~x ∈ Nk

va`i:

� ~x ∈ dom(ϕ
(k)
e ) ⇔ ∃z Tk(e,~x, z),

� ϕ
(k)
e (~x) ' U (µz Tk(e,~x, z)).

Klinijeva teoremaonormalnojformi zna~ajnopojednostavquje

prou~avawe skupa parcijalno rekurzivnih funkcija, pa }emo je

dosta puta primewivati u narednim odeqcima.

Posledica 6. [Teorema o efektivnosti numeracije] Za svako k > 1,
parcijalna (k + 1)-arna funkcija

(∗) (e,~x) 7→ U (µz Tk(e,~x, z))

jeste parcijalno rekurzivna.
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Funkciju (∗) ozna~avamoΦ(k)
U inazivamo univerzalnomfunkci-

jom za k-arne parcijalno rekurzivne funkcije137, jer je 137 Kada je k = 1, gorwi indeks izostav-

qamo i umesto Φ(1)
U pi{emo ΦU .

Φ(k)
U (e,~x) ' ϕ

(k)
e (~x), za sve e ∈ N,~x ∈ Nk.

Drugim re~ima, Φ(k)
U (e,~x) je rezultat izvr{avawa RM-programa

~iji je kôd e za ulaz ~x ako se to izra~unavawe zaustavqa, a u

suprotnom Φ(k)
U (e,~x) nije definisano.

PRIMER 41. 1) Izra~unajmo Φ(2)
U (16, 21, 34). Prema primeru 39, znamo

da je 16 kôd programa 1.R+
1 | 2. Ovaj program za ulaz (21, 34) daje

rezultat 22. Dakle, Φ(2)
U (16, 21, 34) = 22.

2) Izra~unajmo Φ(4)
U (178, 1, 2, 3, 3):

� Odredimo program ~iji je kôd 178 (primer 38, strana 66):

J178K−1 =


1. [1]−1

2. [2]−1

3. [0]−1

4. [1]−1

=


1. R−1 | 0, 0
2. R+

1 | 1
3. R+

1 | 0
4. R−1 | 0, 0

� Izra~unavawe programa J178K−1 za ulaz (1, 2, 3, 3) je:

1; 1, 2, 3, 3→∗J178K−1 0; 0, 2, 3, 3.

Dakle, Φ(4)
U (178, 1, 2, 3, 3) = 0.

Posledica 6 je veoma zna~ajna, jer omogu}ava da prilikom sa-

stavqawa RM-programa pozivamo (kao potprograme) programe za

univerzalne funkcije.138 138 Pozivawem univerzalnih funkcija za-

pravo zahtevamo da se prirodan broj (za-

pisan u nekom registru) tretira kao kôd

programa i da se taj program izvr{i za

ulaz koji je odre|en sadr`ajima nekih

izabranih registara. Drugim re~ima,

RM-programi mogu da sadr`e naredbe ob-

lika Rj := Φk
U(Ri , Ri1 , . . . , Rik ), ~ije je

zna~ewe: izvr{i program ~iji je kôd za-

pisan u Ri uzimaju}i za ulaz sadr`aje re-

gistara Ri1 , . . . , Rik i rezultat (u slu~aju

zaustavqawa) upi{i u Rj. Naravno, mo-

gu}e je da neki od i1, . . . , ik bude jednak i.

PRIMER 42. Pozivawempotprograma za odgovaraju}e univerzalnefun-

kcije, nije te{ko sastaviti program koji na ulazu dobija tri broja

x1, x2, y i obavqa slede}i zadatak: prva dva tretira kao kodove RM-

programa, oba programa izvr{ava za ulaz y, dobijene rezultate (ako
ih dostigne) sabira i taj zbir vra}a kao izlaz. Opisani program za-

pravo izra~unava funkciju: f (x1, x2, y) ' ϕx1(y) + ϕx2(y). Generalno,
u ovakvim situacijama, za na{u pri~u je najva`nije da takav program

postoji, {to jednostavno zakqu~ujemo iz ~iwenice da je f parcijalno

rekurzivna funkcija budu}i da je f (x1, x2, y) ' ΦU(x1, y) + ΦU(x2, y).

PRIMER 43. Unarna funkcija x 7→ ϕx(x) jeste parcijalno rekurzivna,
budu}i da je ϕx(x) ' ΦU(x, x) i x 7→ ΦU(x, x) je parcijalno rekurzivna
funkcija. RM-program koji izra~unava ovu funkciju koristi ulaz x
kao kôd odgovaraju}eg programa, ali i kao ulaz za taj program. Ovakve

situacije nisu neobi~ne: ako (u nekom programskom jeziku) sastavimo

program S koji ispituje sintaksnu korektnost drugih programa (izabra-

nog jezika), onda programu S kao ulaz mo`emo zadati sâm S.
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PRIMER 44. Binarna funkcija definisana sa:

f (x, y) ' ϕx+y(xy) + ϕxy(x + y), x, y ∈ N

jeste parcijalno rekurzivna, jer je

f (x, y) ' ΦU(x + y, xy) + ΦU(xy, x + y).

Rezimirajmo ukratko osnovne rezultate ovog odeqka. Za svako

k > 1, sve k-arne parcijalno rekurzivne funkcije smo pore|ali u
niz (ϕ

(k)
e )e∈N (svaki ~lan niza je parcijalno rekurzivna funkcija

i svaka k-arna parcijalno rekurzivna funkcija jeste ~lan niza).
Ovaj niz nazivamo i efektivnim nabrajawem svih k-arnih parci-
jalno rekurzivnih funkcija, budu}i da postoji (k + 1)-arna par-
cijalno rekurzivna funkcija Φk

U takva da je Φk
U(e,~x) ' ϕe(~x), za

sve e ∈ N,~x ∈ Nk. Navedeni rezultati zapravo isti~u novu ulogu

koju }e prirodni brojevi imati u nastavku poglavqa: prirodni

brojevi, pored svoje uobi~ajene uloge, preuzimaju i ulogu pro-

grama; umesto sa programima naj~e{}e }emo raditi sa wihovim

kodovima.
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UNIVERZALNI PROGRAMI

Univerzalni RM-program. Posmatrawe univerzalnih funkcija

za svaku pojedina~nu du`inu k parcijalno rekurzivnih funkcija
ima svojih prednosti, ali u su{tini nije neophodno. Pored ko-

dirawa koja samo uveli u prethodnom odeqku, mogli smo da kodi-

ramoi svemogu}e ulaze (proizvoqne du`ine): svakom~x ∈ ⋃k>1N
k

dadodelimokôd d~xe. Tobinas dovelodoprimitivnorekurzivnog
predikata T ⊆ N3:

T(e, x, z)⇔ z je kôd izra~unavawa programa

~iji je kôd e za ulaz ~iji je kôd x.

Stroga definicija predikataT analogna je definicijipredikata

Tk, pri ~emu treba dodati uslov x 6= 0, umesto k pisati lh(x), a
umesto xi pisati bxci:

T(e, x, z) def⇔ x 6= 0∧ (bzc1)0 = 1∧ (∀i 6 lh(x))(i > 1⇒ (bzc1)i = bxci)∧

∧ ∀j 6 lh(e)(1 6 j ∧
[ 〈becj〉1

2

]
> lh(x)⇒ (bzc1)[ 〈becj〉1

2

]
+1

= 0)∧

∧ (∀i < lh(z))(i 6 1⇒ next(e, bzci) = bzci+1)∧

∧
(
bzclh(z)

)
0
> lh(e) ∨

(
bzclh(z)

)
0
= 0.

O~igledno, binarna funkcija Φ definisana sa

Φ(e, x) ' U(µzT(e, x, z)),

jeste parcijalno rekurzivna, pa postoji RM-program U koji je

izra~unava. Ovaj program nazivamo univerzalnim RM-progra-

mom, jerUnaodre|enina~inizvr{ava sveRM-programe za zadate

ulaze: kada U pokrenemo za �program� e i �ulaz� x kao rezultat

dobijamo zapravo rezultat izvr{avawa �programa� e za �ulaz�

x. Drugim re~ima, za svaki RM-program P i svaki kona~an niz

prirodnih brojeva ~x:

U(JPK, d~xe) ↑ akko P(~x) ↑

i za sve y ∈ N,

U(JPK, d~xe) ↓ y akko P(~x) ↓ y.

Slede}a interpretacija prethodne pri~e od su{tinskog je zna~aja

za ra~unarstvo i konstrukciju samog ra~unara:

� univerzalni program U reprezentuje sam mehanizam koji izvr-

{ava RM-programe (slobodnije re~eno, hardver);
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� kodirawe svih RM-programa predstavqa jezik na kome meha-

nizmu saop{tavamo RM-programe;

� kodirawe ulaza predstavqa dogovoreni na~in zadavawa ulaza

RM-programima.

Ovo izjedna~avawe hardvera, programa i wihovih ulaza isti~e se

kao kqu~no zapa`awe koje je pokrenulo izgradwu ra~unara. Do

tog zapa`awa je do{ao, naravno, Tjuring razmatraju}i ma{ine

koje su po wemu nazvane.

Univerzalna Tjuringova ma{ina.Pre nego {to defini{emo uni-

verzalnu Tjuringovu ma{inu, neophodno je da sve Tjuringove ma-

{ine kodiramo re~ima nekog unapred zadatog alfabeta. Po-

kaza}emo kako se sve Tjuringove ma{ine mogu kodirati re~ima

alfabeta {0, 1}. Bez gubqewa op{tosti, pretpostavi}emo da je

svako stawe bilo koje Tjuringove ma{ine ozna~eno qi, za neki

prirodan broj i, a da je svaki simbol trake ozna~en si, za neki

prirodan broj i. Preciznije, za svaku Tjuringovu ma{inu T =

(Q, q0, F, Γ,t, Σ, τ), mogu se izabrati prirodni brojevi m > 0
i n > 1, i skupovi {i1, . . . , ik} ⊆ {0, . . . , m} i {j1, . . . , j`} ⊆
{1, . . . , n} takvi da je:

Q = {q0, . . . , qm}, F = {qi1 , . . . , qik},
Γ = {s0, . . . , sn}, t = s0, Σ = {sj1 , . . . , sj`},

.

Funkciju prelaza τ identifikujemo sa nizom ure|enih petorki

iz (Q \ F)× Γ× Γ× {R, L,P} ×Q takvih da za svaki ure|eni par

iz (Q \ F)× Γ, u nizu τ postoji ta~no jedna petorka ~ije su prve

dve koordinate odre|ene tim parom.

Uz dodatni dogovor da stawe qi identifikujemo sa re~ju qbin(i),
a simbol si sa re~ju sbin(i),139 zakqu~ujemo da svaku Tjuringovu 139 q0 ≡ q0, q1 ≡ q1, q2 ≡ q10, q3 ≡ q11,

. . .

s0 ≡ s0, s1 ≡ s1, s2 ≡ s10, s3 ≡ s11, . . .
ma{inu mo`emo zadati kao re~ alfabeta {0, 1, q, s,R, L,P, ; } koja
je slede}eg oblika:

(?) q0 · · · qbin(m); q0; qbin(i1) · · · qbin(ik); s0 · · · sbin(n); s0; sbin(j1) · · · sbin(j`); τ

pri ~emu je τ re~ dobijena nadovezivawem re~i

qbin(i)sbin(j)sbin(j′)Dqbin(i′)

koje su prevodi odgovaraju}ih petorki qisjsj′Dqj′ niza τ.

Kodirawem simbola alfabeta {0, 1, q, s,R, L,P, ; } troslovnim
re~ima iz ΣBool:(

0 1 q s R L P ;
000 001 010 011 100 101 110 111

)
re~ oblika (?) prevodimo ure~ alfabeta {0, 1} koju }emonazivati
kôdom Tjuringove ma{ine T i obele`avati JTK. O~igledno je da
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postoji (~ak beskona~no mnogo) re~i nad {0, 1} koje nisu kodovi
nijedneTjuringovema{ine.140 Danema razloga za brigu potvr|uje 140 To nije bio slu~aj sa kodirawem RM-

programa, kada je svaki prirodan broj

bio kôd nekog RM-programa.
slede}a lema.

Lema 7. Jezik

Syntax = {t ∈ {0, 1}∗ | t je kôd neke Tjuringove ma{ine}

je rekurzivan.

Dokaz prethodne leme izostavqamo, oslawaju}i se na ~iwenicu

da se lako mo`e uo~iti neformalna procedura kojom se proverava

da li je zadata re~ t ∈ {0, 1}∗ kôd neke Tjuringive ma{ine ili

nije. Ina~e, su{tinu izostavqenog dokaza ~ini konstrukcija

Tjuringove ma{ine S:

S = (QS, qS
0 , {qsyntax−correct, qsyntax−error}, ΓS,t, ΣBool, τS})

takve da za svaku re~ t ∈ {0, 1}∗ va`i:

qS
0t→∗S

{
qsyntax−correctt, t jeste kôd neke Tjuringove ma{ine,
qsyntax−errort, t nije kôd neke Tjuringove ma{ine.

Na osnovu navedenog kodirawa Tjuringovih ma{ina, jasno je

kako se kodiraju kona~ni nizovi re~i ulaznog alfabeta: za ulaz

w = (w1, . . . , wk) ∈ Σ∗k odgovaraju}i po~etni sadr`aj trake

(?) w1 t w2 t · · · t wk

opisujemo navode}i redom kodove svih simbola koji se pojavquju

u (?) i na taj na~in formiramo kôd ulaza JwK ∈ {0, 1}∗.

Lema 8. Jezik

Input = {(t, w) ∈ {0, 1}∗2 | t ∈ Syntax i w je kôd kona~nog niza

re~i ulaznog alfabeta Tjuringove ma{ine ~iji je kôd t}

je rekurzivan.

Svaku re~ C koja mo`e biti konfiguracija neke Tjuringove

ma{ine kodiramo na o~ekivani na~in; taj kôd tako|e ozna~avamo

JCK. Daqe bi se, naravno, nakon kodirawa nizova konfigu-

racija, mogao definisati i odgovaraju}i Klinijev predikat, {to

mi ne}emo ~initi, ve} prelazimo na kratak opis univerzalnog

Tjuringovog programa.

Centralno mesto u opisu rada Tjuringovih ma{ina zauzima

postupak kojim se obavqa slede}i zadatak: za zadatu Tjuringovu

ma{inu T i zadat kona~an niz w re~i wenog ulaznog alfabeta,

generisati konfiguracije odgovaraju}eg izra~unavawa, prepoz-

nati zavr{nu konfiguraciju i zaustaviti se. Va`no Tjuringovo
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zapa`awe je da postoji univerzalna Tjuringova ma{ina U koja

obavqa ovaj zadatak kada joj se zadaju kôd neke Tjuringove ma{ine

i kôd odgovaraju}eg ulaza. Da bi pri~a bila potpunija, mo`emo

pretpostaviti da ukoliko U dobije

ulaz (t, w) takav da t nije kôd

neke Tjuringove ma{ine ili, ako

jeste, w nije kôd kona~nog niza re~i

ulaznog alfabeta, onda U {tampa

SYNTAX/INPUT ERROR. Naravno,

ovakav dogovor ne}e biti ni od kakvog

zna~aja u nastavku.

Teorema 17. Postoji Tjuringova ma{ina U takva da za svaku Tju-

ringovu ma{inu T i kona~an niz w re~i wenog ulaznog alfabeta

va`i:

U(JTK, JwK) ↑ akko T(w) ↑;

{tavi{e, ako U(JTK, JwK) ↓, onda je zavr{na konfiguracija ovog
izra~unavawa jednaka qU

stopJCK, gde je C zavr{na konfiguracija

izra~unavawa ma{ine T za ulaz w.

Dokaz ove teoreme mo`e se izvesti iz postojawa univerzalnog

RM-programa i rezultata odeqka o odnosu Tjuringovih ma{ina

i RM-programa.
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REKURZIVNO NABROJIVI SKUPOVI

Pre nego {to smo definisali pojam RM-izra~unqive funkcije

(videti stranu 38), istakli smo da svaki RM-program P za svako

k > 1 odre|uje po jedan podskup odNk koji sadr`i sve one k-torke
prirodnih brojeva za koje se P zaustavqa:

W(k)
P = {(x1, . . . , xk) ∈ Nk | P(x1, . . . , xk) ↓}.

Svakiovakav skup je domenodgovaraju}eRM-izra~unqivefunkcije:

W(k)
P = dom(ϕ

(k)
P ).

Definicija 11. Skup A ⊆ Nk je poluodlu~iv ili rekurzivno

nabrojiv (kra}e r. n.) ako je domen neke parcijalno rekurzivne

funkcije, tj. postoji e ∈ N takav da je A = dom(ϕ
(k)
e ).

Prema prethodnoj definiciji, poluodlu~ivost nekog skupa A
potvr|uje parcijalno rekurzivna funkcija ~iji je domen taj skup,

pri ~emu nisu va`ne vrednostifunkcije za argumente iz A. Zato je
zgodno, poluodlu~ivost okarakterisati tzv. parcijalnim karak-

teristi~nim funkcijama, koje donekle opravdavaju za{to domene

parcijalno rekurzivnih funkcija nazivamo poluodlu~ivim. 142 142 Neformalno govore}i, parcijalna

karakteristi~na funkcija samo potvr|u-

je pripadnost odgovaraju}em skupu, ali

ne prepoznaje nepripadawe.
Definicija 12. Neka je A ⊆ Nk. Parcijalna karakteristi~na

funkcija skupa A je k-arna funkcija χA definisana sa

χA(~x) =

{
1, ~x ∈ A,
↑, ~x 6∈ A.

Lema 9. Skup A ⊆ Nk je poluodlu~iv (rekurzivno nabrojiv) akko

je k-arna parcijalna funkcija χA parcijalno rekurzivna.

DOKAZ. Ako je A ⊆ Nk poluodlu~iv, onda je A = dom(ϕ
(k)
e ), za

neko e ∈ N. Nije te{ko uo~iti da je χA(~x) ' 1(ϕ
(k)
e (~x)), odakle

sledi da je χA parcijalno rekurzivna funkcija.

Obrnuto, ako je χA parcijalno rekurzivna funkcija, onda je A
poluodlu~iv, jer je A = dom(χA).

Lema 10. Svaki odlu~iv (tj. rekurzivan) skup je poluodlu~iv (tj.

rekurzivno nabrojiv).

DOKAZ. Skup A ⊆ Nk je odlu~iv (rekurzivan) ako je parci-

jano rekurzivna wegova karakteristi~na funkcija χA (koja je to-

talna!):

χA(~x) =

{
1, ~x ∈ A,
0, ~x 6∈ A.

Iz parcijalne rekurzivnosti funkcije χA sledi parcijalna re-

kurzivnost funkcije χA. Ovo mo`emo pokazati, na primer, ko-

riste}i parcijalnu rekurzivnost funkcije (koja je poput one iz



78 TEORIJA ALGORITAMA

Primera 28 na strani 45):

g(x) =

{
1, x = 0,
↑, x > 0.

O~igledno je χA(~x) ' g(1 .− χA(~x)).
Najpoznatijiprimerpoluodlu~ivog skupa kojinije rekurzivan

naziva se kombinatorno jezgro neodlu~ivosti i obele`ava se

K def
= {e | ϕe(e) ↓}.

Ovaj skup }emo jo{ dosta puta pomiwati.

Teorema 18. Skup K je poluodlu~iv, ali nije odlu~iv.

DOKAZ. Da je K poluodlu~iv sledi iz ~iwenice da je on domen

parcijalno rekurzivne funkcije x 7→ ΦU(x, x).
PretpostavimodaK jeste rekurzivan, tj. da je rekurzivnafunkcija

χK : N→ N,

χK(x) =

{
1, ϕx(x) ↓,
0, ϕx(x) ↑ .

Tada je unarna funkcija h,

h(x) =

{
↑, ϕx(x) ↓,
0, ϕx(x) ↑ .

parcijalno rekurzivna. Neka je e0 indeks funkcije h: ϕe0(x) '
h(x), za svako x ∈ N. Specijalno, za x = e0, ϕe0(e0) ' h(e0), a

to nije mogu}e, jer prema definiciji funkcije h, za bilo koje x
va`i: h(x) ↓ akko ϕx(x) ↑.
Dakle, skup K ne mo`e biti rekurzivan.

Naredna teorema iskazuje jednu od najzna~ajnijih osobina re-

kurzivno nabrojivih skupova. Jednakost A = {~x | ∃yR(~x, y)} mo`e se
formulisati i u obliku ekvivalencije:

A(~x) ⇔ ∃yR(~x, y).
Prema navedenoj teoremi, rekurzivno

nabrojivi skupovi su projekcije

rekurzivnih skupova.

Teorema 19. Skup A ⊆ Nk je poluodlu~iv (rekurzivno nabrojiv)

akko postoji rekurzivan skup R ⊆ Nk+1 takav da je

A = {~x | ∃yR(~x, y)}.

DOKAZ. (⇒) Ako je A ⊆ Nk rekurzivno nabrojiv, onda je, za neko

e0 ∈ N, A = dom(ϕ
(k)
e0 ). Prema Klinijevoj teoremi o normalnoj

formi, za sve ~x ∈ Nk va`i:

A(~x) ⇔ ~x ∈ dom(ϕ
(k)
e0 ) ⇔ ∃zTk(e0,~x, z).

Budu}ida jeTk primitivnorekurzivnarelacija, takva je i relacija

R ⊆ Nk+1 dobijena iz Tk za izabrano e0: R(~x, z) def⇔ Tk(e0,~x, z).
Dakle, A(~x) ⇔ ∃z R(~x, z).
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(⇐) Ako je A(~x) ⇔ ∃yR(~x, y), gde je R ⊆ Nk+1 rekurzivan skup,

tada je A domen parcijalno rekurzivne funkcije ϕ definisane sa

ϕ(~x) ' µyR(~x, y),

odakle sledi da je A rekurzivno nabrojiv.

Slikovito obja{wewe prethodne teoreme navodimo za unarne

relacije. Za svaki poluodlu~iv skup A ⊆ N postoji binarna

odlu~iva relacija R ⊆ N2 takva da A(x) ⇔ ∃yR(x, y). To zna~i
da algoritam kojim se ispituje pripadawe i nepripadawe skupu R
odre|uje slede}i �polualgoritam� kojim se ispituje pripadawe,

ali ne i nepripadawe, skupu A: za dato x ∈ N, redom ispituj da

li je ili nije,

R(x, 0), R(x, 1), R(x, 2), . . .

i zaustavi se odmah posle potvrdnog odgovora. Ovaj polualgori-

tam se zaustavqa samo u slu~aju da x ∈ A. Ali, ako x 6∈ A, odn.
∀y¬R(x, y), polualgoritam �ne vidi� da ne postoji y takav da je

R(x, y), ve} nastavqa sa radom nakon svakog negativnog odgovora:
¬R(x, 0), ¬R(x, 1), ¬R(x, 2), . . .

Teorema 20. [Osnovne osobine r. n. skupova] (1) Ako su A, B ⊆ Nk

poluodlu~ivi skupovi, onda su poluodlu~ivi i skupovi A ∪ B i

A ∩ B.
(2) Ako je A ⊆ Nk+m poluodlu~iv skup, onda je poluodlu~iv i

skup B ⊆ Nk definisan sa B = {~x | ∃y1 . . . ∃ym A(~x, y1, . . . , ym)}.

DOKAZ. (1) Ako su A, B ⊆ Nk poluodlu~ivi skupovi, onda postoje

odlu~ivi skupovi P, Q ⊆ Nk+1 takvi da je A(~x) ⇔ ∃yP(~x, y) i
B(~x)⇔ ∃yQ(~x, y). Tada:

~x ∈ A ∪ B⇔ ∃yP(~x, y) ∨ ∃yQ(~x, y)

⇔ ∃y(P(~x, y) ∨Q(~x, y)),

~x ∈ A ∩ B⇔ ∃yP(~x, y) ∧ ∃yQ(~x, y)

⇔ ∃y1∃y2(P(~x, y1) ∧Q(~x, y2))

⇔ ∃y(P(~x, 〈y〉1) ∧Q(~x, 〈y〉2)).
U oba slu~aja `eqeni zakqu~ak izvodimo iz prethodne teoreme.

(2) Ako je A ⊆ Nk+m poluodlu~iv, onda postoji rekurzivan skup

R ⊆ Nk+m+1 takav da je A(~x, y1, . . . , ym) ⇔ ∃zR(~x, y1, . . . , ym, z).

Neka je γ : Nm+1 1−1−→na N bilo koje rekurzivno kodirawe, ~ije su

dekodiraju}e funkcije γi : N→ N, 1 ≤ i ≤ m + 1. Tada je

B(~x) ⇔ ∃y1 . . . ∃ym A(~x, y1, . . . , ym)

⇔ ∃y1 . . . ∃ym∃zR(~x, y1, . . . , ym, z)

⇔ ∃uR(~x, γ1(u), . . . , γm+1(u)),

odakle sledi da je B rekurzivno nabrojiv skup.

Komplement poluodlu~ivog skupa ne mora biti poluodlu~iv.

To }emo jednostavno pokazati oslawaju}i se na narednu teoremu.
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Teorema 21. Skup A ⊆ Nk je rekurzivan akko su A i A{ = Nk \ A
poluodlu~ivi.

DOKAZ. Ako je A rekurzivan, jasno je da su i A i A{ rekurzivno

nabrojivi skupovi.

Doka`imo i obrnuto. Ako su A i A{ poluodlu~ivi, postoje

rekurzivni skupovi P, Q ⊆ Nk+1 takvi da je A(~x) ⇔ ∃yP(~x, y) i
A{(~x)⇔ ∃yQ(~x, y). Funkcija

f (~x) = µy(P(~x, y) ∨Q(~x, y))

je parcijalno rekurzivna i totalna, jer za svako ~x ∈ Nk va`i

~x ∈ A ili~x ∈ A{, pa postoji y takav da je ili P(~x, y) ili Q(~x, y).
Dakle, f je rekurzivna funkcija, odakle sledi i da je A rekurzivan

skup budu}i da va`i: A(~x)⇔ P(~x, f (~x)).

Posledica 7. Skup K{ nije rekurzivno nabrojiv.

DOKAZ. Dokazali smo da je K rekurzivno nabrojiv skup koji

nije rekurzivan. Prema prethodnoj teoremi K{ ne mo`e biti

rekurzivno nabrojiv.

Naredna teorema pokazuje da se mnoga razmatrawa o parci-

jalno rekurzivnim funkcijama mogu svesti na prou~avawe wi-

hovih domena, odn. rekurzivno nabrojivih skupova.

Teorema 22. [Teorema o grafiku]144 Parcijalna k-arna funkcija 144 Ve} smo dokazali (strana 64) da je to-

talna funkcija rekurzivna akko je wen

grafik parcijalno rekurzivan.
f je parcijalno rekurzivna akko je wen grafik

Γ f = {(~x, y) ∈ Nk+1 | f (~x) = y}

rekurzivo nabrojiv skup.

DOKAZ. (⇒) Ako je f parcijalno rekurzivna k-arna funkcija,

onda je f = ϕ
(k)
e za neko e ∈ N. Na osnovu Klinijeve teoreme o

normalnoj formi za sve (~x, y) ∈ Nk+1 va`i:

(~x, y) ∈ Γ f ⇔ ϕ
(k)
e (~x) = y

⇔ U(µzTk(e,~x, z)) = y

⇔ ∃z(Tk(e,~x, z) ∧ (∀t < z)¬Tk(e,~x, t) ∧U(z) = y)

pa je Γ f rekurzivno nabrojiv, prema teoremi 19.

(⇐) Ako je Γ f rekurzivno nabrojiv, onda

(~x, y) ∈ Γ f ⇔ ∃zR(~x, y, z),

za neki rekurzivan skup R ⊆ Nk+2. Dakle,

f (~x) ↓⇔ ∃y∃zR(~x, y, z).

Koriste}i kodirawe parova prirodnih brojeva145 dobijamo 145 (z, y) 7→ t = 〈z, y〉
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f (~x) ' 〈µtR(~x, 〈t〉1, 〈t〉2)〉1,

odakle sledi da je f parcijalno rekurzivna funkcija.

PRIMER 45. U primeru 35, na strani 64, pokazali smo da grafik par-

cijalno rekurzivne funkcije, koja nije totalna, mo`e biti rekurzivan

skup. Parcijalna karakteristi~na funkcija skupa K,

χK(x) =

{
1, x ∈ K,
↑, x 6∈ K,

jeste parcijalno rekurzivna, a wen grafik ΓχK
= {(x, 1) | x ∈ K} nije

rekurzivan zato {to skup K nije rekurzivan.

Odeqak zavr{avamotvr|ewemkoje opravdava za{topoluodlu~ive

skupove nazivamo i rekurzivno nabrojivim skupovima.

Teorema 23. Za svaki skup A ⊆ N slede}i uslovi su ekvivalentni:

1. A je rekurzivno nabrojiv skup.

2. A = ran(ϕe), za neko e ∈ N.

3. A = ∅ ili je A = f [N], za neku primitivno rekurzivnu

funkciju f : N→ N.

4. A = ∅ ili je A = f [N], za neku rekurzivnu funkciju f : N→
N.

DOKAZ. (1)⇒ (2)Neka je A = dom(ϕe0), za neko e0 ∈ N. Unarna
funkcija f definisana sa

f (x) ' x + 0(ϕe0(x)),

jeste parcijalno rekurzivna, pa postoji e1 ∈ N takav da je f = ϕe1 .

O~igledno je A = dom(ϕe0) = ran( f ) = ran(ϕe1):

x ∈ A ⇔ ϕe0(x) ↓⇔ ϕe1(x) ↓ x ⇔ x ∈ ran(ϕe1).

(2) ⇒ (3) Neka je A = ran(ϕe0), za neko e0 ∈ N. Pretpostavimo
da je A 6= ∅ i a0 proizvoqno izabran element iz A. Oslawaju}i se
na Klinijevu teoremu o normalnoj formi, defini{imo funkciju

F : N2 → N na slede}i na~in

F(x, t) =

{
U(µz 6 t T1(e0, x, z)), ako ∃z 6 t T1(e0, x, t),

a0, ina~e.

Funkcija F je primitivno rekurzivna i va`i F[N2] = A. In-

kluzija F[N2] ⊆ A je o~igledna. Tako|e, ako a ∈ A, tada postoji
x ∈ N da je ϕe0(x) = a, {to zna~i da postoji i t ∈ N tako da va`i

T1(e0, x, t) i
ϕe0(x) = U(µz 6 t T1(e0, x, z)).
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Dakle, a = F(x, t) ∈ F[N2].

Tra`enu unarnu rekurzivnu funkciju f defini{emo koriste}i

nekokodirawe skupaN2; na primer f (x) def
= F(〈x〉1, 〈x〉2). O~igledno

je A = F[N2] = f [N].
(3)⇒ (4) Trivijalno.
(4)⇒ (1)Prazan skup je rekurzivno nabrojiv ({tavi{e, rekurzi-
van je).

Neka je A = f [N] za neku rekurzivnu funkciju f : N → N

(naravno, A 6= ∅). Budu}i da za svako x ∈ N va`i:

x ∈ A = f [N] ⇔ ∃t f (t) = x,

A je domen parcijalno rekurzivne funkcije x 7→ µt ( f (t) = x),
odakle sledi da je A rekurzivno nabrojiv.

Posebno je korisna ekvivalencija (1) ⇔ (4) prethodne teo-
reme. Neprazni rekurzivno nabrojivi skupovi su oni podskupovi

odN ~iji se elementi mogu efektivno nabrajati, odnosno skupovi

za koje postoji rekurzivna funkcija f takva da je

A = { f (0), f (1), f (2), . . .} = { f (n) | n ∈ N} = f [N].

PRIMER 46. Ekvivalenciju (1) ⇔ (4) mo`emo opisati koriste}i re-

gistar ma{ine sa {tampa~em. Ove ma{ine, pored instrukcija oblika

R+1
k | ` i R−k | `0, `1, izvr{avaju i instrukcije oblika PRINTk | `:

{tampa se sadr`aj registra Rk i zatim se prelazi na izvr{avawe in-

strukcije ~iji je redni broj `. Kona~an niz instrukcija navedenog ob-

lika naziva}emo RM+-programom. Za bilo koji RM+-program P neka

je EP skup svih brojeva koji }e biti od{tampani tokom izvr{avawa

programa P kada su na po~etku u svim registrima upisane nule.

Doka`imo da je skup A ⊆ N rekurzivno narbojiv akko postoji RM+-

program P takav da je A = EP.

(⇒) Ako je A = ∅ tvr|ewe trivijalno va`i. Pretpostavimo da je

A = f [N], gde je f neka unarna rekurzivna funkcija. Neka je F (obi~an)

RM-program koji izra~unava funkciju f . Ako je ‖F‖ = d, tra`eni
RM+-program P konstrui{emo prema {emi prikazanoj sa desne strane.

(⇐)Neka jePproizvoqanRM+-program. Poka`imoda jeEP rekurzivno

nabrojiv. Dovoqno je napisati RM-program E koji }e se zaustavqati

samo za brojeve koji pripadaju EP. Neka je ‖P‖ = d. Program E kon-

strui{emo na slede}i na~in: najpre ulaz x (unet u R1) snimimo u Rd+1

(Rd+1 := R1), zatim obri{emo registar R1 i pokrenemo program P′

dobijen iz P tako {to je svaka instrukcija oblika PRINTk | ` zamewena
(pot)programom kojim se upore|uju sadr`aji registara Rk i Rd+1 i

� ako su jednaki, onda se E zaustavqa i daje rezulatat 1;

� ako su razli~iti, onda se prelazi na instrukciju koja odgovara `-toj

instrukciji programa P.
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O~igledno, E za zadato x izra~unava χEP
(x), tako {to pamti x i

upore|uje ga sa svakim brojem koji {tampa P: ako broj x bude ikada

od{tampan, E }e se zaustaviti i vratiti rezulatat 1, a u suprotnom se

ne}e zaustaviti.

PRIMER 47. Poka`imo da skup Tot = {e | dom(ϕe) = N} nije

rekurzivno nabrojiv.

Pretpostavimo suprotno: Tot je rekurzivno nabrojiv. Kako je Tot 6=
∅, postoji rekurzivna funkcija f takva da je Tot = f [N] ( f je funkcija
efektivno nabraja elemente skupa Tot). Defini{imo funkciju

g(x) ' ΦU( f (x), x) + 1.

Jasno, g je parcijalno rekurzivna funkcija. [tavi{e, g je i to-

talna, jer za svako x ∈ N, ΦU( f (x), x) ↓, budu}i da je ϕ f (x) totalna

funkcija. Dakle, g je rekurzivna funkcija, pa po{to f nabraja indekse
svih rekurzivnih funkcija, onda postoji k takav da je g = ϕ f (k). Iz

posledwe jednakosti specijalno sledi da je g(k) = ϕ f (k)(k), {to nije

mogu}e, jer premadefinicijifunkcije g va`i g(k) = ΦU( f (x), x)+ 1 =

ϕ f (k)(k) + 1. Kontradikcija.
Dakle, nije mogu}e efektivno nabrajati indekse svih rekurzivnih

funkcija (tj. programe koji se zaustavqaju za svaki ulaz).

Teorema 23 daje neke ekvivalentne karakterizacije rekurzivno

nabrojivih podskupova odN. Koriste}i neko primitivno rekur-

zivno kodirawe γ : Nk 1−1−→na N, ~ije su dekodiraju}e funkcije γi :
N → N (tako|e primitivno rekurzivne), jednostavno se dokazuje

da za svaki neprazan rekurzivno nabrojiv podskup A ⊆ Nk, po-

stoji rekurzivna funkcija f : N → N koja nabraja γ-kodove ele-

menata iz A: ~x ∈ A akko postoji k takvo da je f (k) = γ(~x). Ovo
direktno sledi iz prethodne teoreme i ~iwenice: A je rekurzivno

nabrojiv akko je skup A = {γ(~x) | ~x ∈ A} rekurzivno nabrojiv.
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ARITMETI^KA HIJERARHIJA

Definicija 13. Skup A ⊆ Nk je aritmeti~ki ako je postoji

rekurzivan skup R ⊆ Nk+m takav da za sve ~x ∈ Nk va`i

(∗) A(~x)⇔ Q1y1 · · ·QmymR(~x, y1, . . . , ym),

gde je Qiyi ili ∃yi ili ∀yi, tj. Qi ∈ {∃, ∀}, 1 6 i 6 m.

Formulu (∗) iz prethodne definicije nazivamo eksplicitnom
definicijom skupa A. U formuli sa leve strane ekvivalencije

(∗) deo Q1y1 · · ·Qmym se naziva prefiks, a R(~x,~y) matriks odgo-
varaju}e formule. Pre svega smo zainteresovani za prefiks, jer

on meri koliko je skup A �daleko� od rekurzivnog skupa. Prime-

timo najpre da se uzastopna pojavqivawa istih kvantifikatora

u prefiksu mogu jednostavno eliminisati:

∃x∃yP(x, y)⇔ ∃zP(〈z〉1, 〈z〉2) i ∀x∀yP(x, y)⇔ ∀zP(〈z〉1, 〈z〉2).

Ovakvu vrstu pojednostavqivawa prefiksa naziva}emo kontrak-

cijom kvantifikatora.

Prefiks je alterniraju}i ako se u wemu ne pojavquju jedan do

drugog dva ista kvantifikatora. Prefiks je Πn ako je alterni-

raju}i, sadr`i n kvantifikatora i prvi (sleva) kvantifikator je

∀. Prefiks je Σn ako je alterniraju}i, sadr`i n kvantifikatora Π1: ∀; Π2: ∀∃; Π3: ∀∃∀; . . .

i prvi (sleva) kvantifikator je ∃. Σ1: ∃; Σ2: ∃∀; Σ3: ∃∀∃; . . .

Definicija 14. Skup (relacija) A je Πn ako se mo`e eksplicitno

definisati formulom ~iji je prefiks Πn, a matriks je rekurzi-

van.

Skup (relacija) A je Σn ako se mo`e eksplicitno definisati

formulom ~iji je prefiks Σn, a matriks je rekurzivan.

Skup (relacija) A je ∆n ako je i Πn+1 i Σn+1.

AkooznakeΠn,Σn i∆n iskoristimodaozna~imoredom skupove

svih Πn, Σn i ∆n relacija, onda je ∆n = Πn+1 ∩ Σn+1.

Klasifikacija aritmeti~kih relacija pomo}u Πn i Σn pre-

fiksa se naziva aritmeti~ka hijerarhija. Uvo|ewem tzv. la`nih

promenqivih, tj. promenqivih koje se zajedno sa nekim kvan-

tifikatorom pojavquju u prefiksu, ali ih nema u matriksu, jed-

nostavno zakqu~ujemoda va`einkluzije prikazanena slicidesno.

U nastavku }emo pokazati da je hijerarhija �prava�, {to zna~i da

su sve inkluzije zapravo stroge.

Neka je R neki skup k-arnih relacija. Ka`emo da (k + 1)-arna
relacija Ek univerzalna za relacije iz R ukoliko za sve R ∈ R

postoji e ∈ N takav da za sve ~x ∈ Nk va`i R(~x)⇔ Ek(~x, e).
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Teorema 24. Za sve n, k > 1, postoji (k + 1)-arna Σn relacija Sn
k

koja je univerzalna za skup svih k-arnih Σn relacija.

Za sve n, k > 1, postoji (k + 1)-arna Πn relacija Pn
k koja je

univerzalna za skup svih k-arnih Πn relacija.

Dokaz. Matemati~kom indukcijom po n dokazujemo da za sve k > 1
postoji (k + 1)-arna Σn relacija Sn

k koja je univerzalna za sve

k-arne Σn relacije, i (k + 1)-arna Πn relacija Pn
k koja je uni-

verzalna za sve k-arne Πn relacije.

Baza indukcije: n = 1. Ako je A proizvoqna k-arna Σ1 relacija,

onda postoji rekurzivana relacija R ⊆ Nk+1 takva da za sve

~x ∈ Nk va`i A(~x) ⇔ ∃uR(~x, u). Ako je e0 indeks funkcije χR,

onda prema Klinijevoj teoremi o normalnoj formi va`i:

R(~x, u)⇔ ∃z (Tk+1(e0,~x, u, z) ∧U(z) = 1) .

Dakle, za sve~x ∈ Nk va`i A(~x)⇔ ∃u∃z (Tk+1(e0,~x, u, z) ∧U(z) = 1).
Posledwa ekvivalencija ukazuje na to kako treba definisati

(k + 1)-arnu Σ1 relaciju S1
k koja je univerzalna za sve k-arne Σ1

relacije:

S1
k(~x, e) def⇔ ∃y (Tk+1(e,~x, 〈y〉1, 〈y〉2) ∧U(〈y〉2) = 1) .

Jednostavno se uo~ava da (k + 1)-arnu Π1 relaciju P1
k , koja je

univerzalna za sve k-arne Π1 relacije, mo`emo definisati na

slede}i na~in:

P1
k (~x, e) def⇔ ¬S1

k(~x, e).

Induktivna pretpostavka: za sve k > 1 postoji (k + 1)-arna Σn

relacija Sn
k koja je univerzalna za sve k-arneΣn relacije, i (k+ 1)-

arnaΠn relacija Pn
k koja je univerzalna za sve k-arneΠn relacija.

Neka je A proizvoqna k-arna Σn+1 relacija. Tada postoji

(k + 1)-arna Πn relacija R takva da za sve ~x ∈ Nk va`i: A(~x)⇔
∃uR(~x, u). Prema induktivnoj pretpostavci postoji (k + 2)-
arna Πn relacija Pn

k+1 koja je univerzalna za sve (k + 1)-arne Πn

relacije. To zna~i da postoji e0 takvo da R(~x, u)⇔ Pn
k+1(~x, u, e0).

Dakle, za sve ~x ∈ Nk va`i

A(~x)⇔ ∃uPn
k+1(~x, u, e0).

Odavde zakqu~ujemo da (k + 1)-arnu Σn+1 relaciju Sn+1
k , koja je

univerzalna za sve k-arne Σn+1 relacije, mo`emo definisati na

slede}i na~in:

Sn+1
k (~x, e) def⇔ ∃uPn

k+1(~x, u, e).

Tra`ena (k + 1)-arna Πn+1 relacija Pn+1
k , univerzalna za sve k-

arne Πn+1 relacije, mo`e se definisati ekvivalencijom:

Pn+1
k (~x, e) def⇔ ¬Sn

k+1(~x, e).
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Teorema 25. [Osnovna teorema o aritmeti~koj hijerarhiji] Za svako

n > 1, postoji unarna Πn relacija koja nije Σn, pa samim tim nije

Πk niti Σk, za bilo koje k < n. Tako|e, za svako n > 1, postoji
unarna Σn relacija koja nije Πn, pa samim tim nije Πk niti Σk,

za bilo koje k < n.

Dokaz. Neka je Pn
1 binarna Πn relacija koja nabraja sve unarne

Πn relacije. Defini{imo unarnu relaciju D:

D(x) def⇔ Pn
1 (x, x), x ∈ N.

Nije te{ko zakqu~iti da je D zapravo Πn relacija, ali da D{ nije

Πn, odakle sledi da D ne mo`e biti Σn. Analogno se dokazuje

drugi deo teoreme.

Jednaodposledicaprethodne teoreme jeste da tvr|ewe analogno

teoremi 24 ne va`i za ∆n skupove: ne postoji binarna ∆n relacija

koja nabraja skup svih unarnih ∆n relacija.
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TEOREMA PARAMETRIZACIJE

Efektivno kodirawe programa omogu}ava da se kodovi RM-pro-

grama pojavquju kao ulazi drugih RM-programa, a time i arit-

metizaciju nekih op{tih postupaka koji se odnose na programe.

Na primer, postupak nadovezivawa dva RM-programa opisali

smo na strani 29. Re~ je o op{tem postupku kojim se za dva data

programa P1 i P2 sastavqa novi program P1P2. Intuitivno

je jasno (izme|u ostalog i prema ^er~-Tjuringovoj tezi) da se

postupak mo`e aritmetizovati jednom primitivno rekurzivnom

funkcijom ∗RM : N ×N → N takvom da je JP1K ∗RM JP2K =

JP1P2K.

Lema 11. Postoji primitivno rekurzivna binarna funkcija

∗RM : N × N → N takva da za svaka dva RM-programa P1 i

P2 va`i jednakost: JP1K ∗RM JP2K = JP1P2K.

Ovu lemu ne}emo strogo dokazivati, jer se dokaz svodi na sas-

tavqawekomplikovanogizraza koji defini{epomenutufunkciju

i potvr|uje wenu primitivnu rekurzivnost, a sam po sebi nije

va`an za daqu pri~u.150 150 Neformalno, vrednost x ∗RM y
ra~unamo tako {to prvo na|emo pro-

grame P1 = JxK−1 i P2 = JyK−1, zatim

ih nadove`emo (strogo se pridr`avaju}i

pravila nadovezivawa sa strane 29) i

najzad odredimo JP1P2K. O~igledno

je da tokom izra~unavawa vrednosti

x ∗RM y nema potrebe za neograni~enom

minimizacijom, pa zakqu~ujemo da je

∗RM primitivno rekurzivna.

Uop{te, svaku (primitivno) rekurzivnu funkciju f : Nk → N

mo`emo posmatrati kao aritmeti~ku varijantu op{te procedure

sastavqawa RM-programa u zavisnosti od vrednosti nekih k
parametara. Mo`emo zamisliti da za svaku k-torku (n1, . . . , nk),

vrednost f (n1, . . . , nk) predstavqa zapravo kôd odgovaraju}egRM-

programa, {to zna~i da funkcija f u izvesnom smislu opisuje

postupak sastavqawa odre|ene vrste RM-programa.

PRIMER 48. Posmatrajmo slede}e RM-programe:

C0

{
1. R−1 | 2, 1; Cn


1. R−1 | 2, 1
2. R+

1 | 3
...

n + 1. R+
1 | n + 2

n = 1, 2, 3, 4, . . .

O~igledno, Cn izra~unava konstantnu funkciju x 7→ n. Najva`nije je
primetiti da smo niz programa (Cn) uniformno opisali, tj. naveli

op{ti postupak kako se za zadato n sastavqa program koji izra~unava

konstantnu funkciju x 7→ n. Koriste}i uvedeno kodirawe programa

(strana 66) nije te{ko pokazati da je n 7→ JCnK primitivno rekurzivna
funkcija.151 Ovu funkciju mo`emo shvatiti i kao efektivno generi- 151 Kako je [R−1 | 2, 1] = 〈1, 〈2, 1〉〉 = 45 i

[R+
1 | `] = 〈0, `〉 = 2`, imamo da je:

JCnK = d45, 6, 8, . . . , 2(n + 2)e

= 245 + 245+6+1 + · · ·+ 245+6+···+2(n+2)+n

= 245 +
n

∑
i=1

245+i+∑i
j=1 2(j+2)

sawe (birawe) po jednog indeksa za svaku konstantu funkciju. (Podse-

}amo da svaka parcijalno rekurzivna funkcija ima beskona~no mnogo

indeksa.)

Iz prethodnih razmatrawa izdvajamo slede}i zakqu~ak: postoji pri-

mitivno rekurzivna funkcija h : N → N takva da za sve x, y ∈ N va`i
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ϕh(x)(y) = x. U ovom primeru smo i definisali jednu takvu funkciju:

h(x) def
= JCxK; za sve x, y ∈ N, ϕJCxK(y) = ΦU(JCxK, y) = x.

PRIMER 49. Dalipostoji primitivnorekurzivnafunkcija h : N→ N

takva da za sve n, x ∈ N va`i ϕh(n)(x) ' nx? Drugim re~ima, da li se

efektivno mogu generisati indeksi eksponencijalnih funkcija:

x 7→ 0x, x 7→ 1x, x 7→ 2x, x 7→ 3x, · · ·

Svaka od funkcija navedenog niza dobija se fiksirawem prve koordi-

nate primitivno rekurzivne funkcije exp : N2 → N, exp(n, x) = nx.

Neka je E program koji je izra~unava. Kada na program152 Pn, koji

152 Pn



1. R−1 | 3, 2
2. R+

2 | 1
3. R+

1 | 4
4. R+

1 | 5
.
.
.

n + 2. R+
1 | n + 3

sadr`aj registra R1 kopira u R2 a zatim u R1 upisuje broj n, nadove`emo
E, dobijamo program En = PnE koji izra~unava unarnu funkciju

x 7→ nx. Nije te{ko zakqu~iti da je funkcija n 7→ JEnK = JPnK ∗RM JEK

primitivno rekurzivna, kao i da je to tra`ena funkcija: h(n) def
= JEnK.

Zaista, za sve n, x ∈ N va`i:

ϕh(n)(x) = ϕJEnK(x) = ΦU(JEnK, x) = nx.

Unastavku uop{tavamo zapa`awaizprethodnihprimera. Neka

sum, n > 1fiksirani prirodni brojevi. Za svakiRM-programP

i ~x ∈ Nm neka je Sm
n (P,~x) program dobijen nadovezivawem redom

programa:{
1. R−n | 3, 2
2. R+

m+n | 1
· · ·
{

1. R−1 | 3, 2
2. R+

m+1 | 1


1. R+

1 | 2
...

x1. R+
1 | x1 + 1

· · ·


1. R+

m | 2
...

xm. R+
m | xm + 1

P

Izra~unavawe programa Sm
n (P,~x) za po~etnu konfiguraciju ob-

lika (y1, . . . , yn) mo`e se opisati na slede}i na~in:

(y1, . . . , yn)→ · · · → (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m nula

, y1, . . . , yn)→ · · · → (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)→P · · ·

Odavde zakqu~ujemo da Sm
n (P,~x)(~y) ↓ akko P(~x,~y) ↓; {tavi{e:

ϕ
(n)
Sm

n (P,~x)(~y) ' ϕ
(m+n)
P (~x,~y).

Navedeni postupak sastavqawa programa Sm
n (P,~x) za dati pro-

gram P i dati vektor ~x ∈ Nm, opravdava uverewe da je funkcija

sm
n : Nm+1 → N, sm

n (e,~x) = JSm
n (JeK−1,~x)Kprimitivnorekurzivna.153 153 Neformalno, vrednost sm

n (e,~x)
ra~unamo tako {to: prvo na|emo

RM-program P = JeK−1, zatim napi{emo

program Sm
n (P,~x) (kao {to je opisano)

i najzad odredimo kôd ovog programa.

O~igledno je da tokom izra~unavawa

vrednosti funkcije sm
n nema potrebe

za neograni~enom minimizacijom,

pa zakqu~ujemo da je sm
n primitivno

rekurzivna.

Bez ula`ewa u formalne detaqe, u narednoj teoremi sumiramo

prethodne zakqu~ke.

Teorema 26. [Teorema parametrizacije154] Za bilo koja dva pri-

154 Teorema parametrizacije se naziva i

s-m-n-teorema.

rodna broja m, n > 1, postoji primitivno rekurzivna funkcija

sm
n : Nm+1 → N takva da za sve e ∈ N, ~x ∈ Nm, ~y ∈ Nn va`i

jednakost:

ϕ
(n)
sm

n (e,~x)(~y) ' ϕ
(m+n)
e (~x,~y).



TEORIJA ALGORITAMA 89

Osvrnimo se na formulaciju prethodne teoreme u jednom speci-

jalnom slu~aju. Neka je f bilo koja binarna parcijalnafunkcija i
neka je e wen indeks: f (x, y) ' ϕ

(2)
e (x, y), za sve x, y ∈ N. Za svaku

fiksiranu vrednost prvog argumenta, prirodno je definisana po

jedna unarna, tako|e parcijalno rekurzivna, funkcija:

y 7→ f (0, y), y 7→ f (1, y), y 7→ f (2, y), y 7→ f (3, y), y 7→ f (4, y), · · ·

Svaka od funkcija navedenog niza ima svoje indekse. Teorema

parametrizacije, u slu~aju m = n = 1, tvrdi da postoji prim-

itivno rekurzivna funkcija s1
1 : N2 → N koja odre|uje (bira)

po jedan indeks za svaku funkcija navedenog niza i to na osnovu

indeksa e funkcije f i fiksirane vrednosti prvog argumenta x:

funkcija: y 7→ f (0, y) y 7→ f (1, y) y 7→ f (2, y) · · ·
indeks: s1

1(e, 0) s1
1(e, 1) s1

1(e, 2) · · ·

Da bismo {to jasnije istakli zna~aj i primenqivost Teo-

reme parametrizacije, glavne zakqu~ke Primera 48 i Primera

49 izvodimo primenom pomenute teoreme.

PRIMER 50. Doka`imo da postoji primitivno rekurzivna funkcija

h : N→ N takva da za sve x, y ∈ N va`i ϕh(x)(y) ' x.
Tra`i se primitivno rekurzivna funkcija h koja generi{e indekse

konstantnih funkcija: x 7→ 0, x 7→ 1, x 7→ 2, x 7→ 3, · · · Projekcija
Π2

1 : N2 → N, Π2
1(x, y) = x, jeste primitivno rekurzivna, pa ima neki

indeks e0: Π2
1 = ϕ

(2)
e0 . Neka je h(x) def

= s1
1(e0, x), gde je s1

1 primitivno

rekurzivna funkcija ~ije postojawe tvrdi teorema parametrizacije za

m = n = 1. Tada za svako x ∈ N

ϕh(x)(y) ' ϕs1
1(e0,x)(y) ' ϕ

(2)
e0 (x, y) ' Π2

1(x, y) = x.

Dakle, ponovo smo dokazali ono {to se tvrdi na kraju Primera 48.

PRIMER 51. Doka`imo da postoji primitivno rekurzivna funkcija

h : N→ N takva da za sve n, x ∈ N va`i ϕh(n)(x) ' nx.

O~igledno, tra`i se primitivnorekurzivnafunkcija h koja generi{e
indekse eksponencijalnih funkcija: x 7→ 0x, x 7→ 1x, x 7→ 2x, x 7→
3x, · · · Svaka od funkcija navedenog niza dobija se fiksirawem prve

koordinate funkcije exp : N2 → N, exp(n, x) = nx. Funkcija exp je

primitivno rekurzivna, pa neka je e0 wen indeks: exp = ϕ
(2)
e0 . Nije

te{ko uo~iti da je h(n) def
= s1

1(e0, n), gde je s1
1 primitivno rekurzivna

funkcija ~ije postojawe tvrdi teorema parametrizacije za m = n = 1:
za svako x ∈ N,

ϕh(n)(x) ' ϕs1
1(e0,n)(x) ' ϕ

(2)
e0 (n, x) ' exp(n, x) = nx.
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ZADATAK 1. Dokazati da postoji primitivno rekurzivna funkcija:

(a) h : N→ N, takva da za sve x, y1, y2 ∈ N va`i ϕ
(2)
h(x)(y1, y2) ' x2;

(b) h : N2 → N, takva da za sve x1, x2, y ∈ N va`i ϕh(x1,x2)(y) ' x1 + x2;

(v) h : N2 → N, takva da za sve x1, x2, y1, y2 ∈ N va`i ϕ
(2)
h(x1,x2)

(y1, y2) ' max{x1y2, x2y1}.

PRIMER 52. Doka`imo da postoji primitivno rekurzivna funkcija

h : N→ N takva da za sve x ∈ N va`i dom(ϕh(x)) = {x}.
Funkcija f data sa

f (x, y) =

{
x x = y,
↑, x 6= y,

jeste parcijalno rekurzivna. Neka je e0 indeks funkcije f , tj. f = ϕ
(2)
e0 .

Ako je h(x) def
= s1

1(e0, x), onda je

ϕh(x)(y) ' ϕs1
1(e0,x)(y) ' ϕ

(2)
e0 (x, y) ' f (x, y).

Specijalno, ϕh(x)(y) ↓ ⇔ f (x, y) ↓ ⇔ x = y, odnosno

y ∈ dom(ϕh(x)) ⇔ y ∈ {x}.

ZADATAK 2. Dokazatidapostojiprimitivnorekurzivnafunkcija

h : N→ N takva da za sve x ∈ N va`idom(ϕh(x)) = {x, x2, x3, x4, . . .}.
ZADATAK 3. Dokazatidapostojiprimitivnorekurzivnafunkcija

h : N2 → N takva da za sve x1, x2 ∈ N va`i ϕ
(2)
h(x1,x2)

= Rec2(ϕx1 , ϕ
(3)
x2 ).
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TEOREMA REKURZIJE

Teoremu rekurzije, koja spada u najzna~ajnije teorema oblasti

kojom se bavimo, motivi{emo i ilustrujemo jednim zanimqivim

primerom.

PRIMER 53. [Program SELF] Sastavi}emo program koji bri{e bilo

koji ulaz x ∈N i kao rezultat vra}a sopstveni kôd.

Neka je c : N → N funkcija c(x) = JCxK iz primera 48. Kako su

c i ∗RM : N×N → N primitivno rekurzivne funkcije155, takva je i 155 c(x) jeste kôd programa koji

izra~unava konstantu funkciju odre|enu

brojem x.
∗RM : N × N → N je primitivno

rekurzivna funkcija takva da za svaka

dva programa P1 i P2 va`i jednakost:

JP1K ∗RM JP2K = JP1P2K.

funkcija c∗ : N → N data sa c∗(x) = c(x) ∗RM x. Dakle, postoji RM-

programD koji izra~unava funkciju c∗. Neka je SELF program dobijen

nadovezivawem programa CJDK i D: SELF = CJDKD. Posmatrajmo

izra~unavawe programa SELF za ulaz x ∈ N:

(x, 0, 0, · · · )→∗CJDK
(JDK, 0, 0, · · · )

→∗D (c(JDK) ∗RM JDK, · · · ) = (JCJDKK ∗RM JDK, · · · )

= (JCJDKDK, · · · ) = (JSELFK, · · · )

Sve u svemu: (x, 0, 0, · · · )→∗SELF (JSELFK, · · · ).

Ideje prikazane u prethodnom primeru mogu se uop{titi.

Teorema 27. [Teorema rekurzije156] Neka je f proizvoqna (k + 1)- 156 Ova teorema se naziva i Druga teorema

rekurzije.
arna parcijalno rekurzivna funkcija. Tada postoji e0 ∈ N takav

da je ϕ
(k)
e0 (~x) ' f (e0,~x), za svako ~x ∈ Nk.

DOKAZ. I na~in. Treba zapravo dokazati da postoji program R

takav da je ϕ
(k)
R (~x) ' f (JRK,~x). Ovakav program konstrui{emo

sli~no kao program SELF. Me|utim, potrebno je da donekle mo-

difikujemo programe koje smo koristili u prethodnom primeru.

� Za x ∈ N, neka su C
(k)
x programi takvi da za sve ~x ∈ Nk va`i:

(x1, . . . , xk, 0, 0, · · · )→∗
C
(k)
x

(x, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .).

Pored toga, niz ovih programa treba da bude takav da funkcija

c(k) : N→N, c(k)(x) = JC
(k)
x K bude primitivno rekurzivna.

� Neka je D(k) program takav da za sve x ∈ N i ~x ∈ Nk va`i:

(x, x1, . . . , xk, 0, 0, · · · )→∗
D(k) (c(k)(x) ∗RM x, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .).

Neka je F program koji izra~unava funkciju f . Tra`eni program
R dobijamo nadovezivawem programa C

(k)
JD(k)FK

i programa D(k)F.
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Posmatrajmo izra~unavawe programa R za ulaz ~x ∈ N:

(x1, . . . , xk, 0, 0, · · · )→∗
C
(k)

JD(k)FK

(JD(k)FK, x1, . . . , xk, 0, 0, · · · )

→∗
D(k) (c(k)(JD(k)FK) ∗RM JD(k)FK, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .)

= (JC
(k)
JD(k)FK

K ∗RM JD(k)FK, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .)

= (JC
(k)
JD(k)FK

(D(k)F)K, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .)

= (JRK, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .)→F · · ·

Dakle, R se zaustavqa za ulaz (x1, . . . , xk, 0, 0, · · · ) akko se F zaus-

tavqa za (JRK, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .) i rezultati ovih izra~unavawa
su isti:

ϕ
(k)
R (~x) ' ϕ

(k+1)
F (JRK,~x).

O~igledno, broj e0, ~ije postojawe tvrdi teorema, jeste kôd pro-

grama R.

II na~in. Prema teoremi parametrizacije, postoji primitivno

rekurzivnafunkcija s1
k : N2 → N takva da za sve e ∈ N, x ∈ N,~x ∈

Nk va`i jednakost: ϕ
(k)
s1

k(e,x)(~x) ' ϕ
(k+1)
e (x,~x). Parcijalna (k + 1)-

arna funkcija g data sa g(x,~x) ' f (s1
k(x, x),~x) jeste parcijalno

rekurzivna, pa ima neki indeks a: g = ϕ
(k+1)
a . Dokaza}emo da je

e0 = s1
k(a, a) tra`eni prirodan broj:

ϕ
(k)
e0 (~x) ' ϕ

(k)
s1

k(a,a)(~x) ' ϕ
(k+1)
a (a,~x)

' g(a,~x) ' f (s1
k(a, a),~x) ' f (e0,~x).

PRIMER 54. Primenom teoreme rekurzije dokaza}emo da je Akermanova

funkcija parcijalno rekurzivna:

A(0, n) = n + 1,
A(m + 1, 0) = A(m, 1)
A(m + 1, n + 1) = A(m, A(m + 1, n))

Defini{imo jednu pomo}nu funkciju du`ine tri:

α(e, m, n) '


n + 1, m = 0,

ϕ
(2)
e (m .− 1, 1), m > 0, n = 0,

ϕ
(2)
e (m .− 1, ϕ

(2)
e (m, n .− 1)), m > 0, n > 0.

Funkcija α je parcijalno rekurzivna, pa po teoremi rekurzije postoji

e0 ∈ N takav da je α(e0, m, n) ' ϕ2
e0
(m, n), za sve m, n ∈ N. Nije te{ko

pokazati da funkcija ϕ2
e0
zadovoqava iste jednakosti kojima je uvedena

funkcija A, pa mora biti A = ϕ2
e0
.

U narednom primeru ilustrujemo kako se primenom teoreme

mo`e dokazati da neki skup nije rekurzivan.
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PRIMER 55. Skup H = {(e, x) | ϕe(x) ↓} nije rekurzivan. Primetimo
najpre da nerekurzivnost ovog skupa direktno sledi iz ~iwenice da

skup K = {e | ϕe(x) ↓} nije rekurzivan:

e ∈ K ⇔ (e, e) ∈ H.

Iz ove ekvivalencije sledi da ako bi H bio rekurzivan, takav bi morao

biti i skup K.
Da skup H nije rekurzivan dokazujemo i primenom teoreme rekurzije.

Petpostavimo da je H rekurzivan, tj. da je rekurzivna funkcija

χH : N2 → N,

χH(e, x) =

{
1, (e, x) ∈ H,
0, (e, x) 6∈ H.

Neka je

f (e, x) =

{
↑, χH(e, x) = 1,
0, χH(e, x) = 0.

Iz pretpostavqene rekurzivnosti funkcije χH sledi da je f parcijalno
rekurzivna, pa prema teoremi rekurzije postoji prirodan broj e0 takav Primenu teoreme rekurzije ilustrujemo

i slede}om konstrukcijom.

Ako je H RM-program koji izra~unava

χH (i samim tim se zaustavqa za svaki

ulaz (e, x)), do kontradikcije dolazimo i
konstrukcijom slede}eg programa:

D =za ulaz x :

1. Odredi (primenom teoreme rekurzije)

sopstveni kod JDK

2. Pozovi H za ulaz (JDK, x)

3. Ako H ka`e (JDK, x) ∈ H,

onda divergiraj;

a ako H ka`e (JDK, x) 6∈ H,

onda vrati izlaz 0.

da je ϕe0(x) ' f (e0, x). Me|utim, tada imamo:

� Ako (e0, x) ∈ H, tada f (e0, x) ↑ (prema definiciji funkcije f ), a
samim tim i ϕe0(x) ↑, {to zna~i da (e0, x) 6∈ H. Kontradikcija.

� Ako (e0, x) 6∈ H, tada f (e0, x) ↓ 0 (prema definiciji funkcije f ), a
samim tim i ϕe0(x) ↓ 0, {to zna~i da (e0, x) ∈ H. Kontradikcija.

Dakle, skup H ne mo`e biti rekurzivan.
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REKURZIVNI OPERATORI

Podse}amo, Fk, k > 1, ozna~ava skup svih k-arnih parcijalnih

funkcija. Skup Fk je prirodno ure|en relacijom v: (Fk ,v) je kompletno ure|ewe: najmawe

gorwe ograni~iwe rastu}eg lanca jeste

unija elemenata tog lanca.
ϕ v ψ

def⇔ ∀x ∈ Nk ∀y ∈ N (ϕ(x) ' y⇒ ψ(x) ' y).

Kona~nafunkcija jeste parcijalnafunkcija ~iji je domenkona~an.

Specijalno, prazna funkcija je kona~na funkcija. Koriste}i

neko efektivno kodirawe ure|enih k-torki 〈·〉 : Nk 1−1−→na N, jednos-

tavno defini{imo kodirawe svih k-arnih kona~nih funkcija.

Ako je θ neka k-arna kona~na funkcija, wen kôd θ̂ je definisan na

slede}i na~in:

θ̂ =

 ∏
x∈dom(θ)

pθ(x)+1
〈x〉 , dom(θ) 6= ∅,

0, dom(θ) = ∅, (θ je prazna funkcija).

Definicija 15. Operator Φ : Fm → Fn je:

� monoton ako za sve ϕ, ψ ∈ Fm, iz ϕ v ψ sledi Φ(ϕ) v Φ(ψ);

� neprekidan ako za sve ϕ ∈ Fm, x ∈ Nn, y ∈ N va`i: Φ(ϕ)(x) '
y akko postoji kona~na m-arna funkcija θ takva da je θ v ϕ i

Φ(θ)(x) ' y; za svaki rastu}i niz parcijalnih

funkcija ϕ0 v ϕ1 v ϕ2 v · · · va`i

Φ(
⋃

i ϕi) =
⋃

i Φ(ϕi).� efektivan nad kona~nim funkcijama ako postoji (n + 1)-arna
parcijalno rekurzivna funkcija φ takva da za sve kona~ne m-

arne funkcije θ i sve x ∈ Nn va`i: Φ(θ)(x) ' φ(θ̂, x).

Definicija 16. Operator Φ : Fm → Fn je rekurzivan ako postoji

(n + 1)-arna parcijalno rekurzivna funkcija φ takva da za sve

ϕ ∈ Fm, x ∈ Nn, y ∈ N va`i: Φ(ϕ)(x) ' y akko postoji kona~na

m-arna funkcija θ takva da je θ v ϕ i φ(θ̂, x) ' y.

Lema 12. Svaki rekurzivan operator je monoton, neprekidan i

efektivan na kona~nim funkcijama.

Lema 13. Operator Φ : Fm → Fn je rekurzivan akko va`e slede}a

dva uslova

(i) Φ je neprekidan operator i

(ii) funkcija definisana sa:

φ(θ̂, x) ' Φ(θ)(x) ako je θ kona~na m-arna funkcija,

φ(z, x) nije definisano kada z nije kôd kona~ne m-arne funkcije,

jeste parcijalno rekurzivna.
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PRIMER 56. Primenom prethodne leme, jednostavno je dokazati rekur-

zivnost slede}ih operatora:

� (operator dijagonalizacije) Φ : F2 → F1, Φ( f )(x) ' f (x, x) je

rekurzivan: o~igledno je neprekidan, a funkcija φ(θ̂, x) ' θ(x, x)
je parcijalno rekurzivna;

� Φ : F1 → F1, Φ( f )(x) ' ∑y6x f (y) je rekurzivan: neprekidan je i

funkcija φ(θ̂, x) ' ∑y6x θ(y) je parcijalno rekurzivna;

� ako je g neka unarna parcijalno rekurzivna funkcija, onda je opera-

tor Φ : Fk → Fk, Φ( f ) ' g ◦ f rekurzivan: neprekidan je i funkcija
φ(θ̂, x) ' g(θ(x)) je parcijalno rekurzivna;

� (µ-operator) Φ : Fk+1 → Fk, Φ( f )(x) ' µy( f (x, y) = 0) je rekurzi-
van: neprekidan je ifunkcijaφ(θ̂, x) ' µy(θ(x, y) = 0) je parcijalno
rekurzivna;

� ako je h neka (n + 1)-arna parcijalno rekurzivna funkcija, onda je

operator Φ : Fn+1 → Fn+1,

Φ( f )(x, y) '
{

0, h(x, y) = 0,
f (x + 1, y) + 1, h(x, y) ↓ i h(x, y) 6= 0.

rekurzivan.

Naredna teorema160 tvrdi da svaki rekurzivan operator pred- 160 Teorema je poznata tako Majhil-

[eperdson teorema.stavqa jednu efektivnuoperaciju na skupuparcijalnorekurzivnih

funkcija.

Teorema 28. Neka je Φ : Fm → Fn rekurzivan operator. Tada

postoji rekurzivna funkcija h : N → N takva da za sve e ∈ N
va`i Φ(ϕ

(m)
e ) = ϕ

(n)
h(e).

DOKAZ. Iz rekurzivnosti operatora Φ sledi da postoji (n + 1)-
arna parcijalno rekurzivna funkcija φ takva da za sve e ∈ N
(x ∈ Nk, y ∈ N) va`i:

Φ(ϕ
(m)
e )(x) ' y ⇔ postoji kona~na funkcija θ t.d. θ v ϕ

(m)
e i φ(θ̂, x) ' y.

Kqu~no zapa`aweudokazu ove teoreme jeste ~iwenicada je slede}i

predikat rekurzivno nabrojiv:

Φ(ϕ
(m)
e )(x) ' y⇔ ∃z (z je kôd neke kona~ne m-are funkcije θ i θ v ϕ

(m)
e i φ(z, x) ' y)

Odatle sledi da je funkcija (e, x) 7→ Φ(ϕ
(m)
e )(x) parcijalno

rekurzivna. Prema teoremi parametrizacije postoji rekurzivna

funkcija h : N→ N takva da je ϕ
(n)
h(e)(x) ' Φ(ϕ

(m)
e )(x).

NAPOMENA. Totalna funkcija h : N → N je ekstenzionalna

ako za sve a, b ∈ N, iz ϕa = ϕb sledi da je ϕh(a) = ϕh(b). Mo`e

se dokazati da za svaku rekurzivnu ekstenzionalnu funkciju h :
N → N postoji jedinstveni rekurzivni operator Φ : F1 → F1

takav da je Φ(ϕe) = ϕh(e), za sve e ∈ N.
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Teorema 29. [Prvateorema rekurzije]Neka jeΦ : Fk → Fk rekurzi-

van operator. Tada postoji jedinstvena parcijalno rekurzivna

k-arna funkcija fΦ koja je najmawa (u smislu v) fiksna ta~ka

operatora Φ, tj. va`i:

(i) Φ( fΦ) = fΦ;

(ii) Ako je Φ(g) = g, onda je fΦ v g.

DOKAZ. Defini{imo niz funkcija ( fn) na slede}i na~in:

f0 = ∅ ( f0 je prazna funkcija),
fn+1 = Φ( fn).

Iz f0 v f1, zbog monotonosti operatora Φ sledi da je fn v fn+1,

za sve n ∈ N. Neka je fΦ = ∪n∈N fn. Dakle,

fΦ(x) ' y ⇔ ∃n ∈ N ( fn(x) ' y).

Pokaza}emo da je fΦ fiksna ta~ka operatora Φ. Za svako n ∈ N,
fn v fΦ, odakle sledi da je fn+1 = Φ( fn) v Φ( fΦ). Dakle,

fΦ v Φ( fΦ). Da bismo dokazali obratno, pretpostavimo da je

Φ( fΦ)(x) ' y. Tada postoji kona~na funkcija θ v fΦ takva da je

Φ(θ)(x) ' y. Neka je n ∈ N takav da je θ v fn. Iz neprekidnosti

operatora Φ sledi da je Φ( fn)(x) ' y, tj. fn+1(x) ' y. Dakle,

fΦ(x) ' y, odakle sledi da je Φ( fΦ) v fΦ. Time je zavr{en dokaz

jednakosti Φ( fΦ) = fΦ.

Ako je Φ(g) = g, jednostavno se indukcijom pokazuje da je

fn v g, za svako n, odakle sledi da je fΦ v g.
Ostaje jo{dadoka`emoda je fΦ parcijalnorekurzivnafunkcija.

Prema prethodnoj teoremi, postoji rekurzivna funkcija h : N→
N takva da je Φ(ϕ

(k)
e ) = ϕ

(k)
h(e), za sve e ∈ N. Neka je e0 proizvol-

jan indeks prazne funkcije i en+1 = h(en), n ∈ N. O~igledno,

e je rekurzivna funkcija. [tavi{e, jednostavno se uo~ava da je

fn = ϕ
(k)
en . Odavde sledi ekvivalencija: Procedura izra~unavawa vrednosti

fΦ(x) mogla bi se neformalno opisati

na slede}i na~in:

1. i := 0
2. za sve j 6 i, izvr{i (i + 1) koraka

programa ej za ulaz x:

- ako se u nekom slu~aju dostigne

zavr{na konfiguracija sa izlazom y,
zaustavi se i vrati izlaz y;

- ina~e, izra~unaj ei+1 = h(ei), stavi
i := i + 1 i vrati se na izvr{avawe

koraka 2.

fΦ(x) ' y ⇔ ∃n (ϕ
(k)
en (x) ' y).

Leva strana ekvivalencije odre|uje jedan rekurzivno nabrojiv

predikat, odakle sledi da je fΦ parcijalno rekurzivna funkcija.

Posledica 8. Ako je najmawafiksna ta~ka rekurzivnog operatora

totalnafunkcija, onda je tafunkcija ujednoi jedinafiksna ta~ka

operatora.

PRIMER 57. Odredimo najmawe fiksne ta~ke nekoliko rekurzivnih

operatora.
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Neka je Φ : F1 → F1,

Φ( f )(0) = 1,
Φ( f )(x + 1) ' f (x + 2).

Najmawa fiksna ta~ka operatora Φ jeste funkcija{
fΦ(0) = 1,
fΦ(x + 1) nije definisano.

Ostale fiksne ta~ke operatora Φ su oblika:{
fΦ(0) = 1,
fΦ(x + 1) = c.

Neka je h neka (n + 1)-arna parcijalno rekurzivna funkcija, i Φ :
Fn+1 → Fn+1,

Φ( f )(x, y) '
{

0, h(x, y) = 0,
f (x + 1, y) + 1, h(x, y) ↓ i h(x, y) 6= 0.

rekurzivan operator definisan u prethodnom primeru. Najmawa fik-

sna ta~ka fΦ ovog operatora jeste parcijalno rekurzivna funkcija koja

zadovoqava slede}e uslove:

fΦ(x, y) '


0, h(x, y) = 0,

f (x + 1, y) + 1, h(x, y) ↓ i h(x, y) 6= 0,
↑, ina~e.

Nije te{ko proveriti da je fΦ(x, y) ' µz(h(x + z, y) = 0). Zaista, ako
je µz(h(x + z, y) = 0) = m, onda je h(x + z, y) definisano i razli~ito

od nule za sve z < m, i va`i h(x + m, y) = 0, odakle sledi

fΦ(x, y) = fΦ(x + 1, y) + 1 = · · · = fΦ(x + z, y) + z (z 6 m)

= fΦ(x + m, y) + m = 0 + m = m.

Pretpostavimo sada da je fΦ(x, y) = m. Tada je

m = fΦ(x, y) = fΦ(x + 1, y) + 1 = · · · = fΦ(x + m, y) + m,

odakle sledi da je h(x + z, y) definisano i razli~ito od nule za sve

z < m, pa je fΦ(x + m, y) = 0, a samim tim je h(x + m, y) = 0. Dakle,
m = µz(h(x + z, y) = 0).

Prva teorema rekurzije ima zna~ajne primene na probleme koji

se odnose na semantiku programskih jezika.
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m-SVODQIVOST

Svodqivost jednog problema na drugi je prirodan metod klasi-

fikacije neodlu~ivih problema. Osnovna ideja je veoma jedno-

stavna. Na primer, ako `elimo da poka`emo da je neki problem

B neodlu~iv, dovoqno je da na|emo neki drugi problem A takav

da va`i:

1) A je neodlu~iv;

2) odlu~ivost problema B implicira odlu~ivost problema A.

Iz ova dva uslova direktno zakqu~ujemoda je problemBneodlu~iv.

Definicija 17. Neka su A i B podskupovi od N. Skup A je m- Indeks m, u oznaci ≤m, skra}uje izraz

�many to one� koji izra`ava samo to da

funkcija f ne mora biti 1-1.
svodqiv na B, u oznaci A ≤m B, ako postoji unarna rekurzivna

funkcija f takva da je za svako x ∈ N va`i:

(∗) x ∈ A ⇔ f (x) ∈ B.

Intuitivno, ako je A ≤m B, problem
'x ∈ B' nije lak{i od problema 'x ∈ A'.

Ako je A ≤m B i f je unarna rekurzivna funkcija kojom se

opravdava ova m-svodqivost, pisa}emo f : A ≤m B.

Lema 14. 1) Za svaki skup A ⊆ N, A ≤m A.

2) Za sve A, B, C ⊆ N, ako je A ≤m B i B ≤m C, onda je A ≤m C.

DOKAZ. 1) idN : A ≤m A.
2) Ako f : A ≤m B i g : B ≤m C, onda g ◦ f : A ≤m C.

Lema 15. Ako je K ≤m A, onda A nije rekurzivan.

DOKAZ. Neka je f rekurzivna funkcija takva da f : K ≤m A, tj.
za sve x ∈ N, x ∈ K ⇔ f (x) ∈ A. Ako bi A bio rekurzivan skup,

tj. χA rekurzivna funkcija, onda bi iz jednakosti χK = χA ◦ f
sledilo i da je χK rekurzivna funkcija, {to nije ta~no.

PRIMER 58. Doka`imo da skup E = {e | dom(ϕe) 6= ∅} nije rekurzi-
van.

Dokaza}emo da se K mo`e svesti na E, tj. da problem 'x ∈ E' nije
lak{i od problema 'x ∈ K'. Funkcija

f (e, x) =

{
0, e ∈ K (tj. ϕe(e) ↓),
↑, e 6∈ K (tj. ϕe(e) ↑),

je parcijalno rekurzivna. Neka je e0 indeks funkcije f i h : N → N

primitivno rekurzivna funkcija definisana sa h(e) def
= s1

1(e0, e). Tada
je:

ϕh(e)(x) ' ϕs1
1(e0,e)(x) ' ϕ

(2)
e0 (e, x) ' f (e, x), za svako x ∈ N.
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Ako e ∈ K, onda je ϕh(e) = 0, pa h(e) ∈ E. Ako e 6∈ K, onda je ϕh(e) prazna

funkcija, pa h(e) 6∈ E. Dakle: e ∈ K ⇔ h(e) ∈ E. Iz ove ekvivalencije
sledi da E ne mo`e biti rekurzivan, jer bi takav bio i skup K.

Drugi na~in. Pore|ewa radi, dokaza}emo da E nije rekurzivan i pri- Ako pretpostavimo da postoji RM-

programE koji odlu~uje E, do kontradik-
cije dolazimo i konstrukcijom slede}eg

programa:

D =za ulaz x :

1. Odredi (primenom teoreme rekurzije)

sopstveni kod JDK

2. Pozovi E za ulaz (JDK, x)

3. Ako E ka`e (JDK, x) ∈ E,

onda divergiraj;

a ako E ka`e (JDK, x) 6∈ E,

onda vrati izlaz 0.

menom teoreme rekurzije. Pretpostavimo da je E rekurzivan skup. Tada

je funkcija

f (e, x) =

{
0, e 6∈ E,
↑, e ∈ E,

parcijalno rekurzivna, pa prema teoremi rekurzije postoji e0 takav da

je ϕe0(x) ' f (e0, x), za sve x ∈ N. Me|utim, odavde zakqu~ujemo:

� ako e0 6∈ E, onda je ϕe0 = 0, {to zna~i da je ϕe0 totalna funkcija, a

to nije mogu}e, kao i

� ako e0 ∈ E, ϕe0 je prazna funkcija, pa nije totalna, {to je tako|e

nemogu}e.

PRIMER 59. Neka je Tot = {e | dom(ϕe) = N} i Nul = {e | ϕe = 0}.
Doka`imo da je Tot ≤m Nul.

Prema teoremi parametrizacije postoji unarna rekurzivna funkcija

k takva da je ϕk(e) = 0 ◦ ϕe, za svako e ∈ N. Tada va`i:

e ∈ Tot ⇔ k(e) ∈ Nul,

tj. k : Tot ≤m Nul.

Navodimo jo{ jednu va`nu karakterizaciju rekurzivno nabro-

jivih podskupova od N, prema kojoj se problem pripadawa bilo

kom rekurzivno nabrojivom podskupu odNmo`e efektivno svesti

na problem pripadawa skupu K. To zna~i da je problem K najte`i

me|u svim rekurzivno nabrojivim skupovima.

Teorema 30. Za svaki rekurzivno nabrojiv skup A va`i A ≤m K.

DOKAZ. Iz teoreme parametrizacije sledi da postoji rekurzivna

funkcija s1
1 : N2 → N takva da je za sve e, x, y ∈ N:

ϕ
(2)
e (x, y) ' ϕs1

1(e,x)(y).

Neka je A = dom(ϕe0), za neko e0. Defini{imo binarnu

funkciju g na slede}i na~in

g(x, y) ' ϕe0(x).

Funkcija g je parcijalno rekurzivna, pa postoji prirodan broj c
takav da je g = ϕ

(2)
c . Neka je f (x) = s1

1(c, x), x ∈ N. Tada je za
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svako x ∈ N:

x ∈ A ⇔ ϕe0(x) ↓
⇔ g(x, s1

1(c, x)) ↓
⇔ ϕ

(2)
c (x, s1

1(c, x)) ↓
⇔ ϕs1

1(c,x)(s
1
1(c, x)) ↓

⇔ s1
1(c, x) ∈ K

⇔ f (x) ∈ K.

Rekurzivni skupovi, razli~iti od ∅ i N, predstavqaju naj-

lak{e probleme u smislu m-svodqivosti. [tavi{e, svaka dva

ovakva skupa su m-ekvivalentna, tj. svaki od wih je m-svodqiv na

drugi.

Teorema 31. Neka su A, B ⊆ N proizvoqni skupovi.

1) Ako je A rekurzivan i B ≤m A, onda je i B rekurzivan.

2) Ako je A rekurzivan i B 6= ∅,N, onda je A ≤m B.

3) Ako je A rekurzivno nabrojiv skup i B ≤m A, onda je i B
rekurzivno nabrojiv.

DOKAZ. 1) Neka je A rekurzivan skup i f : B ≤m A. Tada je χA

rekurzivna funkcija i va`i χB = χA ◦ f , odakle sledi da je i χB

rekurzivna funkcija, odnosno da je B rekurzivan skup.

2) Pretpostavimo da je A rekurzivan skup i B 6= ∅,N. Neka

je b proizvoqan element iz B i c proizvoqan element iz B{.

Defini{imo funkciju f : N→ N sa:

f (x) =

{
b, x ∈ A,
c, x ∈ A{.

Kako je A rekurzivan skup, funkcija f je rekurzivna i va`i:

x ∈ A ⇔ f (x) ∈ B.

Dakle, f : A ≤m B.
3) Neka je A rekurzivno nabrojiv skup i f : B ≤m A. Pos-

toji parcijalno rekurzivna funkcija g takva da je A = dom(g).
Funkcija g ◦ f je tako|e parcijalno rekurzivna idom(g ◦ f ) = B,
{to zna~i da je B rekurzivno nabrojiv.
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NEODLU^IVI PROBLEMI

Rajsova teorema

Uop{teno govore}i, Rajsova teorema pokazuje da su neodlu~iva

sva netrivijalna svojstva programa.

Definicija 18. Skup A ⊆ N je ekstenzionalan ako za sve a, e ∈ N:

iz a ∈ A i ϕe = ϕa sledi e ∈ A.

Skup A ⊆ N je netrivijalan ako je A 6= ∅ i A 6= N; u suprotnom
je trivijalan.

Teorema 32. [Rajsova teorema] Svaki netrivijalan ekstenziona-

lan skup nije rekurzivan.

DOKAZ. Prvi na~in (primena teoreme rekurzije).

Neka je A ⊆ N netrivijalan ekstenzionalan skup; a ∈ A i

b ∈ N \ A. Pretpostavimo da je A rekurzivan skup. Tada je

funkcija

f (e, x) =

{
ϕb(x), e ∈ A,
ϕa(x), e 6∈ A,

parcijalno rekurzivna. Prema teoremi rekurzije, postoji e0 ∈ N f (e, x) ' ΦU(b, x) · χA(x) + ΦU(a, x) ·
χN\A(x)takav da je ϕe0(x) ' f (e0, x), x ∈ N.

� Ako e0 ∈ A, onda je ϕe0 = ϕb, a kako je A ekstenzionalan i

b 6∈ A, sledi da e0 6∈ A. Kontradikcija.

� Ako e0 6∈ A, onda je ϕe0 = ϕa, a kako je A ekstenzionalan i

a ∈ A, sledi da e0 ∈ A. Kontradikcija.

Dakle, A nije rekurzivan skup.

Drugi na~in (primena teoreme parametrizacije).

Neka je e∅ indeks prazne funkcije.

Ako e∅ ∈ A, neka je a bilo

koji element skupa A{.

Ako e∅ 6∈ A, neka je a bilo

koji element skupa A.

Funkcija

f (e, x) =

{
ϕa(x), e ∈ K,
↑, e 6∈ K,

jeste parcijalno rekurzivna, i neka je e0 wen indeks. Primenom f (e, x) ' ΦU(a, x) · 1 (ΦU(e, e))

teoreme parametrizacije defini{imo primitivno rekurzivnu

funkciju h : N→ N, h(e) def
= s1

1(e0, e). Tada je

ϕh(e)(x) ' ϕs1
1(e0,e)(x) ' ϕ

(2)
e0 (e, x) ' f (e, x), za svako x ∈ N.
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Razmotrimo slu~aj kada e∅ ∈
A. Tada a 6∈ A.
Ako e ∈ K, onda je ϕh(e) =

ϕa, pa iz ekstenzionalnosti

skupa A sledi da h(e) 6∈ A.
Ako e 6∈ K, onda je ϕh(e) prazna

funkcija, pa iz ekstenzional-

nosti skupa A i ~iwenice da

e∅ ∈ A sledi da h(e) ∈ A.
Dakle: e ∈ K ⇔ h(e) ∈ A{.

Razmotrimo slu~aj kada e∅ 6∈
A. Tada a ∈ A.
Ako e ∈ K, onda je ϕh(e) =

ϕa, pa iz ekstenzionalnosti

skupa A sledi da h(e) ∈ A.
Ako e 6∈ K, onda je ϕh(e) prazna

funkcija, pa iz ekstenzional-

nosti skupa A i ~iwenice da

e∅ 6∈ A sledi da h(e) 6∈ A.
Dakle: e ∈ K ⇔ h(e) ∈ A.

U oba slu~aja zakqu~ujemo da A ne mo`e biti rekurzivan, jer

bi onda takav morao biti skup K.

Posledica 9. Neka je A bilo koji skup unarnih parcijalno re-

kurzivnih funkcija. Skup I(A) = {e | ϕe ∈ A} je rekurzivan
akko je A trivijalan skup, tj. A = ∅ ili A sadr`i sve unarne

parcijalno rekurzivne funkcije.

DOKAZ. (⇐) Ako je A = ∅, onda je I(A) = ∅. Ako A sadr`i sve

unarne parcijalno rekurzivne funkcije, onda je I(A) = N. U oba

slu~aja tvr|ewe va`i, jer su skupovi ∅ i N rekurzivni.

(⇒) Skup I(A) je sigurno ekstenzionalan. Ako je I(A) i rekurzi-

van, prema Rajsovoj teoremi mora biti trivijalan: I(A) = ∅ ili

I(A) = N. Dakle, A = ∅ ili A sadr`i sve unarne parcijalno

rekurzivne funkcije.

Neodlu~ivost problema re~i

Alfabet je kona~an niz simbola; re~ na alfabetu Σ je svaki

kona~an niz simbola iz Σ. Ure|en par re~i (u, v) naziva}emo
Σ-pravilom i ozna~avati u → v. Svako Σ-pravilo opisuje jednu
transformaciju skupa svih re~i Σ∗. Ako re~ w ∈ Σ∗ sadr`i u
kao podre~, odn. ako je w = w1uw2, za neke w1, w2 ∈ Σ∗, onda pri-
menom pravila P : u→ v na re~w izvodimo novu re~w′ = w1vw2

(w′ je dobijeno izw zamenompodre~i u re~ju v) i pi{emow→P w′.
Kona~an skupΣ-pravila naziva}emoΣ-procesom. Ako jeP neki

Σ-proces i w, w′ ∈ Σ∗, tada:

� w→P w′ zna~i da je w→P w′ za neko Σ-pravilo P iz P;

� w →∗P w′ zna~i da je w = w′ ili postoji kona~an niz re~i

w1, . . . , wk ∈ Σ∗, k > 1, takvih da je w = w1, w′ = wk i

wi →P wi+1, 1 6 i < k. Niz w1, . . . , wk nazivamo i izvo|ewem

re~i w′ iz re~i w.
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PRIMER 60. Neka je Σ = {a, b} i P = {ab → aa, ba → bb}. Tada je,

na primer, aba →P abb →P aab →P aaa, pa aba →∗P aaa. Nije te{ko
primetiti da se iz aaa ne mo`e, primenom pravila iz P izvesti re~ bbb,
{to zapisujemo aaa 9∗P bbb.

Problem re~i za alfabet Σ: da li postoji algoritam koji za

zadati Σ-proces P i re~i w, w′ ∈ Σ ispituje (odlu~uje) da li

w→∗P w′ ili w 9∗P w′?
Pokaza}emo, za pogodno izabran alfabet Σ, da ne postoji al-

goritam koji zahteva problem re~i, ~ak i za jedan fiksirani

Σ-proces P i fiksiranu re~ w′. Drugim re~ima, konstruisa}emo

Σ-proces P i izabrati jednu re~ w′ tako da ne postoji algoritam
koji za zadatu re~ w ispituje da w→∗P w′ ili w 9∗P w′.
Izabra}emoalfabetΣ koji je pogodan za opisivaweizvr{avawa

RM-programaP: I1, . . . , IN kojiizra~unavafunkciju x 7→ ΦU(x, x).
Pretpostavimo da je P u standardnoj formi i da je M = ‖P‖+ 1.
Neka je

Σ = {b, a, r1, . . . , rM, p1, . . . , pN , pN+1, q1, . . . , qN , e1, . . . , eN}.

Svaku konfiguraciju, tokom izvr{avawa programa P,

i r1 r2 · · · rM

opisa}emo kao re~

bpir1ar1r2ar2 · · · rMarM ,

gde ar ozna~ava r uzastopnih pojavqivawa simbola a,
r puta︷ ︸︸ ︷

aa · · · a, uz
dogovor da je a0 prazna re~. Specijalno, po~etnoj konfiguraciji

za ulaz x ∈ Nodgovara re~ bp1r1axr2r3 · · · rM−1rM, koju }emokra}e

ozna~avati wx.

Σ-proces P konstrui{emo na osnovu programa P, tako {to za

svaku instrukciju Ii, 1 6 i 6 N, dodajemo Σ-pravila kojima se
simulira izvr{avawe te instrukcije.

Ako je Ii instrukcija R+
k | `, onda dodajemo slede}a pravila:

pirj → rj pi, 1 6 j < k,
pia→ api,

}
Ako je k > 1 dodajemo najpre pravila pomo}u kojih se iz neke re~i koja

opisuje konfiguraciju izvodi re~ u kojoj je simbol pi postavqen ispred

rk; naravno, ako je k = 1, onda je ve} pi ve} postavqeno ispred r1.

pirk → qirka, Dodajemo pravilo koje odgovara pove}avawu sadr`aja registra Rk za 1.
Uvo|ewe slova qi (umesto pi) ozna~ava ~iwenicu da je izvr{ena akcija

na registru Rk koju nala`e instrukcija Ii.

rjqi → qirj, 1 6 j < k,
aqi → qia,

}
Vra}amo (samo ako je k > 1) slovo qi do slova b.

bqi → bp`. Mewamo qi slovom p`.
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Ako je Ii instrukcija R−k | `0, `1, onda dodajemo pravila:

pirj → rj pi, 1 6 j < k,
pia→ api.
pirka→ qirk,
pirkrk+1 → eirkrk+1,

}
Dodajemo pravilo koje odgovara akciji na registru Rk: ako u Rk nije

upisana nula, onda se sadr`aj umawuje za 1, i ta akcija se �pamti� slovom
qi; a ako je u Rk upisana nula, onda se sadr`aj ne mewa, i taj slu~aj se

�pamti� slovom ei.

rjqi → qirj, 1 6 j < k,
aqi → qia,
rjei → eirj, 1 6 j < k,
aei → eia,
bqi → bp`1 ,
bei → bp`0 .

Najzad, dodajemo i pravila

pN+1ri → pN+1, pN+1a→ pN+1,

kojima se re~, koja odgovara zavr{noj konfiguraciji (ako se ona

uop{te dosti`e) izra~unavawa P(x), transformi{e u bpN+1.

Nije te{ko zakqu~iti da za svaki prirodan broj x va`i:

wx →∗P bpN+1 akko ΦU(x, x) ↓, odn. wx →∗P bpN+1 akko x ∈ K.

Budu}i da skup K nije rekurzivan, ne postoji algoritam koji se

tra`i u problemu re~i.

Neodlu~ivost problema vaqanosti

Problem vaqanosti za signaturu L logike prvog reda: da li po-

stoji algoritam koji za zadatu L-re~enicu σ ispituje (odlu~uje)

da li je σ vaqana (ta~na u svim modelima) ili nije, tj. postoji

model u kojem nije ta~na?

Pokaza}emo, za pogodno izabranu signaturu L, da ne postoji

algoritam koji zahteva problem vaqanosti.

Izabra}emo signaturuLkoja je pogodna za opisivaweizvr{avawa

RM-programaP: I1, . . . , IN kojiizra~unavafunkciju x 7→ ΦU(x, x).
Pretpostavimo da je P u standardnoj formi i da je M = ‖P‖+ 1.
Neka L sadr`i:

� jedan simbol konstante 0,

� unarni operacijski simbol ′ i

� d + 1-arni relacijski simbol R.

Za svako n ∈ N, term 0

n puta︷ ︸︸ ︷
′ · · · ′ (tzv. numeral) ozna~i}emo n.
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Za svaku instrukciju Ii programa P sastavi}emo re~enicu σi

koja izra`ava zna~ewe te instrukcije.

Ako je Ii instrukcija R+
k | `, onda je σi re~enica

∀x1 . . . ∀xd(R(i, x1, . . . , xk, . . . , xd)⇒ R(`, x1, . . . , x′k, . . . , xd)).

Ako je Ii instrukcija R−k | `0, `1, onda je σi re~enica

∀x1 . . . ∀xd(R(i, x1, . . . , 0, . . . , xd)⇒ R(`0, x1, . . . , 0, . . . , xd)∧
∧ R(i, x1, . . . , x′k, . . . , xd)⇒ R(`1, x1, . . . , xk, . . . , xd)).

Neka je σ0 re~enica

∀x∀y((x′ = y′ ⇒ x = y) ∧ x′ 6= 0).

Za svaki prirodan broj n ∈ N neka je σn re~enica

σ0∧σ1∧ · · · ∧σN ∧R(1, n, 0, . . . , 0)⇒ ∃x1 · · · ∃xdR(N + 1, x1, . . . , xd).

Nije te{ko zakqu~iti da za svaki prirodan broj n va`i:

P(n) ↓⇔ |= σn, odn. n ∈ K ⇔|= σn.

Budu}i da skupK nije odlu~iv, isto va`i i za problem vaqanosti.

X Hilbertov problem

Odeqak zavr{avamo kratkimkomentaromoneodlu~ivostiXHil-

bertovog problema: da li postoji algoritam koji za svaki poli-

nomP(x1, . . . , xk), ~iji su koeficijentiprirodnibrojevi, odlu~uje

da li jedna~ina P(x1, . . . , xk) = 0 ima re{ewa uNk ili nema?

Ne}emo dokazivati da ovaj algoritam ne postoji, ve} samo

ukratko navodimo su{tinu dokaza. Skup A ⊆ Nk je diofantovski

ukoliko postoji polinom P(x1, . . . , xk, y1, . . . , ym) takav da je

A = {~x ∈ Nk | ∃y1 . . . ym P(~x,~y) = 0.}

O~igledno je svaki diofantovski skup rekurzivno nabrojiv. Me-

|utim, ta~no je i obrnuto, {to je glavna tvrdwa Matijasevi~eve

teoreme: svaki rekurzivno nabrojiv skup je diofantovski. Iz

ove teoreme direktno sledi negativno re{ewe X Hilbertovog

problema.
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Neodlu~ivost problema poplo~avawa

Poznato je da se ravan mo`e poplo~ati, tj. pokriti bez prekla-

pawa i praznina, kvadratima, jednakostrani~nim trouglovima i

pravilnim{estouglovima, a da se ne mo`e poplo~ati, na primer,

pravilnim petouglovima. Naravno, postoje (nepravilni) petou-

glovi kojima se mo`e poplo~ati ravan. Razmatrawe poplo~avawa

ravni prili~no se komplikuje pove}avawem broja oblika.

Sva poplo~avawa ravni prikazana na slikama desno jesu peri-

odi~na. Grubo govore}i, to zna~i da postoje bar dva razli~ita

pravca u poplo~anoj ravni i na svakom od wih beskona~no mnogo

ta~aka iz kojih mo`emo posmatrati poplo~anu ravan a da ono{to

vidimo bude jedan te isti {ablon, odnosno da nam poplo~ana

ravan izgleda potpuno isto kada je posmatramo iz bilo koje

od pomenutih ta~aka. Matemati~kim jezikom, poplo~avawe je

periodi~no ako postoje dve nezavisne translacije ravni koje

poplo~avawe prevode u sebe. Za svako periodi~no poplo~avawe

ravni postoji tzv. paralelogram perioda odre|en vektorima

translacija koje to poplo~avawe prevode u sebe (slika desno).

Postoje plo~ice kojima se ravan mo`e poplo~avati i periodi~no

i neperiodi~no.

Postoji li kona~an skup dozvoqenih oblika koji se mogu red-

jati samo neperiodi~no? Preciznije, postoji li kona~an skup

plo~ica kojima se mo`e poplo~ati ravan, ali svako od mogu}ih

poplo~avawa nije periodi~no? Takav skup plo~ica se naziva ape-

riodi~an skup plo~ica. Odgovor na prethodno pitawe je potvr-

dan � postoji aperiodi~an skup plo~ica. Na narednoj slici je prikazan jedan ape-

riodi~an skup plo~ica (prikazane su tzv.

Robinsonove plo~ice).

N. Ikodinovi}, Aperiodi~ni skupovi

plo~ica, Tangenta 66/2, 2011/2012

Kako i za{to su otkriveni aperiodi~ni skupovi plo~ica? Hao

Vang, kineski logi~ar, 1961. godine formulisao je problem: Pos-

toji li efektivan postupak za re{avawe problema poplo~avawa,

tj. postoji li neki algoritam kojim se mo`e utvrditi da li

dati skup mnogougaonih plo~ica mo`e poplo~ati ravan? Vang je

dokazao da ovakav algoritam postoji ako ne postoji aperiodi~an

skup plo~ica (tj. za svaki skup plo~ica koji poplo~ava ravan

bar jedno poplo~avawe je periodi~no). Postojawe aperiodi~nog

skupa plo~ica potvrdio je Robinson 1971. godine, tako {to je

dokazao da je problem poplo~avawa neodlu~iv.

Kqu~na ideja dokaza neodlu~ivosti problema poplo~avawa

ravni jeste simulacija Tjuringovih ma{ina pomo}u plo~ica.
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Simulacija je zanimqiva sama po sebi jer omogu}ava da pakovawe

plo~ica zami{qamo kao model izra~unqivosti.

Simulira}emo rad proizvoqne Tjuringove ma{ine na praznoj

traci, jer: ne postoji algoritamkoji odlu~uje da li se proizvoqna

Tjuringova ma{ina zaustavqa ako zapo~ne rad na praznoj traci. Ovaj zakqu~ak jednostavno sledi iz vari-

jante Rajsove teoreme formulisane u kon-

tekstu Tjuringovih ma{ina.
Bez gubitka op{tosti, skicira}emo dokaz neodlu~ivosti prob-

lema poplo~avawa poluravni sa po~etnim zahtevima. Za simu-

laciju Tjuringovih ma{ina na praznoj traci koristimo slede}e

plo~ice.

Za svaki simbol trake sk uvodimo po jednu plo~icu, a za svaki

par (qi, sk) ∈ Q×Γ uvodimodveplo~ice veze. Za naredbeqisksmLqj

i qisksmRqj uvodimo plo~ice akcije. Po~etne zahteve, tj. praznu

traku odre|uju po~etne plo~ice (s0 je blanko znak, q0 je po~etno

stawe).

PRIMER 61. Za simulaciju Tjuringove ma{ine:

q001Lq1, q101Rq2, q111Rq1, q211Rq0

koristimo slede}e plo~ice, podrazumevaju}i da je 0 blanko znak.

Izra~unavawe date ma{ine na praznoj traci generi{e odgovaraju}e

re|awe uvedenih plo~ica
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Ako 〈T〉 ozna~ava skupplo~icaodre|enihTjuringovomma{inom
T, onda nije te{ko uo~iti da va`i: Tjuringova ma{ina T se

ne zaustavqa na praznoj traci akko plo~icama iz 〈T〉 je mogu}e
prekriti poluravan sa odgovaraju}om prvom vrstom.



TEORIJA ALGORITAMA 109

VREMENSKE KLASE SLO@ENOSTI P I NP

Glavni zadatak u teoriji slo`enosti jeste klasifikacija rekur-

zivnih funkcija i rekurzivnih skupova (jezika, problema). Klase

slo`enosti uglavnom se defini{u uz ograni~ewe resursa (pre

svega vremena, odn. prostora) kojima raspola`e mehanizam koji

izvr{ava algoritam i analizirawem �najgoreg slu~aja�.

Zbog jednostavnosti, ograni~i}emo se samo na rekurzivne fun-

kcije, odn. skupove nad alfabetom Σ = {0, 1}. Naravno, ovo

ne predstavqa nikakvo su{tinsko ograni~ewe, budu}i da se svi

kona~ni objekti mogu kodirati re~ima iz {0, 1}. Podse}amo: Jezik L ⊆ Σ∗ je rekurzivan akko je

funkcija χL : Σ∗ → {0, 1},

χL(w) =

{
1, w ∈ L,
0, w 6∈ L.

rekurzivna.

� funkcija f : Σ∗ → Σ∗ je rekurzivna ako postoji Tjuringova

ma{ina (Q, q0, {qstop}, {0, 1},t, Γ, τ) takva da za sve w ∈ Σ∗,

q0w→∗ qstop f (w);

� skup (jezik) L ⊆ Σ∗ je rekurzivan akopostojiTjuringovama{ina
T = (Q, q0, {qda, qne}, {0, 1},t, Γ, τ) takva da za sve w ∈ Σ∗,

q0w→∗
{

qdat, w ∈ L,
qnet, w 6∈ L.

Neka je T = (Q, q0, F, {0, 1},t, Γ, τ) neka Tjuringova ma{ina

koja se zaustavqa za svaku re~ ulaznog alfabeta: za svako w ∈ Σ,
T generi{e kona~no izra~unavawe

q0w→ C1 → C2 → · · · → Cstop ≡ uqv ∈ Γ∗FΓ+,

~iju du`inu ozna~avamo timeT(w).

Definicija 19. Tjuringova ma{ina T, koja se zaustavqa za svaku

re~ ulaznog alfabeta, radi u vremenu t : N → N ako za svako

w ∈ Σ∗ va`i timeT(w) 6 t(|w|) (tj. izra~unavawe za ulaz w se

zavr{ava za 6 t(|w|) koraka).

Definicija 20. Neka t : N→ N.

1. Rekurzivna funkcija f : Σ∗ → Σ∗ je izra~unqiva u vremenu t,
ako postoji TM koja je izra~unava i radi u vremenu O(t).

2. Jezik L ⊆ Σ∗ je odlu~iv u vremenu t, ako postoji TM koja ga

odlu~uje i radi u vremenu O(t).

Klase slo`enosti se defini{u za tzv. vremenski konstruk-

tibilne funkcije.

Definicija 21. 1) Funkcija t : N → N je vremenski konstruk-

tibilna ako je t(n) > n, za sve n i funkcija w 7→ bin(t(|w|)) je
izra~unqiva u vremenu t. bin(t(|w|)) je binarna reprezentacija

broja t(|w|)
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2) Klasa vremenske slo`enosti odre|ena funkcijom t : N→ N,

u oznaciTIME(t), jeste skup svih jezikanad {0, 1} koji su odlu~ivi
u vremenu t.

Primeri vremenski konstruktibilnih funkcija su n 7→ n2,

n 7→ n3, n 7→ 2n itd. Uop{te, svaki polinom je vremenski kon-

struktibilna funkcija.

Neka je N[x] skup svih polinoma sa jednom promenqivom x
i koeficijentima iz N. Klasa jezika (problema) koja zauzima

zna~ajno mesto u teoriji slo`enosti jeste

P def
=

⋃
P(x)∈N[x]

TIME(P).

Dakle, L ∈ P akko postoji polinom P(x) ∈ N[x] i postoji

Tjuringova ma{ina T koja odlu~uje L i radi u vremenu P.

PRIMER 62. PAL = {w ∈ {0, 1}∗ | w je palindrom} ∈ P.

Teorema 33. Neka je L1, L2 ⊆ Σ∗ i L1, L2 ∈ P. Tada L{
1, L1∩ L2, L1∪

L2 ∈ P.

DOKAZ. Neka je Ti Tjuringova ma{ina koja radi u vremenu Pi(n)
i prihvata jezik Li, i = 1, 2.
Dokaz da L{

1 ∈ P je jednostavan: dovoqno je pokrenuti ma{inu

T1 za ulazw, ~ekati da se ona zaustavi i dati suprotan odgovor od
T1. Ova nova ma{ina o~igedno radi u polinomijalnom vremenu.

Konstrukciju Tjuringove ma{ine koja u polinomijalnom vre-

menu odlu~uje L1 ∩ L2, odn. L1 ∪ L2, izostavqamo, pretpostav-

qaju}i da je intuitivno jasno da, u oba slu~aja, takva ma{ina

postoji.

Definicija 22. Funkcija f : Σ∗ → Σ∗ je izra~unqiva u poli-

nomijalnomvremenu akopostojiTjuringovama{inaTkoja izra~unava

f za vreme P, gde je P(x) neki polinom iz N[x].

Definicija 23. Neka je L1, L2 ⊆ Σ∗. Problem L1 se svodi u poli-

nomijalnom vremenu na problem L2, u oznaci L1 6P L2, ako pos-

toji funkcija f : Σ∗ → Σ∗ izra~unqiva u polinomijalnom vre-

menu takva da za sve w ∈ Σ∗

w ∈ L1 ⇔ f (w) ∈ L2

(pri ~emu koristimo oznaku f : L1 6P L2).

Teorema 34. Relacija 6P je refleksivna i tranzitivna.

DOKAZ. Refleksivnost je o~igledna jer je L 6P L, za svaki prob-
lem L, budu}i da identi~ko preslikavawe id : Σ∗ → Σ∗ ispuwava
tra`ene uslove, id : L 6P L.
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Da bismo dokazali tranzitivnost, pretpostavimo da Li ⊆ Σ∗,
i = 1, 2, 3 i f : L1 6P L2, g : L2 6P L3, pri ~emu su f i g
izra~unqive funkcije redom u polinomijalnim vremenima Pf i

Pg na Tjuringovim ma{inama T f i Tg. Tada za sve w ∈ Σ∗,

w ∈ L1 ⇔ f (w) ∈ L2 ⇔ g( f (w)) ∈ L3,

pri ~emu je kompozicija g ◦ f izra~unqiva u polinomijalnom

vremenu n 7→ Pf (n) + Pg(n + Pf (n)). Preciznije, rad ma{ine T f

za ulaz w ∈ Σ∗ daje izlaz f (w), pri ~emu va`i:

| f (w)| 6 |w|+ |Tf (|w|)|,

jer je nemogu}e da T f proizvede izlaz du`i od zbira du`ine ulaza

|w| i broja koraka koji su joj potrebni. Ma{ina Tg daqe radi za

ulaz f (w), pa je vreme koje je potrebno ma{ini Tg za ulaz f (w)

nije du`e od Pg(| f (w)|) 6 Pg(|w|+ Pf (|w|)).

Teorema 35. Ako je L1 6P L2 i L2 ∈ P, onda L1 ∈ P.

DOKAZ. Pretpostavimoda f : L1 6P L2, pri~emu je f izra~unqivo
u polinomijalnom vremenu Pf . Neka je T2 nedeterministi~ka

Tjuringova ma{ina koja prihvata L2 u polinomijalnom vremenu

P. Konstrui{imo Tjuringovu ma{inu T1 na slede}i na~in: za

ulaz w ∈ Σ∗

� prvo se odre|uje f (w) � za ovo je potrebno Pf (|w|) koraka, pri
~emu se dobija izlaz du`ine 6 |w|+ Pf (|w|),

� zatim se �poziva� T2 za ulaz f (w) i daje isti odgovor kao T2

� potreban broj koraka je P(| f (w)|) 6 P(|w|+ Pf (|w|)), {to je
polinomijalno ograni~ewe.

Dakle, T1 radi u polinomijalnom vremenu. Tako|e,

w ∈ L1 ⇔ f (w) ∈ L2 ⇔ T2 prihvata f (w),

{to zna~i da T1 prihvata jezik L1.

PRIMER 63. Za alfabet iskazne logike mo`emo uzeti skup

{p,¬,∧,∨,⇒,⇔, (, )},

pri~emure~i p, pp, ppp, pppp, . . . koristimokaoiskazna slova p1, p2, p3, p4, . . .
Dakle, formuli (p2 ⇒ (¬p3 ∧ p1)) odgovara re~ (pp ⇒ (¬ppp ∧ p))
pomenutog alfabeta. Naravno, iskazne formule mo`emo predstavqati

i re~ima alfabeta {0, 1} koriste}i, na primer, slede}e kodirawe:(
p ¬ ∧ ∨ ⇒ ⇔ ( )

000 001 010 100 011 101 110 111

)
.
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Tada je kôd formule (pp⇒ (¬ppp ∧ p)) jednak:

110000000011110001000000000010000111111.

Jednostavno se uo~ava da

F = {w ∈ {0, 1}∗ | w je kôd neke iskazne formule} ∈ P.

Primetimo da ako w ∈ F, onda se u odgovaraju}oj formuli, koju }emo
ozna~iti ϕw mogu pojavqivati samo neka od slova p1, p2, . . . , p|w|. Za

svaku valuaciju v : {p1, . . . , p|w|} → {0, 1} potpuno je odre|ena istini-
tosna vrednost ϕw[v]. Valuaciju v mo`emo identifikovati sa {0, 1}-
nizom du`ine |w|. Ako postoji valuacija v takva da je ϕw[v] = 1,
odnosno v |= ϕw, ka`emo da je ϕw zadovoqiva formula. Neka je

SAT = {w ∈ {0, 1}∗ | ϕw je zadovoqiva formula}.

Dakle, w ∈ SAT ⇔ ∃v ∈ {0, 1}|w| v |= ϕw. Nije te{ko uo~iti da je

�v |= ϕw� odlu~ivo u polinomijalnom vremenu.

Definicija 24. Klasa NP sadr`i sve jezike L ⊆ {0, 1}∗ za koje
postoji polinom q(x) ∈ N[x] i relacija R ⊆ {0, 1}∗ × {0, 1}∗ iz
P takvi da za sve w ∈ {0, 1}∗ va`i:

w ∈ L ⇔ ∃v ∈ {0, 1}q(|w|) R(w, v).

Relacija R se naziva verifikator za L. Re~ v ∈ {0, 1}q(|w|) takva

da R(w, v) naziva se svedok da w ∈ L.

PRIMER 64. SAT ∈ NP.

Jedna od naj~e{}ih karakterizacija klase NP jeste ona pomo}u

tzv. nedeterministi~kih Tjuringovih ma{ina. Nedeterministi-

~kaTjuringovama{ina jeste ure|ena sedmorka (Q, q0, F, Σ,t, Γ, τ),

gde je τ : (Q \ F)× Γ→ P(Γ× {L,P,R} ×Q). Ako je

τ(q, s) = {s1Rq1, s2Lq2, . . . , skPqk},

onda konfiguracija · · · sLqssD · · · ima k naslednika:

· · · sLs1sDq1 · · · ; · · · q2sLs2sD · · · ; . . . ; · · · sLqksksD · · ·

Svaka NTM T za ulaz w ∈ Σ∗ generi{e jedno drvo, ~iji je koren
po~etna konfiguracija odre|ena kao u slu~aju obi~nih (deter-

ministi~kih) Tjuringovih ma{ina. Svaka grana drveta pred-

stavqa jedno izra~unavawe ma{ine T za ulaz w. U nastavku

}emo posmatrati nedeterministi~ke Tjuringove ma{ine sa dva

zavr{na stawa, F = {qda, qne}, takve da su za svaku re~ w ∈ Σ∗ sva
izra~unavawa kona~na. Zavr{ne konfiguracije u stawu qda nazi-

vamo konfiguracijama prihvatawa, a zavr{ne konfiguracije u

stawu qne konfiguracijama odbacivawa.
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Definicija 25. NTMT odlu~uje jezik L ⊆ Σ∗ ako za svakow ∈ Σ∗

va`i: w ∈ L akko postoji izra~unavawe ma{ine T za ulaz w koje

se zavr{ava konfiguracijom prihvatawa. w 6∈ L akko se sva izra~unavawa ma{ine

T za ulaz w zavr{avaju konfiguracijom

odbacivawa.

Definicija 26. 1) NTM T radi u vremenu t : N → N ako za sve

w ∈ Σ∗ svako izra~unavawe ma{ine T za ulaz w nije du`e od

t(|w|).
2) NTIME(t) je skup svih jezika nad {0, 1} koje odlu~uje neka

NTM koja radi u vremenu O(t).

Teorema 36. NP =
⋃

k>1
NTIME(nk)

SKICA DOKAZA. (⊆) Pretpostavimo da L ∈ NP. Neka je p
polinom i R verifikator jezika L:

w ∈ L akko ∃v ∈ {0, 1}p(|w|) R(w, v).

Treba konstruisati NTM T koja odlu~uje L u polinomijalnom

vremenu. Neka je TR obi~na Tjuringova ma{ina koja odlu~uje R u

vremenu q(x) ∈ N[x].

T : za ulaz w

1. �pogodi� re~ v du`ine p(|w|);
(Svaki polinom je vremenski konstruktibilna funkcija.)

2. simuliraj TR za ulaz (w, v);

3. vrati odgovor �DA� ako TR(w, v) ↓ qda i

vrati odgovor �NE� ako TR(w, v) ↓ qne.

(⊇) Pretpostavimo da L odlu~uje NTM T koja radi u polinomi-

jalnom vremenu p(x) ∈ N[x]. Bez gubqewa op{tosti mo`emo

pretpostaviti da svi skupovi τ(q, s), q ∈ Q \ F, s ∈ Γ, imaju isti
broj elemenata. Neka je |τ(q, s)| = k, za sve q ∈ Q \ {qda, qne} Ako nemaju mo`emo dodati instrukcije

bez nekog posebnog efekta; npr. qssPqne.i s ∈ Γ. Pretpostavimo i da su skupovi τ(q, s) ure|eni. Uz

ove pretpostavke, svaki unutra{wi ~vor drveta, koje generi{e

T za ulaz w, ima ta~no k potomaka, koji su na neki na~in ure|e-

ni. Tada je svakom zavr{nom ~voru Z drveta pridru`ena jedna

re~ nad alfabetom {1, 2, . . . , k} du`ine p(|w|). Ove re~i mo`emo
shvatiti kao zapise prirodnih brojeva u bazi k i prevesti ih u

binarni zapis, odakle sledi da postoji polinom p1(x) ∈ N[x]
takav da svakom zavr{nom ~voru Z, drveta izra~unavawa za ulaz
w, odgovara re~ vZ ∈ {0, 1}p1(|w|). Re~ vZ zapravo predstavqa

izra~unavawe koje odgovara grani koja se zavr{ava ~vorom Z.
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Konstrui{imo obi~nu Tjuringovu ma{inu TR:

TR : za ulaz (w, v)

1. odredi zavr{nu konfiguraciju izra~unavawa ma{ine T za ulaz w

ako je kôd tog izra~unavawa re~ v;

2. ako je zavr{na konfiguracija neka konfiguracija prihvatawa vrati �DA�, a

ako je zavr{na konfiguracija neka konfiguracija odbacivawa vrati �NE�.

TR radi u polinomijalnom vremenu i defini{e verifikator R
jezika L:

w ∈ L akko ∃v ∈ {0, 1}p1(|w|) R(w, v).

Teorema 37. 1) P ⊆ NP
2) NP je zatvoreno za uniju i presek: ako L1, L2 ∈ NP, onda

L1 ∩ L2, L1 ∪ L2 ∈ NP.

Otvoren problem. P ?
= NP

Definicija 27. L ∈ coNP akko L{ ∈ NP

Otvoren problem. NP ?
= coNP

Teorema 38. 1. P ⊆ NP ∩ coNP

2. Ako NP ⊆ coNP, onda NP = coNP.

3. Ako coNP ⊆ NP, onda NP = coNP.

4. Ako L1 ≤P L2 i L2 ∈ NP, onda L1 ∈ NP.

5. Ako L1 ≤P L2 i L2 ∈ coNP, onda L1 ∈ coNP.

DOKAZ. 1) P ⊆ NP i P je zatvoreno za komplemente.

2) Neka je NP ⊆ coNP. Ako L ∈ coNP, onda L{ ∈ NP ⊆ coNP.
Dakle, L = (L{){ ∈ NP.
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NP-KOMPLETNOST

Definicija 28. Problem L je NP-kompletan ako L ∈ NP i za

svako L′ ∈ NP va`i L′ ≤P L.

Analogno se defini{e pojam coNP-kompletnosti. (Mo`e se

dokazatida je problem L NP-kompletan akko je L{ coNP-kompletan.)

Teorema 39. Ako je L1 NP-kompletan, L2 ∈ NP i L1 ≤P L2, onda

je L2 NP-kompletan.

DOKAZ. Neka je L′ ∈ NP proizvoqan problem. Kako je L1 NP-
kompletan, zakqu~ujemo da je L′ ≤P L1. Iz L1 ≤P L2, na osnovu

tranzitivnosti relacije≤P, zakqu~ujemo da L′ ≤P L2. Budu}i da

L2 ∈ NP, sledi da je L2 NP-kompletan.

Teorema 40. Neka je L NP-kompletan.

1. Ako L ∈ P, onda P = NP.

2. Ako L ∈ coNP, onda NP = coNP.

Dokaz. 1. Za proizvoqan L′ ∈ NP va`i L′ ≤P L, pa ako L ∈ P,
onda L′ ∈ P. Dakle, NP ⊆ P, pa time i P = NP (jer je P ⊆ NP).
2. Pretpostavimo da L ∈ coNP. Neka je L′ ∈ NP proizvoqan

jezik. Kako je L NP-kompletan, sledi da je L′ 6P L, pa L′ ∈ coNP.
Dakle, NP ⊆ coNP, a time je i NP = coNP.

Teorema 41. [Kuk-Levinova teorema] SAT je NP-kompletan.

DOKAZ. Ve} je istaknuto da SAT ∈ NP.
Neka je L proizvoqan jezik iz NP i

T = (Q, q0, {qda, qne}, Γ,t, Σ, δ)

NTMkoja odlu~uje L i radi u vremenu p(n), gde je p neki polinom.
Za svakow ∈ Σ∗, konstruisa}emo u polinomijalnom vremenu jednu
iskaznu formulu ϕT,w takvu da va`i:

T(w) ↓ qda akko ϕT,w ∈ SAT;

time dokazujemo da L ≤P SAT.
Dabismo topostigli, primetimoda za svaki ulazw = s1 · · · sn ∈

Σ∗ du`ine n:
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� do kraja izra~unavawa glava ma{ine T ne

napu{ta region koji ~ine 2p(n) + 2 susednih
}elija trake; dodelimo ovim }elijama celo-

brojne adrese

−p(n)− 1, . . . , 0, 1, . . . , p(n) + 1

kao na slici desno, pri ~emu se ulaz du`ine

n unosi u poqa ~ije su adrese 1, . . . , n;

� svako izra~unavawe ma{ine T trivijalno

se mo`e produ`iti do izra~unavawa du`ine

p(n) ponavqawem zavr{ne konfiguracije do-
voqan broj puta.

≤p(n)︷ ︸︸ ︷
Cw

0 →M · · · →M Cstop →M Cstop · · · →M Cstop︸ ︷︷ ︸
=p(n)

Formulu ϕT,w sastavqamo koriste}i iskazna slova qi
a, si

a, za

q ∈ Q, s ∈ Γ, 0 6 i 6 p(n) i −p(n)− 1 < a < p(n) + 1. Slovo
qi

a odgovara iskazu �glava u stawu q skenira }eliju ~ija je adresa
a u i-toj konfiguraciji izra~unavawa�. Slovo si

a odgovara iskazu

�simbol s upisan je u }eliju sa adresom a u i-toj konfiguraciji
izra~unavawa�. Budu}i da slova ~iji je gorwi indeks i koristimo
za opisivawe i-te konfiguracije izra~unavawa, formula

σi ≡
∧
a

∨
s

si
a ∧

∧
a

∧
s 6=s′
¬(si

a ∧ s′ ia ) ∧
∨
a

∨
q

(
qi

a ∧
∧

a′ 6=a

∧
q
¬qi

a′

)
,

zna~i da je u i-toj konfiguraciji u svaku }eliju upisan ta~no jedan
simbol iz Γ i da ta~no jednu }eliju skenira glava u nekom stawu.

Da je korektno formirana po~etna konfiguracija za ulaznu re~

w = s1 · · · sn opisujemoformulom: σw ≡ q0
0 1∧

n∧
i=1

s0
i i ∧

∧
a 6∈{1,...,n}

t0
a.

Promene konfiguracija tokom izra~unavawa ma{ine T opisu-

jemo formulom σT koja je konjunkcija slede}ih formula: za sve

q ∈ Q \ {qda, qne} i s ∈ Γ,
qi

a∧ si
a ⇒

∨
(q,s,s′,R,q′)∈δ

(
s′ i+1

a ∧ q′ i+1
a+1

)
, qi

a∧ si
a ⇒

∨
(q,s,s′,P,q′)∈δ

(
s′ i+1

a ∧ q′ i+1
a

)
,

qi
a∧ si

a ⇒
∨

(q,s,s′,L,q′)∈δ

(
s′ i+1

a ∧ q′ i+1
a−1

)
, si

a∧
∧
q
¬qi

a ⇒ si+1
a ,

∧
a

(
qi

da a ∧ si
a ⇒ qi+1

da a ∧ si+1
a

)
.

Najzad, da se izra~unavawe zavr{ava konfiguracijomprihvatawa

opisuje formula: σda ≡
∨
a

qp(n)
da a .

@eqena formula ϕT,w jeste formula σw ∧
∧
i

σi ∧ σM ∧ σda.

NAPOMENA. Nije te{ko uo~iti da se ϕT,w u polinomijalnom

vremenu mo`e prevesti u KNF, odakle sledi da je i KNF-SAT
NP-kompletan.
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SLO@ENOST BULOVIH KOLA

Bulovo kolo je acikli~an graf u kome razlikujemo tri vrste

~vorova:

� ulazne ~vorove (na koje ne pokazuje nijedna strelica; in degree =

0);

� prolaze koji mogu biti AND (in degree = 2), OR (in degree =

2) ili NOT (in degree = 1);

� izlazne ~vorove (in degree = 1, out degree = 0).

Ulazni~vorovimogu dobiti vrednost 0ili 1. Prolaziizra~unavaju
Bulove funkcije ∧, ∨ i ¬. Kada su date vrednosti ulaznih

~vorova, onda su na jedinstven na~in odre|ene vrednosti izlaznih

~vorova. Kolo C sa n ulaznih ~vorova x1, . . . , xn i m izlaznih

~vorova y1, . . . , ym odre|uje jedinstvenu funkciju fC : {0, 1}n →
{0, 1}m.

PRIMER 65. Na slici desno prikazano je Bulovo kolo sa tri ulazna

i dva izlazna ~vora. Ako je x1 = 0, x2 = 1 i x3 = 0, onda je y1 = 0 i

y2 = 1.

Dva kola C i C′ su ekvivalentna ako odre|uju istu funkciju,

fC = fC′ . U nastavku }emo uglavnom posmatrati kola koja imaju

samo jedan izlazni ~vor, tj. koja odre|uju tzv. Bulove veznike

f : {0, 1}n → {0, 1}.

ZADATAK. Za nekoliko konkretnih vrednosti n, konstruisati
kolo koje odre|uje funkciju parityn : {0, 1}n → {0, 1},

parityn(x1, . . . , xn) = 1 ⇔ 1 se pojavquje neparan broj puta me|u ulaznim argumentima.

Bulova kola koristimodabismotestiralipripadawe jezicima

alfabeta {0, 1}. Budu}i da svako kolo �o~ekuje� ulaze fiksirane

du`ine, a jezik mo`e sadr`avati re~i razli~itih du`ina, za te-

stirawe pripadawa jeziku koristimo niz kola (Cn) � po jedno

kolo za svaku du`inu ulaza:

L = L ∩ Σ∗ = (L ∩ Σ0)︸ ︷︷ ︸
C0

∪ (L ∩ Σ1)︸ ︷︷ ︸
C1

∪ · · · ∪ (L ∩ Σn)︸ ︷︷ ︸
Cn

∪ · · ·

Naravno, ne mora biti nikakve uniformnosti u nizu kola (Cn);

kolo Cn radi samo sa ulazima du`ine n i ne mora imati nikakve

sli~nosti sa ostalim kolima.

Definicija 29. Niz kola (Cn) = (C0, C1, . . . , Cn, . . .), pri ~emu

Cn ima n ulaznih ~vorova i jedan izlazni ~vor, odlu~uje jezik

L ⊆ {0, 1}∗ ako za svako w ∈ {0, 1}∗ va`i:

w ∈ L ⇔ fC|w|(w) = 1.
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Veli~ina kolaC je brojANDiORprolaza koje to kolo sadr`i, Broj NOT prolaza ne uti~e na veli~inu

kola.i obele`ava se |C|. Drugim re~ima, |C| predstavqa broj izlaznih
ivica iz AND i OR prolaza. Kolo je minimalne veli~ine ako ne pos-

toji mawe ekvivalentno kolo. Prob-

lem minimizacije kola ima o~igledne

prakti~ne primene, ali je u principu

�dosta te`ak�.

Definicija 30. Neka t : N→ N. Niz kola (Cn) je veli~ine t ako
je |Cn| 6 t(n), n ∈ N.

SIZE(t) je skup svih jezika L ⊆ {0, 1}∗ koje odlu~uje neki niz

kola (Cn) veli~ine O(t).

PRIMER 66. Zbog �neuniformnosti� niz kola jednostavno se uo~ava da

~ak SIZE(1) sadr`i neodlu~ive jezike. Za funkciju g : {2, 3, 4, . . .} →
{0, 1}, konstrui{imo niz kola (Cn)n>2 na slede}i na~in:

ako je g(n) = 0; ako je g(n) = 1.

Jezik Lg koji odlu~uju kola (C2, C3, . . .) pripada SIZE(1) i va`i:

1n ∈ Lg ⇔ g(n) = 1.

Odavde sledi da je g 7→ Lg 1-1 funkcija, {to zna~i da jezika Lg ima

neprebrojivo mnogo.

PRIMER 67. Doka`imoda za svako L ⊆ {0, 1}∗, L ∈ SIZE(2n). Pokaza}emo,

indukcijom po n, da za svako f : {0, 1}n → {0, 1} postoji kolo C f takvo

da je |C f | 6 2 · 2n − 3 i f = fC f .

Ako je n = 1, funkcija f je jedna od slede}ih funkcija:

Veli~ina svakakog od navedenih kola jednaka je 2 · 21 − 3 = 1.
Ako je f : {0, 1}n+1 → {0, 1}, neka su C f0 i C f1 kola koja redom

odre|uju funkcije:

f0(x1, . . . , xn)
def
= f (x1, . . . , xn, 0) i f1(x1, . . . , xn)

def
= f (x1, . . . , xn, 1).

Na osnovu poznate jednakosti

f (x1, . . . , xn, xn+1) = ( f (x1, . . . , xn, 0)∧¬xn+1)∨ ( f (x1, . . . , xn, 1)∧ xn+1),

konstrui{emo tra`eno kolo, prikazano sa desne strane.

Prema induktivnoj pretpostavci, veli~ina ovog kola nije ve}a od

2 · (2 · 2n − 3) + 3 = 2 · 2n+1 − 3.
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Slo`enost kola je u tesnoj vezi sa vremenskom slo`eno{}u: za

svaki jezik �male� vremenske slo`enosti, �mala� je i slo`enost

kola.

Teorema 42. Neka je t : N → N vremenski-konstruktibilna

funkcija. Ako L ∈ TIME(t), onda L ∈ SIZE(t2).

DOKAZ. Neka je T Tjuringova ma{ina koja odlu~uje L u vremenu

t. Za svako n konstruisa}emo kolo Cn koje odlu~uje L ∩ {0, 1}n:

fC|w|(w) = 1 ⇔ w ∈ L.

Neka je n proizvoqno. Izra~unavawa ma{ine T za ulaze du`ine

n mogu se prikazati u obliku tabele dimenzija (2t(n) + 2)× t(n).
Sli~no ako u dokazu Kuk-Levinove teoreme, dovoqno je posma-

trati samo 2t(n) + 2 susednih }elija trake, kojima dodequjemo

celobrojne adrese

−t(n)− 1, . . . , 0, 1, 2, . . . , t(n) + 1.

Konstruisa}emo kolo Cn sa n ulaznih ~vorova x1, . . . , xn i jednim

izlaznim~vorom y koji }e dobiti vrednost 1 akoi samoako ulazni
~vorovi redom dobiju vrednosti odre|ene simbolima re~i w =

s1 · · · sn (xi = si, i = 1, . . . , n) koju prihvata T, tj. koja pripada L.
Pojedine zna~ajne prolaze ozna~i}emo Z(i, j, s, q), 1 6 i 6 t(n),
−t(n)− 1 6 j 6 t(n) + 1, s ∈ Γ i q ∈ Q ∪ {∅}. Namera nam je da:

� prolaz Z(i, j, s, q) daje vrednost 1 akko u i-toj konfiguraciji,
}elija sa adresom j sadr`i simbol s i skenira je glava u stawu

q;

� prolaz Z(i, j, s, ∅) daje vrednost 1 akko u i-toj konfiguraciji,
}elija sa adresom j sadr`i simbol s i ne skenira je glava.

Najpre treba precizirati prolaze koji opisuju po~etnu konfig-

uraciju.

Svi ostali ~vorovi Z(1, . . .) daju vrednost 0.
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U i-toj konfiguraciji, za 1 < i 6 t(n), potpuno su odre|eni

sadr`aji krajwih }elija:

Sve ostali ~vorovi Z(. . . ,±(t(n) + 1), . . .) daju vrednost 0.

Za 1 6 i < t(n), −t(n) 6 j 6 t(n), s ∈ Γ i q ∈ Q ∪ {∅}; ~vor
Z(i + 1, j, s, q) formiramo na slede}i na~in. Najpre, na osnovu

funkcije τ nabrajamo sve mogu}e sadr`aje poqa (i, j − 1), (i, j),
(i, j + 1) koji mogu dovesti do toga da u (i + 1). konfiguraciji
sadr`aj }elije j bude s i glava je skenira u stawu q ako q ∈ Q, odn.

ne skenira je ako je q = ∅. Svaku od navedenih mogu}nosti opisuje
jedna trojka ~vorovaZ(i, j− 1, · · · ), Z(i, j, · · · ), Z(i, j+ 1, · · · ) koja
~voru Z(i + 1, j, s, q) obezbe|uje vrednost 1. Neka su (Z1

1 , Z1
2 , Z1

3),

(Z2
1 , Z2

2 , Z2
3), . . . , (Zm

1 , Zm
2 , Zm

3 ) sve trojke koje obezbe|uju vrednost

1 ~voru Z(i + 1, j, s, q). Uo~ene ~vorove povezujemo kao {to je

prikazano na slici ispod.

Najzad, dodajemo niz OR prolaza tako da va`i: ako neki ~vor

oblika Z(i, j, s, qda) ikada dobije vrednost 1, onda i ~vor y dobija
vrednost 1.



TEORIJA ALGORITAMA 121

O~igledno: fC|w|(w) = 1 ⇔ T(w) ↓ qda. Pa`qivom analizom

konstruisanog kola Cn zakqu~ujemo da je wegova veli~ina O(t2).

Posledica 10. P ⊆ ⋃k>1 SIZE(nk)
def
= P/poly Nije poznato da li postoji NP-

kompletan jezik koji ne pripada P/poly.
Pozitivan odgovor na ovo pitawe bi

pokazao da se klase P i NP drasti~no ra-

zlikuju. Isti~emo da P/poly sadr`i i

neodlu~ive jezike.

Bulovo kolo C, sa n ulaznih ~vorova, jeste zadovoqivo ako

postoje x1, . . . , xn ∈ {0, 1} takvi da je fC(x1, . . . , xn) = 1. Po-

drazumevaju}i neko kodirawe Bulovih kola, neka je
C-SAT je skra}enica od CIRCUIT-SAT

C-SAT = {JCK | C je zadovoqivo Bulovo kolo}.

Teorema 43. C-SAT je NP-kompletan.

DOKAZ. Nije te{ko uo~iti da C-SAT ∈ NP.
Neka je L ∈ NP proizvoqan jezik i R ⊆ {0, 1}∗ × {0, 1}∗ odgo-

varaju}i verifikator za L koji odlu~uje Tjuringova ma{ina TR

u vremenu p(x) ∈ N[x]. Naravno, postoji i polinom q(x) ∈ N[x]
takav da za sve w va`i:

w ∈ L ⇔ ∃v ∈ {0, 1}q(|w|)R(w, v).

Za svew, v ∈ {0, 1}∗ takve da je |w| = ni |v| = q(|w|), izra~unavawe
ma{ine TR za ulaz (w, v) mo`e se prikazati u obliku tabele di-
menzija (2p(|w|+ q(|w|)+ 1)+ 2)× p(|w|+ q(|w|)+ 1). To zna~i
da postoji Bulovo kolo C′n polinomijalne veli~ine, sa n + q(n)
ulaznih ~vorova x1, . . . , xn, v1, . . . , vq(n) i jedim izlaznim ~vorom

y, tako da va`i:

fC′n(x1, . . . , xn, v1, . . . , vq(n)) = 1 ⇔ TR(x1 · · · xn, v1 · · · vq(n)) ↓ qda

Za re~w = s1 · · · sn, koloCw formiramood kolaC′n tako{tona

~vorovima x1, . . . , xn fiksiramo vrednosti u skladu sa simbolima

re~i w:
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Cw je zadovoqivo⇔ postoje v1, . . . , vq(n) ∈ {0, 1} t.d. fCw(v1, . . . , vq(n)) = 1

⇔ w ∈ L.

Na osnovu opisane konstrukcije nije te{ko uo~iti da je funkcija

w 7→ Cw izra~unqiva u polinomijalnom vremenu.

3SAT problem je specijalan slu~aj SAT problema. 3SAT jeste

problemodlu~ivawa zadovoqivostiiskaznihformula u konjunktivnoj

normalnoj formi sa najvi{e tri literala po klauzi.

Teorema 44. 3SAT je NP-kompletan.

DOKAZ. Izdosada{wih razmatrawa jednostavno sledi da 3SAT ∈
NP.
Pokaza}emo C-SAT 6P 3SAT. Odgovaraju}e svo|ewe jeste pre-

vo|ewe (naravno u polinomijalnom vremenu) Bulovog kola C u

formulu ϕC odgovaraju}eg oblika, tako da va`i:

C je zadovoqivo ⇔ ϕC je zadovoqiva.

Sve ~vorove kola C ozna~imo w1, . . . , wm, pri ~emu je wm izlazni

~vor. Za svaki unutra{wi ~vor (prolaz) dodajemo po jednu for-

mulu:

Porednavedenihklauza dodajemoiklauzu koju ~ini samoiskazno

slovo wm (izlazni ~vor). Konjunkcija svih navedenih klauza jeste

tra`ena formula ϕC.
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PROSTORNA KLASA SLO@ENOSTI PSPACE

Neka je T TM (NTM) koja se zaustavqa za svaki ulaz. Prostorna

slo`enost ma{ine T jeste funkcija ST : N → N takva da je

ST(n) maksimalan broj }elija koje skenira glava tokom bilo kog

izra~unavawa za ulaze du`ine n.
SPACE( f ) def

= {L | L odlu~uje neka TM koja radi u prostoru O( f )}
NSPACE( f ) def

= {L | L odlu~uje neka NTM koja radi u prostoru O( f )}
Klase prostorne slo`enosti uglavnom se defini{u u odnosu na

prostorno konstruktibilne funkcije. S : N → N je prostorno

konstruktibilna ako je funkcija w 7→ bin(S(|w|)) izra~unqiva
u prostoru S.

PRIMER 68. SAT ∈ SPACE(n).

Teorema 45. [Savi~eva teorema] Ako je S : N → N prostorno-

konstruktibilnafunkcija, onda jeNSPACE(S(n)) ⊆ SPACE(S(n)2).

DOKAZ. Neka je L proizvoqan jezik iz NSPACE(S(n)) i T =

(Q, q0, {qda, qne}, Γ,t, Σ, δ)NTMkoja odlu~uje L iradi uprostoru
S(n). Opisa}emo kako se mo`e konstruisati obi~na Tjuringova

ma{ina T′ koja odlu~uje L i radi u prostoru S(n)2.

Primetimo najpre da za svaki ulaz du`ine n, do kraja izra~u-
navawa glava ma{ine T ne napu{ta region koji ~ine 2S(n) + 2
susednih }elija trake; dodelimo ovim }elijama celobrojne adrese

−S(n)− 1, . . . , 0, 1, . . . , S(n) + 1

kao u dokazu Kukove teoreme, pri ~emu se ulaz du`ine n unosi u

poqa ~ije su adrese 1, . . . , n.
Primetimo i da postoji konstanta c takva da ukupan broj

mogu}ih teku}ih konfiguracija na ovakvom prostoru nije ve}i

od 2cS(n). Budu}i da se u svakom izra~unavawu, teku}e konfi-

guracije ne ponavqaju (jer se T zaustavqa za svaki ulaz), svako

izra~unavawe ma{ine T za ulaze du`ine n ne mo`e biti du`e od

2cS(n). Drugim re~ima, ma{ina T radi u vremenu 2cS(n).

Ako je Cw
0 po~etna konfiguracija za ulaz w du`ine n, ma{ina

T′ treba da ispita da li se neka konfiguracija prihvatawa Cda

mo`e dosti}i za ne vi{e od 2cS(n) koraka izvr{avawa ma{ine

T. Kqu~no zapa`awe u ovom dokazu jeste: iz Cw
0 se mo`e dosti}i

Cda za ne vi{e od 2cS(n) akko postoji konfiguracija C takva da

se iz Cw
0 mo`e dosti}i C za ne vi{e od 2cS(n)−1 koraka i iz C se

mo`e dosti}i Cda za ne vi{e od 2cS(n)−1 koraka. Neka (C′, C′′, i, ?)
ozna~ava pitawe: �Da li se iz C′ mo`e dosti}i C′′ za ne vi{e

od 2i koraka?�. Potvrdan odgovor na ovo pitawe ozna~i}emo

(C′, C′′, i, da), a odre~an (C′, C′′, i, ne). Ma{inaT′ treba da ispita
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da li postoje potrebne konfiguracije za koje su potvrdni odgov-

ori na sva pitawa navedena u narednom drvetu. Neka je g(n) kra}a
oznaka za cS(n).

Naravno, posao ma{ine T′ nije da formira navedeno drvo, ve} da (u prostoru O(S(n)2)) ispita da

li se ovakvo drvomo`eformirati. To }e posti}ipretra`ivawemliste svihmogu}ih konfiguracija.

Fiksirajmo zato neko ure|ewe svih mogu}ih konfiguracija: C1, C2, . . . , C f (n), pri ~emu je f (n) 6
2cS(n). [tavi{e, pogodnim kodirawem, mogu}e je konstruisati TM E koja radi u prostoru O(S(n))
i koja za zadato Ci, i < f (n), odre|uje narednu konfiguraciju Ci+1 fiksirane liste.

Uop{teno govore}i, ma{ina T′ }e polaze}i od po~etnog pitawa oblika (C0, C, cS(n), ?) dodavati
pitawa sa jedne grane prikazanog drveta dok ne stigne do pitawa oblika (C′, C′′, 0, ?) na koje se mo`e
odgovoriti (sa da ili ne) u prostoru konstantne veli~ine ({to zavisi samo od ma{ine T)...

Za ulaz w ∈ Σn, T′ najpre na traci {tampa (Cw
0 , C1, g(n), ?). Nastavak rada opisujemo u op{tem

slu~aju. Pretpostavimo da je T′ na traci od{tampala:

(?) (Cw
0 , Ci1 , g(n), ?), (Ci2 , Ci3 , g(n)− 1, ?), . . . , (Ci2t−2 , Ci2t−1 , g(n)− t + 1, ?), (Ci2t , Ci2t+1 , g(n)− t, X),

pri ~emu je Ci2j−2 = Ci2j ili Ci2j−1 = Ci2j+1 , j = 1, . . . , t, i X ∈ {da, ne, ?}. Primetimo da je ovakav

sadr`aj trake najdu`i za t = g(n) = cS(n) i da se u i tom slu~aju mo`e zapisati u prostoruO(S(n)2).

Daqe, T′ postupa u zavisnosti od slede}ih slu~ajeva.

1. Ako je 0 6 t < g(n) i X =?, onda se spisku pitawa (?) dodaje novo pitawe (Ci2t , C1, g(n)− t− 1, ?).

2. Ako je t = g(n) i X =?, onda T′ proverava da li je Ci2t = Ci2t+1 ili se iz Ci2t mo`e dobiti Ci2t+1 u

jednom koraku primenom neke naredbe iz T. Ukoliko je odgovor na jedno od ova dva pitawa potvrdan,

onda se pitawe (Ci2t , Ci2t+1 , g(n)− t, ?) u listi (?) zamewuje sa (Ci2t , Ci2t+1 , g(n)− t, da), a u suprotnom
sa (Ci2t , Ci2t+1 , g(n)− t, ne).

3. Ako je 0 < t 6 g(n) i X = da, razlikujemo dva podslu~aja.

3.1. Ako je Ci2t−2 = Ci2t , onda se (Ci2t , Ci2t+1 , g(n)− t, da) u (?) zamewuje sa (Ci2t+1 , Ci2t−1 , g(n)− t, ?)
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3.2. Ako je Ci2t−2 6= Ci2t , pa je samim tim Ci2t−1 = Ci2t+1 , onda se (Ci2t , Ci2t+1 , g(n)− t, da) izbacuje iz
(?), i u prethodnom pitawu se znak ? zamewuje sa da.

4. Ako je 0 < t 6 g(n) i X = ne, razlikujemo ~etiri podslu~aja.

4.1. Ako je Ci2t−2 = Ci2t i i2t+1 < f (n), onda se (Ci2t , Ci2t+1 , g(n) − t, ne) zamewuje u (?) pitawem

(Ci2t+1 , Ci2t+1+1, g(n)− t, ?), uz pomo} ma{ine E.

4.2. Ako je Ci2t−2 = Ci2t i i2t+1 = f (n), onda se (Ci2t , Ci2t+1 , g(n)− t, ne) izbacuje iz (?), i u prethodnom
pitawu se znak ? zamewuje sa ne.

4.3. Ako je Ci2t−2 6= Ci2t , pa je Ci2t−1 = Ci2t+1 , i i2t+1 < f (n), onda se (Ci2t , Ci2t+1 , g(n)− t, ne) zamewuje
u (?) pitawem (Ci2t−2 , Ci2t+1, g(n)− t, ?), uz pomo} ma{ine E.

4.4. Ako je Ci2t−2 6= Ci2t , pa je Ci2t−1 = Ci2t+1 , i i2t+1 = f (n), onda se (Ci2t , Ci2t+1 , g(n)− t, ne) izbacuje
iz (?), i u prethodnom pitawu se znak ? zamewuje sa ne.

5. Ako je t = 0 i X = da, tj. na traci je od{tampano samo (Cw
0 , Ci1 , g(n), da), razlikujemo tri

podslu~aja:

5.1. Ako je Ci1 konfiguracija prihvatawa, onda T′ vra}a odgovor DA;

5.2. AkoCi1 nije konfiguracija prihvatawa i i1 < f (n), ondaT′ bri{e (Cw
0 , Ci1 , g(n), da), i uz pomo}

ma{ine E, {tampa pitawe (Cw
0 , Ci1+1, g(n), ?);
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5.3. Ako Ci1 nije konfiguracija prihvatawa i i1 = f (n), onda T′ vra}a odgovor NE.

6. Ako je t = 0 i X = ne, tj. na traci je od{tampano samo (Cw
0 , Ci1 , g(n), ne), razlikujemo dva

podslu~aja:

6.1. Ako je i1 < f (n), onda T′ bri{e (Cw
0 , Ci1 , g(n), ne) i, uz pomo} ma{ine E, {tampa pitawe

(Cw
0 , Ci1+1, g(n), ?);

6.2. Ako je i1 = f (n), onda T′ vra}a odgovor NE.

Opisana TM T′ radi u vremenu O(S(n)2) i prihvata w ∈ Σ∗ akko T prihvata w.

PSPACE def
=

⋃
k>1

SPACE(nk)

NPSPACE def
=

⋃
k>1

NSPACE(nk)

Posledica 11. P ⊆ NP ⊆ PSPACE = NPSPACE
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PSPACE-KOMPLETNOST

Definicija 31. Jezik L je PSPACE-kompletan ako:

1. L ∈ PSPACE i

2. za svako L′ ∈ PSPACE va`i L′ ≤P L. Svaki L koji zadovoqava uslov 2) naziva

se PSPACE-te`ak.
Kvantifikovane iskazne formule dobijamo tako {to ispred

obi~nih iskaznih formula postavimo kvantifikatore ∀ i ∃ za-
jedno sa iskaznim slovima. Zna~ewe kvantifikovanih iskaznih

formula je prirodno. Ako je ϕ(p, p1, . . . , pn) iskazna formula i

v : {p1, . . . , pn} → {0, 1} valuacija, onda

v |= ∀pϕ(p, p1, . . . , pn)⇔ v |= ϕ(0, p1, . . . , pn) i v |= ϕ(1, p1, . . . , pn)

v |= ∃pϕ(p, p1, . . . , pn)⇔ v |= ϕ(0, p1, . . . , pn) ili v |= ϕ(1, p1, . . . , pn).

Ako su sva slova iskazne formule vezana kvantifikatorima, onda

istinitost odgovaraju}e kvantifikovane formule ne zavisi od

valuacije. Ovakve formule nazivamo potpuno kvantifikovanim

formulama. Svaka potpuno kvantifikovana formula je ta~na

ili neta~na. Na primer, ∀p∃q((p∨ q)∧ (¬p∨¬q)) je ta~na for-
mula. Me|utim, ako zamenimo mesta kvantifikatorima dobijamo Ako je p = 0, formula

(0∨ q) ∧ (¬0∨ ¬q)

je ta~na za q = 1. Ako je p = 1, formula

(1∨ q) ∧ (¬1∨ ¬q)

je ta~na za q = 0.

formulu ∃q∀p((p ∨ q) ∧ (¬p ∨ ¬q)) koja nije ta~na.
Postupaju}i analogno kao u Primeru 63 (strana 111), svaku

potpunu kvantifikovanu iskaznu formulu mo`emo predstavqati

re~ju ‖ϕ‖ ∈ {0, 1}∗.

QBF def
= {‖ϕ‖ ∈ {0, 1}∗ | ϕ je ta~na potpuno kvantifikovana iskazna formula}

Teorema 46. QBF je PSPACE-kompletan.
DOKAZ. QBF ∈ PSPACE ...

Neka je L proizvoqan jezik iz PSPACE i T = (Q, q0, {qda, qne}, Γ,t, Σ, δ) TM koja odlu~uje L i

radi u prostoru p(n), gde je p neki polinom. Za svakow ∈ Σ∗, konstruisa}emo jednu iskaznu re~enicu
(kvantifikovanu iskaznu formulu) ϕT,w takvu da va`i: T(w) ↓ qda akko ϕT,w ∈ QBF.
Da bismo to postigli, primetimo da za svaki ulaz w = s1 · · · sn ∈ Σ∗ du`ine n, do kraja

izra~unavawa glava ma{ine T ne napu{ta region koji ~ine 2p(n) + 2 susednih }elija trake; dode-

limo ovim }elijama celobrojne adrese−p(n)− 1, . . . , 0, 1, . . . , p(n) + 1 kao u dokazu Kukove teoreme,
pri ~emu se ulaz du`ine n unosi u poqa ~ije su adrese 1, . . . , n.
Postoji konstanta c takva da ukupan broj mogu}ih teku}ih konfiguracija nije ve}i od 2cp(n).

Budu}i da se u svakom izra~unavawu teku}e konfiguracije ne ponavqaju (jer se T zaustavqa za svaki

ulaz), svako izra~unavawe ma{ine T za ulaze du`ine n ne mo`e biti du`e od 2cp(n).

Izra~unavawa ma{ine T opisa}emo kvantifikovanim iskaznim formulama koriste}i slova ras-

pore|ena u me|usobno disjunktne kona~ne skupove slova X, Y, Zi, Ui, Vi, 1 6 i 6 cp(n). Ako je I
bilo koji od navedenih skupova, onda on sadr`i slede}a iskazna slova: qI

a i sI
a, za q ∈ Q, s ∈ Γ,

|a| < p(n) + 1; slovima iz I mo`emo opisati svaku pojedina~nu konfiguraciju. Za bilo koje uo~ene
skupove I i J iskaznih slova uvodimo slede}e formule:
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� STARTw(I) ≡ qI
0 1 ∧

∧n
i=1 sI

i i ∧
∧

a 6∈{1,...,n} tI
a, pri ~emu je w = s1 · · · sn ulazna re~;

� CONF(I) ≡ ∧a
∨

s sI
a ∧

∧
a
∧

s 6=s′ ¬(sI
a ∧ s′ Ia ) ∧∨a

∨
q

(
qI

a ∧
∧

a′ 6=a
∧

q ¬qI
a′

)
� ACC(I) ≡ ∨

a
qI

da a

� EQ(I, J) ≡ ∧
q

∧
a

(
qI

a ⇔ qJ
a

)
∧∧

s

∧
a

(
sI

a ⇔ sJ
a

)
� NEXT(I, J) je konjunkcija slede}ih formula: za sve q ∈ Q \ {qda, qne} i s ∈ Γ,

qI
a ∧ sI

a ⇒ s′ Ja ∧ q′ Ja+1 ako δ(q, s) = (s′, R, q′), qI
a ∧ sI

a ⇒ s′ Ja ∧ q′ Ja ako δ(q, s) = (s′, P, q′),
qI

a ∧ sI
a ⇒ s′ Ja ∧ q′ Ja−1 ako δ(q, s) = (s′, L, q′), sI

a ∧
∧
q
¬qI

a ⇒ sJ
a.

Rekurzivno defini{emo niz kvantifikovanih iskaznih formula REACHi(I, J), 0 6 i 6 cp(n),
~ije je zna~ewe: iz konfiguracije koja je opisana slovima iz I mo`e se sti}i u konfiguraciju opisanu
slovima iz J u najvi{e 2i koraka izra~unavawa. Neka je:

REACH0(I, J) ≡ CONF(I) ∧CONF(J) ∧ (EQ(I, J) ∨NEXT(I, J)) .

Usvajamo slede}e pojednostavqewe notacije: ako je I = {p1, . . . , pn} kona~an skup iskaznih slova,

pisa}emo ∃I umesto ∃p1 · · · ∃pn i ∀I umesto ∀p1 · · · ∀pn. Formula REACHi+1(I, J) bi se mogla defin-
isati kao ∃Zi(CONF(Zi)∧REACHi(I, Zi)∧REACHi(Zi, J)), me|utim tada }eREACHcp(n)(I, J) biti
eksponencijalne du`ine, pa je ne mo`emo zapisati u polinomijalnom vremenu. Ovaj problem izbe-

gavamo kori{}ewem slede}e ekvivalentne formule:

REACHi+1(I, J) ≡ ∃Zi(CONF(Zi) ∧ ∀Ui∀Vi((EQ(Ui, I) ∧ EQ(Vi, Zi))∨
∨ (EQ(Ui, Zi) ∧ EQ(Vi, J))⇒ REACHi(Ui, Vi)).

@eqena formula je ϕT,w ≡ ∃X∃Y(STARTw(X) ∧ REACHcp(n)(X, Y) ∧ACC(Y)).
Igre su veoma blisko povezane sa kvantifikatorima uop{te.

Posmatrajmo slede}u igru. Neka je

ϕ = Q1 p1Q2 p2Q3 p3 . . . Qk pkθ(p1, p2, p3, . . . , pk),

potpuno kvantifikovana iskazna formula, Qi ∈ {∀, ∃}. For-

muli ϕ pridru`ujemo slede}u igru izme|u igra~a A i igra~a

E: u i-tom koraku, ako je Qi = ∀, igra igra~ A tako {to do-

dequje proizvoqnu vrednost iz {0, 1} slovu pi; a ako je Qi = ∃,
igra~ E dodequje proizvoqnu vrednost iz {0, 1} slovu pi. Igra

se zavr{ava posle k koraka i

� pobe|uje igra~ E ako je formula θ TA^NA za izabrane vred-

nosti iskaznih slova;

� pobe|uje igra~ A ako je formula θ LA@NA za izabrane vred-

nosti iskaznih slova.

Na primer, neka je γ1 formula

∃p1∀p2∃p3((p1 ∨ p2) ∧ (p2 ∨ p3) ∧ (¬p2 ∨ ¬p3)).
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Tada E ima pobedni~ku strategiju: prvo uzima p1 = 1, a zatim
uzima vrednost p3 kao negaciju onoga {to je izabrao A za p2. Za

formulu γ2:

∃p1∀p2∃p3((p1 ∨ p2) ∧ (p2 ∨ p3) ∧ (p2 ∨ ¬p3)),

igra~ A ima pobedni~ku strategiju: bez obzira {ta E bira, A
uzima p2 = 0.

GAME def
= {JϕK | E ima pobedni~ku strategiju u igri odre|enoj formulom ϕ}

Teorema 47. GAME je PSPACE-kompletan.

Igra GO. Neka je G proizvoqan usmeren graf i s jedan ~vor.

Igra~i I i I I igraju slede}u igru:

� igru zapo~iwe igra~ I sa startne pozicije s;

� igra~i naizmeni~no biraju jednog neposrednog suseda teku}eg

~vora;

� tokom igre se ~vorovi ne smeju ponavqati;

� gubi onaj igra~ koji ne mo`e da nastavi igru (i naravno, pobe-

|uje onaj drugi).

GO def
= {JG, sK | Igra~ I ima pobedni~ku strategiju}

Teorema 48. GO je PSPACE-kompletan.

SKICA DOKAZA. GO ∈ PSPACE ...

Dovoqno je dokazati da je GAME ≤P GO. Za proizvoqnu

potpuno kvantifikovanu formulu ϕ treba konstruisati usmeren

graf G sa istaknutim po~etnim ~vorom s tako da va`i:

Igra~ E ima pobedni~ku strategiju u ϕ-igri ⇔ Igra~ I ima pobedni~ku strategiju u (G, s)-igri .

Bez gubqewa op{tosti se mo`e pretpostavi}emo da je ϕ oblika:

∃p1∀p2∃p3∀p4 · · · ∃pkθ,

pri ~emu je θ u KNF. Uvo|ewem �la`nih� slova, kakav god da

je prefiks formule ϕ, ona se mo`e preraditi u navedeni oblik

(sa naizmeni~nim smewivawem kvantifikatora ∃ i ∀, pri ~emu

je ∃ prvi i posledwi kvantifikator). Op{ti postupak prerade

formula ovakvog oblika u `eqeni graf sa startnim ~vorom ilus-

trovan je narednom slikom.
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∃p1∀p2∃p3∀p4 · · · ∃xk

(p1 ∨ ¬p2 ∨ p3)︸ ︷︷ ︸
c1

∧ (¬p2 ∨ ¬p3 ∨ · · · )︸ ︷︷ ︸
c2

∧ · · · ∧ ( )︸ ︷︷ ︸
cm


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