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1. Neka je Ω ⊆ Rn oblast i neka je φ ∈ D(Ω). Dokazati da je d(supp(φ), ∂Ω) > 0. (sa d je oznaqena standardna
metrika na Rn)

2. Dokazati da je nula funkcija jedina test funkcija iz D(R) koja je analitiqka. U kojim taqkama se
naruxava analitiqnost? (pod analitiqkim funkcijama ovde mislimo na one funkcije f qiji je Tejlorov
red oko svake taqke x0 ∈ R jednak funkciji f na nekoj okolini od x0)

3. Ci	 ovog zadatka je konstruisati test funkciju f ∈ D(R) sa nosaqem u [−1, 1] za koju va�i f (n)(0) = an,
za svako n ∈ N0, za dati niz realnih brojeva (an)n∈N0

.

(a) Dokazati da postoji φ ∈ D(R) sa nosaqem u [−1, 1] tako da je
∫
R φ(x) dx = 1. Dokazati da postoji

rexe�e y(x) diferencijalne jednaqine y′(x) = φ(−x) − φ(x) tako da y ∈ D(R) sa nosaqem u [−1, 1].
Dokazati da je y(n)(0) = 0, za svako n ∈ N0.

(b) Neka je (an)n∈N0
proizvo	an niz realnih brojeva. Za n ∈ N0 i niz brojeva εn > 0 definixemo niz

funkcija

yn(x) = y

(
x

εn

)
anx

n

n!
, x ∈ R.

Dokazati da je yn ∈ D(R) sa nosaqem u [−εn, εn] i y(j)n (0) = anδnj , za svako j ∈ N0, gde je δnj Kroneke-
rova delta.

(v) Dokazati da se za svako n ∈ N0 mo�e izabrati εn dovo	no malo tako da

|y(j)n (x)| ⩽ 1

2n

va�i za svako x ∈ R i svako 0 ⩽ j < n.

(g) Fiksirajmo εn (i yn) iz dela (v) i definiximo

f(x) =

∞∑
n=0

yn(x), x ∈ R.

Dokazati da je f ∈ D(R) sa nosaqem u [−1, 1] i da je f (n)(0) = an, za sve n ∈ N0.

4. Neka je ρ : Rn → R data sa

ρ(x) =

{
cn exp

(
1

∥x∥2−1

)
, ∥x∥ < 1,

0, ∥x∥ ⩾ 1,

gde je konstanta cn > 0 izabrana tako da je
∫
Rn ρ(x) dx = 1. Neka su funkcije ρε za ε > 0 definisane kao

ρε(x) =
1

εn
ρ
(x
ε

)
.

(a) Dokazati da ρε ∈ D(Rn) i da
∫
Rn ρε(x) dx = 1. Xta je supp(ρε)?

(b) Neka je φ ∈ D(Rn) proizvo	na i definiximo

Φε(x) = (ρε ∗ φ)(x) =
∫
Rn

ρε(x− y)φ(y) dy.

Dokazati da Φε
D(Rn)−−−−→
ε→0+

φ.

Napomena: Familija funkcija (ρε)ε>0 se naziva aproksimacija jedinice.

5. Za r > 0 i funkciju φ : Rn → R (iz L1
loc(Rn)) definixemo dilataciju dr kao (drφ)(x) = φ(rx1, rx2, . . . , rxn).



(a) Definiximo ⟨dr(ψ), φ⟩ = r−n⟨ψ, dr−1(φ)⟩ za distribuciju ψ. Dokazati da ova definicija proxiruje
definiciju dilatacije na distribucije ψ koje su nastale od funkcije.

(b) Dokazati da je distribucija f(x) = ∥x∥t iz D′(Rn), za t > −n homogena stepena t. To po definiciji
znaqi da va�i dr(f) = rtf .

(v) Neka su f, g ∈ D′(R) date sa

⟨f, φ⟩ =
−1∫

−∞

φ(x)

x
dx+

+∞∫
1

φ(x)

x
dx+

1∫
−1

φ(x)− φ(0)

x
dx, i

⟨g, φ⟩ =
−1∫

−∞

φ(x)

|x|
dx+

+∞∫
1

φ(x)

|x|
dx+

1∫
−1

φ(x)− φ(0)

|x|
dx.

Dokazati da je f homogena stepena −1, ali da g nije homogena stepena −1.

(g) Dokazati da je δ ∈ D′(Rn) homogena stepena −n. Da li je ∂δ
∂x1

homogena nekog stepena?

6. Definiximo ψ̃(x) = ψ(−x) za funkciju ψ : R → R. Neka je φ ∈ D(R) i definiximo ⟨f̃ , φ⟩ = ⟨f, φ̃⟩ za
distribuciju f ∈ D′(R). Distribuciju f zovemo parna ako je f = f̃ i neparna ako je f = −f̃ .

(a) Dokazati da je ova definicija konzistentna za distribucije definisane funkcijom, tj. T̃f = Tf̃ .

(b) Xta je δ̃?

(v) Dokazati da se svaka distribucija na jedinstven naqin mo�e predstaviti kao zbir jedne parne i
jedne neparne distribucije.

(g) Dokazati da je ⟨f, φ⟩ = 0 ako je f parna i φ neparna, ili ako je f neparna i φ parna.

7. Dokazati da linijski integral

∫
C

φds du� glatke kompaktne krive C u ravni definixe distribuciju na

R2. Formulisati i dokazati analogno tvr�e�e za povrxinski integral nad glatkom kompaktnom povrxi
u R3.

8. Neka je Ω ⊂ Rn oblast i neka je 1 ⩽ p ⩽ ∞. Neka su f, fj ∈ L1(Ω), j ∈ N. Dokazati da ako fj
L1(Ω)−−−−→
j→∞

f , onda

fj
D′(Ω)−−−−→
j→∞

f . Primerom pokazati da druga implikacija ne va�i.

9. Dokazati da u prostoru D′(R) kompleksnih distribucija (misli se na distribucije koje preslikavaju
skup D(R) u skup C) va�i slede�a formula Sohockog:

lim
ε→0+

1

x± iε
= ∓iπδ + P 1

x .

10. Neka je T ∈ D′(R) dato. Za h ∈ R i φ ∈ D(R) definixemo φh ∈ D(R) kao φh(x) = φ(x−h) i Th : D(R) → R
kao Th(φ) = T (φh).

(a) Dokazati da je Th ∈ D′(R).

(b) Dokazati da u D′(R) va�i lim
h→0

Th − T

h
= T ′.

11. Neka je U : R3 \ {0} → R funkcija data sa

U(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2
=

1

∥(x, y, z)∥
.

(a) Dokazati da je U ∈ D′(R3).

(b) Dokazati da u D′(R3) va�i ∆U = −4πδ.



Pomo�: Laplasijan u sfernim koordinatama (r, θ, φ) datim sa

(x, y, z) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ), r ∈ [0,∞), θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π),

u R3 se izra�ava kao

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
=

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2
.

12. Neka je n ∈ N. Dokazati da je sa

y = c0δ + c1δ
′ + . . .+ cn−1δ

(n−1), c1, . . . , cn−1 ∈ R

dato opxte rexe�e jednaqine xny(x) = 0 u D′(R).

13. Neka su a, b ∈ C∞(R) i neka je v ∈ C∞(R) rexe�e Koxijevog problema

u′′ + au′ + bu = 0, u(0) = 0, u′(0) = 1.

Dokazati da je vθ rexe�e jednaqine
u′′ + au′ + bu = δ

u prostoru D′(R), gde je sa θ oznaqena Hevisajdova distribucija.

14. Neka je n ∈ N. Rexiti diferencijalnu jednaqinu

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−ky(k) = θ u prostoru D′(R), gde je sa θ

oznaqena Hevisajdova distribucija.

15. Neka je χB karakteristiqna funkcija jediniqne lopte B = {(x, y) ∈ R2 | x2+y2 ⩽ 1} ⊆ R2 i −→nx jediniqni
vektor du� x−ose . Dokazati da je

⟨∂χB

∂x
, φ⟩ = −

∫
∂B

φ(x, y)⟨(x, y),−→nx⟩ds, ∀φ ∈ D(R2).

Napomena: Oznaka ⟨·, ·⟩ unutar integrala je standardni skalarni proizvod vektora u R2.

16. Neka je Ω = (0,+∞) i definiximo

⟨Λ, φ⟩ =
∞∑
k=0

(Dkφ)

(
1

k

)
,

za φ ∈ D(R).

(a) Dokazati da je Λ distribucija beskonaqnog reda na Ω.

(b) Dokazati da se Λ ne mo�e produ�iti do distribucije na R, tj. ne postoji Λ0 ∈ D′(R) tako da je
Λ0 = Λ na Ω.

17. (a) Ako je f, g ∈ L1(R), dokazati da je f ∗ g ∈ L1(R).

(b) Definixemo fα(x) =
1√
2πα2

e−
x2

2α2 , α > 0. Dokazati fα ∈ L1(R) i da je fα ∗ fβ = f√
α2+β2 , za α, β > 0.

18. Neka je k ∈ N i oznaqimo ∗fk = f ∗f ∗ . . .∗f (k puta). Dokazati da je primitivna distribucija od ∗(δ′−δ)k

jednaka
xk−1ex

(k − 1)!
θ, gde je sa θ oznaqena Hevisajdova distribucija.

19. Furijeova transformacija F : S(Rn) → S(Rn) za Xvarcove funkcije u vixe dimenzija definixe se sa

F [φ](ξ) =
1

(2π)n/2

+∞∫
−∞

φ(x)ei⟨x,ξ⟩dx.

Neka je A invertibilan linearni operator u Rn, f ∈ S(Rn) i g(x) = f(Ax).

(a) Dokazati da g ∈ S(Rn).

(b) Izraziti funkciju F [g] u zavisnosti od funkcije F [f ].

20. Odrediti xta sve mo�e biti kompleksan broj λ takav da va�i F [f ] = λf , za neku nenula distribuciju
f ∈ S ′(R). Drugim reqima, odrediti sve sopstvene vrednosti operatora F : S ′(R) → S ′(R).


