
Zadaci za ve�ba�e iz DJA za M smer 2021/2022
asistent: Duxan Drob�ak

(I) Jednaqine koje se direktno rexavaju
DJ koja razdvaja promen	ive i jednaqine koje se svode na �u, linearna DJ i jednaqine koje se svode na �u, smene, DJ sa

totalnim diferencijalom i integracioni faktor, skicira�e rexe�a

1. Za α > 0 data je diferencijalna jednaqina

xx′√
x2 + α

=
8t2 + x2 + 1

2t2 + x2 + 1
. (⋆)

(a) Transformisati jednaqinu (⋆) smenom v(t) =
√
x(t)2 + α.

(b) Rexiti jednaqinu (⋆) za jedno α > 0 po izboru.

2. Na�i Koxijeva rexe�a diferencijalne jednaqine x′′ + t5x′ = t5 (x′)
7
sa uslovima

(a) x(2) = 3, x′(2) = 1;

(b) x(1) = 1, x′(1) = 0.

3. Dve xo	e toplog qaja poznatih poqetnih temperatura T1(0) = T2(0) = T0 su ostav	ene da se hlade na sobnoj
temperaturi T∞ (takvoj da va�i T∞ < T0). Prva xo	a se ostavi nedirnuta i promena �ene temperature
T1(t) u vremenu se mo�e modelovati �utnovim zakonom hla�e�a

dT1(t)

dt
= −a(T1(t)− T∞),

gde je a > 0 data konstanta koja zavisi od strukture xo	a i geometrije postavke. U drugu xo	u se od
trenutka t = 1/a poqne sipati voda konstantnom brzinom koja je sve toplija i toplija (linearno sa
vremenom) i promena �ene temperature T2(t) u vremenu (za t ̸= 1/a) se mo�e modelovati kao

dT2(t)

dt
= −a(T2(t)− T∞) + tH(t− 1/a),

gde je sa H oznaqena Hevisajdova funkcija H(x) =

{
1, x ⩾ 0;

0, x < 0.

(a) Na�i temperature qaja u obe xo	e, T1(t) i T2(t), za vreme t ⩾ 0, pretpostav	aju�i da je temperatura
neprekidna funkcija od vremena. Pretpostaviti da su konstante T0, T∞, a poznate.

(b) Opisati xta se dexava sa ovim temperaturama posle dovo	no mnogo vremena (kada t→ ∞).

4. Data je diferencijalna jednaqina (t+ 2x)x′ = kx− 2
t (x

m + tx)− t.

(a) Na�i jedan par vrednosti (k,m) ∈ Z2 tako da se smenom y = xm + tx jednaqina svodi na linearnu
diferencijalnu jednaqinu i rexiti je u tom sluqaju.

(b) Na�i sve parove (k,m) ∈ Z2 za koje jednaqina postaje jednaqina totalnog diferencijala i rexiti je
u tim sluqajevima.

5. Skicirati po	e pravaca i integralne krive diferencijalne jednaqine x′ = 2t
x , ne rexavaju�i je. Posebno

izdvojiti (oznaqiti) na skici po jedan primer za slede�a rexe�a (u smislu realnih funkcija):

(a) Rexe�e koje je definisano za svako t ∈ R;
(b) Rexe�e koje je deo prave.

Za koje zahteve od (a) i (b) postoji jedinstveno rexe�e, a za koje vixe �ih?

6. Rexiti diferencijalnu jednaqinu 3x3−e−3tx+(2x+3tx2)x′ = 0, a zatim na�i partikularno rexe�e koje
je tangentno na pravu x = 1.

7. Na�i rexe�e diferencijalne jednaqine tx′ = sin t− 2x koje prolazi kroz taqku (π/2, 0). Koji je interval
definisanosti tog rexe�a?



8. Rexiti diferencijalnu jednaqinu
(
x tg t+ etx

cos2 t

)
dt+ t tg tdx = 0.

9. Koji je interval definisanosti rexe�a diferencijalne jednaqine t3x′ + t2x − x2 = 2t4 za koje va�i
x(1) = 3/2?

10. Rexiti diferencijalnu jednaqinu t ln tx′ tg x+ 1− t cosx = 0.

11. Na�i opxte rexe�e diferencijalne jednaqine

2
√
xt =

x− tx′

x

na oblasti {t > 0, x > 0}. Na�i i partikularno rexe�e koje tangira parabolu x = t2.

12. Rexiti diferencijalnu jednaqinu 2tx3 − 2t3x3 − 4tx2 + 2t+ (3t2x2 + 4x)x′ = 0.

(II) Linearne diferencijalne jednaqine
Skicira�e faznih portreta linearnih sistema DJ sa konstantnim koeficijentima u ravni, eksponent matrice,

eksponent matrice, linearni sistemi DJ sa konstantnim koeficijentima, fundamentalna matrica, linearne DJ

sa konstantnim koeficijentima

1. Skicirati fazni portret sistema X ′ = AX, ako je

A =

[
−2 4
−4 6

]
;(a) A =

[
−4 4
−2 2

]
.(b)

2. Data je matrica A =

[
−α α
β −β

]
, gde su α, β > 0. Rexiti sistem X ′ = AX, skicirati fazni portret, i u

zavisnosti od poqetne vrednosti X(0) = (x0, y0) ∈ R2, na�i lim
t→+∞

X(t).

3. Dat je sistem diferencijalnih jednaqina

[
x′1
x′2

]
=

[
ax1 + 2x2
−3x2

]
. U zavisnosti od parametra a ∈ R odrediti

tip faznog portreta datog sistema i skicirati fazni portret po jednog predstavnika.

4. Data je matrica A =

e 0 e
0 e 0
0 0 e

 .
(a) Rexiti sistem X ′ = AX.

(b) Ispitati da li sistem X ′ =
(
eA

)2
X quva zapreminu.

(v) Na�i barem jednu matricu B tako da va�i eB = A ili dokazati da takva ne postoji.

5. Data je diferencijalna jednaqina X ′ = AX, gde je

A =

⋆ 2 ⋆
⋆ −3 ⋆
⋆ ⋆ −3

 .

(a) Zameniti ⋆ u matrici A brojevima tako da jedno rexe�e jednaqine bude X(t) =

et − e−5t

et + e−5t

et

.
(b) Na�i opxte rexe�e date jednaqine (sa matricom dobijenom u delu pod (a).

(v) Na�i sva rexe�a sistema za koja va�i X ′(0) = 2X(0).

6. Dat je Koxijev problem X ′(t) = AX(t) +B(t), X(0) =

12
0

, gde je A =

−2 0 1
1 1 0
0 0 −2

.
(a) Rexiti dati Koxijev problem ako je B(t) =

00
0

.



(b) Rexiti dati Koxijev problem ako je B(t) =

 −1
1− t
2

, znaju�i da se jedno rexe�e sistema mo�e na�i

u obliku vektora qiji su elementi polinomi po t.

7. (a) Odrediti sva rexe�a slede�ih jednaqina u skupu realnih kvadratnih matrica:

A2eA =

[
1 2
3 4

]
;(1) eA =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

.(2)

(b) Rexiti Koxijev problem X ′ = e−AX, X(0) =

11
1

, gde je matrica A rexe�e jednaqine iz dela (2),

ukoliko takva matrica postoji.

8. Data je matrica A =

2 1 a
0 a −1
0 1 3

, gde je a ∈ R.

(a) Odrediti parametar a tako da za matricu A va�i det
((

d
dxe

Ax
)
|x=2

)
= 8e12.

(b) Za matricu A iz dela (a), rexiti sistem jednaqina X ′ = AX.

9. Dat je linearan sistem diferencijalnih jednaqina u matriqnom obliku Y ′(x) = A(x)Y (x). Poznato je da

je jedna fundamentalna matrica ovog sistema data sa Φ(x) =

[
ex 0
1 −ex

]
.

(a) Odrediti opxte rexe�e datog sistema diferencijalnih jednaqina.

(b) Odrediti partikularno rexe�e datog sistema diferencijalnih jednaqina za koje va�i Y (1) =

[
e
1

]
.

(v) Odrediti matricu sistema A(x).

(g) Dokazati da ne postoji matrica B ∈M2(R) za koju va�i exB = Φ(x).

(d) Rexiti sistem X ′(t) = A(0)X(t). Odrediti polo�aj taqke X(t0) =

[
1
2

]
posle vremena ∆t = 1, tj.

vrednost X(t0 +∆t).

10. Na�i opxte rexe�e diferencijalne jednaqine (x′′ − 2x′ − 3x)′ = −16e−t + 16te−t. Na�i i sva rexe�a za
koja va�i x(0) = 1 i koja imaju horizontalnu asimptotu kad x→ +∞.

(III) Teoreme
Pikarova i Peanova teorema, Liuvilova teorema

1. Dat je poqetni problem x′ =
χ[0,2](x)· 3

√
x−1

t−3 , x(0) = x0, t ∈ [0, 1], gde je χA karakteristiqna funkcija skupa
A. Proveriti da li su ispu�eni uslovi Pikarove teoreme, ako je:

(a) x0 = 1,

(b) x0 = 2,

(v) x0 = 3.

2. Dat je Koxijev problem x′ = x− t+ 1, x(t0) = x0.

(a) Dokazati da su za proizvo	ne t0 i x0 zadovo	eni uslovi Pikarove teoreme.

(b) Formirati iterativni niz funkcija iz dokaza Pikarove teoreme i na taj naqin odrediti rexe�e u
sluqaju t0 = 0 i x0 = 1.

3. Neka je P (t) nekonstantan polinom. Da li funkcija x(t) = (t−1)2P (t) mo�e biti rexe�e diferencijalne
jednaqine x′′(t) + a(t)x′(t) + b(t)x(t) = 0 definisano na nekoj otvorenoj okolini taqke t = 1, ako su a(t) i
b(t) neprekidne funkcije?
Pomo�: Zaxto ovde va�i Pikarova teorema? Posmatrati poqetni problem x(1) = x′(1) = 0.



4. Ispitati egzistenciju i jedinstvenost rexe�a Koxijevog problema x′ = |x| cos t, y(0) = 0, ne rexavaju�i
diferencijalnu jednaqinu.

5. Odrediti koje sve tipove faznih portreta mo�e da ima sistem X ′ = AX, A ∈ M2(R), ako za �ega va�i
da quva zapreminu. Navesti po jedan primer za svaki takav tip.

(IV) Tokovi i vektorska po	a
Tokovi, jednoparametarske familije, vektorska po	a i komutator

1. Dato je vektorsko po	e X = x ∂
∂x − y ∂

∂y i preslikava�e ψt : (x, y) 7→ (cos tx+ sin ty,− sin tx+ cos ty). Na�i

tok ϕt koje je odre�en vektorskim po	em X i vektorsko po	e Y koje odre�uje tok ψt. Na�i (ϕt)∗X i (ϕt)∗Y .
Da li tokovi ϕ i ψ komutiraju?

2. Data su vektorska po	a X = ∂
∂z i Y = z ∂

∂y + ∂
∂x u R3.

(a) Izraqunati komutatore [X,Y ] i [Y, [Y,X]].

(b) Na�i tokove za vektorska po	a X i Y . Da li ti tokovi komutiraju? Ispitati po definiciji da li
su ti tokovi jednoparametarske familije?

(v) Da li postoji povrx S u R3 tako da su vektorska po	a X i Y tangentna na S?

3. Data su vektorska po	a X = x ∂
∂x + (x + y) ∂

∂y i Y = y ∂
∂x + x ∂

∂y u R2. Da li postoji difeomorfizam φ i

okolina U taqke (x0, y0) takvi da je φ∗X = ∂
∂x na U? Da li postoje difeomorfizam ψ i okolina U taqke

(x0, y0) takvi da je ψ∗X = ∂
∂x i ψ∗Y = ∂

∂y na U?


