SAJIAIIV 3A BEXKBAWE U3 /IJA 3A M cMEP 2021/2022

acucrent: lyman Ipobmak

(I) Jemuaunue Koje ce AMPEKTHO peIaBajy
JJ xoja pazdeaja npomennuse u jednavune xoje ce ceode na wy, auneapna J u jednauune xoje ce ceode na wy, cmene, JAJ ca
momasnum JuPepenyujanom v uHmMe2PayuOHY GaAKmop, CKUUUPAIbE PEULErsq

1. 3a a > 0 mara je gudepeHujaaHa jeTHAINHA,

zr' 8P4 ax?+1 *)
ViZfa 22+22+1
(a) TpaucdhopmucaTn jearauanny (x) cmeroMm v(t) = \/x(t)? + a.

(6) Permmtu jeqpaunHy (%) 3a jenHo a > 0 1o u360py.

2. Hahu Kommujesa pemema mudepennujanne jeanaunne x”’ + t°x' = t5 (2’ )7 ca yCJIOBHMA
(a) x(2) =3,2'(2) = 1;
(6) z(1) =1, 2'(1) =0.

3. [Ipe moJsbe TOMIIOT Yaja mo3narux nmoverHux remmeparypa 11 (0) = T5(0) = Ty cy ocTaBibeHe 1a ce Xyaje Ha COOHO]
remneparypu Ty, (TakBoj ma Baxu T, < Tp). IIpBa 1mo/ba ce oCTaByu HEAUPHYTA U IPOMEHA HEHE TeMIIEpaType
T, (t) y Bpemeny ce Moxe mMozesnoBaru FbyTHOBUM 3aKOHOM XJjialjerma

ATy (t)
dt

=—a(T1(t) — Two),

rae je a > 0 mata KOHCTaHTa KOja 3aBWCH O CTPYKTYpPE T0J/ha W MEOMETpHje TTOCTaBKe. Y APYTY TM0JbY Ce Of
TpeHyTKa ¢ = 1/a modYHe cumaTH BOJA KOHCTAHTHOM OpP3WHOM KOja je CBe TOMJIMja M TOIUINja (JIMHEApHO ca
BPEMEHOM) U IpOMeHa meHe temneparype Ts(t) y Bpemeny (3a t # 1/a) ce MOXKe MOJIEIOBATH KA

dTs(t
;t( ) _ —a(Ta(t) — Too) + tH(t — 1/a),
. . . 1, z=0;
rue je ca H osnavena Xesucajuosa dyukuuja H(z) = {0 -0
, T )

(a) Hahn remmeparype 4aja y obe mome, T1(t) u Th(t), 3a Bpeme ¢ > 0, mpernocrarbajyhn ga je Temmeparypa
venpekuaHa GyHKINja o7 Bpemena. IlpernocraButu ma cy KoHctante 1y, oo, a IO3HATE.

(6) Omnucaru mra ce memaBa ca OBUM TeMIIEpaTypama [HOCIe J0BOJHHO MHOIO BpeMeHa (Kaua t — 00).
4. Jara je nndepenmmjanna jenpaanna (¢ + 2x)x’ = kx — 2(a™ + tx) — ¢

(a) Hahu jemam map spemocru (k,m) € Z? Tako fa ce cMeHoM y = o™ + tr jeHa4YMHA CBOIH HA JTHHEAPHY
JudepeHIujaany jeIHadYnHy U PEIIUTH j€ Y TOM Caydajy.

(6) Hahwu cpe mapose (k,m) € Z? 3a xoje jeanaunHa MOCTaje jeHavNHa TOTATHOT AudepeHIjana i penmTa je
y THM CJIydajeBUMA.

5. CxummpaTy moJbe TpaBala W WHTerpaane Kpuse audepennmjaane jeqaaanne ' = %, ue permaajyhu je. [TocebHo
u3aBojuTh (O3HAYUTH) Ha CKUIM 10 jeJaH mpuMmep 3a ciaeaeha pererma (y cMuciay peannux QyHKIHja):

(a) Peweme koje je nedunucano 3a csako t € R;

(6) Pememe Koje je meo mpase.
3a koje 3axrese o (a) u (6) HOCTOjU jeIMHCTBEHO DEILEHE, & 33 KOje BUILE HUX?!

6. Pemmun mudepentujanny jeanaunny 32 — e 3 4 (22 + 3tx?)z’ = 0, a saruM Halin MAPTUKYIAPHO pelIere Koje
je TAHTeHTHO Ha mpaBy = 1.

7. Hahwu pemteme qudepennujanne jeqpadnte tor’ = sint — 2z Koje nposasu Kpo3 tauky (w/2,0). Koju je nHTepBan
1e(bUHUCAHOCTH TOT PEIIemha’



8. Pemmru mudepennujanny jennaqaunny (:v tgt + %) dt +ttgtdz = 0.

9. Koju je unrepsan nedunucanocru peera qudepennujaine jeauauune 32’ + t2x — 22 = 2t* 3a koje Baxu
x(1) =3/27

10. Pemurn mudepernmjanny jemnaqwnny tlntx’ tgx + 1 —tcosx = 0.

11. Hahwm omrmrre pererbe audepeHnujatte jeHaATHHe

—t’
oWt = L

T

na obsacru {t > 0,7 > 0}. Haliu u naprukyiapHo pememe Koje TaHrupa napaboiy r = t2,

12. Pemmuru nudepennujanny jennaunny 2tx® — 26323 — 4tx? + 2t + (3t%2% + 4x)2’ = 0.

(I1) JInneapue nudepeHujaiHe jeHaUYNHE

Cruyupare Pasnur nopmpema auneaprus cucmema JJ ca Koncmanmuum Koepuyujenmuma y pasHy, eKCIOHENTE MAMPUYE,
excnonenm mampuye, aukeapru cucmemu JJ ca xonemarmuum xoepuyujenmuma, gyrndamenmanna mampuya, sureapre JJ
ca KOMCTAHMHUM KOeHUUUIEHMUMA

1. Crkummparn daszam moprper cucrema X' = AX, ako je

-2 4 -4 4

woas o A=t

2. Hara je marpuma A = [_g g} , e ¢y a, 3 > 0. Pemmutn cucrem X' = AX, ckunmparn dba3Hu MopTper, n 'y
sapucHocTH o7 odetHe Bpeanocta X (0) = (79,y0) € R?, mahu lim X ().

t——+o0o

!/
. . . T ax 2x
3. Har je cucrem nudepeHnujasnux jeHAInHA [x’l] = { ! ;_x 2
2 —9I42

Tun (Ha3HOr TOPTPETA JATOT CUCTEMA, W CKUIUPATH (DA3HU TMOPTPET IO jeTHOT MPEICTABHUKA.

} . ¥ 3aBucuocru of napamerpa a € R onpeautu

e 0 e
4. HNara je matpuia A= [0 e 0
0 0 e

(a) Pemuru cucrem X' = AX.

(6) Ucnuratu na om cucrem X' = (eA)2 X gysa 3anpeMuny.

B

(B) Hahiu 6apem jenny marpuiy B Tako na Baxku e” = A wiu A0Ka3aTH Ja TAKBA HE IIOCTOjU.

5. ara je mudepenuujaina jennaunna X' = AX rue je

* 2 *
A= |x =3 «x
* * =3
et _ 675t
(a) Bamenutn x y marpumu A GpojemMa TaKo Ma jeaHo pememe jennaumnne oyme X (1) = |e! + e~
t
e

(6) Hahu ommre perrese gare jeqnadune (Ca MATPUIOM J00UjeHOM y Jesty 1mof (a).

(B) Halim cBa pemema cucrema 3a koja axku X'(0) = 2X(0).

1 -2 0 1
6. Hdar je Kommjes mpobnem X'(t) = AX(t) + B(t), X(0) = |2|,tmejeA=| 1 1 0
0 0 0 -2

(a) Peumrn maru Kommjes mpobiaem axo je B(t) =

o O O



—1

(6) Pemuru naru Kommujes npobiem ako je B(t) = |1 —t|, 3uajyhiu na ce jexno pemieme cucrema Moxke Hahu
2
y OOJIMKY BEKTOpA YWjy Cy €JIEMEHTHU MOJUHOMHU TIO t.

7. (a) Ogpemuru cBa pemena cinenehnx jeqHaunna y CKymy peajHAX KBAIPATHUX MaTPUIA:

1 9 1 0 0
(1) A%A:{S 4]; (2 eA=1|1 1 0].
1 1 1
1
(6) Peumru Kommujes npobiaem X' = e 4X, X(0) = |1|, rue je marpuna A pememe jepnauune u3 gena (2),

YKOJIMKO TaKBa MATPHUIIA TOCTOjH.

2 1 a
8. Hara je marpuna A= |0 a —1|, ruejea € R.
0 1 3

(a) Oxpenuru napamerap a Tako Ja 3a marpuiy A Baxu det ((d%eAz) |m’:2) = 8e!2,

(6) 3a marpuiy A u3 nena (a), pemuru cucreM jenHaunna X' = AX.
9. MTar je nuHeapan cucteM AudepeHINjaHUX jeqHadnHa y MarpudaoMm obnuky Y’ (x) = A(z)Y (x). Ilo3naro je na

- e 0
je jenna ¢dpyHIaMeHTaIHA MAaTPUIA OBOI cucTeMa nara ca @(x) = 1 el

a) OgpeauTu ONInTe pPEIiemne 1aTor cucTeMa AudepeHIjaTHuX je THAInHA.

(
(6) OzmpeauTu MapTUKYJIAPHO PEINEHE JATOr CUCTeMa MudepeHIujaIHuX jeHaYrHa 3a Koje Baxu Y (1) = [ﬂ .
(
(r) Hokazatu na me nocroju matpuna B € My(R) 3a kojy saxku 28 = ®(z).

)
)
B) Ompenurn marpuiy cucrema A(zx).
)
)

(m) Pemmru cucrem X'(t) = A(0)X(¢t). Onpenurn nomnoxkaj rauke X (to) = B] nocyie Bpemena At = 1, Tj.
Bpennocr X (tg + At).

10. Hahwu omnre pememne qudepeniujanne jeganadune (¢ — 22’ — 3z) = —16e~¢ + 16tet. Haliu u cpa pemema 3a
koja Baxku x(0) = 1 u Koja UMajy XOPU3OHTAJIHY ACUMIITOTY KaJ & — +00.

(TIIT) Teopeme

Iuxaposa u Ileanosa meopema, Jluysunrosa meopema

YaT
1. ar je noyernu npobiem z’ = %)3“, x(0) = xo, t € [0, 1], rue je x4 KapakTepucTnaHa QYHKIHjA CKyTIa

A. Ilposepuru na jiu cy ucnymenu yciaoBu [IukapoBe Teopeme, ako je:

a) o
6)
)

(
(
(
2. Har je Kommjes mpobsem ¢’ = x —t + 1, x(to) = wo.
(
(

8
=)
I

L
2,
3.

=

8

0

a) okasaru na cy 3a IpOU3BOJbHE fo U o 3a/10BOJbeHM ycaosu ITukapose Teopeme.

6) ®opmuparu ureparuBhiu Hu3d QyHKuUja u3 noka3a Ilukapose Teopeme U HA TA] HAYMH OJAPEJUTU DEIIeHe Y
ciayuajy to =0 u zg = 1.

3. Heka je P(t) nexoncranran nosunom. Jda mu dbynkmuja x(t) = (t —1)2P(t) Moxe 6uru pememe audepennujaime
jemuaunne z”(t) + a(t)z’(t) + b(t)z(t) = 0 medunucano Ha HEKOj OTBOPEHOj OKOJIMHU Tauke ¢ = 1, axko cy a(t) u
b(t) menpekuaae GyHKIWMjE?

Iomoh: Bawmo osde sasrcu ITuxaposa meopema? Iocmampamu novemnu npobaem x(1) = 2’ (1) = 0.



4. VlcrimraTy er3WCTEHNN]y U jeIMHCTBEHOCT permerba Kormujeror mpobaema x’' = |z|cost, y(0) = 0, He pemasajyhn
mudepeHnujaIHy jeJHaTHHY.

5. OzapenuTu koje cBe TUmOBe (ha3HUX MOpPTpera Moxke Ja uma cucremM X' = AX, A € M(R), ako 3a mera Baxu
Ja dyBa 3anpemuny. HaBecTn mo jean mpuMep 3a CBaKW TaKaB THII.

(IV) ToxoBu M BeKTOpPCKa I0Jba
Toxosu, jednonapamemapcke Pamuiuje, 6eKMOPCKa NOAA U KOMYMATNOP

1. Jaro je BekTOpCcKO MOBE X = x% - ya% u mpecavkaBame ¥y : (x,y) — (costx + sinty, — sintx + costy). Hahn

TOK ¢ KOje je oapelen Bekropckum nosbem X 1 BEKTOPCKO nosbe Y Koje oxapehyje tok ¢y Hahu (¢1) X u (¢1).Y .
Jla i TOKOBM ¢ U 1) KOMYTHUDPajy?

2. Jlata cy BekTopcka moma X = 2 nY = za% + 2 y RS
(a) Uspauynaru xomyrarope [X,Y] u [Y,[Y, X]].

(6) Hahiu Tokose 3a BekTopcka nosba X u Y. Ja su tu rokoBu KoMmyTupajy? Ucnuraru no pedununuju ga au
Cy TM TOKOBH jeiHomnapamerapcke dpamuiuje’?

() Ha nm moctoju nospi S y R3 Tako 1a cy BexkTopcka noba X u Y tanrenTHa Ha S7

3. Hara cy BekTOpcka mosba X = :c% + (z+ y)% nY = ya% + 1:8% y R2. Jla mu moctoju audeomopduzaM ¢ I
okosuna U rauke (Zg,Yyo) Taksu aa je X = a% va U? la nmu nocroje nudeomopduszam ¢ u okosua U Taduke

(z0,Yy0) TakBu aa je Y, X = C% u Y = 8% na U?



