
ZADACI IZ DIFERENCIJALNIH JEDNAQINA B – V, L i N smer

Xesti dvoqas

asistenti: Marija Miki� i Duxan Drobǌak

1. Svo�eǌem matrice A na �ordanovu normalnu formu rexiti sistem diferencijalnih jednaqina Y ′ = AY ,

ako je A =


−1 0 −1 0

1 0 1 1
2 0 1 0
1 −1 0 0

.
Skica rexeǌa.

1. korak. Tra�imo sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.

Sopstvene vrednosti matrice A su λ1,2 = ±i (me�usobno konjugovane) i one su vixestrukosti (algebarska

vixestrukost) k = 2. Sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ1 = i je γ1 =


0
−i

0
1

 =


0
0
0
1

+ i


0
−1

0
0

.
Kako ovoj sopstvenoj vrednosti mo�emo pridru�iti samo jedan sopstveni vektor, geometrijska vixestrukost

je 1, tj. m = 1. Stoga �emo imati jedan �ordanov blok, tj. J =

[
A1 A2

0 A1

]
, gde su A1 =

[
0 1
−1 0

]
, A2 =

[
1 0
0 1

]
i 0 predstavǉa matricu dimenzija 2× 2.

2. korak. Tra�imo drugi kompleksni bazni vektor tj. uopxteni sopstveni vektor.

Rexavaǌem sistema (A − λ1E)γ2 = γ1, dobija se da je γ2 =


1
0

−1− i
0

 =


1
0
−1

0

 + i


0
0
−1

0

. Stoga je matrica

T =


0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 −1 −1
1 0 0 0

.
3. korak. Raqunamo exJ .

Matricu J mo�emo zapisati u obliku J = D + N , gde je D =

[
A1 0
0 A1

]
i N =

[
0 A2

0 0

]
. Matrica N je nilpo-

tentna matrica i N2 = [0]4×4. Poznato je (sa qasova ve�bi) da je R(x) = exA1 =

[
cosx sinx
− sinx cosx

]
. Primetimo da

D i N komutiraju, odakle sledi da je

exJ = ex(D+N) = exD · exN =

[
exA1 0

0 exA1

]
·
∞∑
n=0

xn

n!
Nn =

[
R(x) 0

0 R(x)

]
·

1∑
n=0

xn

n!
Nn =

[
R(x) 0

0 R(x)

]
(E + xN).

Tako da va�i exJ =


cosx sinx x cosx x sinx
− sinx cosx −x sinx x cosx

0 0 cosx sinx
0 0 − sinx cosx

 .
4. korak. Raqunamo exA i odre�ujemo opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina.

Kako je T−1AT = J , a pokazano je (na qasovima ve�bi) da je onda An = TJnT−1, n ∈ N, sledi da je

exA =

∞∑
n=0

xn

n!
An =

∞∑
n=0

xn

n!
TJnT−1 = TexJT−1.



Kako je matrica exA fundamentalna matrica sistema, sledi da je opxte rexeǌe polaznog sistema diferen-

cijalnih jednaqina Y (x) = exA · C = TexJT−1C = TexJC1, gde je C1 =


c1
c2
c3
c4

.
2. Svo�eǌem matrice A na �ordanovu normalnu formu rexiti sistem diferencijalnih jednaqina Y ′ = AY ,

ako je A =


2 0 1 0
0 1 0 1
0 0 2 1
0 −1 0 1

.
Skica rexeǌa.

1. korak. Tra�imo sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.

Sopstvene vrednosti matrice A su λ1 = λ2 = 2 i λ3,4 = 1 ± i. Sopstvena vrednost λ1 = 2 je vixestrukosti

(algebarska vixestrukost) k = 2. Sopstveni vektor koji odgovara ovoj sopstvenoj vrednosti je γ1 =


1
0
0
0

.
Kako ovoj sopstvenoj vrednosti mo�emo pridru�iti samo jedan sopstveni vektor, geometrijska vixestrukost
je 1, tj. m = 1. Stoga �emo imati jedan �ordanov blok za ovu sopstvenu vrednost. Sopstvena vrednost
λ3 = 1 + i nije vixestruka, tako da je dovoǉno da na�emo jedan ǌen sopstveni vektor. Raqunom dobijamo

γ3 =


1
−2
−1 + i
−2i

 =


1
−2
−1

0

+ i


0
0
1
−2

.
2. korak. Tra�imo jox jedan bazni vektor tj. uopxteni sopstveni vektor za sopstenu vrednost λ1 = 2.

Rexavaǌem sistema (A− λ1E)γ2 = γ1, dobija se da je γ2 =


1
0
1
0

. Stoga je matrica T =


1 1 1 0
0 0 −2 0
0 1 −1 1
0 0 0 −2

.
3. korak. Raqunamo exJ .

Matricu J mo�emo zapisati u obliku J =

[
A1 0
0 A2

]
, gde su A1 =

[
2 1
0 2

]
, A2 =

[
1 1
−1 1

]
i 0 predstavǉa matricu

dimenzija 2 × 2. Na osnovu zadatka sa prethodnog qasa znamo da je exA1 = e2x
[
1 x
0 1

]
, a poznato je (sa qasova

ve�bi) da je exA2 = ex
[

cosx sinx
− sinx cosx

]
. Kako je exJ =

[
exA1 0

0 exA2

]
, sledi da je

exJ = ex


ex xex 0 0
0 ex 0 0
0 0 cosx sinx
0 0 − sinx cosx

 .
4. korak. Raqunamo exA i odre�ujemo opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina.

Kako je T−1AT = J , a pokazano je (na qasovima ve�bi) da je onda An = TJnT−1, n ∈ N , sledi da je

exA =

∞∑
n=0

xn

n!
An =

∞∑
n=0

xn

n!
TJnT−1 = TexJT−1.



Kako je matrica exA fundamentalna matrica sistema, sledi da je opxte rexeǌe polaznog sistema diferen-

cijalnih jednaqina Y (x) = exA · C = TexJT−1C = TexJC1, gde je C1 =


c1
c2
c3
c4

.

3. Neka je A ∈M2020(R) i B = eA za A =



−1 1 1 . . . 1 −2020
0 −1 1 . . . 1 1
0 0 −1 . . . 1 1
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . −1 1
0 0 0 . . . 0 −1


.

(a) Ako je B = [bij ]
2020
i,j=1, dokazati da je bij > 0, ∀j 6= 2020.

(b) Dokazati da su sve sopstvene vrednosti matrice B pozitivne.

Skica rexeǌa.

(a) Iskoristi�emo ideju kao u sliqnom zadatku sa ve�bi. Neka je N ∈M2020(R) matrica sa elementima nij
za koju va�i

nij =

{
1, (i, j) = (1, 2020),

0, inaqe.

Oznaqimo C = 2020(E+N). Jasno je da matrica A+C ima nenegativne elemente, odakle sledi da je takva
i eA+C . Poxto matrice A i C komutiraju, va�i B = eA = eA+C−C = eA+C · e−C . Primetimo da E i N
komutiraju i da je N nilpotentna reda 2. Matricu e−E1 mo�emo izraqunati kao

e−E1 = e−2020(E+N) = e−2020E · e−2020N = e−2020 · (E − 2020N).

Stoga je B = eA+E1 · e−2020 · (E − 2020N) = e−2020 · eA+E1 − 2020e−2020 · eA+E1 ·N . Prva od dve matrice u ovoj
razlici ima sve pozitivne elemente, a druga ima sve pozitivne osim mo�da u posledǌoj koloni, xto je
i trebalo dokazati.

(b) Poznato nam je sa ve�bi da ako je λ ∈ C sopstvena vrednost matrice A, onda je eλ sopstvena vrednost
matrice B. Poxto je A gorǌe-trougaona matrica, mo�emo videti da je det(A−λE) = (−1−λ)2020. Odatle
sledei da je λ = −1 jedina sopstvena vrednost matrice A i vixestrukosti je 2020. Me�utim, iz tvr�eǌa
sa poqetka ne znamo odmah da je e−1 jedina sopstvena vrednost od B vixestrukosti 2020, jer to tvr�eǌe
ne govori nixta o ponovǉenim sopstvenim vrednostima. Sa druge strane, mo�emo da primetimo da su
svi stepeni matrice A tako�e gorǌe-trougaone matrice. Primetimo jox da �e na glavnoj dijagonali
matrice An biti brojevi (−1)n, za n ∈ N. Odatle sledi i da je matrica B gorǌe-trougaona i da su joj
na glavnoj dijagonali brojevi e−1. Odatle zaista imamo da je e−1 jedina sopstvena vrednost matrice B
i to vixestrukosti 2020, odakle sledi tvr�eǌe zadatka.

4. Neka je A ∈ M2(R), B =

[
1 2
0 1

]
i exA =

[
ex 0

−3xx + 3e2x e2x

]
. Neka je dat sistem diferencijalnih jednaqina

Y ′ = B−1ABY +D(x).

(a) Odrediti matricu exB u obliku reda.

(b) Odrediti jednu fundamentalnu matricu odgovaraju�eg homogenog sistema diferencijalnih jednaqina.

(v) Odrediti matricu B−1AB.

(g) Rexiti dati sistem diferencijalnih jednaqina, ako je D(x) =

[
1
ex

]
.



Skica rexeǌa.

(a) Mo�emo raqunati prvih nekoliko qlanova niza Bn, za n ∈ N. Vidimo da je B2 =

[
1 4
0 1

]
, B3 =

[
1 6
0 1

]
,

itd. Doka�imo indukcijom da �e biti Bn =

[
1 2n
0 1

]
. Bazu imamo, a pretpostavimo da ovo va�i za Bn.

Onda mo�emo raqunati Bn+1 = Bn · B =

[
1 2n+ 2
0 1

]
, xto nam je i trebalo. Sada raqunamo eksponent u

obliku reda kao

exB =

∞∑
n=0

xnBn

n!
=

∞∑
n=0

xn

n!

[
1 2n
0 1

]
=


∞∑
n=0

xn

n! 2x
∞∑
n=1

xn−1

(n−1)!

0
∞∑
n=0

xn

n!

 =

[
ex 2xex

0 ex

]
.

(b) Znamo da je jedna fundamentalna matrica Φ(x) = exB
−1AB = B−1exAB. Kako je B−1 =

[
1 −2
0 1

]
, va�i�e

Φ(x) =

[
7ex − 6e2x 14ex − 14e2x

−3ex + 3e2x −6ex + 7e2x

]
.

(v) Oznaqimo S = B−1AB.

Prvi naqin: Iz pojavǉivaǌa ex i e2x u matrici Φ(x), zakǉuqujemo da je S sliqna dijagonalnoj matrici

sa sopstvenim vrednostima 1 i 2, tj. J =

[
1 0
0 2

]
. Neka je S = TJT−1, za T =

[
a b
c d

]
. Uzmimo da je detT = 1

i onda je T−1 =

[
d −b
−c a

]
. Tada je

Φ(x) = exS = TexJT−1 = T

[
ex 0
0 e2x

]
T−1 =

[
adex − bce2x ab(e2x − ex)
cd(ex − e2x) ade2x − bcex

]
.

Odatle zakǉuqujemo da je ad = 7, bc = 6, ab = −14, cd = −3. Mo�emo uzeti a = 7, a odatle je daǉe d = 1,

b = −2, c = −3. Sada matricu S konaqno raqunamo kao S = TJT−1 =

[
−5 −14

3 8

]
.

Drugi naqin: Poznato nam je da za fundamentalnu matricu va�i da zadovoǉava dati homogeni sistem
Φ′(x) = SΦ(x). Odatle, uz malo raquna dobijamo rexeǌe.

(g) Prvi naqin: Kako smo ve� naxli fundamentalnu matricu homogenog sistema, ostaje nam samo da na�emo

neko partikularno rexeǌe nehomogenog sistema. Podelimo D(x) = D1(x) + D2(x), gde je D1(x) =

[
1
0

]
i

D2(x) =

[
0
ex

]
. Partikularno rexeǌe za nehomogeni deo D1(x) tra�imo u obliku konstantnog rexeǌa

Y1(x) =

[
a
b

]
. Zakǉuqujemo da je Y1(x) =

[
−4

3
2

]
. Partikularno rexeǌe za nehomogeni deo D2(x) tra�imo

u obliku Y2(x) =

[
a1x+ b1
a2x+ b2

]
ex. Zakǉuqujemo da je Y2(x) =

[
14x+ 14
−6x− 7

]
ex. Konaqno je opxte rexeǌe Y (x) =

Φ(x)C + Y1(x) + Y2(x), gde je C =

[
c1
c2

]
.

Drugi naqin: Mo�emo se poslu�iti i metodom varijacije konstante. Opxte rexeǌe dobijamo iz formule
Y (x) = Φ(x) ·

(
C +

∫
Φ−1(x)D(x)dx

)
.

5. Neka je dat sistem diferencijalnih jednaqina

x2yy′ =
y2

2
+ e2z

2x2z′ = −3
y2

e2z
− 4.



(a) Svesti dati sistem na sistem oblika Y ′ = AY , gde je A ∈M2(R).

(b) Izraqunati det
(

lim
n→∞

(
E + A

n

)n)
, ako je A matrica iz dela (a).

(v) Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina Y ′ = AY , ako je A matrica iz dela (a).

Skica rexeǌa.

(a) Prvu jednaqinu pomno�imo sa 2, a drugu sa e2z. Poxto se u jednaqinama pojavǉuju izrazi y2, 2yy′, e2z,
2e2zz′, to nas navodi da uvedemo nove nepoznate funkcije u = y2 i v = e2z. Za ǌih imamo u′ = 2yy′ i
v′ = 2e2zz′. Sada se sistem svodi na

x2u′ = u+ 2v

x2v′ = −3u− 4v.

Sa ve�bi znamo da za ovakve sisteme treba da uvedemo smenu nezavisne promenǉive. Novu promenǉivu
t tra�imo tako da va�i t′x = 1

x2 . Vidimo da mo�emo uzeti t = − 1
x . Konaqno se sistem svodi na

u′t = u+ 2v

v′t = −3u− 4v.

Ovo jeste sistem oblika Y ′ = AY , gde je Y (t) =

[
u(t)
v(t)

]
i A =

[
1 2
−3 −4

]
.

(b) Koriste�i osobine eksponenta matrice, imamo

det

(
lim
n→∞

(
E +

A

n

)n)
= det(eA) = etrA = e−3.

(v) Sopstvene vrednosti matrice A su λ1 = −1 i λ2 = −2. Odgovaraju�i sopstveni vektori su v1 =

[
1
−1

]
i v2 =

[
−2

3

]
. Oznaqimo sa J =

[
−1 0

0 −2

]
i T =

[
1 −2
−1 3

]
. Opxte rexeǌe sistema Y ′ = AY je onda

Y (t) = etAC = etTJT
−1

C = TetJT−1C = TetJC1, gde je etJ =

[
e−t 0
0 e−2t

]
i C1 =

[
c1
c2

]
.


