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1. Svo�eǌem matrice A na �ordanovu normalnu formu rexiti sistem diferencijalnih jednaqina Y ′ = AY ,

ako je A =

[
0 −4
1 4

]
.

Skica rexeǌa.

1. korak. Tra�imo sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.

Sopstvena vrednost matrice A je λ = 2 i ona je vixestrukosti (algebarska vixestrukost) k = 2. Sop-

stveni vektor koji odgovara ovoj sopstvenoj vrednosti je γ1 =

[
−2
1

]
. Kako ovoj sopstvenoj vrednosti mo�emo

pridru�iti samo jedan sopstveni vektor, geometrijska vixestrukost je 1, tj. m = 1. Stoga �emo imati jedan

�ordanov blok, tj. J =

[
2 1
0 2

]
. Zakǉuqujemo da matrica A nije dijagonalizabilna.

2. korak. Tra�imo drugi bazni vektor tj. uopxteni sopstveni vektor.

Rexavaǌem sistema (A− λE)γ2 = γ1, dobija se da je γ2 =

[
1
0

]
. Stoga je matrica T =

[
−2 1
1 0

]
.

3. korak. Raqunamo exJ .

Matricu J mo�emo zapisati u obliku J = 2E +N , gde je N =

[
0 1
0 0

]
. Matrica N je nilpotentna matrica i

N2 = [0]2×2. Kako E komutira sa svakom matricom, sledi da je

exJ = ex(2E+N) = e2xE · exN = e2xE ·
∞∑

n=0

xn

n!
Nn = e2x ·

1∑
n=0

xn

n!
Nn = e2x(E + xN) = e2x ·

[
1 x
0 1

]
.

4. korak. Raqunamo exA i odre�ujemo opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina.

Kako je T−1AT = J , a pokazano je (na qasovima ve�bi) da je onda An = TJnT−1, n ∈ N , sledi da je

exA =

∞∑
n=0

xn

n!
An =

∞∑
n=0

xn

n!
TJnT−1 = TexJT−1.

Kako je matrica exA fundamentalna matrica sistema, sledi da je opxte rexeǌe polaznog sistema diferen-

cijalnih jednaqina Y (x) = exA · C = TexJT−1C = TexJC1, gde je C1 =

[
c1
c2

]
.

2. Svo�eǌem matrice A na �ordanovu normalnu formu rexiti sistem diferencijalnih jednaqina Y ′ = AY ,

ako je A =


2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
1 0 0 2

.



Skica rexeǌa.

1. korak. Tra�imo sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.

Sopstvena vrednost matrice A je λ = 2 i ona je vixestrukosti (algebarska vixestrukost) k = 4. Sopstveni

vektori (koji su linearno nezavisni) koji odgovaraju ovoj sopstvenoj vrednosti su γ1 =


0
1
0
0

 i γ3 =


0
0
0
1

. Kako
ovoj sopstvenoj vrednosti mo�emo pridru�iti samo dva linearno nezavisna sopstvena vektora, geometrijska
vixestrukost je 2, tj. m = 2. Stoga �emo imati dva �ordanova bloka.

2. korak. Odre�ujemo minimalni polinom.

Kako A − 2E 6= [0]4×4, a (A − 2E)2 = [0]4×4, zakǉuqujemo da je µA(λ) = (λ − 2)2, pa je stµA(λ) = 2. Stoga je red

najve�eg �ordanovog bloka 2, tj. blok je 2× 2, pa je J =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

.
3. korak. Tra�imo jox dva bazna vektora tj. uopxtene sopstvene vektore.

Rexavaǌem sistema (A− λE)γ2 = γ1, dobija se da je γ2 =


0
0
1
0

. Rexavaǌem sistema (A− λE)γ4 = γ3, dobija se

da je γ4 =


1
0
0
0

. Stoga je matrica T =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

.
4. korak. Raqunamo exJ .

Matricu J mo�emo zapisati u obliku J =

[
A2 0
0 A2

]
, a 0 u matrici su nula matrice domena 2×2 i A2 =

[
2 1
0 2

]
.

Na osnovu prethodnog zadatka znamo da je exA2 = e2x
[
1 x
0 1

]
, a kako je exJ =

[
exA2 0
0 exA2

]
, sledi da je

exJ = e2x


1 x 0 0
0 1 0 0
0 0 1 x
0 0 0 1

 .
5. korak. Raqunamo exA i odre�ujemo opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina.

Kako je T−1AT = J , a pokazano je (na qasovima ve�bi) da je onda An = TJnT−1, n ∈ N , sledi da je

exA =

∞∑
n=0

xn

n!
An =

∞∑
n=0

xn

n!
TJnT−1 = TexJT−1.

Kako je matrica exA fundamentalna matrica sistema, sledi da je opxte rexeǌe polaznog sistema diferen-

cijalnih jednaqina Y (x) = exA · C = TexJT−1C = TexJC1, gde je C1 =


c1
c2
c3
c4

.



3. Svo�eǌem matrice A na �ordanovu normalnu formu rexiti sistem diferencijalnih jednaqina Y ′ = AY ,

ako je A =


2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
1 0 0 2

.
Skica rexeǌa.

1. korak. Tra�imo sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.

Sopstvena vrednost matrice A je λ = 2 i ona je vixestrukosti (algebarska vixestrukost) k = 4. Li-

nearno nezavisni sopstveni vektori koji odgovaraju ovoj sopstvenoj vrednosti su γ1 =


0
0
1
0

 i γ4 =


0
1
0
0

. Kako

ovoj sopstvenoj vrednosti mo�emo pridru�iti samo dva linearno nezavisna sopstvena vektora, geometrijska
vixestrukost je 2, tj. m = 2. Stoga �emo imati dva �ordanova bloka.

2. korak. Odre�ujemo minimalni polinom.

Kako A−2E 6= [0]4×4 i (A−2E)2 6= [0]4×4, a (A−2E)3 = [0]4×4, zakǉuqujemo da je µA(λ) = (λ−2)3, pa je stµA(λ) = 3.

Stoga je red najve�eg �ordanovog bloka 3, tj. on je domena 3× 3, pa je J =


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

.
3. korak. Tra�imo jox dva bazna vektora tj. uopxtene sopstvene vektore.

Rexavaǌem sistema (A− λE)γ2 = γ1, dobija se da je γ2 =


0
0
0
1

. Rexavaǌem sistema (A− λE)γ3 = γ2, dobija se

da je γ3 =


1
0
0
0

. Stoga je matrica T =


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

.
4. korak. Raqunamo exJ .

Matricu J mo�emo zapisati u obliku J =

[
A3 0
0 A1

]
, a 0 u matrici su nula matrice odgovaraju�eg domena, a

A3 =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

 i A1 = [2]. Kako je exJ =

[
exA3 0
0 exA1

]
, a exA1 = [e2x], ostaje da odredimo samo exA3 . Matricu

A3 mo�emo zapisati u obliku J = 2E + N , gde je N =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

. Matrica N je nilpotentna matrica i

N2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

, a N3 = [0]3×3. Kako E komutira sa svakom matricom, sledi da je

exA3 = ex(2E+N) = e2xE · exN = e2xE ·
∞∑

n=0

xn

n!
Nn = e2x ·

2∑
n=0

xn

n!
Nn = e2x(E + xN +

x2

2!
N2) = e2x ·

1 x x2

2!
0 1 x
0 0 1

 .



Stoga je

exJ = e2x


1 x x2

2! 0
0 1 x 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
5. korak. Raqunamo exA i odre�ujemo opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina.

Kako je T−1AT = J , a pokazano je (na qasovima ve�bi) da je onda An = TJnT−1, n ∈ N , sledi da je

exA =

∞∑
n=0

xn

n!
An =

∞∑
n=0

xn

n!
TJnT−1 = TexJT−1.

Kako je matrica exA fundamentalna matrica sistema, sledi da je opxte rexeǌe polaznog sistema diferen-

cijalnih jednaqina Y (x) = exA · C = TexJT−1C = TexJC1, gde je C1 =


c1
c2
c3
c4

.
4. Svo�eǌem matrice A na �ordanovu normalnu formu rexiti sistem diferencijalnih jednaqina Y ′ = AY ,

ako je A =

4 −1 0
3 1 −1
1 0 1

.
Skica rexeǌa.

1. korak. Tra�imo sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.

Sopstvena vrednost matrice A je λ = 2 i ona je vixestrukosti (algebarska vixestrukost) k = 3. Sop-

stveni vektor koji odgovaraja ovoj sopstvenoj vrednosti je γ1 =

12
1

. Kako ovoj sopstvenoj vrednosti mo�emo

pridru�iti samo jedan sopstveni vektor, geometrijska vixestrukost je 1, tj. m = 1. Stoga �emo imati samo

jedan �ordanov blok, pa je J =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

.
2. korak. Tra�imo jox dva bazna vektora tj. uopxtene sopstvene vektore.

Rexavaǌem sistema (A− λE)γ2 = γ1, dobija se da je γ2 =

11
0

. Rexavaǌem sistema (A− λE)γ3 = γ2, dobija se

da je γ3 =

 0
−1
0

. Stoga je matrica T =

1 1 0
2 1 −1
1 0 0

.
3. korak. Raqunamo exA i odre�ujemo opxte rexeǌe sistema diferencijalnih jednaqina.

Kako je matrica J = A3 iz prethodnog zadatka, to je exJ = e2x ·

1 x x2

2!
0 1 x
0 0 1

 . Matrica exA je oblika

exA =

∞∑
n=0

xn

n!
An =

∞∑
n=0

xn

n!
TJnT−1 = TexJT−1.

Kako je matrica exA fundamentalna matrica sistema, sledi da je opxte rexeǌe polaznog sistema diferen-

cijalnih jednaqina Y (x) = exA · C = TexJT−1C = TexJC1, gde je C1 =

c1c2
c3

.


