
ZADACI IZ DIFERENCIJALNIH JEDNAQINA B – M smer

Deveti dvoqas

asistent: Duxan Drobǌak

1. Skicirati fazne portrete dinamiqkih sistema, a zatim ispitati stabilnost ǌihovih ekvilibrijuma:

x′1 = −x1 + 2x2
x′2 = − 3x2

a) x′1 = −x1 + 3x2
x′2 = 5x1 − 3x2

b) x′1 = x2
x′2 = −x1.

v)

Skica rexeǌa.

U sva tri sluqaja je jedini ekvilibrijum taqka X∗ = (0, 0).

a) Matrica sistema je A =

[
−1 2
0 −3

]
, a ǌene sopstvene vrednosti su λ1 = −1 i λ2 = −3. Sledi da je

ekvilibrijum stabilan qvor i fazni portret je prikazan na levoj slici ispod. Odatle je jasno da je
ekvilibrijum asimptotski stabilan. Opxte rexeǌe sistema je

X(t) = etAC =

[
1 1
0 −1

] [
e−t 0
0 e−3t

] [
1 1
0 −1

]−1
C =

[
e−t e−3t

0 −e−3t
] [

1 1
0 −1

]
C =

[
e−t e−t − e−3t
0 e−3t

]
C, C ∈ R2,

odakle sledi da je kretaǌe sistema φt neke taqke X0 dato sa

φt(X0) =

[
e−t e−t − e−3t
0 e−3t

]
X0.

Kako je lim
t→+∞

φt(X0) = (0, 0) = X∗, sledi da je X∗ asimptotski stabilan ekvilibrijum.

b) Matrica sistema je A =

[
−1 3
5 −3

]
, a ǌene sopstvene vrednosti su λ1 = 2 i λ2 = −6. Sledi da je

ekvilibrijum sedlo i fazni portret je prikazan na sredǌoj slici ispod. Odatle je jasno da je ekvilib-
rijum nestabilan, jer trajektorije koje prolaze blizu X∗ be�e u beskonaqnost. Dokaza�emo ovo i po
definiciji. Opxte rexeǌe sistema je

X(t) = etAC =

[
1 3
1 −5

] [
e2t 0
0 e−6t

] [
1 3
1 −5

]−1
C =

[
5e2t + 3e−6t 3e2t − 3e−6t

5e2t − 5e−6t 3e2t + 5e−6t

]
C

8
, C ∈ R2,

odakle sledi da je kretaǌe sistema φt neke taqke X0 dato sa

φt(X0) =
1

8

[
5e2t + 3e−6t 3e2t − 3e−6t

5e2t − 5e−6t 3e2t + 5e−6t

]
X0.

Neka je U1 proizvoǉna okolina od X∗ i U0 okolina iz definicije. Neka je r > 0 tako da va�i B(X∗; r) ⊂
U0. Uzmimo X0 = (r/2, 0) ∈ B(X∗; r) ⊂ U0. Kako je

lim
t→+∞

||φt(X0)|| = lim
t→+∞

∥∥∥ r
16

(5e2t + 3e−6t, 5e2t − 5e−6t)
∥∥∥ = +∞,

sledi da poqevxi od nekog t > 0 va�i φt(X0) 6∈ U1, xto krxi uslov za stabilnost. Dakle, ekvilibrijum
je nestabilan.



v) Matrica sistema je A =

[
0 1
−1 0

]
, a ǌene sopstvene vrednosti su λ1,2 = ±i. Sledi da je ekvilibrijum

centar i fazni portret je prikazan na desnoj slici ispod. Odatle je jasno da je ekvilibrijum stabilan
i nije asimptotski stabilan. Dokaza�emo ovo i po definiciji. Opxte rexeǌe sistema je

X(t) = etAC =

[
1 0
0 1

] [
cos t sin t
− sin t cos t

] [
1 0
0 1

]−1
C =

[
cos t sin t
− sin t cos t

]
C, C ∈ R2,

odakle sledi da je kretaǌe sistema φt neke taqke X0 dato sa

φt(X0) =

[
cos t sin t
− sin t cos t

]
X0.

Vidimo da su trajektorije periodiqne i poxto va�i ||φt(X0)|| = ||X0||, kretaǌe se vrxi po kru�nici sa
centrom u X∗. Neka je U1 proizvoǉna okolina taqke X∗. Uoqimo r > 0 za koje va�i U0 = B(X∗; r) ⊂ U1.
Za prozivoǉno X0 ∈ U0 va�i da je φt(X0) ∈ U0 ⊂ U1, pa je X∗ taqka stabilnog ekvilibrijuma. On nije i
asimptotski stabilan, jer ako uzmemo X0 6= X∗ iz okoline U0, va�i

lim
t→+∞

||φt(X0)|| = lim
t→+∞

||X0|| = ||X0|| 6= 0.

2. Ispitati stabilnost ekvilibrijuma iz zadatka 1 pomo�u teoreme ǈapunova o sopstvenim vrednostima.

Skica rexeǌa.

Svaki od ova tri sistema ima samo jedan ekvilibrijum, taqku X∗ = (0, 0, 0).

a) Sopstvene vrednosti matrice sistema su λ1 = −1 i λ2 = −3. Poxto je

Re(λ1) = −1 < 0 i Re(λ2) = −3 < 0,

sledi da je X∗ asimptotski stabilan ekvilibrijum.

b) Sopstvene vrednosti matrice sistema su λ1 = 2 i λ2 = −6. Poxto je

Re(λ1) = 2 > 0 i Re(λ2) = −6 < 0,

sledi da je X∗ nestabilan ekvilibrijum.

v) Sopstvene vrednosti matrice sistema su λ1 = i i λ2 = −i. Poxto je

Re(λ1) = 0 i Re(λ2) = 0,

sledi da ne mo�emo ovom metodom odrediti stabilnost ekvilibrijuma X∗.



3. Odrediti sve ekvilibrijume dinamiqkog sistema

x′1 = ex1 − e−3x3

x′2 = 4x3 − 3 sin(x1 + x2)

x′3 = ln(1− 3x1 + x3),

a zatim ispitati stabilnost ekvilibrijuma X∗ = (0, 0, 0).

Skica rexeǌa.

Da bismo naxli taqke ekvilibrijuma, potrebno je da reximo sistem jednaqina

ex1 − e−3x3 = 0

4x3 − 3 sin(x1 + x2) = 0

ln(1− 3x1 + x3) = 0,

koji se svodi na ekvivalentan sistem

x1 = −3x3
4x3 = 3 sin(x1 + x2)

0 = −3x1 + x3.

Iz prve i tre�e jednaqine nalazimo da mora va�iti x1 = x3 = 0, dok nam druga daje x2 = kπ, za k ∈ Z. Dakle,
skup svih ekvilibrijuma je {(0, kπ, 0) | k ∈ Z} i jasno je da je X∗ = (0, 0, 0) jedan od ǌih.
Ako poqetni sistem zapixemo kao X ′ = F (X), za F : R3 → R3, mo�emo izraqunati

dF (X) =

 ex1 0 3e−3x3

−3 cos(x1 + x2) −3 cos(x1 + x2) 4
−3

1−3x1+x3
0 1

1−3x1+x3

 ,
a onda i

L = dF (X∗) =

 1 0 3
−3 −3 4
−3 0 1

 .
Sopstvene vrednosti matrice L su λ1 = −3 i λ2,3 = 1± 3i. Poxto je Re(λ2) = 1 > 0, sledi da je ekvilibrijum
X∗ nestabilan.

4. Odrediti sve ekvilibrijume dinamiqkog sistema

x′1 = (x3 + 1)(2x2 − x1)
x′2 = −(x3 + 1)(x1 + x2)

x′3 = −x33,

a zatim ispitati ǌihovu stabilnost.

Skica rexeǌa.

Da bismo naxli taqke ekvilibrijuma, potrebno je da reximo sistem jednaqina

(x3 + 1)(2x2 − x1) = 0

−(x3 + 1)(x1 + x2) = 0

−x33 = 0,

koji se svodi na ekvivalentan sistem

2x2 − x1 = 0

x1 + x2 = 0

x3 = 0.



Jedinstveno rexeǌe sistema je taqka X∗ = (0, 0, 0).
Ako poqetni sistem zapixemo kao X ′ = F (X), za F : R3 → R3, mo�emo izraqunati

dF (X) =

−x3 − 1 2x3 + 2 2x2 − x1
−x3 − 1 −x3 − 1 −x1 − x2

0 0 −3x23

 ,
a onda i

L = dF (X∗) =

−1 2 0
−1 −1 0
0 0 0

 .
Sopstvene vrednosti matrice L su λ1 = 0 i λ2,3 = −1±

√
2
2 i. Vidimo da ne mo�emo primeniti metodu sopstvenih

vrednosti.
Potra�imo funkciju ǈapunova u obliku V (x1, x2, x3) = ax21+bx

2
2+cx

2
3. Kako je ∇V (x1, x2, x3) = (2ax1, 2bx2, 2cx3),

raqunamo

(1) 〈∇V (x1, x2, x3), F (x1, x2, x3)〉 = 2(x3 + 1)(−ax21 + (2a− b)xy − by2)− 2cx43.

Posmatramo neku okolinu U od X∗, pa mo�emo smatrati da je x3 + 1 > 0 i odatle je jasno da izbor

a = 1, b = 2, c = 1

obezbe�uje da je izraz (1) negativan na skupu U \ {X∗}. Tako�e, jasno je da va�i V (X∗) = 0 i V (X) > 0, za
X ∈ U \ {X∗}. Odatle sledi da je V (x1, x2, x3) = x21 + 2x22 + x23 funkcija ǈapunova za poqetni sistem i da je
ekvilibrijum X∗ asimptotski stabilan.

5. Dokazati da je koordinatni poqetak stabilan, ali ne i asimptotski stabilan ekvilibrijum sistema

X ′ = AX, gde je A =

[
0 −1
1 0

]
. Ispitati stabilnost ekvilibrijuma X∗ = (0, 0) sistema:

X ′ = AX +

[
−x31 − x1x22
−x32 − x21x2

]
a) X ′ = AX +

[
x31 + x1x

2
2

x32 + x21x2

]
b) X ′ = AX +

[
−x1x2
x21

]
v)

Pokazati da je u sva tri sluqaja matrica dF (0) jednaka i da metod sopstvenih vrednosti ne daje odgovor.

Skica rexeǌa.

Koordinatni poqetak X∗ = (0, 0) je jedini ekvilibrijum datog sistema. Sopstvene vrednosti matrice A su

λ1,2 = ±i. Sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ1 = i je γ1 =

[
1
−i

]
, pa je opxte rexeǌe

sistema

X(t) = c1

[
cos t
sin t

]
+ c2

[
sin t
− cos t

]
=

[
cos t sin t
sin t − cos t

] [
c1
c2

]
, c1, c2 ∈ R.

Odavde sledi da je kretaǌe taqke X0 je dato sa

φt(X0) =

[
cos t sin t
sin t − cos t

] [
1 0
0 −1

]−1
X0 =

[
cos t − sin t
sin t cos t

]
X0.

Mo�e se izraqunati da je ||φt(X0)|| = ||X0||, daǉi zakǉuqci su isti kao u zadatku 1 pod v).

Uradimo ovaj zadatak nalaze�i funkciju ǈapunova. U sva tri primera �emo se poslu�iti funkcijom
V (x1, x2) = x21 + x22. Jasno je da va�i V (X∗) = 0 i V (X) > 0, za X 6= X∗. Oznaqavamo kao i do sada X ′ = F (X).

a) Poxto je

〈∇V (x1, x2), F (x1, x2)〉 = 〈(2x1, 2x2), (−x2 − x31 − x1x22, x1 − x32 − x21x2)〉 = −2x41 − 2x42 − 4x21x
2
2 = −2(x21 + x22)

2 < 0,

za (x1, x2) 6= X∗, sledi da je X∗ taqka asimptotski stabilnog ekvilibrijuma.



b) Poxto je

〈∇V (x1, x2), F (x1, x2)〉 = 〈(2x1, 2x2), (−x2 + x31 + x1x
2
2, x1 + x32 + x21x2)〉 = 2x41 + 2x42 + 4x21x

2
2 = 2(x21 + x22)

2 > 0,

za (x1, x2) 6= X∗, sledi da je X∗ taqka nestabilnog ekvilibrijuma.

v) Poxto je
〈∇V (x1, x2), F (x1, x2)〉 = 〈(2x1, 2x2), (−x2 − x1x2, x1 + x21)〉 = −2x21x2 + 2x21x2 = 0,

za svako (x1, x2), sledi da je X∗ taqka stabilnog, ali ne i asimptotski stabilnog ekvilibrijuma.

U sva tri sluqaja va�i dF (0) = A, qije su sopstvene vrednosti ±i. Poxto je Re(±i) = 0, odatle nixta ne
mo�emo da zakǉuqimo metodom sopstvenih vrednosti.

6. Ispitati stabilnost polo�aja ravnote�e X∗ = (0, 0) dinamiqkog sistema

x′1 = − sinx2

x′2 = x1.

Skica rexeǌa.

Oznaqimo F (x1, x2) = (− sinx2, x1). Neka je V (x1, x2) = x21+2−2 cosx2. Dokaza�emo da je ovo funkcija ǈapunova
za dati sistem. Najpre, va�i V (X∗) = 0. Mo�emo posmatrati dovoǉno malu okolinu X∗, na primer U =
{(x1, x2) ∈ R2 | x21 + x22 < (2π)2}, i va�i V (X) > 0 za X ∈ U \ {X∗}. Kako je ∇V (x1, x2) = (2x1, 2 sinx2), imamo

〈∇V (x1, x2), F (x1, x2)〉 = 2x1 · (− sinx2) + 2 sinx2 · x1 = 0.

Odavde sledi da je ekvilibrijum X∗ stabilan, ali ne i asimptotski stabilan.
Za ve�bu se uverite da metod sopstvenih vrednosti ne daje odgovor u ovom zadatku.


