
ZADACI IZ DIFERENCIJALNIH JEDNAQINA B – M smer

Osmi dvoqas

asistent: Duxan Drobǌak

1. Skicirati fazni portret dinamiqkog sistema X ′ = AX, ako je:

A =

[
2 0
0 2

]
a) A =

[
−1 0
0 −1

]
b) A =

[
3 1
−4 −1

]
v) A =

[
−3 1
−1 −1

]
g) A =

[
0 2
0 0

]
.d)

Skica rexeǌa.

a) Jedina stacionarna taqka je X∗ = (0, 0). Matrica A ima dvostruku sopstvenu vrednost λ = 2. Fazne
krive su poluprave sa krajem u koordinatnom poqetku. One izviru iz koordinatnog poqetka, jer je λ > 0.
Ekvilibrijum se zove nestabilna zvezda (ili nestabilni singularni qvor). Fazni potret je na slici
levo.

b) Jedina stacionarna taqka je X∗ = (0, 0). Matrica A ima dvostruku sopstvenu vrednost λ = −1. Fazne
krive su poluprave sa krajem u koordinatnom poqetku. One uviru u koordinatni poqetak, jer je λ < 0.
Ekvilibrijum se zove stabilna zvezda (ili stabilni singularni qvor). Fazni potret je skiciran na
slici desno.

v) Jedina stacionarna taqka je X∗ = (0, 0). Matrica A ima dvostruku sopstvenu vrednost λ = 1. Sopstveni

vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ = 1 je γ1 =

[
1
−2

]
, a kako je dimenzija sopstvenog potprostora

1, sledi da se matrica A mo�e svesti na matricu

J =

[
1 1
0 1

]
.

Potrebno je da na�emo drugi bazni vektor i mo�emo ga na�i rexavaǌem sistema (A−E)γ2 = γ1 (pogledati

tvr�eǌe 44 u skripti). Dobija se da je γ2 =

[
0
1

]
. Stoga je matrica transformacije

T =

[
1 0
−2 1

]
.

Ekvilibrijum se naziva nestabilan degenerisan qvor i prikazan je na slici ispod levo.

g) Jedina stacionarna taqka je X∗ = (0, 0). Matrica A ima dvostruku sopstvenu vrednost λ = −2. Sopstveni

vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ = 1 je γ1 =

[
1
1

]
, a kako je dimenzija sopstvenog potprostora

1, sledi da se matrica A mo�e svesti na matricu

J =

[
−2 1
0 −2

]
.

http://poincare.matf.bg.ac.rs/~jelenak//DJ/dj.pdf


Potrebno je da na�emo drugi bazni vektor i mo�emo ga na�i rexavaǌem sistema (A+2E)γ2 = γ1 (pogle-

dati tvr�eǌe 44 u skripti). Dobija se da je γ2 =

[
0
1

]
. Stoga je matrica transformacije

T =

[
1 0
1 1

]
.

Ekvilibrijum se naziva stabilan degenerisan qvor i prikazan je na slici ispod levo.

d) Ekvilibrijumi su taqke skupa {(x, 0) | x ∈ R}, odnosno sve taqke x ose. Dvostruka sopstvena vrednost
je λ = 0. Fazne trajektorije su prave x2 = c, za c 6= 0. U pitaǌu su neizolovani qvorovi i skica je
prikazana ispod u sredini.

Napomena: Pogledati i ovde, za opis i animacije.
Ispod su pitaǌa i zadaci na koja mo�ete da odgovorite da biste bili sigurni da ste shvatili gradivo.
Tako�e, neke od ovih qiǌenica mogu pomo�i pri skiciraǌu faznih portreta.

Pitaǌa i zadaci:

1. U prvom zadatku pod a) sa proxlog dvoqasa va�i da su qetiri trajektorije poluprave (dok su ostale
trajektorije krive, koje nisu delovi prave) koje le�e na dve prave. Odrediti te prave i prepoznajte ih
na skici faznog portreta. Pove�ite ih sa sopstvenim vektorima. Uradite ovo i u opxtem sluqaju.

2. U prvom zadatku pod b) sa proxlog dvoqasa va�i da samo dve trajektorije zavrxavaju u ekvilibrijumu.
To �e biti dve poluprave na istoj pravoj. Odrediti tu pravu i prepoznajte je na skici faznog portreta.
Pove�ite je sa sopstvenim vektorom negativne sopstvene vrednosti. Uradite ovo i u opxtem sluqaju.

3. Kako biste odredili smer trajektorija u prvom zadatku pod v) i g) sa prethodnog dvoqasa?

4. Kako biste odredili u koju stranu se uvijaju spirale u prvom zadatku sa prethodnog dvoqasa pod d)?

5. Xta se dexava ako je dvostruka sopstvena vrednost λ = 0 umesto λ = 2 u prvom zadatku sa ovog dvoqasa
pod a)?

6. U prvom zadatku sa ovog dvoqasa pod v) i g) va�i da su dve trajektorije poluprave (dok su ostale krive
koje nisu delovi prave) koje le�e na istoj pravoj. Odrediti tu pravu i prepoznajte je na skici faznog
portreta. Pove�ite je sa vektorom γ1. Uradite ovo u opxtem sluqaju.

7. Kako biste odredili smer trajektorija u prvom zadatku sa ovog dvoqasa pod v) i g)?

8. Xta se dexava na pravoj x2 = 0 u prvom zadatku sa ovog dvoqasa pod d)?

9. Uradite zadatak 45 na strani 24 u skripti.
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