
ZADACI IZ DIFERENCIJALNIH JEDNAQINA B – M smer

Dvanaesti dvoqas

asistenti: Duxan Drobǌak

1. Neka su m,n, k ∈ R \ {0}. Rexiti parcijalnu diferencijalnu jednaqinu

(mz − ny)∂u
∂x

+ (nx− kz)∂u
∂y

+ (ky −mx)∂u
∂z

= 0.

Skica rexeǌa.

Ovoj homogenoj linearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jednaqini odgovara sistem u simetriqnom obliku

dx

mz − ny
=

dy

nx− kz
=

dz

ky −mx
.

Potra�imo linearnu kombinaciju u obliku

adx+ bdy

a(mz − ny) + b(nx− kz)
=

dz

ky −mx
.

Vidimo da izbor a = k
n i b = m

n izjednaqava imenioce i odatle dobijamo kdx+mdy = −ndz. Prvi integral je
onda ψ1(x, y, z) = kx+my + nz. Za drugi integral potra�imo linearnu kombinaciju u obliku

axdx+ bydy

ax(mz − ny) + by(nx− kz)
=

zdz

z(ky −mx)
.

Vidimo da izbor a = b = −1 izjednaqava imenioce i odatle dobijamo −xdx − ydy = zdz. Drugi integral je
onda ψ2(x, y, z) = x2 + y2 + z2. Izaberimo, recimo, x za nezavisnu promenǉivu i tada je mz − ny 6= 0. Ovi
integrali su nezavisni, jer je

D(ψ1, ψ2)

D(y, z)
=

∣∣∣∣∣∂ψ1

∂y
∂ψ1

∂z
∂ψ2

∂y
∂ψ2

∂z

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣m n
2y 2z

∣∣∣∣ = 2(mz − ny) 6= 0.

Opxte rexeǌe je onda dato sa u = ϕ(kx+my + nz, x2 + y2 + z2), za proizvoǉnu ϕ ∈ C1(R2).

2. Rexiti Koxijev problem

x(z2 − y2)∂u
∂x

+ y(x2 + z2)
∂u

∂y
− z(x2 + y2)

∂u

∂z
, u|x=1 = u(1, y, z) = (y + z)2.

Skica rexeǌa.

Ovoj homogenoj linearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jednaqini odgovara sistem u simetriqnom obliku

dx

x(z2 − y2)
=

dy

y(x2 + z2)
=

dz

−z(x2 + y2)
.

Ovo je sistem koji smo imali u zadatku na proxlom dvoqasu, a nezavisni integrali koje smo tada naxli
su ψ1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 i ψ2(x, y, z) = yz

x . U ravni x = 1 ovi integrali imaju vrednosti ψ1(1, y, z) = yz i
ψ2(1, y, z) = 1 + y2 + z2. Nalazimo vezu izme�u ǌih i funkcije u(1, y, z):

u(1, y, z) = (y + z)2 = y2 + z2 + 2yz = (1 + y2 + z2) + 2(yz)− 1 = ψ1(1, y, z) + 2ψ2(1, y, z)− 1.

Odatle sledi da je Koxijevo rexeǌe dato sa

u(x, y, z) = ψ1(x, y, z) + 2ψ2(x, y, z)− 1 = x2 + y2 + z2 +
2yz

x
− 1.



3. Rexiti Koxijev problem

x2
∂z

∂x
+ y2

∂z

∂y
+ z2 = 0, z = 1, xy = x+ y.

Skica rexeǌa.

Ovoj kvazilinearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jednaqini pridru�ujemo homogenu linearnu PDJ

x2
∂u

∂x
+ y2

∂u

∂y
− z2 ∂u

∂z
= 0

po nepoznatoj funkciji u(x, y, z). ǋoj odgovara sistem u simetriqnom obliku

dx

x2
=
dy

y2
=

dz

−z2
.

Iz jednakosti dx
x2 = dy

y2 nalazimo prvi integral ψ1(x, y, z) = 1
x −

1
y , a iz jednakosti dx

x2 = dz
−z2 nalazimo drugi

integral ψ2(x, y, z) =
1
x + 1

z . Ta dva integrala su nezavisna (proveriti), pa je opxte rexeǌe dato sa

ϕ

(
1

x
− 1

y
,
1

x
+

1

z

)
= 0, za ϕ ∈ C1(R2).

Koxijevo rexeǌe �emo na�i tako xto dovedemo u vezu ψ1(x, y, 1) =
1
x−

1
y , ψ2(x, y, 1) =

1
x+1, pri uslovu xy = x+y.

Iz ovog uslova dobijamo y = x
x−1 , pa se integrali svode na

ψ1

(
x,

x

x− 1
, 1

)
=

1

x
− x− 1

x
=

2

x
− 1 i ψ2

(
x,

x

x− 1

)
= 1 +

1

x
.

Odavde nalazimo vezu

2ψ2

(
x,

x

x− 1

)
− 2 =

2

x
= ψ1

(
x,

x

x− 1
, 1

)
+ 1.

Sledi da je Koxijevo rexeǌe

2ψ2(x, y, z)− ψ1(x, y, z)− 3 = 0, tj.
1

x
+

1

y
+

2

z
= 3.

Ovde mo�emo qak i eksplicitno izraziti (xto nije uvek sluqaj):

z =
2

3−
(

1
x + 1

y

) .
4. Rexiti Koxijev problem

x(x2 + 3y2)
∂z

∂x
+ y(3x2 + y2)

∂z

∂y
= 2z(x2 + y2), xy = z, x2 − y2 = z2.

Skica rexeǌa.

Ovoj kvazilinearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jednaqini pridru�ujemo homogenu linearnu PDJ

x(x2 + 3y2)
∂u

∂x
+ y(3x2 + y2)

∂u

∂y
+ 2z(x2 + y2)

∂u

∂z
= 0

po nepoznatoj funkciji u(x, y, z). ǋoj odgovara sistem u simetriqnom obliku

dx

x(x2 + 3y2)
=

dy

y(3x2 + y2)
=

dz

2z(x2 + y2)
.



Potra�imo linearnu kombinaciju u obliku

a
xdx+ b

ydy

a(x2 + 3y2) + b(3x2 + y2)
=

1
zdz

2(x2 + y2)
.

Vidimo da izbor a = b = 1
2 izjednaqava imenioce i dobijamo dx

2x + dy
2y = dz

z . Odatle dobijamo prvi integral
ψ1(x, y, z) =

xy
z2 . Za drugi integral posmatrajmo linearnu kombinaciju

axdx− bydy
ax2(x2 + 3y2)− by2(3x2 + y2)

=
dz
z

2(x2 + y2)
.

Uzmimo a = b = 2 i onda svodimo

dz
z

2(x2 + y2)
=

2xdx− 2ydy

2x4 − 2y4
=

2xdx− 2ydy

2(x2 − y2)(x2 + y2)
.

Odatle sledi da je
dz

z
=

2xdx− 2ydy

x2 − y2
= d

(
ln |x2 − y2|

)
.

Drugi integral je tada ψ2(x, y, z) = x2−y2
z . Integrali su nezavisni (proveriti). Za Koxijevo rexeǌe je

potrebno da pove�emo vrednosti prvih integrala na krivoj C koja se dobija u preseku povrxi xy = z i
x2 − y2 = z2. Izrazi�emo oba integrala po z:

ψ1

∣∣
C
=
xy

z2
=

z

z2
=

1

z
, ψ2

∣∣
C
=
x2 − y2

z
=
z2

z
= z.

Sledi da je ψ1|C · ψ2|C − 1 = 0. Koxijevo rexeǌe je dato sa

ψ1(x, y, z)ψ2(x, y, z) = 1, tj.
xy(x2 − y2)

z3
= 1.


