
ZADACI IZ DIFERENCIJALNIH JEDNAQINA B – M smer

Jedanaesti dvoqas

asistent: Duxan Drobǌak

1. Rexiti sisteme u simetriqnom obliku:

a) dx
x+y2+z2 = dy

y = dz
z ;

b) dx
y−u = dy

z−x = dz
u−y = du

x−z ;

v) dx
4y−3z = dy

4x−2z = dz
2y−3x ;

g) dx
x−y2−z2 = dy

2xy = dz
2xz .

Skica rexeǌa.

a) Uzmimo z za nezavisnu promenǉivu i z 6= 0. Jednakost dy
y = dz

z mo�emo da integralimo i dobijamo
ln |y| = ln |z| + c1, za c1 ∈ R. Standardnim postupkom dobijamo y = cz, za c ∈ R. Prvi integral je
ψ1(x, y, z) =

y
z . Iz jednakosti dx

x+y2+z2 = dz
z dobijamo diferencijalnu jednaqinu (po z):

x′ =
x

z
+
y2 + z2

z
=

1

z
· x− (c2 + 1)z.

To je linearna jednaqina i ǌeno rexeǌe je x(z) = c2z + (1 + c2)y2 = c2z + y2 + z2, pa je drugi integral
ψ2(x, y, z) =

x−y2−z2
z . Integrali su nezavisni, jer je

D(ψ1, ψ2)

D(x, y)
=

∣∣∣∣∣∂ψ1

∂x
∂ψ1

∂y
∂ψ2

∂x
∂ψ2

∂y

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣0 1

z
1
z − 2y

z

∣∣∣∣ = − 1

z2
6= 0,

pa je opxte rexeǌe ψ1 = c1, ψ2 = c2, za c1, c2 ∈ R.

b) Iz jednakosti dx
y−u = dz

u−y = −dz
y−u dobijamo dx = −dz, a odatle nalazimo prvi integral ψ1(x, y, z, u) = x+ z.

Iz jednakosti dy
z−x = du

x−z = −du
z−x dobijamo dy = −du, odnosno dobijamo drugi integral ψ2(x, y, z, u) = y + u.

Potreban nam je jox jedan integral jednaqine. Iz zadatka direktno imamo da je dx−dz
2(y−u) = dy−du

2(z−x) , tj.
d(x−z)
y−u = d(y−u)

z−x i konaqno (z−x)d(z−x) = −(y−u)d(y−u). Integraǉeǌem dobijamo ψ3(x, y, z, u) = (z−x)2+
(y − u)2.
Izaberimo x za nezavisnu promenǉivu i tada imamo da je y 6= u. Ova tri integrala su nezavisna, jer je

D(ψ1, ψ2, ψ3)

D(y, z, u)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂ψ1

∂y
∂ψ1

∂z
∂ψ1

∂u
∂ψ2

∂y
∂ψ2

∂z
∂ψ2

∂u
∂ψ3

∂y
∂ψ3

∂z
∂ψ3

∂u

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

0 1 0
1 0 1

2(y − u) 2(z − x) 2(u− y)

∣∣∣∣∣∣ = 4(y − u) 6= 0,

pa je opxte rexeǌe ψi = ci, ci ∈ R, za i ∈ {1, 2, 3}.

v) Potra�imo linearnu kombinaciju 4y − 3z i 4x − 2z koja bi nam odgovarala. Imamo da va�i
adx+bdy

a(4y−3z)+b(4x−2z) = dz
2y−3x . �elimo da imenilac a(4y − 3z) + b(4x − 2z) = x(4b) + y(4a) + z(−3a − 2b) bude

samerǉiv sa 2y − 3x. Zato �emo da biramo koeficijente a i b tako da va�i −3a − 2b = 0 i 4b
4a = −3

2 .
Uzimamo a = 2 i b = −3. Tada je 2dx−3dy

−12x+8y = dz
2y−3x , odakle sledi 2dx − 3dy = 4dz. Prvi integral je

ψ1(x, y, z) = 2x− 3y − 4z.

Na sliqan naqin potra�imo i drugi integral, samo �emo imenioce praviti da budu drugog stepena.
Tra�imo a i b tako da se imenilac axdx+bydy

ax(4y−3z)+by(4x−2z) sla�e sa imeniocem zdz
z(2y−3x) . Vidimo da je izbor



a = 1 i b = −1 odgovaraju�i i imamo xdx − ydy = zdz, odakle je drugi integral ψ2(x, y, z) = x2 − y2 − z2.
Ako izaberemo x za nezavisnu promenǉivu, imamo 4y − 3z 6= 0, a onda nezavisnost integrala sledi iz

D(ψ1, ψ2)

D(y, z)
=

∣∣∣∣∣∂ψ1

∂y
∂ψ1

∂z
∂ψ2

∂y
∂ψ2

∂z

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ −3 −4
−2y −2z

∣∣∣∣ = 2(3z − 4y) 6= 0.

Opxte rexeǌe sistema je ψ1 = c1, ψ2 = c2, za c1, c2 ∈ R.

g) Iz jednakosti dy
2xy = dz

2xz zakǉuqujemo dy
y = dz

z , a odatle nalazimo prvi integral ψ1(x, y, z) =
z
y = c1, c1 ∈ R.

Iz jednakosti dz
2xz = dx

x2−y2−z2 = dx
x2−z2(1+c21)

dobijamo diferencijalnu jednaqinu (po z):

x′ − 1

2z
· x =

z(1 + c21)

2
· 1
x
.

Ovo je Bernulijeva jednaqina i posle smene x2 = u se svodi na linearnu jednaqunu:

u′ − 1

z
· u = −z(1 + c21).

ǋeno rexeǌe je u = cz − z2(1 + c21), pa je rexeǌe Bernulijeve jednaqine implicitno zadato sa

x2 = cz − z2(1 + c21) = cz − z2 − y2.

Drugi integral je onda ψ2(x, y, z) =
x2+y2+z2

z .

Izaberimo z za nezavisnu promenǉivu i tada je 2xz 6= 0. Nezavisnost integrala sledi iz

D(ψ1, ψ2)

D(x, y)
=

∣∣∣∣∣∂ψ1

∂x
∂ψ1

∂y
∂ψ2

∂x
∂ψ2

∂y

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 0 1

z
2x
z

2y
z

∣∣∣∣ = −2x

z2
6= 0.

Opxte rexeǌe sistema je ψ1 = c1, ψ2 = c2, za c1, c2 ∈ R.

2. Rexiti sistem diferencijalnih jednaqina svode�i ga na sistem u simetriqnom obliku:

y′ =
y(x2 + z2)

x(z2 − y2)
, z′ =

z(x2 + y2)

x(y2 − z2)
.

Skica rexeǌa.

Sistem iz zadatka je ekvivalentan sistemu u simetriqnom obliku

dx

x(z2 − y2)
=

dy

y(x2 + z2)
=

dz

−z(x2 + y2)
.

Za proizvoǉne a i b imamo da va�i axdx+bydy
ax2(z2−y2)+by2(x2+z2) = zdz

−z2(x2+y2) . Za a = b = −1 va�i da se imenioci
poklapaju, pa zakǉuqujemo da je −xdx− ydy = zdz, a odatle je prvi integral ψ1(x, y, z) = x2 + y2 + z2. Tako�e,

mo�emo napraviti i linearnu kombinaciju
a
xdx+

b
y dy

a(z2−y2)+b(x2+z2) =
1
z dz

−(x2+y2) . Za izbor a = 1 i b = −1 va�i da su

imenioci jednaki, pa je dx
x −

dy
y = dz

z . Integracijom dobijamo ln |x| − ln |y| − ln |z| = c, c ∈ R, a odatle i drugi
integral ψ2(x, y, z) =

yz
x . Ako izaberemo x za nezavisnu promenǉivu, imamo x(y2 − z2) 6= 0, a onda nezavisnost

integrala sledi iz
D(ψ1, ψ2)

D(y, z)
=

∣∣∣∣∣∂ψ1

∂y
∂ψ1

∂z
∂ψ2

∂y
∂ψ2

∂z

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣2y 2z
z
x

y
x

∣∣∣∣ = 2(y2 − z2)
x

6= 0.

Opxte rexeǌe sistema je ψ1 = c1, ψ2 = c2, za c1, c2 ∈ R.


