
ZADACI IZ DIFERENCIJALNIH JEDNAQINA B – M smer

Deseti dvoqas

asistent: Duxan Drobǌak

1. Odrediti broj rexeǌa graniqnog problema:

a) y′′ + y = 0, y(0) = y(π/2) = 1;

b) y′′ + y = 0, y(0) = y(π) = 1;

v) y′′ + y = 0, y(0) = y(2π) = 1.

Skica rexeǌa.

Opxte rexeǌe jednaqine u sva tri sluqaja je

y(x) = c1 cosx+ c2 sinx, za c1, c2 ∈ R.

a) Uslovi nedvosmisleno zadaju c1 = c2 = 1, tako da imamo jedinstveno rexeǌe graniqnog problema.

b) Prvi uslov daje c1 = 1, a drugi c1 = −1, xto nije mogu�e. Dakle, u ovom sluqaju nemamo rexeǌe
graniqnog problema.

v) Oba uslova daju isto, c1 = 1. Druga konstanta mo�e biti proizvoǉna, tako da u ovom sluqaju ima
beskonaqno mnogo rexeǌa.

2. Rexiti graniqni problem y′′ = x2, y(0) = 0, y(1) = 0.

Skica rexeǌa. Mo�emo da integralimo jednaqinu dva puta i dobijamo opxte rexeǌe jednaqine

y(x) =
x4

12
+ c1x+ c2.

Uslovi y(0) = 0 i y(1) = 0 nam daju redom c2 = 0 i 1
12 + c1 + c2 = 0. Odatle je jasno da graniqni problem ima

jedinstveno rexeǌe y(x) = x4−x
12 .

Uradimo sada zadatak i nalaze�i Grinovu funkciju. Funkciju y1 tra�imo kao rexeǌe jednaqine y′′ = 0 sa
poqetnim uslovom y1(0) = 0, y′1(0) = −1. Jedinstveno rexeǌe ovog Koxijevog problema je y1(x) = −x. Funkciju
y2 tra�imo kao rexeǌe jednaqine y′′ = 0 sa poqetnim uslovom y2(1) = 0, y′2(1) = −1. Jedinstveno rexeǌe ovog
Koxijevog problema je y2(x) = −x+ 1. Vronskijan je jednak

W (y1, y2)(t) =

∣∣∣∣y1(t) y2(t)
y′1(t) y′2(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−t −t+ 1
−1 −1

∣∣∣∣ = t+ (−t+ 1) = 1.

Grinova funkcija je

G(x, t) =

{
(−t)(−x+1)

1 , 0 ≤ t ≤ x ≤ 1,
(−x)(−t+1)

1 , 0 ≤ x ≤ t ≤ 1.
=

{
xt− t, 0 ≤ t ≤ x ≤ 1,

xt− x, 0 ≤ x ≤ t ≤ 1.

Rexeǌe zadatka je onda

y(x) =

1∫
0

G(x, t)f(t)dt =

x∫
0

t(x− 1)t2dt+

1∫
x

x(t− 1)t2dt =
x4 − x
12

.

3. Odrediti Grinovu funkciju za graniqni problem y′′ + y = f(x), y(0) = 0, y′(1) = 0.



Skica rexeǌa.

Homogena jednaqina y′′ + y = 0 ima opxte rexeǌe y(x) = c1 cosx + c2 sinx, c1, c2 ∈ R. Funkciju y1 tra�imo kao
rexeǌe jednaqine y′′ + y = 0 sa poqetnim uslovom y1(0) = 0, y′1(0) = −1. Jedinstveno rexeǌe ovog Koxijevog
problema je y1(x) = − sinx. Funkciju y2 tra�imo kao rexeǌe jednaqine y′′ + y = 0 sa poqetnim uslovom
y2(1) = −1, y′2(1) = 0. Jedinstveno rexeǌe ovog Koxijevog problema je y2(x) = cos(x− 1). Vronskijan je jednak

W (y1, y2)(t) =

∣∣∣∣y1(t) y2(t)
y′1(t) y′2(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣− sin t cos(t− 1)
− cos t − sin(t− 1)

∣∣∣∣ = sin t sin(t− 1) + cos t cos(t− 1) = cos 1.

Grinova funkcija je

G(x, t) =

{
− sin t cos(x−1)

cos 1 , 0 ≤ t ≤ x ≤ 1,

− sin x cos(t−1)
cos 1 , 0 ≤ x ≤ t ≤ 1.

4. Rexiti graniqni problem y′′ = x2, y(0) = 0, y(1) + y′(1) = 2.

Skica rexeǌa.

Funkcija y0(x) = x zadovoǉava graniqne uslove y0(0) = 0 i y0(1)+y′0(1) = 2, tako da uvodimo smenu z(x) = y(x)−x.
Graniqni uslovi se svode na homogene z(0) = 0 i z(1)+z′(1) = 0. Jednaqina se svodi na z′′ = x2. Daǉe rexavamo
graniqni problem sa homogenim graniqnim uslovima.
Funkciju z1 tra�imo kao rexeǌe jednaqine z′′ = 0 sa poqetnim uslovom z1(0) = 0, z′1(0) = −1. Jedinstveno
rexeǌe ovog Koxijevog problema je z1(x) = −x. Funkciju z2 tra�imo kao rexeǌe jednaqine z′′ = 0 sa poqetnim
uslovom z2(1) = 1, z′2(1) = −1. Jedinstveno rexeǌe ovog Koxijevog problema je z2(x) = −x + 2. Vronskijan je
jednak

W (z1, z2)(t) =

∣∣∣∣z1(t) z2(t)
z′1(t) z′2(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣−t −t+ 2
−1 −1

∣∣∣∣ = t+ (−t+ 2) = 2.

Grinova funkcija je

G(x, t) =

{
t(x−2)

2 , 0 ≤ t ≤ x ≤ 1,
x(t−2)

2 , 0 ≤ x ≤ t ≤ 1.

Rexeǌe zadatka je onda

y(x) = z(x) + x =

1∫
0

G(x, t)f(t)dt+ x =

x∫
0

t(x− 2)

2
dt+

1∫
x

x(t− 2)

2
dt+ x =

x4

12
− 5x

24
+ x =

2x4 + 19x

24
.


