
Linearna algebra i analitiqka geometrija
–zadaci za ve�be–

Linearna algebra
1 Sistemi linearnih jednaqina

1.1. Rexiti sisteme:

a) 2x+ 3y = 1, b) 2x+ 4y = 10, v) 4x− 2y = 5,

5x+ 7y = 3. 3x+ 6y = 15. −6x+ 3y = 1.

1.2. Rexiti sisteme:

a) 2x+ y − 3z = 5, b) 2x+ 3y − 2z = 5, v) x+ 2y + 3z = 3,

3x− 2y + 2z = 5, x− 2y + 3z = 2, 2x+ 3y + 8z = 4,

5x− 3y − z = 16. 4x− y + 4z = 1. 3x+ 2y + 17z = 1.

1.3. Rexiti sisteme:

a) x+ 2y + 2z = 2, b) x+ 5y + 4z − 13w = 3,

3x− 2y − z = 5, 3x− y + 2z + 5w = 2,

2x− 5y + 3z = −4, 2x+ 2y + 3z − 4w = 1,

x+ 4y + 6z = 0.

1.4. Rexiti sisteme:

a) x+ 2y − 3z + 2w = 2, b) x− y − 2z + 2w = −1,
2x+ 5y − 8z + 6w = 5, 2x+ 2y − 2z − w = 2,

x− y + 3z − 4w = −1, 3x− 5y + 4z + 3w = −5,
4x+ 9y − 10z + 10w = 9. x+ 5y − 6z − 2w = 5.

1.5. Odrediti α ∈ R tako da sistem

x+ y + αz = 2,

3x+ 4y + 2z = α,

2x+ 3y − z = 1,

a) ima jedinstveno rexeǌe; b) nema rexeǌa; v) ima beskonaqno rexeǌa.

1.6. U zavisnosti od realnog parametra α, rexiti sistem

x − 3z = −3,
2x+ αy − z = −2,
x+ 2y + αz = 1.

2 Vektori

2.1. Odrediti α, β ∈ R tako da va�i α~a = β~b, gde su ~a = (2, β) i ~b = (1,−2).

2.2. Dati su vektori ~a = (2,−1, 0,−3), ~b = (1,−1,−1, 3) i ~c = (1, 3,−2, 2). Odrediti vektor
~d = 5~a− 3~b− 4~c, skalarne proizvode ~a ·~b, ~a · ~c i ~b · ~c, norme ‖~a‖ i ‖~b‖, kao i d(~a,~b).

2.3. Odrediti α ∈ R tako da je d(~a,~b) = 6, gde su ~a = (2, α, 1,−4) i ~b = (3,−1, 6,−3).

2.4. Odrediti ∠(~a,~b), gde su ~a = (2, 6,−2, 6) i ~b = (−2, 4, 2, 4).

2.5. Za koje α ∈ R su vektori ~a = (2, 3α,−4, 1, 5) i ~b = (6,−1, 3, 7, 2α) ortogonalni?



2.6. Ispitati da li je vektor ~d = (1,−2, 5) linearna kombinacija vektora ~a = (1,−3, 2), ~b = (2,−4,−1)
i ~c = (1,−5, 7). Proveriti isto za vektor ~e = (1,−1,−3).

2.7. Ispitati da li su vektori:
a) ~a = (1, 4,−2, 3), ~b = (1, 6,−1, 4) i ~c = (3, 8,−8, 7);
b) ~a = (1, 1, 1, 1), ~b = (1, 0, 0, 1) i ~c = (1, 1, 0, 0),
linearno zavisni.

2.8. Odrediti vektor ~b normalan na vektor ~a = (5, 3).

2.9. Odrediti vektor ~c normalan na vektore ~a = (1, 3, 4) i ~b = (2, 6,−5).

2.10. Odrediti vektor ~c normalan na vektore ~a = (1, 2, 3, 4) i ~b = (1,−1, 2, 4).

3 Matrice

3.1. Date su matrice A =

[
1 −2 3
4 5 −6

]
i B =

[
3 0 2
−7 1 8

]
. Odrediti A+B, 2A− 3B i AT .

3.2. Odrediti x, y, z, t ∈ R tako da 3

[
x y
z t

]
=

[
x 6
−1 2t

]
+

[
4 x+ y

z + t 3

]
.

3.3. Date su matrice A =

[
1 2
3 −1

]
, B =

[
5 0
−6 7

]
i C =

[
1 −3 4
2 6 −5

]
.

Izraqunati AB, BA, A(BC) i (AB)C.

3.4. Odrediti skup svih matrica koje komutiraju sa matricom A =

[
2 1
2 2

]
.

3.5. Rexiti matriqnu jednaqinu XA = B, gde su A =

[
5 2
10 4

]
i B =

[
−10 −4
−30 −12

]
.

3.6. Odrediti k ∈ R takvo da matrica A =

[
5 2
0 k

]
ponixtava polinom f(x) = x2 − 25.

3.7. Izraqunati (A+B)2, gde su A =

[
1 −1
2 −1

]
i B =

[
1 1
4 −1

]
.

3.8. Ako su A =

[
1 −1
2 −1

]
, B =

[
1 1
4 −1

]
i C =

[
1 2
3 4

]
, izraqunati A2 − C2 +AB −AC + CA+ CB.

3.9. Neka je A =

[
a b
c d

]
, gde a, b, c, d ∈ R. Odrediti kada je A invertibilna i na�i joj inverz.

3.10. Dokazati:
a) Ako su A i B invertibilne, onda je i AB invertibilna i va�i (AB)−1 = B−1A−1.
b) Ako je A invertibilna, onda je i AT invertibilna i va�i (AT )−1 = (A−1)T .

3.11. Elementarnim transformacijama vrsta odrediti inverz matrice:

a) A =

1 3 −2
2 8 −3
1 7 1

; b) B =

1 3 −4
1 5 −1
3 13 −6

; v) D =

a 0 0
0 b 0
0 0 c

.
3.12. Rexiti sistem koriste�i proxirenu matricu:

x+ 2y − z = 3

x+ 3y + z = 5

3x+ 8y + 4z = 17



4 Vektorski prostori

4.1. Dokazati da je W = {(a, b, c) ∈ R3 | a+ b+ c = 0} vektorski potprostor od R3.

4.2. Neka je V =Mn(K). Dokazati da je W ≤ V , ako je:
a) W = {A ∈ V | AT = A}.
b) W = {A ∈ V | AT = TA}, gde je T ∈ V data matrica.

Primer: V =M2(R), T =

[
3 −2
4 3

]
.

4.3. Neka je V =M2(R). Ispitati da li je skup

a) W = {
[
a b
c d

]
∈ V | a, b, c, d ∈ R, a = 0}; b) W = {

[
a b
c d

]
∈ V | a, b, c, d ∈ R, a+ b = 1},

zatvoren za sabiraǌe i mno�eǌe skalarom.

4.4. Neka je V = RR i W = {f ∈ V | f(−x) = f(x), ∀x ∈ R}. Dokazati da je W ≤ V .

4.5. Ispitati da li je W ≤ R3, ako je:
a) W = {(a, b, c) ∈ R3 | a = 2b}; b) W = {(a, b, c) ∈ R3 | a ≤ b ≤ c};
v) W = {(a, b, c) ∈ R3 | a · b = 0}; g) W = {(a, b, c) ∈ R3 | a = b = c};
d) W = {(a, b, c) ∈ R3 | a = b2}.

4.6. Neka je V = R3[x]. Dokazati da su U = {p ∈ V | p(0) + p(1) = 0} i W = {p ∈ V | p(1) = p′(1) = 0}
vektorski potprostori od V i odrediti U ∩W .

4.7. Izraziti polinom p = t2 + 4t− 3 kao linearnu kombinaciju polinoma p1 = t2 − 2t+ 5,
p2 = 2t2 − 3t i p3 = t+ 3.

4.8. Ispitati da li su slede�i vektori linearno nezavisni:
a) u = (1,−2, 1), v = (2, 1,−1) i w = (7,−4, 1);
b) u = (1, 3,−1, 4), v = (3, 8,−5, 7) i w = (2, 9, 4, 23).

4.9. Ispitati da li su matrice A =

[
1 1
1 1

]
, B =

[
1 0
0 1

]
i C =

[
1 1
0 0

]
linearno nezavisne.

4.10. Neka je V = R3[t]. Ispitati linearnu nezavisnost polinoma u = t3 − 4t2 + 2t+ 3,
v = t3 + 2t2 + 4t− 1 i w = 2t3 − t2 − 3t+ 5.

4.11. Neka je V = RR. Dokazati da su funkcije f(t) = sin t, g(t) = cos t i h(t) = t linearno nezavisne.

4.12. Neka su u, v i w linearno nezavisni vektori. Dokazati da su tada i u + v, u − v i u − 2v + w
linearno nezavisni.

4.13. Da li vektori u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, 2, 3) i u3 = (2,−1, 1) qine bazu vektorskog prostora R3?

4.14. Neka je W ≤ R5 generisan vektorima u1 = (1,−2, 1, 3,−1), u2 = (−2, 4,−2,−6, 2), u3 = (1,−3, 1, 2, 1)
i u4 = (3,−7, 3, 8,−1). Odrediti bar jednu bazu za W kao i ǌegovu dimenziju.

4.15. Neka je W ≤ R5 generisan vektorima u1 = (1, 1, 1, 2, 3), u2 = (1, 2,−1,−2, 1), u3 = (3, 5,−1,−2, 5) i
u4 = (1, 2,−1,−1, 4). Na�i podskup skupa vektora {u1, u2, u3, u4} koji formira bazu za W .

4.16. Neka je V =M2(R). Na�i bazu i dimenziju potprostora W koji je generisan vektorima

A =

[
1 −5
−4 2

]
, B =

[
1 1
−1 5

]
, C =

[
2 −4
−5 7

]
i D =

[
1 −7
−5 1

]
.

4.17. Na�i bazu i dimenziju potprostora W vektorskog prostora R3[t] generisanog polinomima

u = t3 + 2t2 − 2t+ 1, v = t3 + 3t2 − t+ 4, w = 2t3 + t2 − 7t− 7.

4.18. Neka je W vektorski potprostor svih simetriqnih matrica u M2(R). Dokazati da je dimW = 3.

4.19. Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R4 dati sa U = {(a, b, c, d) ∈ R4 | b− 2c+ d = 0}
i W = {(a, b, c, d) ∈ R4 | a = d, b = 2c}. Na�i bar po jednu bazu za U i W , kao i za U ∩W .



4.20. Neka su U,W ≤ V . Dokazati da je tada U ∩W ≤ V i U +W ≤ V .

4.21. Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R3 dati sa U = {(a, b, c) ∈ R3 | a = b = c} i
W = {(a, b, c) ∈ R3 | a = 0}. Pokazati da je R3 = U ⊕W .

4.22. Dati su potprostori U1, U2 i U3 vektorskog prostora R3 sa U1 = {(a, b, c) ∈ R3 | a + b + c = 0},
U2 = {(a, b, c) ∈ R3 | a = c} i U3 = {(a, b, c) ∈ R3 | a = 0, b = 0}. Dokazati da je:
a) R3 = U1 + U2;
b) R3 = U1 + U3;
v) R3 = U2 + U3.
Kada je suma direktna?

4.23. Neka je U ≤ R5 generisan vektorima e1 = (1, 3,−3,−1,−4), e2 = (1, 4,−1,−2,−2) i e3 = (2, 9, 0,−5,−2),
a W ≤ R5 generisan sa f1 = (1, 6, 2,−2, 3), f2 = (2, 8,−1,−6,−5) i f3 = (1, 3,−1,−5,−6). Na�i:
a) dim(U +W ); b) dim(U ∩W ).

4.24. Neka je U ≤ R4 generisan vektorima e1 = (1, 1, 0,−1), e2 = (1, 2, 3, 0) i e3 = (2, 3, 3,−1), a W ≤ R4

generisan sa f1 = (1, 2, 2,−2), f2 = (2, 3, 2,−3) i f3 = (1, 3, 4,−3). Na�i bar jednu bazu za U , W ,
U +W i U ∩W .

4.25. Neka je V =Mn(K).
a) Pokazati da je V = U ⊕W , gde je U potprostor simetriqnih matrica (AT = A) i W potpros-
tor antisimetriqnih matrica (AT = −A).
b) Pokazati da V 6= U ⊕W , gde je U potprostor gorǌe trougaonih matrica i W potprostor
doǌetrougaonih matrica.

4.26. Neka su U i W razliqiti sedmodimenzioni potprostori vektorskog prostora V dimenzije 9.
Odrediti mogu�e vrednosti za dim(U+W ) i dim(U∩W ). Navesti primer za svaku od vrednosti.

4.27. Na�i rang matrice A =


1 3 −2 5 4
1 4 1 3 5
1 4 2 4 3
2 7 −3 6 13

.
5 Linearna preslikavaǌa

5.1. Neka je F : R3 → R3 projekcija na Oxy ravan, tj. F (x, y, z) = (x, y, 0). Dokazati da je F linearno
preslikavaǌe.

5.2. Neka je F : R2 → R2 translacija za vektor (1, 2), tj. F (x, y) = (x+ 1, y + 2). Dokazati da F nije
linearno preslikavaǌe.

5.3. Neka je V = Mn(K) i neka je M fiksirana nenula matrica. Data su preslikavaǌa Ti : V → V
sa T1(A) =MA, T2(A) =MA−AM, T3(A) =M +A. Koja preslikavaǌa su linearna?

5.4. Neka je T : R2 → R3 linearno preslikavaǌe takvo da T (1, 2) = (3,−1, 5) i T (0, 1) = (2, 1,−1).
Na�i formulu za T , tj. T (a, b).

5.5. Neka je G : R3 → R2 dato sa G(x, y, z) = (x+ y, y + z).
a) Dokazati da je G linearno;
b) Na�i bazu i dimenziju za ImG;
v) Na�i bazu i dimenziju za KerG.

5.6. Matrica A =

1 2 0 1
2 −1 2 −1
1 −3 2 −2

 ∈ M3×4(R) definixe preslikavaǌe F : R4 → R3 sa F (v) = A · v.

Na�i bazu i dimenziju za ImF i KerF .

5.7. Neka su F : R3 → R2, G : R3 → R2 i H : R2 → R2 preslikavaǌa data sa F (x, y, z) = (y, x + z),
G(x, y, z) = (2z, x− y) i H(x, y) = (y, 2x). Na�i formule za F +G, 3F − 2G, H ◦ F , H ◦ F , F ◦H i
G ◦H.

5.8. Dokazati da za sve linearne operatore L na vektorskom prostoru V va�i

KerL ∩ ImL = {0} ⇐⇒ KerL2 = KerL.



5.9. Neka je A : V → V linearni operator takav da je V = KerA⊕ ImA.
Dokazati da je V = KerA2 ⊕ ImA2.

5.10. Data su preslikavaǌa F,G,H : R3 → R data sa F (x, y, z) = x+y+z, G(x, y, z) = y+z i H(x, y, z) =
x− z. Pokazati da su ova preslikavaǌa linearno nezavisna.

5.11. Neka je L : R3 → R3 dato sa L(x, y, z) = (x + y − 2z, x + 2y + z, 2x + 2y − 3z). Ispitati da li je L
invertibilan i ako jeste na�i formulu za L−1.

5.12. Na�i matricu linearnog operatora T : R3 → R3 u odnosu na kanonsku bazu E prostora R3 i u
odnosu na bazu S = {u1 = (1, 1, 0), u2 = (1, 2, 3), u3 = (1, 3, 5)} ako je
a) T (x, y, z) = (x, y, 0);
b) T (x, y, z) = (2x− 7y − 4z, 3x+ y + 4z, 6x− 8y + z);
v) T (x, y, z) = (z, y + z, x+ y + z).

5.13. Neka je D operator diferenciraǌa, D(f) = f ′(t). Na�i matricu operatora D u bazi
a) E = {e5t, te5t, t2e5t};
b) F = {1, t, sin 3t, cos 3t}.

5.14. Neka je V = M2(R) i M =

[
a b
c d

]
data matrica. Na�i matricu slede�ih linearnih operatora

T : V → V u odnosu na kanonsku bazu prostora V :
a) T (A) =MA; b) T (A) = AM ; v) T (A) =MA−AM .

5.15. Date su dve baze E = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} i F = {f1 = (1, 2), f2 = (2, 3)} u R2.
a) Na�i matricu P prelaska sa baze E na F i matricu Q prelaska sa baze F na E. Proveriti
da li je P = Q−1.
b) Za linearni operator T : R2 → R2, T (x, y) = (2x− 3y, x+ y). Odrediti matrice [T ]e i [T ]f .

5.16. Neka je S = {v1, v2} baza za V i T : V → V linearni operator za koji je T (v1) = 3v1 − 2v2 i
T (v2) = v1 + 4v2. Neka je S′ = {w1, w2} druga baza za V gde je w1 = v1 + v2 i w2 = 2v1 + 3v2. Na�i
matricu operatora T u bazi S′.

5.17. Neka je F : R3 → R2 linearno preslikavaǌe definisano sa F (x, y, z) = (2x + y − z, 3x − 2y + 4z).
Na�i matricu preslikavaǌa F u odnosu na baze S = {w1 = (1, 1, 1), w2 = (1, 1, 0), w3 = (1, 0, 0)} i
S′ = {v1 = (1, 3), v2 = (1, 4)} prostora R3 i R2.

5.18. Neka je L linearni operator prostora R3 zadat sa L(x, y, z) = (x+ y, x+ 2y + 2z, x+ 2y + 5z).
a) Odrediti matricu operatora L u odnosu na kanonsku bazu R3.
b) Dokazati da je operator L invertibilan.
v) Odrediti matricu operatora L−1 u odnosu na kanonsku bazu R3.

5.19. Neka je F : R4 → R3 linearno preslikavaǌe definisano sa
L(a, b, c, d) = (a+ 3b+ 5c+ 9d, a+ b+ c− d, a+ 2b+ 3c+ 4d).
a) Odrediti matricu preslikavaǌa L u odnosu na kanonske baze.
b) Odrediti rang, defekt i bar po jednu bazu jezgra i slike preslikavaǌa L.

6 Determinante

6.1. Izraqunati slede�e determinante:

a) | − 5|; b)
∣∣∣∣5 4
2 3

∣∣∣∣; v)

∣∣∣∣∣∣
1 −2 3
2 4 −1
1 5 −2

∣∣∣∣∣∣.
6.2. Ako je A ortogonalna tj. ATA = E, dokazati da je detA = ±1.

6.3. Izraqunati slede�e determinante:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 5 −3 −2
−2 −3 2 −5
1 3 −2 2
−1 −6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6 2 1 0 5
2 1 1 −2 1
1 1 2 −2 3
3 0 2 3 −1
−1 −1 −3 4 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



6.4. Izraqunati

∣∣∣∣∣∣
t+ 3 −1 1
5 t− 3 1
6 −6 t+ 4

∣∣∣∣∣∣.
6.5. Ne raqunaju�i je do kraja, dokazati da je

∣∣∣∣∣∣
1 a b+ c
1 b a+ c
1 c a+ b

∣∣∣∣∣∣ = 0.

6.6. Neka je A ∈Mn(R). Dokazati da je det(kA) = kndetA, k ∈ R.

6.7. Izraqunati:

a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 0 . . . 0 0
0 x y 0 . . . 0 0
0 0 x y . . . 0 0
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 0 . . . y 0
0 0 0 0 . . . x y
y 0 0 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4 . . . n
−1 0 3 4 . . . n
−1 −2 0 4 . . . n
...

...
...

. . . . . .
...

−1 −2 −3 −4 . . . n
−1 −2 −3 −4 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; v)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b b . . . b
b a b b . . . b
b b a b . . . b
...

...
...

. . . . . .
...

b b b b . . . b
b b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

6.8. Koriste�i adjungovanu matricu, odrediti A−1 ako je A =

1 2 2
3 1 0
1 1 1

.
6.9. Neka je A =

[
a b
c d

]
proizvoǉna matrica reda 2.

a) Odrediti adj A;
b) Pokazati da je adj(adj A) = A.

6.10. Neka je A ∈Mn(R) invertibilna matrica. Dokazati da je det(adj A) = (detA)n−1.

6.11. Koriste�i Kramerovu teoremu, u zavisnosti od realnih parametara a, b, c ∈ R, takvih da je
ab 6= 0, rexiti sistem

ax− 2by = c,

3ax− 5by = 2c.

6.12. Koriste�i Kramerovu teoremu, u zavisnosti od realnog parametra a ∈ R, rexiti sisteme

a) ax+ y + z = 1, b) − 2x+ ay + 3z = a+ 1,

x+ ay + z = 1, −2x+ 2y + (a− 2)z = 1,

x+ y + az = 1, x− 3y + 4z = 0.

6.13. Na�i zapreminu paralelepipeda u R3 razapetog vektorima ~a = (1, 2, 4), ~b = (2, 1,−3) i ~c = (5, 7, 9).

7 Karakteristiqni i minimalni polinom. Dijagonalizacija matrica

7.1. Neka je A ∈M2(R). Dokazati da je ϕA(λ) = λ2 − λtrA+ detA.

7.2. Neka je A ∈M3(R). Dokazati da je ϕA(λ) = −λ3 + λ2trA− (A11 +A22 +A33)λ+ detA.

7.3. Dokazati da A i AT imaju isti karakteristiqni polinom.

7.4. Dokazati da sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom.

7.5. Na�i karakteristiqni polinom matrice:

a) A =

 1 6 −2
−3 2 0
0 3 −4

; b) B =


1 2 3 4
0 2 8 −6
0 0 3 −5
0 0 0 4

.



7.6. Neka je A =

[
1 4
2 3

]
. Na�i:

a) sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A;
b) invertibilnu matricu P tako da je D = P−1AP dijagonalna.
v) A5.

7.7. Neka je A =

[
5 −1
1 3

]
. Ispitati da li je A sliqna dijagonalnoj matrici D.

7.8. Neka je A =

4 1 −1
2 5 −2
1 1 2

. Ispitati da li je A dijagonalnog tipa i ako jeste na�i invertibilnu

matricu P i dijagonalnu D takve da je D = P−1AP . Na�i An, n ∈ N.

7.9. Neka je A =

4 −2 2
6 −3 4
3 −2 3

.
a) Na�i minimalni polinom µA(x) matrice A.
b) Na�i sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
v) Ispitati da li je A dijagonalnog tipa.
g) Na�i An, n ∈ N.

7.10. Neka je A =

1 1 0
0 1 0
0 0 1

.
a) Na�i minimalni polinom µA(x) matrice A.
b) Na�i sopstvene vrednosti i sopstvene vektore.
v) Ispitati da li je A dijagonalnog tipa.

7.11. Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =

−1 −6 −3
3 8 3
−6 −12 −4

.
Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je A dijagonalnog tipa i ako jeste na�i invertibilnu matricu P i dijagonalnu
D takve da je D = P−1AP .

8 Skalarni proizvod

8.1. Dokazati da je sa < ~x, ~y >= x1y1−x1y2−x2y1+3x2y2, ~x = (x1, x2), ~y = (y1, y2) definisan skalarni
proizvod u R2.

8.2. Neka je V =M2×3(R) sa skalarnim proizvodom < A,B >= Tr(BTA).

Ako je A =

[
9 8 7
6 5 4

]
i B =

[
1 2 3
4 5 6

]
. Na�i < A,B >, ‖A‖ i ‖B‖.

8.3. Dokazati da je:
a) ‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2;
b) < u, v >= 1

4(‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2).

8.4. Na�i rastojaǌe i ugao izme�u vektora u i v, gde
a) u = (1, 3, 5, 7), v = (4,−2, 8, 1) sa standardnim skalarnim proizvodom u R4;
b) u = (1,−3, 2), v = (2, 1, 5) sa standardnim skalarnim proizvodom u R3.

8.5. Ako je S ≤ V , dokazati da je i S⊥ vektorski potprostor prostora V .

8.6. Neka je S = {u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, 2,−3), u3 = (5,−4,−1)}.
a) Dokazati da je S ortogonalan skup i baza prostora R3 u odnosu na standardni skalarni
proizvod.
b) Napisati v = (1, 5,−7) kao linearnu kombinaciju vektora u1, u2 i u3.

8.7. Gram-Xmitovim postupkom odrediti ONB potprostora W prostora R4 generisanog vektorima
f1 = (1, 1, 1, 1), f2 = (1, 0, 1, 0) i f3 = (−1, 2, 0, 1). Zatim odrediti bazu potprostora W⊥.



8.8. Neka je V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1+x2+x3−x4 = 0, 3x1−x2−x3 = 0}. Koriste�i Gram-Xmitov
postupak na�i ONB za V .

8.9. Odrediti ugao koji vektor v = (1, 0,−1) zaklapa sa skupom W rexeǌa jednaqine −2x+ y+ z = 0
u odnosu na standardni skalarni proizvod u R3. Zatim odrediti rastojaǌe vektora v od
potprostora W .

8.10. Dat je vektorski prostor W rexeǌa sistema jednaqina 4x+2y− 4z+2t = 0, 5x+ y− 3z+3t = 0.
a) Na�i bazu i dimenziju W .
b) Na�i bazu i dimenziju W⊥.
v) Rastojaǌe vektora v = (2, 6,−2, 6) od W .
g) Ugao izme�u vektora v = (2, 6,−2, 6) i W .

8.11. Neka je V vektorski potprostor prostora R4 generisan vektorima e1 = (1, 2, 1, 2) i e2 = (4, 3, 1, 2).
a) Odrediti ortogonalnu projekciju vektora w = (1, 2,−1,−2) na V i V ⊥.
b) Kojem od potprostora V i V ⊥ je bli�i w?

8.12. Dat je vektorski potprostor W = {A ∈M2(R) | AT = A}.
a) Na�i bazu i dimenziju W .

b) Odrediti ugao koji matrica A =

[
2 0
2 0

]
zaklapa sa prostorom W u odnosu na skalarni

proizvod A ◦B = Tr(ABT ).

8.13. Ako je na prostoru V = R3[x] skalarni proizvod definisan sa

p ◦ q = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p′′(0)q′′(0) + p′′′(0)q′′′(0),

i W = {p ∈ V | p(1) + p(−1) = 0}, odrediti ugao koji polinom p(x) = −x2 − x+ 2 zaklapa sa W .

8.14. Neka je V =M2(R) sa skalarnim proizvodom A ◦B = Tr

(
AT
[
1 0
0 4

]
B

)
i neka je dat potprostor

W = {A ∈M2(R) | TrA = 0}.
a) Odrediti ortogonalnu projekciju jediniqne matrice I na W i W⊥.
b) Kom prostoru je vektor I bli�i?

8.15. Neka je V =M2(R) sa skalarnim proizvodom A◦B = Tr(BTA). Ako je W = {A =

[
a 0
0 b

]
| a, b ∈ R},

na�i ortogonalnu bazu za W⊥.

Analitiqka geometrija
9 Geometrija u R2

9.1. Odrediti jednaqinu prave p koja sadr�i taqku P (1, 2) i ima vektor normale ~np = (1,−2).

9.2. Odrediti jednaqinu prave p koja sadr�i taqku P (2, 3) i ima vektor pravca ~p = (2, 1).

9.3. Odrediti jednaqinu prave p koja sadr�i taqke A(1, 2) i B(5, 4). Zapisati p u kanonskom, param-
etarskom i implicitnom obliku.

9.4. Odrediti uglove koje prava p : 3x− 2y + 4 = 0 zaklapa sa koordinatnim osama.

9.5. Odrediti jednaqinu normale n prave p : 2x+3y−4 = 0 koja sadr�i presek pravih q : x+y+2 = 0
i r : x− y = 0.

9.6. Odrediti rastojaǌe taqke A(3, 6) od prave p : x+ 2y − 1 = 0.

9.7. Odrediti simetralu uglova izme�u pravih p : y = x− 2 i q : y = 3.

9.8. Odrediti jednaqinu prave p qiji je koeficijent pravca −2 i nalazi se na rastojaǌu 2 od
koordinatnog poqetka.



10 Geometrija u R3

10.1. Odrediti jednaqinu normale n iz taqke A(2, 3,−1) na ravan α : 2x+ y − 4z + 5 = 0.

10.2. Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i taqku A(−1, 0, 3) i normalna je na q : x+1
2 = y−3

4 = z−3
−1 .

10.3. Date su ravan α : x+ y − z + 1 = 0 i prava p : x−10 = y
2 = z+1

1 . Odrediti:
a) presek prave p i ravni α. b) ugao izme�u prave p i ravni α.

10.4. Odrediti taqku C koja je simetriqna taqki A(3,−2,−4) u odnosu na ravan α : 6x+2y−3z−75 = 0,
kao i projekciju B taqke A na ravan α.

10.5. Odrediti taqku C koja je simetriqna taqki A(−1,−2, 1) u odnosu na pravu p : x
−2 = y−3

4 = z−4
1 ,

kao i projekciju B taqke A na pravu p.

10.6. Date su ravan α : x + y − z + 1 = 0 i prava p : x−10 = y
2 = z+1

1 . Odrediti projekciju prave p na
ravan α.

10.7. Date su ravni α : 8x+ 2y − 3z − 7 = 0 i β : −6x+ 4y + z − 7 = 0 i prava

p :
x = t,
y = 2t− 14, t ∈ R,
z = −2t+ 10,

a) Ispitati uzajamni polo�aj ravni α i β. Odrediti rastojaǌe izme�u ǌih, ako su paralelne,
ili ugao iyme�u ǌih, ako se seku;
b) Odrediti jednaqinu prave q koja je simetriqna pravoj p u odnosu na ravan β.

10.8. Izraqunati povrxinu trougla sa temenima A(1, 2, 3), B(4, 7,−2) i C(−3, 7, 8).

10.9. Odrediti jednaqinu ravni α koja:
a) je paralelna ravni Oxz i sadr�i taqku A(2, 3, 5);
b) sadr�i z-osu i taqku B(−3, 1, 2);
v) je paralelna x-osi i sadr�i taqke C(4, 0,−2) i D(5, 1, 7).

10.10. Odrediti jednaqinu ravni β koja sadr�i pravu p : x−1
2 = y+2

1 = z−3
3 i normalna je na ravan

α : 2x− 4y + z + 5 = 0.

10.11. Date su prava p : x−11 = y−1
1 = z−1

1 i ravan α : 3x− y + 6 = 0. Odrediti jednacninu prave q koja
pripada ravni α i seqe pravu p pod pravim uglom.

10.12. U kakvom polo�aju stoje prave p i q?

a) p :
x = −1 + 2t,
y = 3− t, t ∈ R,
z = −5 + 3t,

q :
x = 2 + s,
y = −3 + 4s,
z = 3− 2s,

s ∈ R

b) p : x−4
1 = y+3

2 = z−12
−1 , q : x−3

−7 = y−1
−2 = z−1

3 .

v) p :
x+ 5y + z = 0
x− z + 4 = 0

, q : x+3
5 = y

−2 = z−1
5 .

10.13. Odrediti parametar λ ∈ R tako da se prave p : x−23 = y+4
5 = z−1

−2 i q : x−λ2 = y−3
1 = z+5

0 seku i za
takvo λ na�i preseqnu taqku kao i ravan α koja sadr�i p i q.

10.14. Odrediti jednaqinu zajedniqke normale kao i rastojaǌe mimoilaznih pravih
p : x−4

1 = y+3
2 = z−12

−1 i q : x−3
−7 = y−1

2 = z−1
3 .

10.15. Date su taqka L(2, 0, 2) i prave p : x−1
1 = y

1 = z
0 i q : x−3

0 = y
1 = z−4

0 . Odrediti pravu l koja
sadr�i taqku L i seqe prave p i q.

10.16. Kroz taqku Q(−3, 1, 2) odrediti pravu q koja je paralelna ravni α : 4x − y + 2z − 5 = 0 i koja
seqe pravu p : x+3

0 = y−2
2 = z+1

−1 .


