
Predava�a, prekinuta uvo�e�em vanrednog sta�a, nastav	amo ovim putem.

Ovaj dokument �e se nadogra�ivati...

1 Eksponencijalna funkcija

1.1 Definicija pomo�u aksioma realnih brojeva

Neka je a > 1 realan broj. Na prethodnim qasovima smo definisali pojam

stepena sa racionalnim izlo�iocem ar, r ∈ Q i dokazali neka svojstva:

ar1ar2 = ar1+r2 , (ar1)r2 = ar1r2 ,

gde su r1, r2 ∈ Q. Doka�imo sada i slede�e:

(a) r1 < r2 =⇒ ar1 < ar2 ,

(b) ako r0 ∈ Q, tada lim
Q3r→r0

ar = ar0 .

Doka�imo svojstvo (b). Proveri�emo prvo da ono va�i u specijalnom

sluqaju r0 = 0, tj. pokaza�emo da je lim
Q3r→0

ar = 1. Na osnovu (a) va�i

a−
1
n < ar < a

1
n , |r| < 1

n
. (1.1)

Poznato je da je lim
n→∞

a
1
n = 1, a samim tim je i lim

n→∞
a−

1
n = 1. Dakle, za dato

ε > 0 mo�e se na�i n ∈ N tako da je 1 − ε < a−
1
n i a

1
n < 1 + ε. Ako oznaqimo

δ = 1
n
, prema (1.1) vidimo da je

1− ε < ar < 1 + ε, |r| < δ.

Neka je sada r0 ∈ Q proizvo	no. Za dato ε > 0 izaberimo δ tako da

|s| < δ =⇒ |as − 1| < ε

ar0
.

Tada za |r − r0| < δ va�i

ar0
(
1− ε

ar0

)
< ar = ar0ar−r0 < ar0

(
1 +

ε

ar0

)
,

odnosno,

ar0 − ε < ar < ar0 + ε,

qime je dokazano (b).
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Sada treba definisati ax za proizvo	an realan broj x.

Neka je x ∈ R i a > 1. Posmatrajmo skupove A = {ar| Q 3 r < x} i

B = {ar| Q 3 r > x}. Na osnovu svojstva (a) vidimo da je skup A ograniqen

odozgo (proizvo	nim elementom skupa B), a skup B ograniqen odozdo. Zato

postoje konaqni s = supA i i = inf B i oqigledno je s ≤ i. Poka�imo da je

zapravo s = i.

Zaista, za r1 < x < r2 je a
r1 ≤ s ≤ i ≤ ar2 , odakle sledi

0 ≤ i− s ≤ ar2 − ar1 = ar1(ar2−r1 − 1) ≤ s(ar2−r1 − 1).

Na osnovu svojstva (b), za proizvo	no ε > 0 mo�e se na�i δ > 0 tako da

0 < r2 − r1 < δ =⇒ ar2−r1 − 1 <
ε

s
.

Na taj naqin, za takve r1, r2 ∈ Q va�i 0 ≤ i− s < ε. Kako je ε > 0 proizvo	no,

sledi s = i.

Definicija 1.1. Za x ∈ R i a > 1 definixe se

ax = s = i.

Funkcija x 7→ ax zove se eksponencijalna funkcija sa osnovom a.

Ovako uvedena funkcija predstav	a proxire�e funkcije Q 3 r 7→ ar.

Proveri�emo sada da ona zadr�ava osnovna svojstva te funkcije, a i dobija

neka nova.

Teorema 1.2. Neka je a > 1. Tada va�i

(1) x ∈ R =⇒ lim
Q3r→x

ar = ax;

(2) x1, x2 ∈ R, x1 < x2 =⇒ ax1 < ax2 ;

(3) x1, x2 ∈ R =⇒ ax1ax2 = ax1+x2 , (ax1)x2 = ax1x2 ;

(4) lim
R3x→x0

ax = ax0 , x0 ∈ R;

(5) x 7→ ax je funkcija iz R na (0,+∞).
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Dokaz. (1) Na osnovu definicije, za dato ε > 0 mogu se na�i r1, r2 ∈ Q, takvi
da je r1 < x < r2 i

s− ε < ar1 ≤ s = ax = i ≤ ar2 < i+ ε.

Kako r1 < r < r2 povlaqi a
r1 < ar < ar2 za svako r ∈ Q, va�i

ax − ε < ar < ax + ε

za sve r ∈ (r1, r2).

(2) Izaberimo r1, r2 ∈ Q takve da je x1 < r1 < r2 < x2. Iz definicije i

svojstava funkcije ar sa racionalnim r sledi

ax1 ≤ ar1 < ar2 ≤ ax2 .

(3) Dokaza�emo samo prvu relaciju, druga se dokazuje sliqno. Neka su (rn) i

(qn) proizvo	na dva niza racionalnih brojeva koji konvergiraju ka x1 i x2,

redom. Prema (1) je lim
n→∞

arn = ax1 i lim
n→∞

aqn = ax2 , odakle sledi

ax1ax2 = lim
n→∞

arn · lim
n→∞

aqn = lim
n→∞

arnaqn = lim
n→∞

arn+qn = ax1+x2 ,

jer Q 3 rn + qn → x1 + x2, n→∞.

(4) Dokazuje se sliqno kao i svojstvo (b) koje je dokazano na poqetku ovog ode	ka.

(5) Po definiciji je ax > 0 za svako x ∈ R. Neka je y proizvo	an pozitivan

realan broj. Doka�imo da postoji x ∈ R, takav da je ax = y.

Postoji n ∈ N, takav da je a−n < y < an. Dakle, skupovi A = {x ∈ R| ax < y}
i B = {x ∈ R| ax > y} su neprazni. Za sve x1 ∈ A, x2 ∈ B, na osnovu

(2), sledi x1 < x2. Prema tome, skupovi A i B zadovo	avaju uslove aksiome

neprekidnosti realnih brojeva, pa tako postoji broj x ∈ R, takav da va�i

x1 ≤ x ≤ x2 za sve x1 ∈ A, x2 ∈ B. Dokaza�emo da je ax = y.

Pretpostavimo da je ax < y. Na osnovu (4) je lim
n→∞

ax+
1
n = ax, pa je za dovo	no

veliko n, ax+
1
n < y, tj. x + 1

n
∈ A. To je kontradikcija sa izborom broja x.

Sliqno se isk	uquje mogu�nost da je ax > y. Dakle, ax = y.

Ako je 0 < a < 1, na sliqan naqin se dolazi do funkcije x 7→ ax koja ima

ista svojstva kao i u sluqaju a > 1, osim xto se osobina (2) iz upravo dokazane

teoreme zame�uje sa

(2') x1, x2 ∈ R, x1 < x2 =⇒ ax1 > ax2 .
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Funkcija f : R → (0,+∞), f(x) = ax za a ∈ R, a > 0, a 6= 1 jeste bijek-

cija (Teorema 1.2, svojstva (2) i (5)). Prema tome, odre�ena je �ena inverzna

funkcija f−1 : (0,+∞)→ R.

Definicija 1.3. Inverzna funkcija f−1 : (0,+∞) → R funkcije f(x) = ax

(a > 0, a 6= 1), f : R → (0,+∞), zove se logaritamska funkcija sa osnovom a.

Pixemo

x = loga y ⇐⇒ y = ax.

Dakle, po definiciji je loga a
x = x za sve x ∈ R kao i aloga y = y za sve

y > 0. Iz Definicije 1.3 i Teoreme 1.2 dobijamo osnovna svojstva logaritamske

funkcije.

Teorema 1.4. Neka je a > 0, a 6= 1, y0, y1, y2 > 0. Tada va�i

(1) loga a = 1, loga 1 = 0;

(2) loga (y1y2) = loga y1 + loga y2;

(3) za a > 1 va�i: y1 < y2 ⇐⇒ loga y1 < loga y2;

za 0 < a < 1 va�i: y1 < y2 ⇐⇒ loga y1 > loga y2;

(4) funkcija x 7→ loga x je preslikava�e iz (0,+∞) na R;
(5) lim

y→y0
loga y = loga y0.

Dokaz. (5) Na osnovu (2) va�i loga y− loga y0 = loga (y/y0). Prema tome, vidimo

da su nejednakosti −ε < loga y − loga y0 < ε ekvivalentne sa nejednakostima

loga a
−ε < loga (y/y0) < loga a

ε, odnosno sa

y0a
−ε < y < y0a

ε, a > 1

(y0a
ε < y < y0a

−ε, 0 < a < 1).

U oba sluqaja dobija se lim
y→y0

loga y = loga y0.

Ukoliko je a = e, uvodi se posebna oznaka ln = loge.

Definicija 1.5. Za α ∈ R, funkcija f : (0,+∞) → (0,+∞) definisana

pomo�u f(x) = xα = aα loga x naziva se stepenom funkcijom sa eksponentom α

(ona ne zavisi od izbora vrednosti a > 0, a 6= 1).

Osnovna svojstva stepene funkcije lako slede iz osobina eksponencijalne

i logaritamske funkcije.
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Teorema 1.6. Neka je x > 0, α, β ∈ R, a > 0, a 6= 1. Tada va�i

(1) loga x
α = α loga x;

(2) (xα)β = xαβ;

(3) za α > 0 funkcija x 7→ xα je strogo rastu�a;

za α < 0 funkcija x 7→ xα je strogo opadaju�a;

(4) za α 6= 0 funkcija x 7→ xα preslikava (0,+∞) na (0,+∞).

1.2 Definicija pomo�u redova

Najpre se prisetimo:

Teorema 1.7. Ako redovi
∞∑
n=0

zn i
∞∑
n=0

wn apsolutno konvergiraju, onda i red

∞∑
m,n=0

zmwn apsolutno konvergira i suma mu je

(
∞∑
n=0

zn

)(
∞∑
n=0

wn

)
, nezavisno od

redosleda sabira�a.

Dokaz. Oznaqimo

z1 + z2 + · · ·+ zn = Zn (n ∈ N), lim
n→∞

Zn = Z,

w1 + w2 + · · ·+ wn = Wn (n ∈ N), lim
n→∞

Wn = W,

∞∑
n=0

|zn| = Z̃,
∞∑
n=0

|wn| = W̃ .

Uoqimo proizvo	an red

∞∑
p=1

zipwjp = zi1wj1 + zi2wj2 + · · ·+ zipwjp + · · · (1.2)

qiji su qlanovi elementi matrice

z1w1 z2w1 z3w1 · · · ziw1 · · ·
z1w2 z2w2 z3w2 · · · ziw2 · · ·
z1w3 z2w3 z3w3 · · · ziw3 · · ·
...

...
...

...

z1wj z2wj z3wj · · · ziwj · · ·
...

...
...

...


(1.3)

Ovaj red apsolutno konvergira. Naime, neka je

|zi1wj1 |+ |zi2wj2|+ · · ·+ |zipwjp | = Sp
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p-ta parcijalna suma reda
∞∑
p=1

|zipwjp |. Oznaqimo

n0 = max{i1, . . . , ip, j1, . . . , jp}.

Tada je

Sp ≤ (|z1|+ |z2|+ · · · |zn0|)(|w1|+ |w2|+ · · ·+ |wn0|) ≤ Z̃W̃ .

Dakle, parcijalne sume reda
∞∑
p=1

|zipwjp | su ograniqene, pa on konvergira. Na

osnovu toga sledi da red (1.2) apsolutno konvergira. Prema tome, redosled

sabira�a elemenata matrice (1.3) ne utiqe na zbir dobijenog reda. Da bismo

odredili taj zbir, napiximo ga u obliku

z1w1 + (z1w2 + z2w2 + z2w1) + (z1w3 + z2w3 + z3w3 + z3w2 + z3w1)+

+ · · ·+ (z1wn + z2wn + · · ·+ znwn + znwn−1 + · · ·+ znw1) + · · · .

Parcijalne sume ovog reda (raqunaju�i svaki izraz u zagradi kao jedan qlan)

mo�emo pisati u obliku

Z1W1, Z2W2, Z3W3, . . . , ZnWn, . . . .

Kako je lim
n→∞

ZnWn = ZW , to je i
∞∑
p=1

zipwjp = ZW .

Posledica 1.8. Za stepene redove A(z) =
∞∑
n=0

anz
n i B(z) =

∞∑
n=0

bnz
n, unutar

�ihove zajedniqke oblasti konvergencije va�i

A(z)B(z) =
∞∑
n=0

cnz
n, cn =

n∑
k=0

akbn−k.

Definicija 1.9. Za svako z ∈ C

exp(z) =
∞∑
n=0

zn

n!
. (1.4)

Red (1.4) apsolutno konvergira za svako z ∈ C i ravnomerno konvergira na

svakom ograniqenom podskupu u C. Dakle, exp je neprekidna funkcija. Na
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osnovu Teoreme 1.7 vidimo da za sve z, w ∈ C va�i

exp(z) · exp(w) =
∞∑
n=0

zn

n!
·
∞∑
n=0

wn

n!
=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

zk

k!

wn−k

(n− k)!

)
=

=
∞∑
n=0

1

n!

(
n∑
k=0

(
n

k

)
zkwn−k

)
=
∞∑
n=0

(z + w)n

n!
= exp(z + w). (1.5)

Oznaqavamo

ez = exp(z), z ∈ C.

Specijalno, e = exp(1). Primetimo da je e0 = exp(0) = 1 na osnovu (1.4).

Teorema 1.10. (1) Za svako z ∈ C va�i ez 6= 0.

(2) exp′(z) = exp(z).

(3) Restrikcija funkcije exp na R je monotono rastu�a pozitivna funkcija

i va�i

ex →∞, x→∞,

ex → 0, x→ −∞.

(4) Postoji pozitivan broj π takav da je eπi/2 = i i ez = 1 ako i samo ako

z/(2πi) je ceo broj.

(5) exp je periodiqna funkcija sa periodom 2πi.

(6) Preslikava�e t 7→ eit preslikava realnu osu na jediniqnu kru�nicu.

(7) Ako je w ∈ C i w 6= 0, tada postoji z ∈ C tako da je w = ez.

Dokaz. (1) Na osnovu (1.5) je ez · e−z = e0 = 1.

(2) exp′(z) = lim
h→0

exp(z+h)−exp(z)
h

= exp(z) lim
h→0

exp(h)−1
h

= exp(z), na osnovu (1.5) i

(1.4).

(3) Sledi iz exp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!
i exp(x) · exp(−x) = 1.

(4) Za bilo koje t ∈ R, iz (1.4) vidimo da je eit = e−it. Prema tome je

|eit|2 = eit · eit = eit · e−it = e0 = 1,
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ili

|eit| = 1 (t ∈ R). (1.6)

Drugim reqima, ako t ∈ R, onda eit pripada jediniqnoj kru�nici. Definixemo

cos t = Re(eit) =
eit + e−it

2
, sin t = Im(eit) =

eit − e−it

2i
(t ∈ R). (1.7)

Ojlerova formula

eit = cos t+ i sin t, (1.8)

je ekvivalentna sa (1.7). Vidimo da va�i

cos′ t = − sin t, sin′ t = cos t.

Red (1.4) daje

cos t = 1− t2

2!
+
t4

4!
− t6

6!
+ · · · .

Za t = 2 je cos 2 = 1 − 2 + 2
3
− · · · < −1

3
. Kako je cos 0 = 1 i cos je neprekidna

realna funkcija na realnoj osi, zak	uqujemo da postoji najma�i pozitivan

broj t0 za koji je cos t0 = 0. Definixemo

π = 2t0. (1.9)

Na osnovu (1.6) i (1.8) sledi sin t0 = ±1. Kako je

sin′ t = cos t > 0

na (0, t0) i kako je sin 0 = 0, vidimo da je sin t0 > 0, pa je sin t0 = 1. Prema tome,

eπi/2 = i.

Sada sledi eπi = i2 = −1, tj.
eiπ + 1 = 0,

e2πi = (−1)2 = 1, pa je tako e2πin = 1 za svako n ∈ Z. Tako�e, (5) odmah sledi:

ez+2πi = eze2πi = ez. (1.10)

Ako je z = x + iy, x, y ∈ R, tada je ez = exeiy. Dakle, |ez| = ex. Ako je ez = 1,

tada mora biti ex = 1, pa je onda x = 0. Da bismo dokazali da y/2π mora da

bude ceo broj, dovo	no je da poka�emo da eiy 6= 1 ako 0 < y < 2π, prema (1.10).
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Neka je 0 < y < 2π i

eiy/4 = u+ iv, u, v ∈ R. (1.11)

Kako je 0 < y/4 < π/2, vidimo da je u > 0 i v > 0. Tako�e, iz (1.11),

eiy = (u+ iv)4 = u4 − 6u2v2 + v4 + 4iuv(u2 − v2). (1.12)

Broj na desnoj strani u (1.12) je realan jedino ako je u2 = v2. Kako je u2+v2 = 1,

ovo �e se desiti jedino ako je u2 = v2 = 1
2
. Tada iz (1.12) dobijamo

eiy = −1 6= 1.

Ovim je dokaz (4) zavrxen.

(6) Ve� smo videli da slike preslikava�a R 3 t 7→ eit pripadaju jediniqnoj

kru�nici. Neka je sada w takvo da |w| = 1. Pokaza�emo da je w = eit za neko

t ∈ R. Napiximo w = u+ iv, u, v ∈ R.
Pretpostavimo prvo da je u ≥ 0 i v ≥ 0. Kako je u ≤ 1, iz definicije

od π (1.9) vidimo da postoji t, 0 ≤ t ≤ π/2, takvo da cos t = u. Tada je

sin2 t = 1 − u2 = v2. Kako je sin t ≥ 0 ako 0 ≤ t ≤ π/2, dobijamo sin t = v.

Prema tome, w = eit.

Ako u < 0 i v ≥ 0, primenimo prethodni sluqaj za −iw umesto w (svi uslovi

su zadovo	eni). Dakle, −iw = eit za neko t ∈ R i, prema tome, w = ei(t+π/2).

Konaqno, ako je v < 0, prethodna dva sluqaja pokazuju da je −w = eit za neko

t ∈ R. Dakle, w = ei(t+π). Ovim je dokaz (6) zavrxen.

(7) Ako w 6= 0, neka je α = w/|w|. Tada je w = |w|α. Prema (3) postoji realan

broj x takav da |w| = ex. Kako je |α| = 1, na osnovu (6) vidimo da je α = eiy za

neko y ∈ R. Dakle, w = ex+iy.

Dokaz teoreme je zavrxen.

1.3 Definicija pomo�u integrala

Posmatrajmo funkciju f : (0,+∞) → R, f(x) =
1

x
. Ona je neprekidna, dakle,

integrabilna na svakom segmentu sadr�anom u (0,+∞).
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Definicija 1.11. Logaritamska funkcija L : (0,+∞)→ R definixe se kao

L(x) =

x∫
1

dt

t
, x ∈ (0,+∞).

(1) Neka x, y ∈ (0,+∞). Iz Definicije 1.11 sledi da je L′(x) =
1

x
. Da	e je

d

dx
L(yx) =

d

dx

 yx∫
1

dt

t

 =
1

yx
· y =

1

x
=

d

dx
L(x),

pa je L(yx)− L(x) = C = const. Stav	aju�i x = 1, dobijamo da je L(y) = C, pa

sledi da je

L(yx) = L(x) + L(y).

(2) Integrali

1∫
0

dt

t
i

+∞∫
1

dt

t
su divergentni, pa sledi da je lim

x→0+
L(x) = −∞

i lim
x→+∞

L(x) = +∞.

(3) Funkcija L je neprekidna, pa iz Koxi-Bolcanove teoreme sledi da je

ona NA R.

(4) Dakle, postoji inverzna funkcija L−1 : R→ (0,+∞).

Definicija 1.12. ey := L−1(y) (pri tome, e := L−1(1)).

Iz svojstva (1) odmah sledi da je ey1+y2 = ey1ey2 za sve y1.y2 ∈ R.

(5) Sada se standardno uvodi i stepena funkcija xα i dokazuje da va�i

L(xα) = αL(x) za x > 0 i α ∈ R. Zaista,

(L(xα))′ =

 xα∫
1

dt

t

′ = 1

xα
· αxα−1 = α

x
= α(L(x))′,

pa sledi L(xα)− αL(x) = C. Za x = 1 se dobija C = 0, pa je L(xα) = αL(x).
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1.4 Koxijeva funkcionalna jednaqina

Koxijeva funkcionalna jednaqina je jednaqina

f(x+ y) = f(x) + f(y). (1.13)

Tra�imo rexe�a jednaqine (1.13) me�u funkcijama f : R→ R.

Stav 1.13. Neka funkcija f : R→ R zadovo	ava (1.13). Tada za svaki racionalan

broj q ∈ Q i svako x ∈ R va�i

f(qx) = qf(x). (1.14)

Dokaz. (1) Za n ∈ N va�i f(nx) = nf(x). Ovo dokazujemo indukcijom. Za n = 1

jasno va�i. Indukcijski korak izgleda ovako:

f((n+ 1)x) = f(nx+ x) = f(nx) + f(x) = nf(x) + f(x) = (n+ 1)f(x).

(2) Ako uvrstimo x = y = 0 u (1.13), dobijamo f(0) = f(0) + f(0) = 2f(0),

odakle je f(0) = 0, pa (1.14) va�i za q = 0.

(3) Ako u (1.13) stavimo y = −x, imamo f(x) + f(−x) = f(0) = 0, odakle je

f(−x) = −f(x). Neka je n negativan ceo broj. Tada −n ∈ N, pa je

f(nx) = f(−(−n)x) = −f((−n)x) = −(−n)f(x) = nf(x),

odakle vidimo da (1.14) va�i i za q ∈ Z.

(4) Neka je q =
m

n
, m ∈ Z, n ∈ N. Tada je

f(qx) = f
(m
n
x
)
=

1

n
nf
(m
n
x
)
=

1

n
f(mx) =

m

n
f(x) = qf(x).

Stav 1.14. Neka funkcija f : R→ R zadovo	ava (1.13). Tada su slede�i uslovi

me�usobno ekvivalentni:

(1) Funkcija f je neprekidna;

(2) f(x) = Cx za neko C ∈ R;
(3) Funkcija f je neprekidna u nuli;

(4) Funkcija f je neprekidna u nekoj taqki x0.
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Dokaz. Neposredno se proverava da iz (2) sledi (1), (3), (4).

Oqigledno iz (1) sledi (3), (4).

Poka�imo da iz (3) sledi (1), (4). Neka je x0 ∈ R proizvo	no. Tada je

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

f((x−x0)+x0) = lim
x→x0

(f(x−x0)+f(x0)) = f(0)+f(x0) = f(x0).

Iz (4) sledi (3) jer

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

f((x+ x0)− x0) = lim
x→0

(f(x+ x0)− f(x0)) = f(x0)− f(x0) = 0.

Poka�imo jox da iz (1) sledi (2). Neka je x ∈ R. Tada postoji niz racionalnih
brojeva qn → x pa, na osnovu Stava 1.13, va�i

f(x) = f( lim
n→∞

qn) = lim
n→∞

f(qn) = lim
n→∞

qnf(1) = f(1)x = Cx,

gde je C = f(1).

Za dato a > 0, a 6= 1, odredimo sve neprekidne funkcije f : R→ (0,+∞) za

koje va�i:

(1) f(1) = a;

(2) f(x+ y) = f(x)f(y) za sve x, y ∈ R.

Neka neprekidna funkcija f : R → (0,+∞) zadovo	ava uslove (1) i (2). Tada

je g(x) = ln f(x) neprekidna funkcija za koju va�i

g(x+ y) = g(x) + g(y), x, y ∈ R.

Na osnovu Stava 1.14, mora biti g(x) = Cx, x ∈ R, za C = ln a. Prema tome,

f(x) = eg(x) = ax, x ∈ R.

2 Trigonometrijske funkcije

2.1 Definicija pomo�u redova

U (1.7) su pomo�u eksponencijalne funkcije (dakle, pomo�u redova) defin-

isane funkcije sinus i kosinus za sluqaj realnog argumenta. Ovde �emo tu
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definiciju preneti i na sluqaj kompleksnog argumenta.

Definicija 2.1. Za z ∈ C definixe se

cos z =
eiz + e−iz

2
= 1− z2

2!
+
z4

4!
− · · · =

∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n)!
,

sin z =
eiz − e−iz

2i
= z − z3

3!
+
z5

5!
− · · · =

∞∑
n=0

(−1)n z2n+1

(2n+ 1)!
.

Svojstva

(1) Funkcije cos i sin su periodiqne sa periodom T = 2π.

Ovo dobijamo iz

cos(z + 2π) =
ei(z+2π) + e−i(z+2π)

2
=
eiz + e−iz

2
= cos z,

sin(z + 2π) =
ei(z+2π) − e−i(z+2π)

2i
=
eiz − e−iz

2i
= sin z,

gde koristimo da je period eksponencijalne funkcije 2πi (Teorema 1.10 (5)).

(2) Funkcije cos i sin su neograniqene na C.

Za z = iy, y ∈ R je | cos z| = |e
−y + ey|

2
→∞ kad y → ±∞.

(3) (cos z)′ = i
eiz − e−iz

2
= − sin z,

(sin z)′ = i
eiz + e−iz

2i
= cos z.

(4) sin2 z + cos2 z = 1.

sin2 z + cos2 z =
e2iz − 2 + e−2iz

−4
+
e2iz + 2 + e−2iz

4
=

4

4
= 1.

Specijalno, za x ∈ R je sin2 x+ cos2 x = 1, odakle vidimo da su sin i cos

ograniqene funkcije na R.

(5) Va�e adicione formule.

Na osnovu (1.5), za z1, z2 ∈ C va�i exp(z1 + z2) = exp(z1) · exp(z2).
Sada je

ei(z1+z2) = eiz1eiz2 = (cos z1 + i sin z1)(cos z2 + i sin z2) =

= (cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2) + i(sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2). (2.1)
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Ako iskoristimo da je cos z parna, a sin z neparna funkcija, dobijamo jox

jednu jednakost

e−i(z1+z2) = (cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2)− i(sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2). (2.2)

Prema (2.1) i (2.2) vidimo da je

cos(z1 + z2) =
ei(z1+z2) + e−i(z1+z2)

2
= cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,

sin(z1 + z2) =
ei(z1+z2) − e−i(z1+z2)

2i
= sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2.

Koren kompleksnog broja

zn = ω = |ω|eiα ⇐⇒ z = zk =
n
√
|ω|ei

α+2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1.

Odgovaraju�e taqke u ravni su temena pravilnog n-tougla upisanog u krug

polupreqnika n
√
|ω|.

Definicija 2.2. Za z ∈ C definixe se

ch z =
ez + e−z

2
=
∞∑
n=0

z2n

(2n)!
,

sh z =
ez − e−z

2
=
∞∑
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
.

Svojstva

(1) Funkcije ch i sh su periodiqne sa periodom T = 2πi.

(2) (ch z)′ = sh z, (sh z)′ = ch z.

(3) ch2z − sh2z = 1.

Specijalno, x = ch t, y = sh t, t ∈ R je parametrizacija hiperbole x2−y2 = 1.
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(4) ch (z1 + z2) = ch z1 ch z2 + sh z1 sh z2,

sh (z1 + z2) = sh z1 ch z2 + ch z1 sh z2,

ch (2z) = ch2z + sh2z, . . .

(5) sin(x+ iy) = sin x ch y + i cosx sh y,

cos(x+ iy) = cos x ch y − i sinx sh y.
Specijalno,

sin(iy) = i sh y, cos(iy) = ch y,

tj.

sh y = −i sin(iy), ch y = cos(iy).

(6) | sin z|2 = sin2 x+ sh2y,

| cos z|2 = cos2 x+ sh2y.

2.2 Definicija pomo�u funkcionalnih jednaqina

Teorema 2.3. Postoji jedinstveni par funkcija (S,C), definisanih na R,
takvih da va�i:

(1) Za x, y ∈ R je

S(x+ y) = S(x)C(y) + C(x)S(y),

C(x+ y) = C(x)C(y)− S(x)S(y).

(2) Za x ∈ R je

S2(x) + C2(x) = 1.

(3)

S(0) = 0, C(0) = 1, S
(π
2

)
= 1, C

(π
2

)
= 0.

(4) Za 0 < x <
π

2
ispu�eno je

0 < S(x) < x.

Dokaz. Jedinstvenost.

Jedinstvenost �e slediti ako doka�emo:

(a) S i C su neprekidne na R;
(b) S i C su jedinstveno odre�ene na nekom gustom skupu u R.
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(a) Stav	aju�i y = −x u (1) i koriste�i (3), dobija se

0 = S(0) = S(x)C(−x) + C(x)S(−x),

1 = C(0) = C(x)C(−x)− S(x)S(−x).

Mno�e�em prve jednakosti sa S(x), a druge sa C(x) i sabira�em dobijenih

relacija, sledi C(−x)(S2(x)+C2(x)) = C(x), pa se, ako se iskoristi uslov (2),

dobija C(−x) = C(x) za sve x ∈ R. Dakle, funkcija C je parna. Sliqno se

dobija da je S neparna funkcija.

Neprekidnost funkcije S u nuli s desne strane sledi iz (4). Zbog neparnosti,

to va�i i sa leve strane.

Iz (1) i neparnosti funkcije S dobija se:

S(y) = S

(
x+ y

2
+
y − x
2

)
= S

(
x+ y

2

)
C

(
y − x
2

)
+ C

(
x+ y

2

)
S

(
y − x
2

)
,

S(x) = S

(
x+ y

2
+
x− y
2

)
= S

(
x+ y

2

)
C

(
x− y
2

)
− C

(
x+ y

2

)
S

(
y − x
2

)
.

Oduzima�em i korix�e�em parnosti funkcije C, sledi

S(y)− S(x) = 2S

(
y − x
2

)
C

(
y + x

2

)
. (2.3)

Ako je (xn) proizvo	an niz koji te�i x, stav	aju�i y = xn u (2.3), sledi da

je lim
n→∞

S(xn) = S(x) zbog ograniqenosti funkcije C i S(0) = 0. Na taj naqin

je dokazana neprekidnost funkcije S u proizvo	noj taqki x ∈ R. Sliqno se

dokazuje za funkciju C.

(b) Stav	aju�i y = x+ 2π u (2.3), dobija se S(x+ 2π)− S(x) = 2C(x+ π)S(π).

Primenom (1) i (3) vidimo da je S(π) = S
(π
2
+
π

2

)
= 2S

(π
2

)
C
(π
2

)
= 0, pa je i

S(x+2π)−S(x) = 0. Dakle, S je 2π-periodiqna funkcija. Sliqno se dokazuje

i za funkciju C. Zbog toga, da	a izvo�e�a je dovo	no uraditi na intervalu

[0, 2π].
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Iz (3) i (4) sledi da je S(x) ≥ 0 za x ∈ [0, π/2], pri qemu je S(x) = 0 samo

za x = 0. Iz (1) i neparnosti funkcije S sledi da je

S(π − x) = S(π)C(−x)− C(π)S(x),

pa zbog S(π) = 0 i C(π) = −1 (xto se lako mo�e izvesti) dobijamo da je

S(π−x) = S(x). To znaqi da je S(x) ≥ 0 i za x ∈ [π/2, π] i pri tome je S(x) = 0

samo za x = 0 ili x = π.

Sliqnim razmatra�ima se dobija da je S(x) < 0 za x ∈ (π, 2π). Odgovaraju�a

tvr�e�a se izvode i za funkciju C.

Iz (1) se izvodi da je

S2
(x
2

)
=

1− C(x)
2

, C2
(x
2

)
=

1 + C(x)

2
. (2.4)

Zame�uju�i x = y + z, prethodne jednakosti postaju

S2

(
y + z

2

)
=

1− C(y)C(z) + S(y)S(z)

2
,

C2

(
y + z

2

)
=

1 + C(y)C(z)− S(y)S(z)
2

.

Dakle, ako su odre�ene vrednosti funkcija S i C u taqkama y i z, onda se

znaju vrednosti u taqki
y + z

2
(jer su prema prethodnim izvo�e�ima poznati

i �ihovi znaci). Odatle sledi da su jednoznaqno odre�ene vrednosti ovih

funkcija u svim taqkama oblika
pπ

2n
, za p ∈ Z, n ∈ N, p ≤ 2n+1. Ove taqke su

guste u intervalu [0, 2π).

Egzistencija (skica).

Polaze�i od poznatih vrednosti S(π/2) i C(π/2), koriste�i relacije

S
(x
2

)
=

√
1− C(x)

2
, C

(x
2

)
=

√
1 + C(x)

2
,

odre�uju se vrednosti ovih funkcija u taqkama
π

2n
. Zatim, ako je p =

n∑
i=1

ai2
n−i,

ai ∈ {0, 1}, onda je
pπ

2n
=

n∑
i=1

aiπ

2i
, pa se pomo�u (1) odre�uju vrednosti u tim

taqkama. Da	e se produ�ava ,,po neprekidnosti".
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2.3 Inverzne trigonometrijske funkcije

Neka je f :
[
−π
2
,
π

2

]
→ [−1, 1] data izrazom f(x) = sin x. Ta funkcija je bijek-

cija, pa ima inverznu funkciju g : [−1, 1] →
[
−π
2
,
π

2

]
. Vrednost funkcije g u

nekoj taqki y ∈ [−1, 1] oznaqavamo sa arcsin y, tj. va�i

y = sinx⇐⇒ x = arcsin y. x ∈
[
−π
2
,
π

2

]
, y ∈ [−1, 1].

Na drugi naqin to mo�emo napisati i ovako:

arcsin(sinx) = x, −π
2
≤ x ≤ π

2
, (2.5)

sin(arcsin y) = y, −1 ≤ y ≤ 1. (2.6)

Naglasimo da su uslovi navedeni u jednakostima (2.5) i (2.6) bitni. Naime,

ako ne bi va�ilo −1 ≤ y ≤ 1, leva strana jednakosti (2.6) ne bi uopxte imala

smisla (dok desna bi). Ako ne bi bilo −π
2
≤ x ≤ π

2
, obe strane jednakosti (2.5)

bi imale smisla, ali jednakost ne bi bila ispu�ena. Na primer, za x = π je

sin π = 0 i arcsin(sinπ) = arcsin 0 = 0 6= π.

Da bismo konstruisali grafik novodobijene funkcije arcsin , posmatrajmo

funkciju y = arcsinx za x ∈ [−1, 1]. Zak	uqujemo da je ona strogo rastu�a, a

uzimaju�i u obzir poznati grafik sinusne funkcije, dobijamo �en grafik na

slici:

Tako�e se lako izvode zak	uqci (jasni sa grafika) o nuli i znaku funkcije

y = arcsinx, kao i o �enoj neparnosti.
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Primer 2.4.

arcsin(sinx) =


x− 2kπ, x ∈

[
−π

2
+ 2kπ, π

2
+ 2kπ

]
,

(2k + 1)π − x, x ∈
[
π
2
+ 2kπ, 3π

2
+ 2kπ

]
,

k ∈ Z. Specijalno, arcsin(sinx) je 2π−periodiqna funkcija.

Sliqan postupak se mo�e sprovesti za funkciju y = cos x. �u treba pos-

matrati kao funkciju sa domenom [0, π] i kodomenom [−1, 1]. Odgovaraju�a in-
verzna funkcija arccos �e preslikavati [−1, 1] na [0, π], tj. va�i�e

y = cosx⇐⇒ x = arccos y, x ∈ [0, π], y ∈ [−1, 1],

odnosno

arccos(cosx) = x, 0 ≤ x ≤ π,

cos(arccos y) = y, −1 ≤ y ≤ 1.

Grafik ove funkcije dat je na slici:

Primer 2.5.

arccos(cosx) =


x− 2kπ, x ∈ [2kπ, (2k + 1)π] ,

2kπ − x, x ∈ [(2k − 1)π, 2kπ] ,
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k ∈ Z. Na primer, arccos(cos 6) = 2π − 6, arccos(cos 7) = 7− 2π.

Posmatrajmo sada funkciju f(x) = tg x. Za �u je pogodno izabrati domen(
−π
2
,
π

2

)
, a kodomen R. Koriste�i poznata svojstva tangensa, zak	uqujemo da

tako dobijamo bijektivnu funkciju f :
(
−π
2
,
π

2

)
→ R, qiju inverznu funkciju

oznaqimo sa arctg . Dakle, arctg : R→
(
−π
2
,
π

2

)
i va�i

y = tg x⇐⇒ x = arctg y, −π
2
< x <

π

2
, y ∈ R,

odnosno

arctg(tg x) = x, −π
2
< x <

π

2
,

tg(arctg y) = y, y ∈ R.

Grafik ove funkcije dat je na slici:

Lako se izvode osnovne osobine funkcije y = arctg x (one se ilustruju i na

�enom grafiku): ona je neparna, strogo rastu�a i ograniqena (|arctg x| < π/2).

Pozitivna je za pozitivne, a negativna za negativne vrednosti argumenta i ima

taqno jednu nulu - taqku x = 0.

Na sliqan naqin se uvodi funkcija arcctg : R → (0, π), kao inverzna

funkciji ctg : (0, π)→ R. Grafik te funkcije dat je na slici:
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U slede�oj tabeli su dati izrazi za funkcije oblika

f(g−1), f, g ∈ {sin , cos , tg , ctg }

(podrazumeva se da se koriste standardne restrikcije ovih funkcija).

2.4 Inverzne hiperboliqke funkcije

Funkcija sh : R → R je bijekcija, pa ima svoju inverznu funkciju sh−1 : R →
R koja se naziva area sinus hiperboliqki i oznaqava sa arsh. �oj odgovara

elementarni izraz koji je lako odrediti. Naime, rexavaju�i jednaqinu

y = shx =
ex − e−x

2
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dobijamo ex = y ±
√
y2 + 1. Kako je ex > 0 za sve x ∈ R, dolazi u obzir samo

znak +, pa je

x = arsh y = ln (y +
√
y2 + 1).

Funkcija ch : R → [1,+∞), jasno, nije bijekcija. Mogu se razmatrati slede�e

dve �ene bijektivne restrikcije:

ch1 : [0,+∞)→ [1,+∞), ch2 : (−∞, 0]→ [1,+∞).

�ihove inverzne funkcije zva�emo (prvi i drugi) area kosinus hiperboliqki

(ako se ne naglasi o kojem se radi, podrazumeva�emo da je u pita�u prvi od

�ih) i oznaqavati sa arch1, odnosno arch2. Dakle, va�i

x = arch1y ⇐⇒ y = chx, x ∈ [0,+∞), y ∈ [1,+∞),

odnosno,

x = arch2y ⇐⇒ y = chx, x ∈ (−∞, 0], y ∈ [1,+∞).

Elementarne izraze dobijamo rexava�em jednaqine

y = chx =
ex + e−x

2
,

pa je

arch1y = y +
√
y2 − 1, arch2y = y −

√
y2 − 1, y ≥ 1.

Izvodi navedenih funkcija se lako odre�uju, ili pomo�u �ihovih elemen-

tarnih izraza, ili pomo�u opxteg pravila diferencira�a inverzne funkcije.

Tako se dobija da je

(arshx)′ =
1√

1 + x2
, x ∈ R,

(arch1,2x)
′ = ± 1√

x2 − 1
, x > 1.

Ovo se qesto koristi prilikom nala�e�a neodre�enih integrala.

Termini ,,hiperboliqki" i ,,area" (povrxina) kod posmatranih funkcija

imaju razlog u slede�em.

Posmatrajmo hiperbolu x2 − y2 = 1 u ravni xOy i na �oj taqke M(x, y) i
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M ′(x,−y) (x > 1). Povrxina krivolinijskog trougla MOM ′ iznosi

t = 2

(
1

2
xy −

∫ x

1

√
t2 − 1dt

)
= x
√
x2 − 1− 2

archx∫
0

sh2u du =

= x
√
x2 − 1−

archx∫
0

(ch 2u− 1)du = x
√
x2 − 1− 1

2
sh 2u

∣∣∣∣archx
0

+ archx =

= arch x.

Odatle sledi da data hiperbola ima parametarsko predstav	a�e

x = ±ch t, y = ±sh t, t ≥ 0.

3 Grafici elementarnih funkcija

U nekim jednostavnijim sluqajevima, grafik elementarne funkcije se mo�e

konstruisati koriste�i poznate grafike osnovnih elementarnih funkcija, uz-

imaju�i u obzir koja se dejstva nad �ima vrxe.

(1) y = f(x+ c).

Pretpostavimo da je poznat grafik funkcije y = f(x) i da je c dati re-

alan broj. Neposredno se proverava da taqka (x0, y0) pripada grafiku funkcije

y = f(x) ako i samo ako taqka (x0−c, y0) pripada grafiku funkcije y = f(x+c).

Na taj naqin, tra�eni grafik se dobija iz poznatog translacijom du� ose x

za broj −c (dakle, ulevo ako je c pozitivno i udesno ako je c negativno).

Primer 3.1. Grafici funkcija y = |x+1| i y = |x− 2|, dobijeni iz grafika
funkcije y = |x| translacijom za −1, odnosno 2, prikazani su na slici:
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(2) y = f(ax).

Neka je a 6= 0 realan broj. Ako taqka (x0, y0) pripada grafiku funkcije

y = f(x), onda taqka
(x0
a
, y0

)
pripada grafiku funkcije y = f(ax) i obratno.

Dakle, grafik funkcije y = f(ax) se dobija iz grafika funkcije y = f(x)

zamenom svake taqke (x0, y0) taqkom
(x0
a
, y0

)
. Ta zamena oznaqava:

• kontrakciju (sa�ima�e) du� x-ose a puta, ako je a > 1;

• dilataciju (rasteza�e) du� x-ose
1

a
puta, ako je 0 < a < 1;

• simetriju u odnosu na y-osu, ako je a = −1;

• simetriju u odnosu na y-osu, kombinovanu sa kontrakcijom |a| puta, ako
je a < −1;

• simetriju u odnosu na y-osu, kombinovanu sa dilatacijom
1

|a|
puta, ako je

−1 < a < 0.

Primer 3.2. Grafik funkcije y =
√
−x dobija se simetrijom u odnosu na

y-osu grafika funkcije y =
√
x.
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Primer 3.3. Grafici funkcija y = arcsin 2x i y = arcsin
x

2
, dobijeni iz

grafika funkcije y = arcsinx kontrakcijom, odnosno dilatacijom, prikazani

su na slici:

(3) y = f(x) + C, C ∈ R.

Grafik ove funkcije dobija se iz grafika funkcije y = f(x) translacijom

za broj C du� y-ose.

Primer 3.4. Grafici funkcija f(x) = x2 + 1 i f(x) = x2 − 2, dobijeni

translacijom du� y-ose za 1, odnosno −2, parabole y = x2 dati su na slici:

(4) y = Af(x), A 6= 0.

Grafik ove funkcije dobija se iz grafika funkcije y = f(x) zamenom svake

od taqaka (x0, y0) taqkom (x0, Ay0). Ta zamena, analogno sluqaju (2), oznaqava:

• dilataciju du� y-ose A puta, ako je A > 1;
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• kontrakciju du� y-ose
1

A
puta, ako je 0 < A < 1;

• simetriju u odnosu na x-osu, ako je A = −1;

• simetriju u odnosu na x-osu, kombinovanu sa dilatacijom |A| puta, ako je
A < −1;

• simetriju u odnosu na x-osu, kombinovanu sa kontrakcijom
1

|A|
puta, ako

je −1 < A < 0.

Primer 3.5. Iz grafika funkcije y = cosx dobijeni su grafici funkcija

y = 3 cos x i y = −1

2
cosx.

(5) Kombinacijom postupaka opisanih od (1) do (4) mogu se dobiti grafici

funkcija oblika y = Af(ax+ b) +B (a, b, A,B ∈ R; a,A 6= 0).

Primer 3.6. Skicirati grafik funkcije f(x) = sin2 x.

Va�i f(x) =
1

2
− 1

2
cos 2x. Zato tra�eni grafik dobijamo iz grafika funkcije

y = cos x kontrakcijom 2 puta du� x-ose, simetrijom u odnosu na x-osu, kon-

trakcijom 2 puta du� y-ose i translacijom du� y-ose za
1

2
.
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(6) y = |f(x)|.

Kako je

|f(x)| =


f(x), f(x) ≥ 0,

−f(x), f(x) < 0,

grafik funkcije y = |f(x)| dobija se na taj naqin xto se deo grafika funkcije
y = f(x) koji je ispod x-ose (ima negativne ordinate) preslika simetriqno u

odnosu na tu osu.

Primer 3.7. Grafik funkcije y = | lnx| dat je na slici:

(7) y = f1(x) + f2(x).

Pretpostavimo da su poznati grafici funkcija y = f1(x) i y = f2(x). Da

bismo konstruisali grafik funkcije y = f1(x) + f2(x), treba najpre odrediti

�en domen - on je oqigledno jednak preseku domena funkcija f1 i f2. Zatim,

za svaku taqku x0 iz tog domena treba odrediti taqku (x0, y1 + y2), gde je y1 =

f1(x0), y2 = f2(x0). Skup tako dobijenih taqaka bi�e tra�eni grafik. Opisani

postupak nazivamo superpozicijom grafika y = f1(x) i y = f2(x).

Primer 3.8. Grafik funkcije y = x +
1

x
dobijamo superpozicijom grafika

funkcija y = x i y =
1

x
. Primetimo da je za pozitivno x novi grafik iznad

grafika y =
1

x
, a za negativno x ispod �ega.
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(8) y = f1(x)f2(x).

Postupak konstrukcije grafika ove funkcije nije jednostavan u opxtem

sluqaju. Razmotri�emo samo jedan jednostavan primer.

Primer 3.9. Skicirati deo grafika funkcije y = e−x sinx za x ≥ 0.

Kako je e−x > 0 i | sinx| ≤ 1, imamo da je |e−x sinx| ≤ e−x za svako x. Na taj

naqin, grafik naxe funkcije se nalazi izme�u grafika funkcija y = e−x i

y = −e−x. Data funkcija nije periodiqna, ali �en grafik donekle podse�a

na sinusoidu (na primer, ima nule u istim taqkama kao i funkcija y = sinx),

samo xto joj se ,,amplituda" sma�uje kad argument raste.
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