[TpenaBatba, npeknHyTa yBohemeM BaHPEIHOI CTama, HACTaB/baMO OBUM IIyTEM.

OBaj nokyMeHT he ce HajmorpahusaTy...

1 ExcnoneHmnujagHa pyHKITHAja

1.1 Jledununuja nomohy akcmoma peaiHUX OpojeBa

Hexa je a > 1 peanan 6poj. Ha mperxomamm wdacoBuMa cMo JedUHHUCATN IOjaM

CTeIleHa ca PaIMOHAIHAM m3JioxkuoneM a”,r € Q u joKa3au HeKa CBOjCTBA:

ata? = aTI'H”Q’ (ah)Tz = q""2

rie cy 11,1y € Q. doxkaxkumo caga u caejehe:
(a) 1 <1y = a™ < a'?,
(6) ako ro € Q, Tama lim a" = a'®.
Q3r—ro

Joxkazxumo cBojcrso (6). IIpoBepmhemo mpBo ga OHO BazKH y CIENHjaJTHOM

ciygajy ro = 0, Tj. mokazahemo na je Qlim a" = 1. Ha ocuoBy (a) Baxu

>r—0
_1 1 1
an<a <an, |r|<-—. (1.1)
n
. . 1 . : _1
[loznaro je ma je lim a» = 1, a camuMm TuM je u lim a~» = 1. [lakie, 3a maro
n—oo n—oo

. 1 1
e > 0 moxe ce nahu n € N tako 1a je 1 —e < a™» mwan < 1+ ¢. Ako o3HaIUMO

0= %, npema (1.1) Bumumo na je
l—e<d <l+e¢, |r] <.

Heka je caga ro € Q nmpousBosbHO. 3a garo € > (0 uzabepumo § Tako aa

Is| <6 = |a® — 1] < —.
a’"o

Tama 3a |r — ro| < 0 Baxkn

am (1 _ i) < a?" — a’foar—m < ar() (1 + i) )
a’ ar

OJIHOCHO,

a® —e<ad <a’ +e,

qnMe je jokasaHo (6).



Caza Tpeba neduHucaT a” 3a NPOU3BO/bAH peajaHn bpoj T.

Heka je x € R u a > 1. Tlocmarpajmo ckynoe A = {a"| Q > r < z} u
B ={a"| Q > r > x}. Ha ocuoBy cBojcTBa (a) BHIUMO 13 je cKym A orpanuyen
0710310 (MPOM3BOBHUM €JIEMEHTOM CKyma B), a ckym B orpaHudeH 0103/0. 3aTo
nocroje KoHaunu s = sup A u ¢ = inf B u ounrsenno je s < i. Ilokaxkumo ma je
3alpaBo § = 1.

Baucra, 3ar; < x <1y jea <s<i<a?, ogakie cienu
0<i—s<a®—a*=a"(a™" —-1) <s(@™ ™ —1).
Ha ocmnoBy cBojctia (6), 3a mpousBo/bHO € > 0 Moxke ce Hafin 0 > 0 Tako 12

O<ro—m<d=ad* " —-1<-.
S

Ha Taj mauun, 3a takse r1,7, € Q Baxku 0 < i — s < £. Kako je £ > 0 npou3BoJbHO,

caeam s = 1.

Hedunrnmnuja 1.1. 3a x € R u a > 1 nedunume ce

Qyukiuja x — a” 30Be ce eKCIoHeHIHjaaHa (HYHKIH]a ca OCHOBOM .

OBako yBejeHa (byHKIHja IpeacTaBba mpormupeme dgyuknuje Q > r — a’.
[IpoBepuhemo caja a oHa 3aJpkKaBa OCHOBHA CBOjCcTBa Te (YHKIHUje, a U J00uja

HeKa HOBA.
Teopema 1.2. Hexa je a > 1. Tada sasrcu

(1) e R= lim a" =a"

Qa3r—z

(2) x1,29 € R, 77 < x5 = a™ < a™?;

(8) x1,29 € R = a®'a™ = a™ "2 (a™)"2 = a™*2;

(4) lim a* =a*, o € R;

Ro>x—xg

(5) x — a® je dynruyuja us R na (0,400).



Jlokas. (1) Ha ocrnoy gedununnuje, 3a qaro € > 0 mory ce wahu ry,ro € Q, Taksu

Jajer, <x <rom
s—e<d'<s=ad"=i<d?<i+te.
Kako ry < r < ry moBnauu a’ < a” < a™ 3a cBako r € Q, BaxKu
a*—e<ad <a®+e¢

3a cBe 1 € (11,732).
(2) Uszabepumo 11,79 € Q Takse ga je x1 < r; < ro < xy. U3 nedununuje u

cBojcTaBa pyHKIMje a” ca paluoOHAJIHUM 1° CJIeJ U
a®™t <a"t < a? <a*.

(3) Hokazahemo camo mpBy penaiujy, apyra ce jgoka3dyje caumduo. Heka cy (r,) u
(¢n) UpOM3BO/bHA JIBA HM3A PANMOHAJHMX OPOjeBa KOjU KOHBEPrUpajy Ka i U Tg,

peaom. Ilpema (1) je lim o' = a® u lim a% = @™, onakJe cjiejau
n—oo n—o0

10%2 = lim ™ - lim o = lim a™a? = lim o™ = q
n—oo n—oo n—oo n—oo

a I1+$2,

jep Q> r,+q, = 1 + 29, N — 0.
(4) Hoxkasyje ce camaHO Kao 1 ¢BOJCTBO (6) Koje je JOKa3aHO Ha MOYETKY OBOT OJIe/bKA.
(5) Mo medbununuju je a® > 0 3a cako © € R. Hexka je y uponsBosban nmo3urnBan
peasan 6poj. lokaxnmo ma mocroju r € R, Takas na je a® = y.

[Mocroju n € N, takab 1a je a™" < y < a”. lakie, ckynosu A = {z € R| a® < y}
u B = {z € R| a®* > y} cy nenpasuu. 3a cBe x; € A, x5 € B, Ha OCHOBY
(2), cnenn x1 < 5. Ilpema Tome, ckynoBu A u B 3a10BOJbaBajy yCJIOBE aKCHOME
HEIPEeKHUTHOCTH peaJHuX OpojeBa, ma Tako mocroju 0poj x € R, Takas ja BaxKu
11 <x<xy3acsex €A, ry € B. Jlokazahemo aa je a* = y.

T — g

[Tpernocrasumo jaa je a* < y. Ha ocuosy (4) je lim a” , Ia je 3a JOBOJHHO
n—oo

BEJIMKO 7, At < Y, Tj. T + % € A. To je xkourpaauknuja ca u3zdopom Opoja .
Conmaro ce uckspyuyje MoryhHoct ga je a® > y. Hakme, a® = y.

]

Ako je 0 < a < 1, Ha cJMYaH HAYMH ce H0Ja3u 10 (BpyHKIOHje r — a” Koja nmMma
HCTa CBOJCTBA KAO Uy CJy4dajy a > 1, OCHM IITO ce 0cobnHa (2) U3 yrupaBo jgoKa3aHe
TeopeMe 3aMemyje ca

(2") 21,20 € R, 71 < 1y = @™ > a™2.



Oyukmuja f @ R — (0,400), f(x) =a*3aa € R, a >0, a # 1 jecte 6ujek-
nuja (Teopema 1.2, cBojerBa (2) u (5)). Ilpema tome, oapeljena je mena naBep3Ha
bynkuuja f~1: (0, +00) = R.

Hedunnmuja 1.3. Uusepsna Gyukmuja [~ : (0, +00) — R dynknuje f(z) = a®
(a >0, a#1), f:R— (0,+00), 30Be ce jorapuramcka GbyHKIHja ca OCHOBOM a.
[Tummemo

x=log,y <=y =a".

Haxie, no nedununuju je log, a® = = 3a cee v € R kao u a'°%¥ = y 3a cpe

y > 0. U3 /lecdbununuje 1.3 u Teopeme 1.2 1o6mjamMo 0OCHOBHA CBOjCTBA JIOTAPUTAMCKE

dyukiyje.

Teopema 1.4. Hexa je a >0, a # 1, yo,y1,y2 > 0. Tada sasrcu
(1) log,a =1, log,1=0;
(2) log, (y192) = log, y1 + log, ya;
(8) 3a a > 1 sasrcu: y; < ys <= log, 11 < log, ya2;
36 0 < a <1 sascu: y1 < yo <= log,y1 > log, yo,
(4) Pynruyuja x — log, x je npecaurasare uz (0,4+00) Ha R;

(5) lim loga Y= loga Yo-
Y=Y

loxas. (5) Ha ocuosy (2) Baxu log, y —log, yo = log, (y/yo). IIpema Tome, BEIIMO
na cy HejeqHakocTn —e < log,y — log, yp < € eKBHBaJleHTHe ca HejeHAKOCTHMA

log, a=¢ < log, (y/yo) < log, a®, oqaocHO ca
Yoa © <y < yoat, a>1

(yoa© <y <wyoa%, 0<a<l).

Y oba caydaja gobumja ce lim log, vy = log, vo.
Y—Yo

YKOIHKO je a = e, yBO/U ce moceOHa o3Haka In = log, .

Hedununuja 1.5. 3a o € R, dynkumja f : (0,+00) — (0,400) medunncana

alog, x

nomohy f(z) = 2% = a HA3UBA Ce CTeneHOM (PYHKIUjOM Ca eKCIIOHCHTOM (v

(ona He 3aBucu oj u3bopa Bpeanoctu a > 0, a # 1).

OcHoBHA CBOjCTBa creneHe (PYHKIMje JIAKO Cjejle U3 OCOOMHA €KCIIOHEHIMjaIHEe

U JioraputamMcke pyHKIHje.



Teopema 1.6. Hexa je x >0, o, € R, a > 0,a # 1. Tada sascu
(1) log, x* = alog,, x;
(2) (x%)7 = 2%,
(8) 3a a > 0 Ppynryuja x — z* je cmpoeo pacmyha;
3a o < 0 gynryuja x — ¢ je cmpozo onadajyha;

(4) 3a a # 0 Pynryuja x — x* npecaukasa (0, +00) na (0, +00).

1.2 Jdedwunuiiuja nomohy pemosa

Hajupe ce nmpucernmo:

o [o.¢]
Teopema 1.7. Axo pedosu > z, u > w, ancosymuo Koneepaupajy, onda u peod
n=0 n=0

o0 oo (0.9}
> ZpWy, ANCoAYMHO KOHEEPLUPA U CYMA MY je (Z zn) (Z wn> , HE3ABUCHO 00

m,n=0 n=0 n=0
pedocaeda cabuparba.

Joxas. O3HATIIMO

2w+ zm++z, =2, (neN), lim Z, =727,

n—oo

wy +we+ -+ w, =W, (neN), lim W, =W,

n—oo

Sl =2, > jwa| =W,
n=0 n=0

YouumMo pOn3BOJbAH PeJl

(%)
E zipwjp = Zi1wj1 + ziijQ 4+ 4+ zipwjp + .- (12)
p=1

YUjU Cy YJIAHOBU €JIeMEHTH MaTpulle

Z21W1 ZW1 2Z3W1 - Z;Wq
21W2  Z2W2 Z3Wz -+ ZijW2
Z1W3  ZW3 Z3W3z -+ ZW3
(1.3)
21Wj  2W; Z3w; - ZiWj

OBaj pej ancosryTHo KoHBeprupa. Haumme, Heka je

|Zi1wj1| + ‘Zi2wj2| +oeet |Zipwjp| = SP



o0
p-Ta TaplyjasTHa cyMa pejia 21 |z, w;,|. O3naaumo
p:

no = max{iy, ..., 0, J1,---, Jp}-
Tana je
Sp < (|21] + 22| + - [2ng ) (Jwr| + Jws] + - + |wyo|) < ZW.
o0
Haxie, napnujanne cyme peja . |z, w; | cy orpanudene, na on xKomseprupa. Ha
p=1

ocHOBY Tora ciaenu jaa pef (1.2) amcoayTHo KoHBeprupa. Ilpema Tome, pemociej
cabupatba eslemenara Marpuie (1.3) He yrude Ha 36up gobujeror pepa. la Gucmo

oJipenJiu Taj 36up, HAIUIIIUMO I'a Y 00JIHKY
21wy + (z1wa + 20wy + W) + (213 + 22ws + 23W3 + Z3Wa + 23wy )+

+ (21w + 2We o 2 W+ 2 W1+ Zpwy)

[Maprumjanne cyme oor pena (padyHajyhu cBakm m3pas y 3arpajin Kao jejiaH djaH)

MOYKEMO MHUCATH Y O0JUKY
Wy, ZoWs, ZsWs, ..., Z,Wy, ...

Kako je lim Z,W, = ZW, 10 je u ) 2 w;, = ZW.
p=1

n—oQ

]

ITocaenuma 1.8. 3a cmenene pedose A(z) = > a,z" u B(z) = Y b2, ynymap
n=0 n=0

HUT06E 3ajedHUYKE 00AGCMU KOHBEPREHUUTE BANHCU

A(z)B(z) = chz”, Cp = Zakbn,k.
n=0 k=0

Hedbunumnuja 1.9. 3a ceako z € C

o0 n

exp(z) = Z % (1.4)

n=0

Pes (1.4) ancoayTHo KoHBeprupa 3a ¢Bako z € C u paBHOMEPHO KOHBEpPTHpA Ha

cBakom orpanmdenom nojckymny y C. Jlakie, exp je menpekwmmgna dyunknuja. Ha



ocaoBy Teopeme 1.7 Bugumo 1a 3a cBe z,w € C Baxknu

OzHauvaBaMo

e =exp(z), z € C.

Cruenujamno, e = exp(1). Ipumerumo ga je € = exp(0) = 1 na ocuony (1.4).

Teopema 1.10. (1) 3a csako z € C sasrcu e* # 0.
(2) exp'(z) = exp(z).

(3) Pecmpuruyuja pynruyuje exp na R je monomono pacmyha nosumusna gyrryuja
U 8aicU

e’ — 00, T — 00,

e® -0, x - —o0.

(4) Hocmoju nosumusan 6poj ™ maxas da je e™? =i u e =1 ako u camo axo

z/(2i) je ueo 6poj.
(5) exp je nepuoduuna Pynryuja ca nepuodom 27i.
(6) Ipecaurasare t — e npecauraca pearny ocy ma jeOUNUMHY KDYHCHULY.

(7) Axo je w € C u w # 0, mada nocmoju z € C mako da je w = €.

Jokas. (1) Ha ocuosy (1.5) je e* - e = ¢’ = 1.

(2) exp/(z) = %E%w = exp(z) %igé% = exp(z), Ha ocuosy (1.5) m
(1.4).



nJjm

e =1 (t€R). (1.6)
Hpyrum peunma, ako t € R, onza e npunaja jeaunnunoj kpyzxuumu. ledpunuinemo

it 4 it it _ it
cost = Re(e') = %, sint = Im(e") = % (teR). (1.7)
i
Ojneposa dopmyaa
" = cost +isint, (1.8)

je exBuBasentHa ca (1.7). Buanmo na Baxku

cos't = —sint, sin’'t = cost.
Pen (1.4) naje
2ttt
cost:1—§+z—a+--- .
Bat=2jecos2=1—-2+42—... < —3. Kaxo je cos0 =1 u cos je nenpexuana

peasina pYHKIHMja HA PeaiHoj OCH, 3aKJbydyjeMO Ja IOCTOjU HajMamu IMO3UTUBAH

opoj ty 3a Koju je costy = 0. Hedunumemo
T = 2t. (1.9)
Ha ocnosy (1.6) u (1.8) carenn sinty = £1. Kaxo je
sin’t = cost > 0

ua (0,%p) 1 kaxo je sin 0 = 0, Buaumo 1a je sinty > 0, ma je sinty = 1. IIpema Tome,

67'ri/2 —
Caga cienn €™ = i? = —1, Tj.
e +1=0,
e*™ = (—1)? =1, ma je tako ™" =1 3a cBako n € Z. Takobhe, (5) oamax cienn:
eF T2 = 7 = 2. (1.10)

Ako je z = x + 1y, T,y € R, tama je e = e%e%. Jlakme, |e*| = e®. Axo je € = 1,
Taja Mopa 6utu e = 1, ma je ouga x = 0. [la Gucmo jokasanu Jga y/2m Mopa Ja

Oy/ie 11eo 6poj, J0BOJBHO je Ja nokazkemo ja e # 1 ako 0 < y < 2w, upema (1.10).



Heka je 0 <y <2mm
eVt =u+iv, uveR. (1.11)

Kako je 0 < y/4 < 7/2, Bugaumo ja je u > 0 u v > 0. Takobe, u3z (1.11),
e = (u+iv)* = u' — 6u*v® +v* + diuv(u® — v?). (1.12)

Bpoj na jecnoj crpanu y (1.12) je peasan jeauno axo je u? = v?. Kaxo je u>+0v? =1,

oBo e ce gecurn jeauno axo je u® = v? = 1. Tana n3 (1.12) noGujamo
e =—1+#1.
OsuwMm je moka3 (4) 3aBpimen.

(6) Beh cmo Bugesn ja ciuke npecinkasama R D ¢ — e nupunajgajy jeuHuuHOj

kpyzxuunu. Hexka je cama w Takso ga |w| = 1. Ilokazahemo ga je w = e 3a mexo

t € R. Hanumwumo w = u + i, u,v € R.
ITpernocraBumo mpBo 1a je u > 0 u v 0. Kako je u < 1, u3 nedununmuje

>
on m (1.9) Buaumo ma mocroju t, 0 < m/2, takBo ma cost = u. Tama je

2 2

<
sint = 1 — u? = 0% Kako je sint >

t
0 ako 0 < ¢t < /2, nobujamo sint = v.
[Ipema Tome, w = €.
Axkou < 0wuv > 0, IPUMEHUMO IPETXOJHU CJIYUa] 38 —iw yMecTo w (CBU yCJI0BU
cy 3amoBosbenn). Jaxme, —iw = e 3a meko t € R m, mpema Tome, w = ' H7/2),
Konauno, ako je v < 0, mpeTxoaHa JABa cIydaja TToKasyjy ga je —w = e 3a Heko

t € R. Jdakae, w = ‘™). Opum je moxas (6) zaspurer.

(7) Ako w # 0, meka je o = w/|w|. Tama je w = |w|a. Ilpema (3) mocToju peanam
6poj x Takas 1a |w| = . Kako je || = 1, na ocnosy (6) Bugumo ja je a = e 3a

neko y € R. Jakie, w = e+,

Jloka3z Teopeme je 3aBpIIeH.

1.3 dedwunuimja nomohy mHTErpaJsa

. Ona je mempekwuHa, JaKJe,

+00).

1
[Moematpajmo dyukmujy f: (0, +00) — R, f(z) = —

T
HHTerpabIIHa HA CBAKOM cerMeHTy cajpzkanoM y (0,



Hedununmja 1.11. Jlorapuramcka dyukiuja L : (0,+00) — R gedunumie ce kao
[ dt
L(z) = /7, v € (0, 400).
1

1
(1) Heka x,y € (0,400). U3z Jdedunnunje 1.11 crean ga je L'(z) = —. dame je
x

yT

d d dt 1 1 d
—L = — —_— = — . = — = —L
(yx) / . i A (),

1
na je L(yx) — L(x) = C = const. Crasmajyhu = = 1, nobujamo 1a je L(y) = C, na
cJIeqn Jia je

L(yxz) = L(x) + L(y).

1 +o0o
dt dt
(2) Nnrerpanu /? i [ - CY MBEPIeHTHH, I CIeAN 12 je lirglJrL(m) = —00
z—
0 1
n lim L(x)= +oo.
T—r+00

(3) ©yukmuja L je menpekuana, na u3 Komu-Bosmanose Teopeme ciequ ja je
ona HA R.

(4) Maxne, mocroju uusepsna dyuknuja L1 : R — (0, +00).

Hebunnmuja 1.12. ¢ := L~ (y) (mpu Tome, e := L7 1(1)).

U3 cBojersa (1) onmax ciefu ja je e¥1T92 = e¥le¥2 3a cBe yp.12 € R.

(5) Cana ce cranmapaHo yBoam u crerneHa (yHKIHMja r* W J0Ka3yje Ja BaxKu

L(z*) = aL(x) 3a x>0 u a € R. Baucra,
/

F el

@)y = [T = 55aam =% =at@).

na caemu L(z®) — aLl(z) = C. Ba z =1 ce nobuja C = 0, na je L(z*) = aL(z).

10



1.4 KomujeBa (pyHKIIMOHAJIHA jeTHAYNHA

Komujesa dpyukinuonaina jejlHaunHa je jeHaunHa

fl@+y) = flx)+ fy). (1.13)
Tpaxkumo peremsa jenuaauue (1.13) mehy dyuxmujama f: R — R.

Cras 1.13. Hexa ¢ynryuja f : R — R s3adosonasa (1.13). Tada 3a cearu payuonaran
6poj q € Q u ceaxo x € R sancu

flqr) = qf (z). (1.14)

Jloxas. (1) Ban € NBaxn f(nx) =nf(x). OBo nokazyjemo unmykimjom. 3an = 1

jacHo Baku. VHAYKIHWjcKW KOpakK M3IJea OBAKO:
fln+1)z) = f(nx +x) = f(nx) + f(z) = nf(z) + f(z) = (n+ 1) f(2).

(2) Axo yepcrumo x = y = 0y (1.13), mobujamo f(0) = f(0) + f(0) = 2£(0),
onaxe je f(0) =0, na (1.14) Baxku 3a ¢ = 0.

(3) Ako y (1.13) craBumo y = —z, umamo f(z) + f(—x) = f(0) = 0, omake je
f(—=z) = —f(x). Heka je n meratupan 1eo 6poj. Taga —n € N, na je

flnz) = f(=(=n)z) = = f((=n)x) = =(=n)f(z) = nf(z),

onakse puauMo Ja (1.14) Baxu u 3a q € Z.

(4) Heka je ¢ = m, m € Z, n € N. Taga je
n

Cras 1.14. Hexa gynruuja f : R — R szadosowasa (1.13). Tada cy caedehiu yeaosu
MENYCOOHO EXBUBANEHMMHU:

(1) Qynruuja f je nenpexudna;

(2) f(x) = Cx 3a nexo C € R;

(3) QPynruyuja f je nenpexudna y Hysu;

(4) Qynruyuja f je nenpexudna y nexoj mauku x.

11



Jlokas. Henocpenno ce nmposepasa jia u3 (2) cuenn (1), (3), (4).
Ounrsenmo u3 (1) caenn (3), (4).

[Tokazkumo ja u3 (3) caenn (1), (4). Hexka je xg € R mpoussossro. Tasa je

lim f(z) = lim f((z—x0)+xo) = lim (f(x—x0)+ f(20)) = f(0) + f(x0) = f(0).

Tr—TQ T—T0 T—T0

U3 (4) crnenn (3) jep

lim f(z) = lim (2 +0) — a0) = Lim( (2 +20) = F(w0)) = f(z0) = f(z0) = 0.

[Toxaxkumo jomr ga u3 (1) cienn (2). Heka je x € R. Taga mocToju HU3 panuoHaTHAX

opojeBa ¢, — x na, Ha ocuoBy Crasa 1.13, Baxku

fe) = f(lim g,) = lim f(g,) = lim g, f(1) = f(1)z = Cx,

n—o0

rae je C = f(1). 0

3a gato a > 0, a # 1, oapenanmo cse wHenpekuane byukimmje f: R — (0,4+00) 3a
KOje BasKMW:
(1) f(1) =a;
(2) flx+y) = f(z)f(y) 3a cre z,y €R.

Heka menpeknana dynkmuja f: R — (0, +00) 3agoBosbasa yeaose (1) u (2). Tazxa

je g(z) = In f(x) HenpekuaHa DYHKIM]a 3a KOjy BaKN

g(x+y) =g(x)+9(y), v,y € R.

Ha ocnoBy Crasa 1.14, mopa 6utu g(x) = Cx, x € R, 3a C' = Ina. IIpema Tome,
f(z) =e9® =a® xR,

2 Tpuronomerpujcke pyHKIIIje

2.1 Jedununuja nomohy pemona

Y (1.7) cy nomohy ekcmnonennujanae dbyHkimje (nakie, momoly pemosa) geduH-

ucaHe (yHKIHje CHHYC M KOCHHYC 3a CJy4aj peandHor apryMeHTta. Ome hemo Ty
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JebUHUIN]Y TTPEHETH U HA CJIy4aj KOMILIEKCHOI apryMeHTa.

Hedbunumuja 2.1. 3a 2z € C gedpunurie ce

€iz —+ e’iz 22 2;4 > Z2n
cosg = —— =14+ ... .= 1) ’
2 2! 4l HZ:; ) (2n)!
iz —iz 3 5 0o 2n+1
e” =€ z z =
SIDZ:—:Z__+__: _1n )
2 3! 5! ;( ) (2n+1)!
CgojcTBa
(1) ®yukuuje cos u sin ¢y nepuomuuane ca nepuogom 1 = 2.
OBo mobujamo u3
ei(z+27r) 4 e—i(z+27r) el + o
cos(z + 2m) = = = Cos 2,
2 2
) ( 49 ) ei(z+27r) o e—i(z+27r) eiz _ e_z‘z '
SI\Z + 27) = = =sinz
2 2i ’

I/le KOPHCTUMO Ja je nepuos ekcnonenujanne dyukiuje 27mi (Teopema 1.10 (5)).

(2) ®yuknmje cos u sin ¢y Heorpanndene Ha C.

-y Yy
Ba z = 1y, yERje|cosz|:%—>ooKaﬂy—>:too.
(3) (cosz)’:i%:—sinz,
sinz’:ii:cosz.
(sin z)
2

(4) sin? z + cos? z = 1.
Sin2z N COSQZ, B 6222 -9 + 6—222 N 622z + 2 + 6—27,2' B é _y
—4 4 4 '
Cruenujaino, 3a € R je sin? z 4 cos? z = 1, ojakiie BUANMO 1a Cy Sin 1 COS

orpaunndene dyukimgje Ha R.

(5) Baxe apunmone dbopmyae.

Ha ocnoBy (1.5), 3a z1, 22 € C Baxn exp(z; + 22) = exp(z1) - exp(z2).
Cana je
ell1t22) — piz1giz2 — (o 2y 4 isin 21 )(cos 2o + isin zy) =

= (€08 21 €OS 2z — sin 21 sin z3) + i(sin 27 cos 23 + cos 21 sin 23). (2.1)

13



AKO HCKOPHCTHMO J1a je COs z mapHa, a sin z HemapHa (pyHKIHja, 100HjaMo joIi

jeTHy jeTHaKOCT

e imtz) — (cos 21 €OS 29 — sin 2 sin z3) — i(sin 21 cos 23 + €os 21 sin 25). (2.2)

[Tpema (2.1) u (2.2) Buaumo j1a je

ei(zﬁ-zz) 4 e—i(zﬁ-zg)
2

cos(z1 + 22) = = COS 21 COS Zp — Sin 21 sin 2y,

eilz1+22) _ o—i(z1+22)

21

sin(zy + z2) = = sin 2 €OS 29 + COS 27 Sin 2o.

Kopen xkomitekcHor 6poja

=w=|we = s =2 = R |w|eia+3lm, k=0,1,...,n—1.

Oparoeapajyhe Tauke y paBHH Cy TeMeHa MPABUIHOT N-TOYIJIA YIHCAHOT Yy KPYT

HoJIyipedHuKa 1/ |w.

Hedbunrumnuja 2.2. 3a z € C pedunume ce

e? fe? 0 Z2n
h pr— pr—
e ; 2n)l’
e — e~ % 0 22n+1
h pu— pr—
e 2 ; (2n + 1)

CojcTBa
(1) ®ynknuje ch u sh cy nepuoguane ca nepuogom 1 = 27i.
(2) (chz) =shz (shz) =chz.

(3) ch®z —sh®z = 1.

Crenmjasno, x = cht,y = sht, t € R je mapamerpnsanuja xunepboie x2—y? = 1.

14



(4) ch (21 + 22) = ch 2y ch 29 + sh 2y sh 2y,
sh (21 + 29) = sh z; ch 25 + ch 2; sh 2o,
ch (22) = ch®z +sh?z, ...

(5) sin(x + iy) = sinxzchy + icosxshy,
cos(x +iy) = cosx chy —isinxshy.
Cuernujano,
sin(iy) = ishy, cos(iy) = chy,
Tj.

shy = —isin(iy), chy = cos(iy).

(6) | sin 2|2 = sin® z + sh?y,

| cos z|? = cos? x + sh?y.

2.2 Jledunuimja nmomohy (pyHKIUOHAJIHUX jeJHAYMHA

Teopema 2.3. [locmoju jeduncmsenu nap pynxyuja (S,C), dedunucanur na R,

MaKsuT 0a 6aHCU:
(1) 3a x,y € R je
S(z +y) = S(x)C(y) + C(z)S(y),

(2) 3a x € R je

(3)

™ 7
S(0)=0, CO)=1, $(5)=1, ¢(5)=0
(4) 3a0<$<gucny%beH0je
0< S(z) <.

Jloxa3z. JeauHCTBEHOCT.

Jemuucrsenoct he caeuTn ako TOKaKeMo:
(a) S u C cy menpekumame na R;

(6) S u C cy jenmucTBeno onpehene Ha HEKOM rycToM ckymy y R.

15



(a) Crasmajyhin y = —z y (1) u xopucrehin (3), a06uja ce

MHozxkemeMm npse jeanakocru ca S(x), a apyre ca C(z) u cabupatmem J100ujeHux
penamuja, ciemu C(—x)(S?(z) + C?%(z)) = C(z), na ce, ako ce HCKOPUCTH yCI0B (2),
nobuja C(—z) = C(z) 3a cee x € R. [akise, dyukmuja C' je mapua. CiawmdHo ce
nobuja jga je S menapua QyHKIH]jA.

Henpekuaaoct dyHknuje S y Hysu ¢ gecHe crpane ciein u3 (4). 360r HemapHOCTH,

TO BazKM M Ca JIeBE CTpaHe.

U3 (1) u wenapuocru dbyukuuje S nobuja ce:

- rT+Yy  Yy—x\ r+y Yy—x r+y Yy—x
wes (50 t57) =s(55) e (7)o ()5 (57),
- r+y T—y\ r+y T—y\
S(a;)_s( Y2 )_s< . )o( . ) c( .
Opay3umamem n kKoputihemem napaoctu Gyukuje C) cienn

S(y) — S(z) = 29 (y;l’)c(y;x) (2.3)

Ako je (x,) TpoM3BO/bAH HU3 KOjH TeXKHU T, craBbajyhu y = x, v (2.3), crenn na

8

_|_

<
~——

N

PR

<

o |

8
~——

je lim S(z,,) = S(x) 360r orpanudenocru bynknuje C u S(0) = 0. Ha Taj maann
n—oo
je mokasaHa HenpeKuIHOCT (hpyHKIuje S y mpon3BobHOj Tauku r € R. Camdno ce

nokasyje 3a ¢yukmujy C.

(6) Crasmajyhn y = x + 27 y (2.3), nobuja ce S(x + 27) — S(x) = 2C(z + 7)S (7).
[Tpumvenowm (1) u (3) Buaumo ma je S(r) = S (g + g) =25 (g) C (g) =0,najen
S(x+27m)— S(x) =0. Hakne, S je 2m-nepuoanuna dyuknuja. CaudHo ce g0Kasyje
n 3a Gynknujy C. 360r Tora, majba u3Bohema je T0BOBHO YPAIUTH HA HWHTEPBAIY

[0, 27].
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U3z (3) u (4) cnequ na je S(x) > 03a x € [0,7/2], npu gemy je S(z) = 0 camo

3a x = 0. 13 (1) u menapuoctu dyukuuje S caenu ma je
S(r—z)=8S(m)C(—z) — C(7)S(x),

ma 36or S(r) = 0 u C(r) = —1 (mTO ce JaKo MOMKe H3BECTH) TO0HjaMo na je
S(m—x) = S(z). To suaun ga je S(z) > 0 u3a x € [7/2, 7] u upu Tome je S(x) =0
camo 32 v = 0 wiu x = 7.

CamunnM pasmarpamuMa ce aoouja ma je S(zr) < 03a x € (m,27). Oxarosapajyha

TBphema ce m3Bojie u 3a GyHKIujy C.

U3 (1) ce uzBoau pa je

#(2)- T (-t

Samemyjyhu x = y + 2z, IpeTXOIHE jeIHAKOCTH TOCTAjY

2 (y+2) _1-Cy)C(z) +S(y)S(»)
S( 2 )Z 2 ’

o (y+2z\  1+Cy)C(z) - S(y)S(z)
o (23) - 22wty

Jlaxkse, ako cy oapehene Bpeanoctu dyukiuja S u C'y tadykama y 4 z, OHJA Ce
+z

3HA]Y BPEIHOCTH y TAYKH (jep cy mpema TMpeTXOIHUM W3BOEHmUMa MO3HATH

v wuxow 3Haim). Onparie ciaean Jga cy jeJIHO3HAYHO ojpeljeHe BpeIHOCTH OBHX
. us

dyHKIMja y CBUM Tadkama OOJIMKA, %, 3ap €Z neN, p<2v Ose Tauke cy

rycre y unrepsaiy [0, 27).

Ersucrenmuja (ckuma).

[Morazehu ox mosuarux Bpegnoctu S(w/2) u C(7/2), kopucrehn penamnuje

(3 =\E2 og) =y

T ,
ospebhyjy ce BpeHocTH oBUX (DyHKIIM]a y TaYKaMa on 3aruMm, ako je p = Z a;2" ",
i=1

. pT a;m .

a; € {0,1}, onga je Z—n = 5 212 , ma ce momohy (1) oxpelyjy BpeanocTs y TuMm
i=1

raukama. Jlasbe ce npojyzKaBa ,,110 HEHPEKUJIHOCTH . 0
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2.3 MWuBep3He Tpuronomerpujcke (pyHKIHje

Hexa je f : [—g, g} — [-1,1] nara uspasom f(z) = sinz. Ta dyukuuja je Gujek-
T

nuja, ma uMa uHBep3ny dyukuujy g : [—1,1] — [—5, 5} Bpeanocr dpyukuuje g y
HeKo] Tauku y € [—1, 1] o3magaBamo ca arcsiny, Tj. BaxKu
. . T
y=sinxr < r =arcsiny. z € [—5, 5} , y € [—1,1].
Ha apyru Haumu T0 MOYXKEeMO HAIUCATH W OBAKO:

arcsin(sinz) =z, —= <z <

bo | 3

, (2.5)

| X

sin(arcsiny) =y, —-1<y<1L. (2.6)

Harnacumo na cy yciaoBu HaBenenu y jeanakocruma (2.5) u (2.6) Guthu. Hamwme,
ako He 6 Baxkuio —1 <y < 1, sieBa crpana jeanakoctu (2.6) ne 6u younmre umasa
cmucaa (10K gecHa 6u). Ako He 6u 6UII0 —g <z< g, obe cTpane jeqrakocta (2.5)
Ou mmaJsie cMUCIa, aJau jeJIHaKOCT He Ou Omia mcrnymena. Ha mpumep, 3a © = 7 je

sinm = 0 u arcsin(sin7) = arcsin0 = 0 # .

Jla 6ucmo KoHCcTpyHCcaau rpaduk HOBojoOHUjeHe bYHKIUje arcsin, mocMaTpajMo
dbyukmujy y = arcsinz 3a x € [—1,1]. Bakmyuyjemo ja je ona crporo pacryha, a
y3uMajyhu y 063up mo3uHaTtu rpacduk cuaycue dbyHKIH]je, 100ujaMo el rpaduk Ha

CJINIIN:

y = arcsin z

Taxobje ce jako u3Bome 3aksbydnu (jacHu ca rpaduka) o HyIu U 3HaKY QyHKIHje

Y = arcsin x, Kao u O HEHO] HEeIapHOCTU.

18



ITpumep 2.4.

x — 2km, T E [—§+2k7r,§+2k37r] ,
arcsin(sinz) =
2k+Dr —=, xe€ |5+ 2k, 35+ 2kn],

k € Z. Cnenujanno, arcsin(sin x) je 2r—nepuogunana QyHKuja.

Crimaan moCTymak ce MOKe crpoBecTn 3a (ByHKIHjy y = cosx. Hby Tpeba moc-
mMarparu kao Gynknujy ca gomenom [0, 7] u kogomenom [—1,1]. Oxrosapajyha wun-

Bep3Ha dyHKIMja arccos hie npecaukasatu [—1, 1] ma [0, 71|, 1j. Bazkuhe
y =cosx <= x = arccosy, «¢€ (0,7, ye[-1,1],

OJTHOCHO

arccos(cosx) =z, 0<z<m,

cos(arccosy) =y, —1<y<I.

I'pacduk oBe pyuknmje gart je Ha CIUIN:

IIpumep 2.5.

x —2km, x € [2km,(2k + 1)7],
arccos(cos ) =
2km —x, x € [(2k — 1)m, 2kn],
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k € Z. Ha npumep, arccos(cos6) = 27 — 6, arccos(cos7) = 7 — 2.

[Tocmatpajmo cama dynakmujy f(x) = tgz. 3a my je moroano uzabpatu A0MeEH

T . .
(—5, 5), a kogomen R. Kopwucrehu nosnara cBojcTBa TaHreHca, 3aK/bydyjeMo 1a

T T
TaKo obujamo OujekTuBHy ByHKIU]Y f : (—5, 5) — R, ynjy nnep3ny QyHKIU]Y
T
o3Hauumo ca arctg. akne, arctg : R — (—5, 5) A BaXKH
7 s
y =tgr <= x = arctgy, 3 <x<§, y €R,

OJIHOCHO
T T
arctg(tgx) = z, —5 << BL

tg(arctgy) =y, y € R.

['pacduk oBe pyuknmje gart je Ha CIUIN:

Jlako ce m3BoJle ocHOBHe ocobune dyHKnuje y = arctgz (oHe ce WIyCTpPYjy U Ha
IeHOM TpaduKy): OHa je HemapHa, crporo pactyha u orpanndena (|arctgz| < m/2).
HO3I/ITI/IBHa je 3a MMO3UTHUBHE, a HETaTHBHa 3a HEraTUBHE BPEJHOCTHU apT'yMEHTa U UMa

TA4YHO jeHy HyJy - Tauky x = 0.

Ha cawgan wmaunn ce ysoam dynkmmja arcctg : R — (0,7), kao umBepsna

dbyukmuju ctg : (0,7) — R. Ipaduk e dynkuuje gar je Ha caunu:
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= arcctga

Y caenehoj Tabenu cy jgartu u3pasu 3a GYHKIHje 00TUKA

flg™!

), f,g € {sin,cos,tg,ctg }

(nmozmpasymesa ce 1a ce KOPHCTE CTaHAap/He PECTPHUKITHje OBUX (DYHKIH]ja).

‘arcsin arccos arctg arcctg
T 1
'si ,T €[-1,1 l—-z4,ze|-1,1 ZzER yTER
o s s Rl P ot (77 st s e
1 z
1-z%,z€(-1,1 T €[-1,1 , 2 ER 2 TER
cos vVi—zl,z €] ] z,T € | ] mm m:f;_
3
tg ,;'GE -1,1) lx z yz € [-1,1]\ {0} z,x€R %lxeR\{O}
T 1
ctg €[- 11]\{0} m,xe(—l,l) E’IER\{O} z,z €R

2.4 WuBep3He xumepboinyuke (pyHKIje

Oynuxmuja sh : R — R je 6ujexnuja, ma nMa cBojy nuBep3ny dbyskmmjy sh™! : R —

R koja ce Ha3uBa apea cHHyC XHIIepOOIMYKH W O3Ha4aBa ca arsh. Hboj oarosapa

eJleMEeHTapHU U3pa3 Koju je Jako ojpeantu. Hamme, pemasajyhu jeqnadnny

21



nobujamo e = y £ /y? + 1. Kako je e* > 0 3a cee x € R, nonasu y 063up camo

r=arshy =In(y++/y>+1).

3HaK +, ma je

®ynknuja ch : R — [1, +00), jacHo, Huje bujexnuja. Mory ce pazmarparu ciaenehe

JIBE theHe OUjeKTUBHE PECTPUKIIUje:
chy : [0, +00) — [1, +00), chy : (—00,0] — [1, +00).

Hhuxose unBepsue dynknuje 3sahiemo (npBu 1 Apyru) apea KOCHHYC XUIEPOOJTIKH
(ako ce He HArJIACH O KOjeM ce paju, nojgpasymenalieMo Ja je y MUTamy OPBH O

HUX) U O03Ha4YaBaTH ca archy, omHocHO archy. Jlakie, Baxku

x = archyy <= y = chz, xr €1[0,400), y € [l,+00),
OJIHOCHO,

x = archyy <= y = chz, x € (—00,0], ye€[l,+00).

EnemenTtapue uspase g00ujaMo pelliaBarbeM jeTHATHHE

et + e ”
=chr = ——,
Y 2
mna je

archyy =y +y>—1, archyy=y—+y>?—1, y>1.

N3Boau masejenux QpyHkimja ce jgako oapehyjy, wim momohy mHUXOBUX €1€MEH-
TapHUX U3pa3a, Wik MOMOhy ommrer npasuia JudepeHnupama nHBep3He QyHKIHje.

Taxo ce mobuja ga je

1
arshz) = ———, 2 € R,
( ) V1+ 22
1
(archy sx)' = j:Q—l, x> 1.
x —

OBo ce YecTO KOPUCTH NPUJINKOM HaJlaykemha HeoJpeheHUX WHTeTpasa.
Tepmuun ,xunepbosndku” u ,apea” (IOBPIIMHA) KO MOCMATPAHUX (DYHKIHjA

uMajy pasJor y ciaeaehem.

ITocmarpajmo xumep6oty x? — y? = 1y pasun zOy u Ha 1Woj Tauke M(z,y) u
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M'(z,—y) (z > 1). lospmuna kpuposurujckor rpoyriaa MOM' nznocn

archz

1 x
t:2<§:€y—/ vtz—ldt):x\/x2—1—2 / sh®u du =
1
0

arch z

1
=zvVa?—1-— / (ch2u — 1)du = zvVa? —1— EShQU

arch z

+archz =

0

= archz.

Opnatie ciaenn ja gara XuinepooJia UMa lapaMeTapCcKo IPeICTaB/bahe

xr = *cht, y==£sht, t>0.

3 TI'padunm enemeHTapHUX PYHKIHIja

Y HeKUM jeTHOCTABHUJUM CIydajeBUMA, rpaduk eneMeHTapHe (QYHKIHjE ce MOZKe
KOHCTPYHUCATH KOpUcTehu no3HaTe rpaduKke OCHOBHUX eJleMeHTapHUX (DYHKIIja, V3~

uMajyhu y 003up Koja ce JiejcTBa HAJl IbUMa BPIIIe.

(1) y=flz+o).

[Tpermocrasmvo ma je mosnar rpaduk dbyuknuje y = f(x) n ga je ¢ gatu pe-
astan 6poj. HemocpeiHo ce mpoBepaa ja Tauka (g, yo) npunaia rpabuky GyHKnuje
y = f(z) ako u camo ako Tauka (ro—c, yo) npunaga rpabuky Gyaknuje y = f(z+c).
Ha raj nauun, rpaxenu rpaduk ce j1obuja 13 HO3HATOI TPAHCJIALNUJOM JIy)K OCe T

3a 6poj —c (makye, yaeBo ako je ¢ HO3UTHBHO M YJIECHO AKO jé ¢ HETaTHBHO).

ITpumep 3.1. I'padunu dbyurnuja y = |z + 1| u y = |z — 2|, n06ujenn u3 rpacduka

dbyukuje y = |x| Tpanciranujom 3a —1, 0HOCHO 2, TPUKA3aHU Cy Ha CJIUIM:
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(2) y = f(az).

Heka je a # 0 peaman 6poj. Axo tauka (xg,%p) mpunaga rpaduky dyHKIHje
T
y = f(x), onga rauka (—O, yo) npunaza rpabuky byakuuje y = f(ax) u obparHo.
a
Jakme, rpaduk dbyukmuje y = f(axr) ce nobuja n3 rpaduka dyuxmuje y = f(x)
x
3aMEHOM CBake Tavuke (g, ) TATKOM (—O, y0>. Ta 3ameHa o3HadaBa:
a
® KOHTDAaKIHjy (carxkKuMare) Ay I-0ce a MyTa, ako je a > 1;

: 1 .
e nunaranujy (pacresame) AyK r-oce — myTa, ako je 0 < a < 1;
a

® CHUMETPH]y V OJHOCY Ha Y-0Cy, aKo je a = —1;

® CUMETPHUjy ¥ OJHOCY Ha Y-0Cy, KOMOMHOBAHY €a KOHTPAKIHjOM |a| myTa, ako

jea < —1;

® CUMETPH]Y Y OJIHOCY HA Y-0CY, KOMOMHOBAHY Ca JUJIATAILHjOM ﬂ nyTa, akKo je
a

—1<a<0.

IIpumep 3.2. I'pacdux dyuknuje y = /—x j0duja ce CUMETPUjOM y OJHOCY Ha
y-ocy rpacduxa dynknuje y = /.
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IIpumep 3.3. 'pacdbunu dynkmnuja y = arcsin2z m y = arcsin > JIOOMjeHn W3
rpacduka QyHKIHje y = arcsin £ KOHTPAKINjOM, OJIHOCHO JIMJIATAIIAJOM, ITPUKA3AHU

Cy Ha CJIMIOU.

e —1+1 f,.-"g ! /,/U = arcsin 3
S R
teriseeln ] of ) )
/ : ’/J' = )
’ Jr
| [ { J’Tfﬁ
e ;11'(‘5'111 2z

(3)y=fla)+C, CEeR.

I'pacduk oe dynkunje qo6uja ce u3 rpadbuka bynkuuje y = f(x) Tpancaamujom

3a 6poj C' ayx y-oce.

Ipumep 3.4. Tpabunu dbynknuja f(r) = 2> + 1 u f(zr) = 2* — 2, nobujenn

TPaHCJIAIAjOM IyZK y-oce 3a 1, OHOCHO —2, mapabose iy = x° J1aTH cy Ha CIAIHE:

\ tq:z:?#-l
§\\xd///0
% /

\ jJ:.I‘2—2

(4) y = Af(z), A#0.

I'paduk oBe dbyuknuje mobuja ce u3 rpaduka dynknuje y = f(r) 3amenom cBaxe

on1 Tadaka (o, yo) TauKoM (X, Ayp). Ta 3amena, anagorao ciaydajy (2), o3Hadasa:

e junaranujy ayx y-oce A myra, ako je A > 1;
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1
® KOHTPAKIHjy YK Y-0Ce ~{ TYTa, aKko je < A<,

® CHUMeTPHjy V OJHOCY Ha T-0Cy, ako je A = —1;

e CHMeTPHjy Y OJHOCY Ha T-0CY, KOMOWHOBaHY ca JuiataiujoM |A| myTa, ako je

A< -1,
. ) 1
® CHMETPHUjy YV OJHOCY HA T-OCY, KOMOMHOBAHY Ca KOHTPAKIIHjOM W myTa, ako
je—1 < A<NO.

IIpumep 3.5. U3 rpacduka dpyukimje y = cosz aodujeru cy rpaduim yHKIuja
1

Yy=3CoSTUY = —icosx.

. VIS

(5) Kombunanujom nocrynaka omucanux of (1) mo (4) mory ce no6uru rpadunm
dbyuknuja obuka y = Af(ax +b) + B (a,b, A, B €R; a, A #0).

IMpumep 3.6. Cxuruparn rpacdux dynknuje f(r) = sin? z.

Baxu f(z) = 5~ 5 cos 2x. 3aro rpaxkenn rpaduk gpodujamo ns rpaduka QyHkimje

Y = COSZX KOHTPAKIHJOM 2 IMyTa JIyK T-0Ce, CAMETPHJOM Y OJIHOCY Ha Z-OCY, KOH-
1

TPAKIHjOM 2 MyTa Iy Y-0Ce W TPAHCIANIJOM Ty Y-0ce 3a >

R Y
\ N o 3 g \ \_(./___/

——
I

"'\l - 9
| Yy =sm"zx
|

| ™\ %

A

i L e
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(6) y = [f(2)].

Kaxo je

rpacduk byukmuje y = |f(x)| nobuja ce Ha Taj HadWH WITO ce Jeo rpaduka GyHKIHje
y = f(x) xoju je wcnon z-oce (MMa HeraTHBHE OpJWHATE) TPECTUKA CHMETPUIHO Y

OJ/IHOCY Ha Ty OCY.

ITpumep 3.7. T'paduk dyuknuje y = |Inz| gar je wa coannn:

y = |lnx|

(7)) y = fi(z) + fol).

[Tpernocrasnmo ga cy nosuaru rpadunn dyakunja y = f1(z) wy = fo(z). la
oucmo KoucTpyncanu rpaduk dbyukimuje y = fi(x) + fo(x), Tpeba Hajupe oxpenuTu
IbeH JIOMEH - OH je OUWIVIEHO jeJHAK TpeceKy JoMmeHa dbyHKOHja fi u fo. 3armM,
3a CBaKy TA4YKy To U3 TOI JOMeHa Tpeba ofpeauTn Taduky (To,y; + y2), e je y; =
fi(zo), y2 = fa(zo). Cryn Tako nobujenux tauaka 6uhe Tpaxkenu rpaduk. Omnucanu

MOCTYTAK HA3UBaMo cymepro3unujoM rpaduka y = fi(x) u y = fo(x).

1
IIpumep 3.8. I'paduk dynknuje y = r + — 100HjaMo CyHIepHO3UIUjOM TpadrKa,
x
dyukimja y = x u y = —. llpumerumo Jia je 3a 1O03UTUBHO T HOBU I'PAOUK U3HA/L
x

rpacuka y = > a 3a HETATUBHO T WCIOJ, FHETa.
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h + 1

(8) y = filx) fa().

[Toctymak koHCcTpyKIuje rpacduka obe (byHKIHje HHUje jeTHOCTABAH Y OIIITEM

caydajy. PasmorpuheMo camo jenan jegHoctaBaH mpumep.

ITpumep 3.9. Crunuparu jeo rpaduka pyakmuje y = e “sinx 3a v > 0.

T

Kako je e > 0 u |sinz| < 1, umamo ja je e “sinz| < e % 3a cBako x. Ha 1aj

HaunH, rpaduk Hame yHKIuje ce Hajaasu u3mehy rpacduka dynkimja y = e ¥ u
y = —e %, Jara ¢yHKIHja HHje MEepUOAUYHA, aau HmeH rpaduk moHekse mojaceha
Ha cuHycouay (Ha IpuUMep, UMa HyJie Y MCTHM TadykaMa Kao u (yHKIuja y = sinx),

caMo IIITO jOj ce ., aMIIATYAa  CcMamyje KaJ apryMeHT pacTe.
byl
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