
Predava�a, prekinuta uvo�e�em vanrednog sta�a, nastav	amo ovim putem.

Ovaj dokument �e se nadogra�ivati...

1 Stepeni redovi. Analitiqke funkcije

Definicija 1.1. Funkcionalni red oblika

∞∑
n=0

an(x− x0)n, (1.1)

gde an, x0, x ∈ R, naziva se stepeni red. Parcijalne sume stepenog reda su

polinomi stepena n.

Definicija 1.2. Broj R > 0 zove se polupreqnik (ili radijus) konvergencije

stepenog reda (1.1) ako za svako x, |x−x0| < R, red (1.1) apsolutno konvergira,

a za svako x, |x− x0| > R, red divergira.

Ako red konvergira samo za x = x0, smatramo da je R = 0, a ako konvergira

za svako x ∈ R, onda je R =∞.

Teorema 1.3. Ako stepeni red (1.1) konvergira za x = x1, x1 6= x0, onda on

apsolutno konvergira za svako x ∈ R za koje va�i |x− x0| < |x1 − x0|.

Dokaz. Kako red
∑∞

n=0 an(x1 − x0)n konvergira, postoji M ≥ 0 tako da za sve

n ∈ N va�i

|an(x1 − x0)n| ≤M.

Neka je x takvo da |x− x0| < |x1 − x0|. Tada va�i

|an(x− x0)n| =
∣∣∣∣an(x1 − x0)n

(x− x0)n

(x1 − x0)n

∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣ x− x0x1 − x0

∣∣∣∣n = Mqn,

gde je q = | x−x0
x1−x0 | < 1, pa red

∑∞
n=0 q

n konvergira. Iz konvergencije reda∑∞
n=0Mqn sledi konvergencija reda (1.1).

Teorema 1.4. (Koxi-Adamar)

Polupreqnik konvergencije stepenog reda (1.1) je

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

,

pri qemu podrazumevamo da je R = 0 ako je lim
n→∞

n
√
|an| = ∞ i da je R = ∞ ako

je lim
n→∞

n
√
|an| = 0.
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Dokaz. 1) Neka je lim
n→∞

n
√
|an| =∞. Za x 6= x0 va�i lim

n→∞
n
√
|an(x− x0)n| =∞, pa

postoji podniz (nk) takav da
nk

√
|ank(x− x0)nk | → ∞ kad k → ∞. Prema tome,

red (1.1) divergira jer �egov opxti qlan ne te�i nuli.

2) Neka je lim
n→∞

n
√
|an| = 0. Tada je lim

n→∞
n
√
|an(x− x0)n| = 0 za svako x ∈ R pa

red konvergira za svako x ∈ R.

3) Neka je 0 < R < ∞. Za ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da je n
√
|an| < 1

R
+ ε za

sve n ≥ n0. Prema tome je

|an(x− x0)n| ≤
((

1

R
+ ε

)
|x− x0|

)n
, n ≥ n0, x ∈ R. (1.2)

Ako je |x − x0| < R, mo�emo izabrati ε tako da je
(
1
R

+ ε
)
|x − x0| = q < 1. Iz

(1.2) i poredbenog kriterijuma sledi da red (1.1) konvergira.

Ako je |x − x0| > R, izaberimo ε > 0 tako da
(
1
R
− ε
)
|x − x0| = q > 1. Neka

je (ank) podniz niza (an) takav da je nk

√
|ank | > 1

R
− ε, za svako k ∈ N. Tada je

|ank(x−x0)nk | > (
(
1
R
− ε
)
|x−x0|)nk = qnk > 1, odakle sledi da opxti qlan reda

ne te�i nuli.

Posledica 1.5. Za polupreqnik konvergencije stepenog reda R va�i

R =
1

lim
n→∞

n
√
|an|

, odnosno R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ ,
ako ti limesi postoje.

Primer 1.6. 1) Redovi
∞∑
n=1

xn

nn
i
∞∑
n=1

nnxn imaju polupreqnike konvergencije

R =∞ i R = 0, redom.

2) Redovi
∞∑
n=0

xn,
∞∑
n=1

xn

n
,
∞∑
n=1

xn

n2
i
∞∑
n=1

(−1)nxn

n
imaju radijus konvergencije

R = 1, xto znaqi da konvergiraju apsolutno na (−1, 1). Posle ispitiva�a kon-

vergencije u krajevima intervala, vidimo da su skupovi na kojima ovi redovi

konvergiraju (−1, 1), [−1, 1), [−1, 1] i (−1, 1], redom.

Pre nego xto poqnemo da govorimo o osobinama sume stepenog reda, podse-

timo se nekih tvr�e�a sa prethodnih qasova koja �emo koristiti u nastavku.
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Stav 1.7. Funkcionalni niz (fn), fn : X → R, konvergira uniformno na skupu
E ⊂ X ako i samo ako va�i

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀x ∈ E)(∀m)(∀n)(m,n ≥ n0 =⇒ |fm(x)− fn(x)| < ε).

Stav 1.8. Neka je A ⊂ R, T ⊂ R i t0 ∈ T ′. Familija {ft : A → R| t ∈ T}
ravnomerno konvergira na A, kad t→ t0, ako i samo ako za svako ε > 0 postoji

okolina U(t0) taqke t0 u T , takva da za svake dve vrednosti t1, t2 ∈ U(t0) i za

svako x ∈ A va�i |ft1(x)− ft2(x)| < ε.

Stav 1.9. (Razmena limesa)

Neka je {ft : A → R}, A ⊂ R, familija funkcija koja zavisi od parametra

t, t ∈ T ⊂ R, neka t0 ∈ R ∩ T ′ i neka a ∈ R ∩ A′. Ako
(1) ft ⇒ f, T 3 t→ t0, na A,

(2) za svako t ∈ T postoji lim
x→a

ft(x),

tada postoje lim
x→a

( lim
t→t0

ft(x)) i lim
t→t0

(lim
x→a

ft(x)) i va�i jednakost

lim
x→a

( lim
t→t0

ft(x)) = lim
t→t0

(lim
x→a

ft(x)).

Stav 1.10. Neka je {ft : E → R}, E ⊂ R, familija neprekidnih funkcija koja
zavisi od parametra t ∈ T ⊂ R i neka je to ∈ T ′. Ako ft ⇒ f na E, kad t→ t0,

tada je funkcija f neprekidna na E.

Specijalno, ako je fn : E → R, E ⊂ R, niz neprekidnih funkcija koji

ravnomerno konvergira na skupu E funkciji f : E → R, tada je funkcija

f neprekidna na skupu E.

Stav 1.11. (Dini)

Neka je fn : K → R monoton niz neprekidnih funkcija na kompaktnom skupu

K ⊂ R. Ako niz {fn} konvergira na K neprekidnoj funkciji f , tada fn ⇒ f ,

kad n→∞, na K.

Stav 1.12. Neka su ft : [a, b]→ R integrabilne funkcije za svako t ∈ T ⊂ R i

neka t0 ∈ T ′ ∩R. Ako ft ⇒ f , t→ t0 na [a, b], tada je f integrabilna funkcija

na [a, b] i va�i

lim
t→t0

b∫
a

ft(x)dx =

b∫
a

( lim
t→t0

ft(x))dx =

b∫
a

f(x)dx.

Stav 1.13. Ako red
∞∑
n=1

fn(x), integrabilnih funkcija na [a, b], ravnomerno
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konvergira na [a, b], onda je �egova suma integrabilna funkcija na [a, b] i va�i

b∫
a

(
∞∑
n=1

fn(x)

)
=
∞∑
n=1

b∫
a

fn(x)dx.

U tom sluqaju ka�emo da se red mo�e integraliti qlan po qlan.

Stav 1.14. Neka su ft : [a, b] → R diferencijabilne funkcije za t ∈ T ⊂ R i

neka je t0 ∈ R ∩ T ′. Ako
(1) familija {ft| t ∈ T} konvergira za neko x0 ∈ [a, b], kad t→ t0,

(2) familija izvodnih funkcija {f ′t | t ∈ T} konvergira ravnomerno na [a, b] kad

t→ t0,

onda

(a) familija {ft| t ∈ T} tako�e ravnomerno konvergira na [a, b] nekoj funkciji

f : [a, b]→ R,
(b) va�i f ′(x) = lim

t→t0
f ′t(x), x ∈ [a, b].

Stav 1.15. Neka je (fn), fn : [a, b] → R, niz diferencijabilnih funkcija na

[a, b]. Ako red
∞∑
n=1

f ′n(x) ravnomerno konvergira na [a, b], a sam red
∞∑
n=1

fn(x) kon-

vergira bar u jednoj taqki x0 ∈ [a, b], tada taj red ravnomerno konvergira na

[a, b], �egova suma je diferencijabilna funkcija i va�i(
∞∑
n=1

fn(x)

)′
=
∞∑
n=1

f ′n(x), x ∈ [a, b].

U tom sluqaju ka�emo da se red mo�e diferencirati qlan po qlan.

1.1 Osobine sume stepenog reda

Pretpostav	amo da za stepeni red (1.1) va�i R > 0.

Stav 1.16. Stepeni red (1.1) konvergira ravnomerno na svakom intervalu

[a, b] ⊂ (x0 −R, x0 +R).

Dokaz. Za r = max{|a−x0|, |b−x0|} va�i [a, b] ⊂ [x0−r, x0+r] ⊂ (x0−R, x0+R).

Za svako x ∈ [x0 − r, x0 + r] je |an(x − x0)
n| ≤ |an|rn, pa kako red

∑∞
n=0 |an|rn

konvergira, red (1.1) ravnomerno konvergira na segmentu [x0− r, x0 + r] (Vajer-

xtrasov kriterijum).

Posledica 1.17. Suma stepenog reda (1.1) je neprekidna funkcija na inter-

valu (x0 −R, x0 +R).
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Teorema 1.18. (Abelova teorema)

Ako red (1.1) konvergira za x = x0 + R, onda on ravnomerno konvergira na

segmentu [x0, x0 +R] i �egova suma je neprekidna (s leva) u taqki x = x0 +R,

tj. va�i

lim
x→xo+R−

∞∑
n=0

an(x− x0)n =
∞∑
n=0

anR
n.

.

Dokaz. Opxti qlan reda je

an(x− x0)n = anR
n

(
x− x0
R

)n
.

Red
∑∞

n=0 anR
n konvergira po pretpostavci i niz

((
x−x0
R

)n)
je za x ∈ [x0, x0 +R]

nerastu�i i ograniqen pa, prema Abelovom kriterijumu, red (1.1) ravnomerno

konvergira na [x0, x0 +R].

Teorema 1.19. Stepeni red (1.1) (R > 0) se unutar svog inervala konvergen-

cije mo�e diferencirati i integraliti qlan po qlan. Tako dobijeni redovi

imaju isti polupreqnik konvergencije kao i polazni red.

Dokaz. Neka je f(x) =
∑∞

n=0 an(x − x0)n, x ∈ (x0 − R, x0 + R). Na segmentu sa

krajevima x i x0 red konvergira ravnomerno (Stav 1.16) pa, kako su qlanovi

reda neprekidne funkcije, red se mo�e integraliti qlan po qlan (Stav 1.13).

Va�i
x∫

x0

f(t)dt =
∞∑
n=0

an
(x− x0)n+1

n+ 1
,

i dobijeni red ima isti polupreqnik konvergencije kao i red (1.1).

Red
∑∞

n=0 nan(x−x0)n−1 ima isti radijus konvergencije kao i red (1.1). Prema
tome, on konvergira ravnomerno na svakom segmentu [a, b] ⊂ (x0−R, x0 +R), pa,

na osnovu Stava 1.15, va�i f ′(x) =
∑∞

n=1 nan(x− x0)n−1.

Posledica 1.20. Unutar svog intervala konvergencije stepeni red (1.1)

definixe beskonaqno diferencijabilnu funkciju f(x) =
∑∞

n=0 an(x − x0)
n za

koju va�i f (n)(x0) = n!an za n ≥ 0.
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1.2 Analitiqke funkcije

Definicija 1.21. a) Neka je f realna funkcija, definisana i beskonaqno

diferencijabilna u nekoj okolini taqke x0 ∈ R. Red

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

zove se Tejlorov red funkcije f u okolini taqke x0.

Prema Posledici 1.20, ako je funkcija f suma stepenog reda
∑∞

n=0 an(x− x0)n,
tada je f beskonaqno diferencijabilna unutar intervala konvergencije reda

i taj red je Tejlorov red funkcije f .

b) Ako je funkcija f jednaka zbiru svog Tejlorovog reda u nekoj okolini

taqke x0, ka�emo da je f analitiqka u okolini taqke x0.

Naravno, postoje beskonaqno diferencijabilne funkcije koje nisu analitiqke.

Takav jedan primer jeste funkcija

f(x) =


e−

1
x2 , x 6= 0

0, x = 0

koja jeste beskonaqno diferencijabilna u okolini taqke x = 0 i za koju va�i

f (n)(0) = 0 za sve n ∈ N. Prema tome, suma Tejlorovog reda funkcije f u

okolini taqke x = 0 je jednaka nuli i, dakle, nije jednaka funkciji f .

U slede�em stavu navodimo dovo	an uslov da funkcija bude analitiqka.

Stav 1.22. Neka je funkcija f beskonaqno diferencijabilna na intervalu

I = (x0 − r, x0 + r), r > 0 i neka postoji M ≥ 0 tako da va�i |f (n)(x)| ≤M za

svako x ∈ I i svako n ≥ n0. Tada je f analitiqka funkcija u okolini taqke

x0.

Dokaz. Funkcija f �e biti analitiqka ako je lim
n→∞

Rn(x) = 0, gde je Rn(x)

ostatak u Tejlorovoj formuli f(x) =
∑n

k=0
f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k + Rn(x). Dakle,

dovo	no je da doka�emo da za svako x ∈ (x0− r, x0 + r) va�i Rn(x)→ 0, n→∞.

Ako iskoristimo Lagran�ov oblik ostatka, dobijamo da je za svako x ∈ I i

neko θ ∈ (0, 1) ispu�eno

|Rn(x)| =
∣∣∣∣f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

∣∣∣∣ ≤ Mrn+1

(n+ 1)!
→ 0, n→∞.
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Primer 1.23. 1) Posmatrajmo funkciju f(x) = ex. Za svako n ∈ N va�i

f (n)(x) = ex i f (n)(0) = 1. Tejlorov red
∞∑
n=0

xn

n!
funkcije f u okolini nule

konvergira za svako x ∈ R i suma mu je jednaka ex, s obzirom na to da za svako

r > 0 va�i |f (n)(x)| = ex ≤ er, za x ∈ [−r, r].
2) Kako je

∣∣sin(n)(x)
∣∣ =

∣∣sin (x+ nπ
2

)∣∣ ≤ 1 i
∣∣cos(n)(x)

∣∣ =
∣∣cos

(
x+ nπ

2

)∣∣ ≤ 1 za

x ∈ R i n ∈ N, dobijamo sinx =
∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)!
i cosx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
za x ∈ R.

3) Neka je f(x) = (1 + x)α, α ∈ R. Tejlorov red finkcije f u okolini nule

je
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn i zove se binomni red. Za α ∈ N∪{0} red se svodi na konaqan zbir.

Ako α /∈ N ∪ {0}, red konvergira na intervalu (−1, 1). Za |x| < 1 ho�emo da

poka�emo da va�i (1 +x)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn. Koxijev oblik ostatka u odgovaraju�oj

Maklorenovoj formuli Rn(x) =
(
α
n

)
(α − n)xn+1(1 − θ)n(1 + θx)α−n−1, θ ∈ (0, 1)

zapiximo u obliku Rn(x) =
((
α−1
n

)
xn
)

(αx(1 + θx)α−1)
(

1−θ
1+θx

)n
. Primetimo da je(

α−1
n

)
xn opxti qlan binomnog reda funkcije (1+x)α−1 koji konvergira (|x| < 1),

pa te�i nuli kad n → ∞. Za date x i α, primetimo da je |αx(1 + θx)α−1|
ograniqeno sa max(|αx|(1 − |x|)α−1, |αx|(1 + |x|)α−1) i ta granica ne zavisi od

n. Vidimo da va�i i 1 + θx > 1− θ zbog x > −1 i 0 < θ < 1, pa je
(

1−θ
1+θx

)n
< 1

za svako n ∈ N. Prema svemu tome, Rn(x)→ 0 kad n→∞.

Ostaje jox da se vidi za koje vrednosti α binomni red konvergira za x = 1,

odnosno x = −1. Mo�da biste mogli da pokuxate to sami.

4) Ako integralimo red (1 + x)−1 =
∞∑
n=0

(−1)nxn, |x| < 1, qlan po qlan

(xto smemo unutar radijusa konvergencije), dobijamo ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 x
n

n
.

Poxto dobijeni red konvergira u x = 1 i ln(1+x) je neprekidna funkcija u toj

taqki, iz Abelove teoreme (Teorema 1.18) dobijamo da pomenuti razvoj funkcije

ln(1 + x) va�i za svako x ∈ (−1, 1]. Specijalno, dobijamo ln 2 =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
.

2 Prostor C[a,b]. Aproksimacija neprekidnih

funkcija polinomima

Skup C[a, b] svih neprekidnih funkcija f : [a, b]→ R ima strukturu vektorskog

prostora sa operacijama sabira�a i mno�e�a skalarom: za f, g ∈ C[a, b] i λ ∈ R
definixemo funkcije f + g, λf : [a, b]→ R sa

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (λf)(x) = λf(x).
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Mo�e se uvesti norma kao

‖f‖ = max
a≤x≤b

|f(x)|.

Norma je korektno definisana jer za neprekidnu funkciju f i |f | je neprekidna
pa dosti�e maksimum na segmentu [a, b]. Pomo�u norme uvodimo metriku

d(f, g) = max
a≤x≤b

|f(x)− g(x)|. (2.1)

Ovaj prostor smo ranije pomi�ali kao primer metriqkog prostora. Sada �emo

opisati konvergenciju u ovom metriqkom prostoru. Neka je (fn) niz u C[a, b].

Taj niz konvergira funkciji f ∈ C[a, b] ako i samo ako za svako ε > 0 postoji

n0 ∈ N, tako da za sve n > n0 va�i

d(fn, f) = max
a≤x≤b

|fn(x)− f(x)| < ε.

Dakle, niz (fn) konvergira ka f u C[a, b] ako i samo ako taj niz ravnomerno

konvergira ka f na [a, b] kad n→∞. Zbog toga se qesto metrika (2.1) prostora

C[a, b] naziva ravnomerna (uniformna) metrika.

Na ovom mestu mo�emo da doka�emo kompletnost metriqkog prostora C[a, b].

Najavili smo to na poqetku prvog semestra.

Stav 2.1. Prostor C[a, b] je kompletan.

Dokaz. Neka je (fn) Koxijev niz funkcija u C[a, b]. To znaqi da za svako ε > 0

postoji n0 ∈ N, takav da za sve m,n > n0 va�i

d(fm, fn) = max
a≤x≤b

|fm(x)− fn(x)| < ε.

Prema tome vidimo da je |fm(x) − fn(x)| < ε za sve x ∈ [a, b]. Na osnovu Stava

1.7 koji smo dokazali na nekom od prethodnih qasova, mo�emo da zak	uqimo

da niz (fn) ravnomerno konvergira nekoj funkciji f : [a, b] → R. Kako su sve
funkcije fn neprekidne, graniqna funkcija f je, tako�e, neprekidna (Stav

1.10).

Slede�i Vajerxtrasov stav nam govori da se svaka neprekidna funkcija

mo�e uniformno aproksimirati polinomima.

Stav 2.2. (Vajerxtras)

Neka je data neprekidna funkcija f na segmentu [a, b] i neka je ε > 0 proizvo	no.
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Tada postoji polinom p sa realnim koeficijentima takav da za svako x ∈ [a, b]

va�i |f(x)− p(x)| < ε.

Dokaz. Dokaz �emo izvesti u nekoliko koraka.

1) Mo�emo pretpostaviti da je [a, b] = [−1, 1]. Kako je funkcija f ravnomerno

neprekidna na [−1, 1], svakom ε > 0 odgovara broj δ > 0 takav da je

|f(x)− f(x′)| < ε/2 kad god je |x− x′| < δ. (2.2)

Izaberimo podelu P = {x0, x1, . . . , xn} segmenta [−1, 1] za koju je λ(P ) < δ. Neka

je l : [−1, 1]→ R funkcija za koju je

l(xj) = f(xj) za j = 0, 1, . . . , n, (2.3)

a na segmentima [xj−1, xj] je linearna, tj. za x ∈ [xj−1, xj] va�i

l(x) = f(xj−1) +
f(xj)− f(xj−1)

xj − xj−1
(x− xj−1).

Tada za j = 1, . . . , n i x ∈ [xj−1, xj] va�i

|f(x)− l(x)| =
∣∣∣∣(f(x)− f(xj−1))(xj − xj−1)− (f(xj)− f(xj−1))(x− xj−1)

xj − xj−1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(f(x)− f(xj))(x− xj−1) + (f(x)− f(xj−1))(xj − x)

xj − xj−1

∣∣∣∣
≤ ε

2
· (x− xj−1) + (xj − x)

xj − xj−1
=
ε

2
, (2.4)

na osnovu (2.2) jer |x− xj| < δ i |x− xj−1| < δ.

2) Funkcija l mo�e da se izrazi u obliku

l(x) =
n∑
j=0

aj|x− xj|, (2.5)

gde su koeficijenti aj odre�eni sa

n∑
j=0

aj|xk − xj| = f(xk). k = 0, 1, . . . , n. (2.6)

Zaista, suma u (2.5) se na segmentima [xk−1, xk] i [xk, xk+1] (k = 1, 2, . . . , n − 1)
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svodi na
k−1∑
j=0

aj(x− xj)− ak(x− xk)−
n∑

j=k+1

aj(x− xj),

odnosno
k−1∑
j=0

aj(x− xj) + ak(x− xk)−
n∑

j=k+1

aj(x− xj),

tj. predstav	a na tim segmentima dve razliqite linearne funkcije koje za

x = xk uzimaju istu vrednost f(xk) na osnovu (2.6).

3) Sada vidimo da je dovo	no dokazati da se svaka od funkcija |x − xj|
na [−1, 1] mo�e ravnomerno aproksimirati polinomima, a to �emo dokazati

tako xto �emo pokazati da se funkcija |x| mo�e ravnomerno aproksimirati

polinomima na skupu [−2, 2] koji sadr�i sve segmente oblika [−1− xj, 1− xj].
Ovo sledi neposredno iz

|x| = 2
∣∣∣x
2

∣∣∣ = 2

√(x
2

)2
= 2

√
1 +

(
x2

4
− 1

)
= 2

∞∑
n=0

(
1/2

n

)(
x2

4
− 1

)n
,

jer ovaj red konvergira uniformno na segmentu [−2, 2] na osnovu Vajerxtrasovog

kriterijuma. Naime, za x ∈ [−2, 2] je

∞∑
n=0

∣∣∣∣(1/2

n

)(
x2

4
− 1

)n∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

∣∣∣∣(1/2

n

)∣∣∣∣ < +∞.

Oznaqimo sa pj (j = 0, 1, . . . n) polinom koji ravnomerno aproksimira funkciju

aj|x− xj|, tj. za koji va�i

|aj|x− xj| − pj(x)| < ε

2(n+ 1)
,

i sa p polinom p(x) =
n∑
j=0

pj(x). Tada je

|l(x)− p(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
j=0

(aj|x− xj| − pj(x))

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=0

|aj|x− xj| − pj(x)| < ε

2
,

xto, zajedno sa (2.4), daje

|f(x)− p(x)| ≤ |f(x)− l(x)|+ |l(x)− p(x)| < ε,
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za sve x ∈ [−1, 1]. Time je Vajerxtrasov stav dokazan.

3 Integral kao funkcija parametra

3.1 Rimanovi integrali koji zavise od parametra

Definicija 3.1. Neka je E = I×J , I = [a, b] ⊂ R, J = (c, d) ⊂ R, i f : E → R

funkcija takva da postoji
b∫
a

f(x, y)dx kao Rimanov integral za svako y ∈ J .

Tada se funkcija

F (y) =

b∫
a

f(x, y)dx, y ∈ J,

naziva Rimanov integral koji zavisi od parametra y.

Oqigledno je da osobine funkcije F zavise od osobina funkcije f .

Teorema 3.2. Ako je funkcija f neprekidna na skupu E, tada je funkcija F

neprekidna na intervalu J .

Dokaz. Neka je y0 ∈ J . Neka je ∆ > 0 takvo da J(y0) = [y0 − ∆, y0 + ∆] ⊂ J .

Skup I×J(y0) je kompaktan, pa je funkcija f ravnomerno neprekidna na �emu.

Prema tome, za dato ε > 0, postoji δ ∈ (0,∆), tako da je |f(x, y)−f(x, y0)| < ε, za

svako x ∈ I i svako y ∈ J(y0) za koje va�i |y− y0| < δ. Primetimo da smo ovim

dobili da f(x, y) ⇒ f(x, y0) na I, kad y → y0. Na osnovu Stava 1.12 vidimo da

va�i

lim
y→y0

F (y) = lim
y→y0

b∫
a

f(x, y)dx =

b∫
a

lim
y→y0

f(x, y)dx =

b∫
a

f(x, y0)dx = F (y0),

xto znaqi da je funkcija F neprekidna u taqki y0.

U nastavku, zadr�avamo sve oznake kao do sada.

Teorema 3.3. Neka funkcija f : E → R zadovo	ava slede�e uslove:

(1) f(x, y) je neprekidna po x ∈ I za svako y ∈ J ;
(2) f ima parcijalni izvod ∂f

∂y
koji je neprekidna funkcija na E.
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Tada je funkcija F (y) =
b∫
a

f(x, y)dx neprekidno diferencijabilna na J i va�i

F ′(y) =

b∫
a

∂f

∂y
(x, y)dx.

Dokaz. Prema (1), F (y) je definisano za svako y ∈ J . Neka y0 ∈ J i neka je

h ∈ R \ {0} takav da y0 +h ∈ J . Tada, primenom Lagran�ove teoreme, dobijamo

F (y0 + h)− F (y0) =

b∫
a

[f(x, y0 + h)− f(x, y0)]dx =

= h

b∫
a

∂f

∂y
(x, y0 + θh)dx, 0 < θ < 1.

Kao u dokazu prethodne teoreme, dobija se da ∂f
∂y

(x, y0 + θh) ⇒ ∂f
∂y

(x, y0) na I kad

h→ 0. Na osnovu Stava 1.12, dobijamo da je

lim
h→0

F (y0 + h)− F (y0)

h
= lim

h→0

b∫
a

∂f

∂y
(x, y0 + θh)dx =

=

b∫
a

lim
h→0

∂f

∂y
(x, y0 + θh)dx =

b∫
a

∂f

∂y
(x, y0)dx.

Neprekidnost funkcije F ′ sledi iz jednakosti F ′(y) =
b∫
a

∂f
∂y

(x, y)dx, pret-

postavke (2) i Teoreme 3.2.

Sada �emo razmatrati diferencijabilnost parametarskog integrala kod

koga i granice zavise od parametra.

Teorema 3.4. Neka su f i ∂f
∂y

neprekidne realne funkcije na skupu E = I × J ,
I = [a, b], J = (c, d) i neka su a(y) i b(y) diferencijabilne funkcije definisane

na J , sa vrednostima u I. Tada je funkcija

F (y) =

b(y)∫
a(y)

f(x, y)dx

12



diferencijabilna na J i va�i

F ′(y) =

b(y)∫
a(y)

∂f

∂y
(x, y)dx+ f(b(y), y)b′(y)− f(a(y), y)a′(y), y ∈ J.

Dokaz. Neka y0 ∈ J , ∆ > 0 i [y0 −∆, y0 + ∆] ⊂ J . Ako je |h| < ∆, tada je

F (y0 + h)− F (y0)

h
−

b(y0)∫
a(y0)

∂f

∂y
(x, y0)dx− f(b(y0), y0)b

′(y0) + f(a(y0), y0)a
′(y0) =

=
1

h

b(y0+h)∫
a(y0+h)

f(x, y0 + h)dx− 1

h

b(y0)∫
a(y0)

f(x, y0)dx−
b(y0)∫

a(y0)

∂f

∂y
(x, y0)dx−

−f(b(y0), y0)b
′(y0) + f(a(y0), y0)a

′(y0) = (3.1)

=

b(y0)∫
a(y0)

[
f(x, y0 + h)− f(x, y0)

h
− ∂f

∂y
(x, y0)

]
dx− 1

h

a(y0+h)∫
a(y0)

f(x, y0 + h)dx+

+f(a(y0), y0)a
′(y0) +

1

h

b(y0+h)∫
b(y0)

f(x, y0 + h)dx− f(b(y0), y0)b
′(y0).

Ovde smo koristili jednakost

b(y0+h)∫
a(y0+h)

f(x, y0 + h)dx =

a(y0)∫
a(y0+h)

f(x, y0 + h)dx+

b(y0)∫
a(y0)

f(x, y0 + h)dx+

+

b(y0+h)∫
b(y0)

f(x, y0 + h)dx.

Prema Teoremi 3.3,

b(y0)∫
a(y0)

[
f(x, y0 + h)− f(x, y0)

h
− ∂f

∂y
(x, y0)

]
dx = o(1), h→ 0. (3.2)

Ako iskoristimo Teoremu o sred�oj vrednosti integrala i diferencijabil-

13



nost funkcije b, vidimo da je

1

h

b(y0+h)∫
b(y0)

f(x, y0 + h)dx− f(b(y0), y0)b
′(y0) =

=
b(y0 + h)− b(y0)

h
f(ξ, y0 + h)− f(b(y0), y0)b

′(y0) = (3.3)

= [b′(y0) + β(h)]f(ξ, y0 + h)− f(b(y0), y0)b
′(y0),

za neko ξ = b(y0) + θ(b(y0 + h) − b(y0)), 0 < θ < 1, pri qemu β(h) → 0, h → 0.

Kako f(b(y0) + θ(b(y0 +h)− b(y0)), y0 +h)− f(b(y0), y0)→ 0 kad h→ 0, na osnovu

(3.3) zak	uqujemo da je

1

h

b(y0+h)∫
b(y0)

f(x, y0 + h)dx− f(b(y0), y0)b
′(y0) = o(1), h→ 0. (3.4)

Sliqno dobijamo da je

1

h

a(y0+h)∫
a(y0)

f(x, y0 + h)dx− f(a(y0), y0)a
′(y0) = o(1), h→ 0. (3.5)

Teorema sledi iz (3.1), (3.2), (3.4) i (3.5).

Primer 3.5. Neka je

Fn(x) =
1

(n− 1)!

x∫
0

(x− t)n−1f(t)dt, n ∈ N,

gde je f neprekidna funkcija na intervalu integracije.

Za n = 1, F ′1(x) = f(x).

Prema prethodnoj teoremi, za n > 1 je

F ′n(x) =
1

(n− 2)!

x∫
0

(x− t)n−2f(t)dt = Fn−1(x).

Lako se zak	uquje da je F
(n)
n (x) = f(x), za svako n ∈ N.
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Teorema 3.6. Ako je funkcija f : I × J → R, I = [a, b], J = [c, d], neprekidna

na I × J , tada je funkcija F (y) =
b∫
a

f(x, y)dx integrabilna na J i va�i

d∫
c

F (y)dy =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx. (3.6)

Dokaz. Funkcija F je neprekidna na J (Teorema 3.2) pa je integrabilna na

�emu. Neka su

Φ(u) =

u∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy, Ψ(u) =

b∫
a

 u∫
c

f(x, y)dy

 dx

za u ∈ J . Diferencira�em po gor�oj granici integrala, dobijamo

Φ′(u) =

b∫
a

f(x, u)dx,

i primenom Teoreme 3.3,

Ψ′(u) =

b∫
a

f(x, u)dx.

Kako funkcije Φ i Ψ imaju jednake izvode na J , dobijamo Φ(u) = Ψ(u) + C,

u ∈ J . Iz Φ(c) = Ψ(c) = 0, sledi C = 0, pa je Φ(u) = Ψ(u), u ∈ J . Specijalno,
za u = d dobijamo (3.6).

Uslovi u Teoremama 3.2 i 3.6 su samo dovo	ni, ne i neophodni. To se vidi

iz slede�eg primera:

Primer 3.7. Neka je f : [0, 1]×R→ Rfunkcija f(x, y) = sgn(x− y). Neposredno

se dobija F (y) =

1∫
0

f(x, y)dx =



1, −∞ < y < 0

1− 2y, 0 ≤ y ≤ 1

−1, 1 < y <∞

.

Dakle, integral prekidne funkcije f je neprekidna funkcija F .
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3.2 Nesvojstveni parametarski integrali

Ako je f : [a,∞) × (c, d) 7→ R i za svako y ∈ J = (c, d) postoji nesvojstveni

integral

F (y) =

∞∫
a

f(x, y)dx, (3.7)

tada se on naziva nesvojstveni integral koji zavisi od parametra y.

Definicija 3.8. Nesvojstveni integral (3.20), koji zavisi od parametra y ∈
J , ravnomerno konvergira na skupu E ⊂ J ako

(∀ε > 0)(∃a0 ≥ a)(∀y ∈ E)(∀b ≥ a0) =⇒

∣∣∣∣∣∣
∞∫
b

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε. (3.8)

Ako oznaqimo F (b, y) =
b∫
a

f(x, y)dx, b ≥ a, tada je (3.8) ekvivalentno sa

F (b, y) ⇒ F (y)

na E kad b→∞.

Primer 3.9. (1) Integral
∞∫
1

dx
x2+y2

ravnomerno konvergira po y ∈ R. Naime,

∞∫
b

dx
x2+y2

≤
∞∫
b

dx
x2

= 1
b
< ε, ako je b > 1

ε
.

(2) Integral I(y) =

∞∫
0

e−xydx konvergira za svako y > 0. Ravnomerno konver-

gira na proizvo	nom skupu {y ∈ R| y ≥ y0 > 0} jer je, u tom sluqaju,

∞∫
b

e−xydx =
1

y
e−by ≤ 1

y0
e−by0 → 0, (3.9)

kad b → ∞. Poxto je sup
y>0

1
y
e−by = ∞ za svako b > 0, na osnovu (3.9) vidimo da

integral I(y) ne konvergira ravnomerno na (0,∞).

Teorema 3.10. (Koxijev kriterijum)

Integral (3.20) ravnomerno konvergira na skupu E ⊂ J ako i samo ako za svako

ε > 0 postoji a0 ≥ a, takvo da za sve b1, b2 ∈ [a0,∞) i za svako y ∈ E va�i∣∣∣∣∣∣
b2∫
b1

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.
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Dokaz. Dokaz sledi iz opxteg Koxijevog principa ravnomerne konvergencije

(Stav 1.8).

Posledica 3.11. Ako je podintegralna funkcija f integrala (3.20) neprekidna

na [a,∞)× [c, d] i taj integral konvergira za y ∈ (c, d), ali divergira za y = c

(odnosno y = d), onda on ne konvergira ravnomerno na (c, d).

Teorema 3.12. (Vajerxtrasov kriterijum)

Ako je Φ : [a0,∞) → R, a0 ≥ a, funkcija takva da za svako y ∈ E ⊂ R i svako

x ≥ a0 va�i |f(x, y)| ≤ Φ(x) i integral

∞∫
a0

Φ(x)dx konvergira, tada integral

∞∫
a

f(x, y)dx konvergira ravnomerno na skupu E.

Dokaz. Iz konvergencije integrala

∞∫
a0

Φ(x)dx sledi da za svako ε > 0 postoji

a1 ≥ a0 tako da za sve b1, b2 ∈ (a1,∞) va�i

∣∣∣∣∣∣
b2∫
b1

Φ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε. Tada je, za sve

y ∈ E, ∣∣∣∣∣∣
b2∫
b1

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b2∫
b1

|f(x, y)|dx ≤
b2∫
b1

Φ(x)dx =

∣∣∣∣∣∣
b2∫
b1

Φ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Na osnovu Teoreme 3.10 sledi da integral

∞∫
a

f(x, y)dx ravnomerno konvergira

na skupu E.

Primer 3.13. (1) Integral
∞∫
0

sinxy
1+x2

dx ravnomerno konvergira po y ∈ R jer za

svako y ∈ R va�i
∣∣ sinxy
1+x2

∣∣ ≤ 1
1+x2

i
∞∫
0

dx
1+x2

konvergira.

(2) Integral
∞∫
1

dx
xα+1

konvergira ravnomerno po α na intervalu [α0,∞), gde je

α0 > 1. Zaista, ako je x ≥ 1 i α ≥ α0, tada je (xα+1)−1 ≤ (xα0 +1)−1, a integral
∞∫
1

dx
xα0+1

konvergira. Konvergencija nije uniformna na (1,∞) prema Posledici

3.11.

Teorema 3.14. (Abelov kriterijum)

Ako va�i:
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(1) integral F (y) =

∞∫
a

f(x, y)dx konvergira ravnomerno po y na J = (c, d);

(2) za svako y ∈ J funkcija g : [a,∞)× J → R je monotona po x;

(3) postoji konstanta M , takva da je |g(x, y)| ≤M za svako x ∈ [a,∞) i svako

y ∈ J ,

tada integral Φ(y) =

∞∫
a

f(x, y)g(x, y)dx ravnomerno konvergira na J .

Dokaz. Neka je ε > 0. Za a ≤ a1 < a2 i y ∈ J , na osnovu druge teoreme o sred�oj
vrednosti integrala imamo

a2∫
a1

f(x, y)g(x, y)dx = g(a1, y)

ξ∫
a1

f(x, y)dx+ g(a2, y)

a2∫
ξ

f(x, y)dx, (3.10)

za neko ξ ∈ (a1, a2).

Na osnovu (1), postoji a0 ≥ a tako da za svako y ∈ J va�i∣∣∣∣∣∣
ξ∫

a1

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2M
,

∣∣∣∣∣∣
a2∫
ξ

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2M
, (3.11)

ako je a0 ≤ a1 < ξ < a2.

Iz (3.10) i (3.11) sledi da ako je a2 > a1 ≥ a0, tada je za svako y ∈ J∣∣∣∣∣∣
a2∫
a1

f(x, y)g(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ < M
ε

2M
+M

ε

2M
= ε.

Ovo znaqi da integral Φ(y) konvergira ravnomerno po y ∈ J na osnovu Koxi-

jevog kriterijuma (Teorema 3.10).

Primer 3.15. Parametarski integral F (y) =
∞∫
0

sinx
x
e−xydx ravnomerno kon-

vergira na intervalu [0,∞).

Oznaqimo f(x, y) = sinx
x

i g(x, y) = e−xy. Integral
∞∫
0

f(x, y)dx konvergira i

podintegralna funkcija ne zavisi od y, pa integral konvergira ravnomerno

po y na [0,∞). Va�i g(x, y) ≤ 1 za svako x ≥ 0 i svako y ∈ [0,∞). Za fiksirano

y ∈ [0,∞), funkcija g(x, y) je nerastu�a po x na [0,∞). Dakle, va�e svi uslovi

Abelovog kriterijuma, pa integral F (y) ravnomerno konvergira po y ∈ [0,∞).
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Teorema 3.16. (Dirihleov kriterijum)

Neka za funkcije f i g, koje preslikavaju [a,∞)× (c, d) u R, va�i:

(1) funkcija g je monotona po x za svako y ∈ (c, d);

(2) g(x, y) ⇒ 0, kad x→∞, na (c, d);

(3) postoji M > 0 tako da je

∣∣∣∣∣∣
x∫
a

f(t, y)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ M , za svako x ≥ a i svako

y ∈ (c, d).

Tada integral F (y) =

∞∫
a

f(x, y)g(x, y)dx konvergira ravnomerno po y na (c, d).

Dokaz. Neka je ε > 0, a ≤ a1 < a2 i y ∈ (c, d). Kao u dokazu Abelovog kriteri-

juma, koriste�i drugu teoremu o sred�oj vrednosti integrala, dobijamo∣∣∣∣∣∣
a2∫
a1

f(x, y)g(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ g(a1, y)

ξ∫
a1

f(x, y)dx+ g(a2, y)

a2∫
ξ

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 2M(|g(a1, y)|+ |g(a2, y)|). (3.12)

Ovde smo koristili ocenu∣∣∣∣∣∣
ξ∫

a1

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a∫

a1

f(x, y)dx+

ξ∫
a

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
a1∫
a

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
ξ∫

a

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2M,

i, sliqno,

∣∣∣∣∣∣
a2∫
ξ

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2M .

Prema (2), postoji a0 ≥ a tako da za svako y ∈ (c, d) i za svako x ≥ a0 va�i

|g(x, y)| < ε

4M
. (3.13)

Iz (3.12) i (3.13) sledi da je

∣∣∣∣∣∣
a2∫
a1

f(x, y)g(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε, za svako a1, a2 ≥ a0 i

svako y ∈ (c, d). Na osnovu Koxijevog kriterijuma (Teorema 3.10) integral

F (y) ravnomerno konvergira po y na (c, d).
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Teorema 3.17. (Dini)

Neka je E = I × J, I = [a,∞), J = [c, d] i neka je f : E → R neprekidna nenega-

tivna funkcija takva da za svako y ∈ J integral F (y) =

∞∫
a

f(x, y)dx konver-

gira. Ako je funkcija F (y) neprekidna na J , tada integral F (y) ravnomerno

konvergira na J .

Dokaz. Neka je Fn(y) =

a+n∫
a

f(x, y)dx, y ∈ J, n ∈ N. Funkcije Fn : [c, d] → R su

neprekidne na J , prema Teoremi 3.2. Niz (Fn(y)) je neopadaju�i za svako y ∈ J
jer je funkcija f nenegativna na E. Kako je lim

n→∞
Fn(y) = F (y), y ∈ J , na osnovu

Stava 1.11, Fn(y) ⇒ F (y), na J , kad n → ∞. Dakle, za svako ε > 0, postoji

n0 ∈ N, tako da je

0 ≤ F (y)− Fn(y) =

∞∫
a+n

f(x, y)dx < ε,

za svako n ≥ n0 i svako y ∈ J . Uzimaju�i da je a0 = a + n0, zak	uqujemo da je
∞∫
a1

f(x, y)dx < ε, za svako a1 ≥ a0 i svako y ∈ J .

3.3 Funkcionalna svojstva nesvojstvenih parametarskih

integrala

Primer koji sledi pokazuje da dovo	ni uslovi za ulazak limesa pod Rimanov

integral (Stav 1.12) ne obezbe�uju da se mo�e promeniti poredak limesa i

nesvojstvenog integrala.

Primer 3.18. Funkcija

f(x, y) =


y
x3
e−y/2x

2
, x > 0

0, x = 0

.
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ima svojstvo f(x, y) ⇒ 0, na [0,∞), kad y →∞. Me�utim,

lim
y→∞

∞∫
0

f(x, y)dx = 1 6= 0 =

∞∫
0

(
lim
y→∞

f(x, y)

)
dx.

(1) Graniqna vrednost i neprekidnost

Teorema 3.19. Neka je I = [a,∞), J = (c, d), −∞ ≤ c < d ≤ ∞, y0 ∈ J i

f : I × J → R. Ako va�i

(1) f(x, y) ⇒ Φ(x), y → y0, na svakom intervalu [a, b], b > a,

(2) integral F (y) =

∞∫
a

f(x, y)dx konvergira ravnomerno na J ,

tada

(a) integral

∞∫
a

Φ(x)dx konvergira,

(b) lim
y→y0

∞∫
a

f(x, y)dx =

∞∫
a

lim
y→y0

f(x, y)dx =

∞∫
a

Φ(x)dx.

Dokaz. Neka je F (b, y) =

b∫
a

f(x, y)dx, b ≥ a. Iz pretpostavke (1) i Stava

1.12 sledi da je lim
y→y0

F (b, y) =

b∫
a

lim
y→y0

f(x, y)dx =

b∫
a

Φ(x)dx. Sa druge strane,

F (b, y) ⇒ F (y), po y ∈ J , kad b → ∞. Primenom Stava 1.9 o razmeni limesa,

zak	uqujemo da postoji

∞∫
a

Φ(x)dx i da va�i

lim
y→y0

∞∫
a

f(x, y)dx = lim
y→y0

(
lim
b→∞

F (b, y)
)

= lim
b→∞

(
lim
y→y0

F (b, y)

)

= lim
b→∞

b∫
a

Φ(x)dx =

∞∫
a

Φ(x)dx.

Stav 3.20. Neka su qlanovi reda
∞∑
n=1

fn(x) nenegativne i neprekidne funkcije

na [a,∞) i neka je �egova suma f(x) neprekidna i integrabilna funkcija na
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[a,∞). Tada se taj red mo�e integraliti qlan po qlan na [a,∞), tj. va�i

∞∫
a

(
∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∑
n=1

∞∫
a

fn(x)dx.

Dokaz. Neka je sn(x) =
n∑
k=1

fk(x). Prema Dinijevoj teoremi, sn ⇒ f , na svakom

intervalu [a, b], b > a, kad n → ∞. Sa druge strane, nejednakosti 0 ≤ sn(x) ≤

f(x), za svako n ∈ N i svako x ∈ [a,∞) i konvergencija integrala

∞∫
a

f(x)dx

povlaqe da

∞∫
a

sn(x)dx konvergira ravnomerno po n ∈ N. Primenom prethodne

teoreme dobijamo

∞∫
a

(
∞∑
n=1

fn(x)

)
dx =

∞∫
a

(
lim
n→∞

sn(x)
)
dx = lim

n→∞

∞∫
a

sn(x)dx

= lim
n→∞

n∑
k=1

∞∫
a

fk(x)dx =
∞∑
k=1

∞∫
a

fk(x)dx.

Stav 3.21. Neka je E = I × J, I = [a,∞), J = (c, d), −∞ ≤ c < d ≤ ∞. Ako

je funkcija f : E → R neprekidna i integral F (y) =

∞∫
a

f(x, y)dx konvergira

ravnomerno po y ∈ J , tada je funkcija F neprekidna na J .

Dokaz. Neka je Fn(y) =

a+n∫
a

f(x, y)dx, y ∈ J, n ∈ N. Funkcije Fn su neprekidne

na J (Teorema 3.2) i va�i Fn ⇒ F na J , kad n→∞, po pretpostavci, pa je F

neprekidna funkcija na J (Stav 1.10).

Primer 3.22. U Primeru 3.15 smo pokazali da integral F (y) =

∞∫
0

sinx

x
e−xydx

konvergira ravnomerno na intervalu [0,∞). Na osnovu prethodnog stava, F je
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neprekidna funkcija na [0,∞). Specijalno, lim
y→0+

F (y) = F (0), tj.

lim
y→0+

∞∫
0

sinx

x
e−xydx =

∞∫
0

sinx

x
dx.

(2) Diferencira�e nesvojstvenih parametarskih integrala

U slede�oj teoremi navodimo dovo	ne uslove da funkcija definisana nesvo-

jstvenim parametarskim integralom bude diferencijabilna.

Teorema 3.23. Neka su ispu�eni slede�i uslovi:

(1) funkcija f : E → R, gde je E = [a,∞) × J, J = (c, d), je neprekidna po

x ∈ [a,∞) za svako y ∈ J , a funkcija ∂f
∂y

je definisana i neprekidna na E,

(2) integral F (y) =

∞∫
a

f(x, y)dx konvergira za neko y = y0 ∈ J ,

(3) integral Φ(y) =

∞∫
a

∂f

∂y
(x, y)dx ravnomerno konvergira na J .

Tada je

(a) funkcija F (y) diferencijabilna na J ,

(b) F ′(y) =

∞∫
a

∂f

∂y
(x, y)dx, y ∈ J.

Dokaz. Neka je Fn(y) =

a+n∫
a

f(x, y)dx, y ∈ J, n ∈ N. Funkcije Fn su diferenci-

jabilne na intervalu J za svako n ∈ N i, prema Teoremi 3.3, va�i

F ′n(y) =

a+n∫
a

∂f

∂y
(x, y)dx.

Na osnovu (3) va�i F ′n ⇒ Φ na J , kad n → ∞, a prema (2) vidimo da je

lim
n→∞

Fn(y0) = F (y0).

Prema Stavu 1.14, Fn ⇒ F na J, kad n → ∞ i F ′(y) = Φ(y), y ∈ J , tj.

∂

∂y

∞∫
a

f(x, y)dx =

∞∫
a

∂

∂y
f(x, y)dx, y ∈ J.
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Primer 3.24. Izraqunajmo integral

∞∫
0

sinx

x
dx.

Integral F (y) =

∞∫
0

sinx

x
e−xydx, y > 0, zadovo	ava uslove prethodne teoreme:

podintegralna funkcija f(x, y) =
sinx

x
e−xy, f(0, y) = 1 je neprekidna zajedno

sa svojim parcijalnim izvodom
∂f

∂y
, integral F (y) konvergira za svako y > 0,

a integral

∞∫
0

∂f

∂y
(x, y)dx = −

∞∫
0

e−xy sinxdx = − 1

1 + y2
ravnomerno konvergira

po y ≥ y0 > 0 (na primer, na osnovu Dirihleovog kriterijuma).

Prema prethodnoj teoremi, F ′(y) = − 1

1 + y2
, y > 0, pa se integracijom dobija

F (y) = − arctg y + C. Doka�imo da je lim
y→∞

F (y) = 0.

Neka je ε > 0. Izaberimo x0 ∈ (0, π/2) tako da je

0 <

x0∫
0

sinx

x
e−xydx ≤

x0∫
0

sinx

x
dx <

ε

2
.

Iz ∣∣∣∣∣∣
∞∫

x0

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

x0

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ e−xydx ≤ 1

x0

∞∫
x0

e−xydx =
e−x0y

x0y
,

sledi da

∞∫
x0

f(x, y)dx→ 0 kad y →∞, pa postoji y0 > 0 tako da za svako y ≥ y0

va�i

∣∣∣∣∣∣
∞∫

x0

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
. Dakle,

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

sinx

x
e−xydx

∣∣∣∣∣∣ < ε, za y ≥ y0, xto znaqi da

je lim
y→∞

F (y) = 0. Iz ovoga se dobija da je C =
π

2
, pa je

∞∫
0

sinx

x
dx =

π

2
.

(3) Integracija nesvojstvenih parametarskih integrala

Pogledajmo prvo Rimanov integral funkcije definisane nesvojstvenim param-

etarskim integralom.

Teorema 3.25. Neka je I = [a,∞) i J = [c, d], −∞ < c < d <∞. Ako je

(1) funkcija f(x, y) neprekidna na E = I × J ,
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(2) integral F (y) =

∞∫
a

f(x, y)dx ravnomerno konvergira na J ,

tada F ∈ R(J) i va�i

d∫
c

 ∞∫
a

f(x, y)dx

 dy =

∞∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx. (3.14)

Dokaz. Iz neprekidnosti funkcije f , na osnovu Teoreme 3.6, sledi da za svako

b ∈ [a,∞) va�i

d∫
c

 b∫
a

f(x, y)dx

 dy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx. (3.15)

Prema (2), F (b, y) =

b∫
a

f(x, y)dx ⇒

∞∫
a

f(x, y)dx na J , kad b → ∞. Na osnovu

Stava 1.12 va�i

lim
b→∞

d∫
c

F (b, y)dy =

d∫
c

lim
b→∞

F (b, y)dy =

d∫
c

 ∞∫
a

f(x, y)dx

 dy. (3.16)

Iz (3.15) i (3.16) sledi (3.14).

Primer 3.26. Polaze�i od integrala

∞∫
0

sin yx

x
dx =

∞∫
0

sinx

x
dx =

π

2
, y > 0, koji

ravnomerno konvergira na svakom segmentu [a, b], b > a > 0, dobijamo

∞∫
0

cos ax− cos bx

x2
dx =

∞∫
0

 b∫
a

sin yx

x
dy

 dx =

b∫
a

 ∞∫
0

sin yx

x
dx

 dy =
(b− a)π

2
.

Teorema 3.27. Neka je I = [a,∞), J = [c,∞) i E = I × J . Ako va�i

(1) funkcija f je neprekidna na E,

(2) integral F (y) =

∞∫
a

f(x, y)dx ravnomerno konvergira na svakom intervalu

[c, d] ⊂ [c,∞),

(3) integral Φ(x) =

∞∫
c

f(x, y)dy ravnomerno konvergira na svakom intervalu
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[a, b] ⊂ [a,∞),

(4) bar jedan od integrala

∞∫
a

 ∞∫
c

|f(x, y)|dy

 dx,

∞∫
c

 ∞∫
a

|f(x, y)|dx

 dy kon-

vergira,

tada je
∞∫
a

 ∞∫
c

f(x, y)dy

 dx =

∞∫
c

 ∞∫
a

f(x, y)dx

 dy. (3.17)

Dokaz. Pretpostavimo da prvi integral u (4) konvergira. Tada je za proizvo	no

d > c, prema Teoremi 3.25,

d∫
c

 ∞∫
a

f(x, y)dx

 dy =

∞∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

 dx. (3.18)

Oznaqimo Φ(d, x) =

d∫
c

f(x, y)dy.

Prema (3) va�i Φ(d, x) ⇒ Φ(x), d → ∞, na svakom intervalu [a, b] ⊂ [a,∞).

Kako je

|Φ(d, x)| ≤
d∫
c

|f(x, y)|dy ≤
∞∫
c

|f(x, y)|dy

i

∞∫
a

 ∞∫
c

|f(x, y)|dy

 dx < ∞ prema pretpostavci (4), integral

∞∫
a

Φ(d, x)dx

ravnomerno konvergira po d ∈ [c,∞) (Vajerxtrasov kriterijum - Teorema 3.12).

Prime�uju�i Teoremu 3.19, dobijamo

lim
d→∞

∞∫
a

Φ(d, x)dx =

∞∫
a

lim
d→∞

Φ(d, x)dx =

∞∫
a

 ∞∫
c

f(x, y)dy

 dx. (3.19)

Iz (3.19) i (3.18) sledi (3.17).

Ako je f : [a, b) × (c, d) 7→ R, b ∈ R, i za svako y ∈ J = (c, d) postoji

nesvojstveni integral, sa singularitetom u taqki b,

F (y) =

b∫
a

f(x, y)dx, (3.20)
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tada se on naziva nesvojstveni integral koji zavisi od parametra y.

Mo�e se definisati �egova uniformna konvergencija, mo�e se pokazati

da odgovaraju�i kriterijumi ravnomerne konvergencije va�e i u ovom sluqaju,

i, tako�e, mogu da se formulixu i doka�u analogne teoreme kojima se utvr�uju

�egova funkcionalna svojstva.

3.4 Ojlerovi integrali

U ovom ode	ku razmatramo funkcije definisane Ojlerovim integralima:

B(α, β) =

1∫
0

xα−1(1− x)β−1dx, (3.21)

Γ(α) =

∞∫
0

xα−1e−xdx, (3.22)

koje se nazivaju Beta i Gama funkcija, redom.

a) Gama funkcija

Integral (3.22) je nesvojstveni integral (singularitet je x = ∞) i, ako je

α < 1, singularitet je i taqka x = 0. Xto se tiqe prvog singulariteta, lako se

vidi da integral konvergira za svako α ∈ R. Ako x→ 0+, tada xα−1e−x ∼ xα−1,

pa zak	uqujemo da integral (3.22) konvergira samo ako je α > 0. Dakle, domen

funkcije Γ je (0,∞).

(1) Za svako α > 0 va�i Γ(α+ 1) = αΓ(α). Zaista, parcijalnom integraci-

jom dobijamo

Γ(α + 1) =

∞∫
0

xαe−xdx = −xαe−x|∞0 + α

∞∫
0

xα−1e−xdx = αΓ(α). (3.23)

Kako je Γ(1) =

∞∫
0

e−xdx = 1, to je Γ(n+ 1) = n! za n ∈ N.

Primedba 3.28. Funkcija Γ se mo�e definisati i za negativne vrednosti

parametra α, razliqite od negativnih celih brojeva, pomo�u Γ(α) =
Γ(α + 1)

α
.
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Prvo se ovom formulom funkcija Γ definixe za −1 < α < 0, a zatim se, nas-

tav	aju�i postupak, definixe i za ostale vrednosti parametra α ∈ (−∞, 0)\Z.

(2) Funkcija Γ je na intervalu (0,∞) beskonaqno diferncijabilna. Inte-

gral (3.22), kao ni integrali

Γ(n)(α) =

∞∫
0

xα−1 lnn xe−xdx, n ∈ N, (3.24)

ne konvergiraju ravnomerno po α ∈ (0,∞), ali konvergiraju ravnomerno na

svakom intervalu [a, b] ⊂ (0,∞). Zaista, ako je a < α ≤ b, tada je, za dovo	no

malo x, |xα−1 lnn xe−x| ≤ xa−1. Kako

1∫
0

xa−1dx konvergira, zak	uqujemo da in-

tegral

1∫
0

xα−1e−x lnn xdx konvergira ravnomerno na [a,∞).

Sa druge strane, integral

∞∫
1

xα−1e−x lnn xdx ravnomerno konvergira na [a, b], jer

je |xα−1e−x lnn x| ≤ xb−1e−x lnn x, x ≥ 1, i

∞∫
1

xb−1e−x lnn xdx konvergira. Prema

tome, integral u (3.24) ravnomerno konvergira, pa va�i formula (3.24).

(3) Iz formule (3.24), za n = 2, vidimo da je Γ′′(α) > 0, pa je funkcija Γ

konveksna na (0,∞). Kako je Γ(1) = Γ(2) = 1, na osnovu Rolove teoreme, postoji

α1 ∈ (1, 2), takvo da je Γ′(α1) = 0. Kako je Γ′ rastu�a funkcija, va�i Γ′(α) < 0,

za 0 < α < α1, i Γ′(α) > 0, za α > α1. Odatle vidimo da funkcija Γ strogo

opada na (0, α1) i strogo raste na (α1,∞).

Primetimo jox i da va�i Γ(α) =
Γ(α + 1)

α
→∞, kad α→ 0+, i da Γ(α)→∞,

kad α→∞ (Γ(α) > n! za α > n+ 1). Grafik funkcije Γ dat je na slici:
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(4) Va�i Ojler-Gausova formula za funkciju Γ:

Γ(α) = lim
n→∞

nα(n− 1)!

α(α + 1) · · · (α + n− 1)
. (3.25)

Smenom x = ln
1

u
u integralu (3.22), dobijamo Γ(α) =

1∫
0

lnα−1
1

u
du. Primetimo

da fn(u) = n(1− u1/n) ⇒ ln
1

u
= f(u) na svakom intervalu [a, b] ⊂ (0, 1]. Naime,

oznaqimo g(t) = t(1 − u1/t), t > 0. Tada je g′(t) = 1 − u1/t + u1/t lnu1/t. Kako

je 1 − k + k ln k > 0, za 0 < k < 1, to je g′(t) > 0, t > 0, odnosno, funkcija

g je rastu�a na (0,∞). Prema tome je niz {fn(u)} rastu�i na (0, 1). Kako je

lim
n→∞

fn(u) = ln
1

u
, za svako u ∈ (0, 1), na osnovu Dinijeve teoreme sledi da

fn ⇒ f, n → ∞ na svakom kompaktnom skupu u (0, 1). Ako se uz ovo iskoristi

i analog Teoreme 3.19 za nesvojstvene parametarske integrale (3.20), dobija se

Γ(α) = lim
n→∞

nα−1
1∫

0

(1− u1/n)α−1du, α > 1.

Smenom u = vn, iz (3.29) dobijamo

Γ(α) = lim
n→∞

nαB(n, α) = lim
n→∞

nα(n− 1)!

α(α + 1) · · · (α + n− 1)
.

Ako je 0 < α ≤ 1, tada je

Γ(α) =
Γ(α + 1)

α
=

1

α
lim
n→∞

nα+1(n− 1)!

(α + 1) · · · (α + n)
=

= lim
n→∞

nα(n− 1)!

α(α + 1) · · · (α + n− 1)

n

α + n
= lim

n→∞

nα(n− 1)!

α(α + 1) · · · (α + n− 1)
.

(5) Za Gama funkciju va�i formula

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sin πα
, 0 < α < 1.

Dokaz �emo izvesti koriste�i jednakost (3.25) i prikaz sinusa u obliku

sin πα = πα
∞∏
n=1

(
1− α2

n2

)
, |α| < 1. (3.26)
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Jednakost (3.26) �emo pokazati u poglav	u Furijeovi redovi, nexto kasnije.

Za 0 < α < 1 je

Γ(α)Γ(1− α) = lim
n→∞

[
nα(n− 1)!

α(α + 1) · · · (α + n− 1)

n1−α(n− 1)!

(1− α)(2− α) · · · (n− α)

]

= lim
n→∞

[
n

α(n− α)

(
1 +

α

1

)−1
· · ·
(

1 +
α

n− 1

)−1
·
(

1− α

1

)−1
· · ·
(

1− α

n− 1

)−1]

= α−1 lim
n→∞

n−1∏
k=1

(
1− α2

k2

)−1
= α−1

∞∏
n=1

n2

n2 − α2
=

π

sin πα
.

Specijalno, za α =
1

2
, dobijamo Γ

(
1

2

)
=
√
π, odakle mo�emo dobiti vrednost

Ojler-Poasonovog integrala

∞∫
0

e−x
2

dx =
1

2

∞∫
0

t−
1
2 e−tdt =

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
.

b) Beta funkcija

Beta funkcija je definisana za α > 0, β > 0 i neprekidna je po obe

promen	ive na svom domenu.

(1) Smenom x = 1− t u integralu (3.21) dobijamo da je B(α, β) = B(β, α).

(2) Za α > 1 i β > 0 va�i

B(α.β) =
α− 1

α + β − 1
B(α− 1, β). (3.27)

Zaista, parcijalnom integracijom dobijamo

B(α, β) =
α− 1

β

1∫
0

xα−2(1− x)βdx =

=
α− 1

β

 1∫
0

xα−2(1− x)β−1dx−
1∫

0

xα−1(1− x)β−1dx

 =

=
α− 1

β
B(α− 1, β)− α− 1

β
B(α, β),
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odakle sledi (3.27). Koriste�i simetriju funkcije B, dobijamo da va�i

B(α, β) =
β − 1

α + β − 1
B(α, β − 1), (3.28)

za α > 0 i β > 1.

Kako je B(α, 1) =
1

α
, to je

B(α, n) =
(n− 1)!

α(α + 1) · · · (α + n− 1)
, n ∈ N. (3.29)

Specijalno, ako je α = m ∈ N, onda je

B(m,n) =
(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 1)!
.

(3) Za α > 0, β > 0 va�i

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Pretpostavimo prvo da je α > 1 i β > 1 i napiximo Γ(α + β) u obliku

Γ(α + β) =

∞∫
0

xα+β−1e−xdx = (1 + y)α+β
∞∫
0

tα+β−1e−(1+y)tdt

(ovde smo u prvi integral uveli smenu x = (1 + y)t, 0 < y < ∞). Smenom

x =
t

1 + t
u integralu (3.21), dobija se druga reprezentacija funkcije B:

B(α, β) =

∞∫
0

tα−1dt

(1 + t)α+β
.

Koriste�i ovaj oblik za funkciju B, dobijamo

B(α, β)Γ(α + β) =

∞∫
0

Γ(α + β)
yα−1

(1 + y)α+β
dy

=

∞∫
0

 ∞∫
0

yα−1tα+β−1e−(1+y)tdt

 dy.
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Doka�imo da su ispu�eni uslovi Teoreme 3.27 za promenu redosleda inte-

gracije. Funkcija f(t, y) = tα+β−1yα−1e−(1+y)t je neprekidna i nenegativna na

[0,∞)× [0,∞). Integrali

∞∫
0

f(t, y)dt = yα−1(1 + y)−α−βΓ(α + β),

∞∫
0

f(t, y)dy = tβ−1e−tΓ(α)

definixu neprekidne funkcije od y ∈ [0,∞), odnosno t ∈ [0,∞) i postoji

integral
∞∫
0

 ∞∫
0

f(t, y)dt

 dy = B(α, β)Γ(α + β).

Prema tome, va�i

B(α, β)Γ(α + β) =

∞∫
0

 ∞∫
0

yα−1tα+β−1e−(1+y)tdy

 dt

=

∞∫
0

tα+β−1e−tdt

∞∫
0

yα−1e−ytdy

=

∞∫
0

tβ−1e−tdt

∞∫
0

xα−1e−xdx = Γ(β)Γ(α).

Da bismo dokazali da formula va�i za sve α, β > 0, dovo	no je da primenimo

(3.23), (3.27) i (3.28).

Primer 3.29. 1) Smenom xn = t u integralu In =

∞∫
0

dx

1 + xn
, n ∈ N, dobijamo

In =
1

n

∞∫
0

t
1
n
−1dt

1 + t
=

1

n
B

(
1

n
, 1− 1

n

)
=

1

n
Γ

(
1

n

)
Γ

(
1− 1

n

)
=

1

n

π

sin π
n

.
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2) Za α, β > −1, smenom sin2 x = t dobijamo

π
2∫

0

sinα x cosβ xdx =
1

2

1∫
0

t
α−1
2 (1− t)

β−1
2 dt =

=
1

2
B

(
α + 1

2
,
β + 1

2

)
=

1

2

Γ
(
α+1
2

)
Γ
(
β+1
2

)
Γ
(
α+β
2

+ 1
) .

4 Furijeov red

U ovom poglav	u �emo pomenuti jox jedan specijalni tip funkcionalnih re-

dova - trigonometrijske Furijeove redove. Oni se mogu posmatrati i kao speci-

jalni sluqaj opxtih Furijeovih redova u prostorima sa skalarnim proizvodom

i zato �emo prvo utvrditi neka svojstva opxtih Furijeovih redova.

Definicija 4.1. Neka je E realan vektorski prostor.

Funkcija 〈·, ·〉 : E × E → R je skalarni proizvod na E ako za sve x, y, z ∈ E i

λ1, λ2 ∈ R va�i:

(1) 〈x, x〉 ≥ 0,

(2) 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0,

(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉,
(4) 〈λ1x+ λ2y, z〉 = λ1 〈x, z〉+ λ2 〈y, z〉.

Skalarni proizvod indukuje normu na E definisanu sa

‖x‖2 = 〈x, x〉, x ∈ E.

Va�i Koxi-Xvarcova nejednakost

| 〈x, y〉 | ≤ ‖x‖‖y‖, x, y ∈ E. (4.1)

Definicija 4.2. Vektorski prostor u kome je definisan skalarni proizvod

zove se (realni) pred-Hilbertov prostor.

Primer 4.3. Neka ja R2[a, b] vektorski prostor realnih funkcija f defin-

isanih na [a, b] ⊂ R, takvih da je f 2 integrabilna na svakom zatvorenom in-

tervalu koji pripada (a, b) i
b∫
a

f 2(x)dz postoji kao Rimanov ili nesvojstven
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integral. Ako se identifikuju funkcije koje se razlikuju na skupu mere nula,

tada je sa

〈f, g〉 =

b∫
a

f(x)g(x)dx, f, g ∈ R2[a, b],

definisan skalarni proizvod na R2[a, b].

Lema 4.4. Skalarni proizvod je neprekidan na svakom pred-Hilbertovom pros-

toru E u slede�em smislu:

ako ‖fn − f‖ → 0 i ‖gn − g‖ → 0, tada 〈fn, gn〉 → 〈f, g〉 .

Dokaz. Koriste�i (4.1) i osobine skalarnog proizvoda, dobijamo

| 〈fn, gn〉 − 〈f, g〉 | = | 〈fn − f, gn〉+ 〈f, gn − g〉 | ≤ ‖fn− f‖‖gn‖+ ‖f‖‖gn− g‖ → 0,

kad n→∞ jer je u oba sabirka jedan qinilac ograniqen, a drugi te�i nuli.

Definicija 4.5. Familija {en| n ∈ N} elemenata pred-Hilbertovog prostora
E zove se ortogonalni sistem u E ako je

〈ek, en〉 =


0, k 6= n

‖en‖2 > 0, k = n

.

Ako je jox i ‖en‖ = 1, n ∈ N, ortogonalni sistem {en| n ∈ N} se zove ortonormi-
rani sistem u E.

Primer 4.6. U prostoru R2[−l, l] familija{
1

2
, cos

πx

l
, sin

πx

l
, . . . , cos

kπx

l
, sin

kπx

l
, . . .

}
(4.2)

je ortogonalni sistem.

Zaista, ∥∥∥∥1

2

∥∥∥∥2 =

l∫
−l

1

4
dx =

l

2
;

〈
1

2
, cos

kπx

l

〉
=

l∫
−l

1

2
cos

kπx

l
dx =

l

2kπ
sin

kπx

l

∣∣∣l
−l

= 0, k ≥ 1;

〈
1

2
, sin

kπx

l

〉
=

l∫
−l

1

2
sin

kπx

l
dx = − l

2kπ
cos

kπx

l

∣∣∣l
−l

= 0, k ≥ 1;
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〈
cos

kπx

l
, sin

nπx

l

〉
=

l∫
−l

cos
kπx

l
sin

nπx

l
dx = 0, k, n ≥ 1;

〈
cos

kπx

l
, cos

nπx

l

〉
=

l∫
−l

cos
kπx

l
cos

nπx

l
dx =


0, k 6= n

l, k = n

, k, n ≥ 1;

〈
sin

kπx

l
, sin

nπx

l

〉
=

l∫
−l

sin
kπx

l
sin

nπx

l
dx =


0, k 6= n

l, k = n

, k, n ≥ 1.

Da	e je

∥∥∥∥1

2

∥∥∥∥ =

√
l

2
,

∥∥∥∥cos
kπx

l

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥sin
kπx

l

∥∥∥∥ =
√
l, k ≥ 1. Normira�em sistema

(4.2) dobija se sistem

1√
2l
,

1√
l

cos
πx

l
,

1√
l

sin
πx

l
, . . . ,

1√
l

cos
kπx

l
,

1√
l

sin
kπx

l
, . . . (4.3)

Sistem (4.2) naziva se osnovni trigonometrijski sistem.

U specijalnom sluqaju l = π, sistem (4.2) postaje

1

2
, cosx, sinx, . . . . cos(kx), sin(kx), . . . (4.4)

a (4.3) postaje

1√
2π
,

1√
π

cosx,
1√
π

sinx, . . . ,
1√
π

cos(kx),
1√
π

sin(kx), . . . (4.5)

Sistem (4.4) je ortogonalan u R2[−π, π], a sistem (4.5) je ortonormiran u

R2[−π, π].

Opxtije, mo�e se pokazati da je sistem

1

2
, cos

2πx

b− a
, sin

2πx

b− a
, . . . , cos

2kπx

b− a
, sin

2kπx

b− a
, . . .

ortogonalan u R2[a, b].

Primer 4.7. Familije

1

2
, cos

πx

l
, cos

2πx

l
, . . . , cos

kπx

l
, . . .

35



sin
πx

l
, sin

2πx

l
, . . . , sin

kπx

l
, . . .

su ortogonalni sistemi uR2[0, l] i nazivaju se kosinusnim i sinusnim trigonometri-

jskim sistemom, redom.

Definicija 4.8. Neka je E pred-Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

〈·, ·〉 i neka je {ek| k ∈ N} ortogonalni sistem u E. Ako je x ∈ E, brojevi

x̂i =
〈x, ei〉
〈ei, ei〉

, i ∈ N

zovu se Furijeovi koeficijenti elementa x u odnosu na ortogonalni sistem

{ei| i ∈ N}.

Primer 4.9. Za f ∈ R2[−l, l], Furijeovi koeficijenti u odnosu na osnovni

trigonometrijski sistem (4.2) su

a0(f) =

〈
f, 1

2

〉〈
1
2
, 1
2

〉 =
1

l

l∫
−l

f(x)dx,

ak(f) =

〈
f, cos kπx

l

〉〈
cos kπx

l
, cos kπx

l

〉 =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
kπx

l
dx, k ≥ 1,

bk(f) =

〈
f, sin kπx

l

〉〈
sin kπx

l
, sin kπx

l

〉 =
1

l

l∫
−l

f(x) sin
kπx

l
dx, k ≥ 1.

Ubudu�e �emo pisati samo ak i bk umesto ak(f) i bk(f), kada je jasno o kojim

se Furijeovim koeficijentima radi.

Neka je E pred-Hilbertov prostor, {ei| i = 1, 2, . . . , n} ortogonalni sistem

u E i x ∈ E. Za koje koeficijente α1, α2, . . . , αn, funkcija

∥∥∥∥∥x−
n∑
i=1

αkek

∥∥∥∥∥ ima
minimalnu vrednost?

Neka su x̂i Furijeovi koeficijenti elementa x u odnosu na ortogonalni sistem

{ei| i = 1, 2, . . . , n}. Tada je∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

αkek

∥∥∥∥∥
2

=

〈
x−

n∑
k=1

αkek, x−
n∑
k=1

αkek

〉
=
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= ‖x‖2 − 2
n∑
k=1

αk 〈x, ek〉+
n∑
k=1

α2
k‖ek‖2 = ‖x‖2 − 2

n∑
k=1

αkx̂k‖ek‖2 +
n∑
k=1

α2
k‖ek‖2 =

= ‖x‖2 −
n∑
k=1

x̂2k‖ek‖2 +
n∑
k=1

(αk − x̂k)2‖ek‖2. (4.6)

Oqigledno,

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

αkek

∥∥∥∥∥ ima minimalnu vrednost ako je posled�i sabirak u
(4.6) jednak nuli, tj. ako je αk = x̂k za k = 1, . . . , n. Time je dokazana slede�a

teorema.

Teorema 4.10. Neka je E pred-Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

〈·, ·〉 i neka je {ek| k ∈ N} ortogonalni sistem u E. Tada za svako x ∈ E i za

bilo koju linearnu kombinaciju y = α1e1 + · · ·+ αnen va�i∥∥∥∥∥x−
n∑
i=1

x̂iei

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥x−
n∑
i=1

〈x, ei〉
〈ei, ei〉

ei

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥x−

n∑
i=1

αiei

∥∥∥∥∥ = ‖x− y‖,

pri qemu jednakost va�i samo ako je αk =
〈x, ek〉
〈ek, ek〉

, k = 1, . . . , n.

Stav	aju�i αk =
〈x, ek〉
〈ek, ek〉

, k = 1, . . . , n u (4.6), dobija se Beselova jednakost

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉
〈ek, ek〉

ek

∥∥∥∥∥
2

= ‖x‖2 −
n∑
k=1

〈x, ek〉2

〈ek, ek〉
. (4.7)

Izraz na levoj strani jednakosti (4.7) nije negativan, pa je

n∑
k=1

〈x, ek〉2

〈ek, ek〉
≤ ‖x‖2. (4.8)

Nejednakost va�i za svako n ∈ N.

Niz

(
n∑
k=1

〈x, ek〉2

〈ek, ek〉

)
je neopadaju�i, jer je za svako k ∈ N,

〈x, ek〉2

〈ek, ek〉
≥ 0, ograniqen

odozgo sa ‖x‖2, pa red
∞∑
k=1

〈x, ek〉2

〈ek, ek〉
konvergira. Iz (4.8) dobijamo Beselovu ne-

jednakost
∞∑
k=1

〈x, ek〉2

〈ek, ek〉
≤ ‖x‖2, (4.9)

za proizvo	an element x ∈ E.
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Primer 4.11. Ako je E = R2[−l, l], a sistem e1, e2, . . . , osnovni trigonometri-

jski sistem, nejednakost (4.9) postaje

a20(f)

2
+
∞∑
k=1

[a2k(f) + b2k(f)] ≤ 1

l

l∫
−l

f 2(x)dx. (4.10)

Definicija 4.12. Neka je {ek| k ∈ N} ortogonalni sistem u pred-Hilbertovom
prostoru sa skalarnim proizvodom 〈·, ·〉. Ako x ∈ E, red

∞∑
k=1

〈x, ek〉
〈ek, ek〉

ek

naziva se Furijeov red elementa x u odnosu na ortogonalni sistem {ek| k ∈ N}
i oznaqava sa

x ≈
∞∑
k=1

〈x, ek〉
〈ek, ek〉

ek.

Definicija 4.13. Familija {ek| k ∈ N} elemenata pred-Hilbertovog pros-
tora E naziva se potpuni sistem u E ako za svako x ∈ E i svako ε > 0 postoji

linearna kombinacija α1e1 + · · ·+ αnen takva da je

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

αkek

∥∥∥∥∥ < ε.

Teorema 4.14. Neka je E pred-Hilbertov prostor sa skalarnim proizvodom

〈·, ·〉 i neka je e1, e2, . . . , en, . . . ortonormirani sistem u E. Tada su slede�a

tvr�e�a ekvivalentna:

(1) Sistem {ek| k ∈ N} je potpun u E.

(2) Za svako x ∈ E va�i x =
∞∑
k=1

〈x, ek〉 ek, tj.

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉 ek

∥∥∥∥∥ → 0, kada

n→∞.

(3) Za svako x ∈ E va�i Parsevalova jednakost ‖x‖2 =
∞∑
k=1

〈x, ek〉2.

Dokaz. (1) =⇒ (2). Neka je ε > 0. Prema pretpostavci postoji linearna kom-

binacija α1e1 + · · ·+ αnen takva da je∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

αkek

∥∥∥∥∥ < ε. (4.11)
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Prema Teoremi 4.10, koeficijenti αk se u (4.11) mogu zameniti sa 〈x, ek〉, tj.∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉 ek

∥∥∥∥∥ < ε. (4.12)

Na osnovu Beselove jednakosti (4.7) zak	uqujemo da, ako je m ≥ n, tada je∥∥∥∥∥x−
m∑
k=1

〈x, ek〉 ek

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥x−

n∑
k=1

〈x, ek〉 ek

∥∥∥∥∥ ,
xto, na osnovu (4.12), znaqi da za svako m, m ≥ n, sledi∥∥∥∥∥x−

m∑
k=1

〈x, ek〉 ek

∥∥∥∥∥ < ε.

(2) =⇒ (3). Koriste�i neprekidnost skalarnog proizvoda (Lema 4.4), dobi-

jamo

‖x‖2 =

〈
∞∑
k=1

〈x, ek〉 ek,
∞∑
k=1

〈x, ek〉 ek

〉
=
∞∑
k=1

〈x, ek〉2 .

(3) =⇒ (1). Iz Beselove jednakosti (4.7) i pretpostavke

lim
n→∞

(
‖x‖2 −

n∑
k=1

〈x, ek〉2
)

= 0,

zak	uqujemo da je

lim
n→∞

∥∥∥∥∥x−
n∑
k=1

〈x, ek〉 ek

∥∥∥∥∥ = 0.

4.1 Trigonometrijski Furijeov red

U Teoremi 4.14 videli smo da Furijeov red elementa x, u odnosu na ortonormi-

rani sistem {ek| k ∈ N} u E, konvergira u normi prostora E, koja je indukovana
skalarnim proizvodom na E, elementu x ako i samo ako je sistem {ek| k ∈ N}
potpun u E. Takva konvergencija se naziva konvergencija u sred�em.

Ako su a0, a1, . . . , b1, b2, . . . realni brojevi, red

a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos
kπx

l
+ bk sin

kπx

l
(4.13)
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naziva se trigonometrijski red, a �egove parcijalne sume

Tn(x) =
a0
2

+
n∑
k=1

ak cos
kπx

l
+ bk sin

kπx

l
(4.14)

nazivaju se trigonometrijski polinomi.

Ako red (4.13) konvergira na R, �egova suma je 2l−periodiqna funkcija. Sada
nas zanima pod kojim uslovima se 2l−periodiqna funkcija f : R → R mo�e

predstaviti trigonometrijskim redom (4.13).

Pretpostavimo da je 2l−periodiqna funkcija f predstav	ena trigonometri-

jskim redom (4.13) i neka red konvergira uniformno na R. Tada, koriste�i

ortogonalnost osnovnog trigonometrijskog sistema u R2[−l, l], vidimo da je

a0 = a0(f) =
1

l

l∫
−l

f(x)dx,

ak = ak(f) =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
kπx

l
dx, k ≥ 1, (4.15)

bk = bk(f) =
1

l

l∫
−l

f(x) sin
kπx

l
dx, k ≥ 1.

Zak	uqujemo da, u tom sluqaju, koeficijenti reda su Furijeovi koeficijenti

funkcije f ∈ C[−l, l] ⊂ R2[−l, l] u odnosu na osnovni trigonometrijski sistem.
Integrali (4.15) postoje ako je f apsolutno integrabilna funkcija na [−l, l].

Definicija 4.15. Neka je f : [−l, l] → R apsolutno integrabilna funkcija

na intervalu [−l, l]. Funkciji f pridru�en red

f ≈ a0
2

+
∞∑
k=1

ak cos
kπx

l
+ bk sin

kπx

l
, (4.16)

gde su koeficijenti reda izraqunati po formulama (4.15), naziva se trigonometri-

jski Furijeov red funkcije f .
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Ako je funkcija f : [−l, l]→ R parna, tada je

ak =
2

l

l∫
0

f(x) cos
kπx

l
, k ≥ 0, bk = 0, k ≥ 1,

a ako je neparna, tada je

ak = 0, k ≥ 0, bk =
2

l

l∫
0

f(x) sin
kπx

l
dx, k ≥ 1.

(1) Konvergencija trigonometrijskog Furijeovog reda

Prema Definiciji 4.15, apsolutno integrabilnoj funkciji f na intervalu

[−l, l] mo�e se pridru�iti Furijeov red. To pridru�iva�e oznaqili smo sa

≈. Tako�e smo pokazali da, ako pridru�eni trigonometrijski red konvergira
ravnomerno na R, tada �egova suma je funkcija f . Sada �emo govoriti o kon-

vergenciji trigonometrijskog Furijeovog reda. Za to �e nam biti potreban

slede�i integralni oblik �egovih parcijalnih suma.

Sn(x) =
a0
2

+
n∑
k=1

ak cos
kπx

l
+ bk sin

kπx

l

=
1

2l

l∫
−l

f(t)dt+
n∑
k=1

1

l

l∫
−l

f(t) cos
kπt

l
dt

 cos
kπx

l
+

1

l

l∫
−l

f(t) sin
kπt

l
dt

 sin
kπx

l

=
1

l

l∫
−l

f(t)

[
1

2
+

n∑
k=1

(
cos

kπx

l
cos

kπt

l
+ sin

kπx

l
sin

kπt

l

)]
dt

=
1

l

l∫
−l

f(t)

[
1

2
+

n∑
k=1

cos
kπ(t− x)

l

]
dt

=
1

2l

l∫
−l

f(t)

[
1 + 2

n∑
k=1

cos
kπ(t− x)

l

]
dt. (4.17)

Oznaqimo Dn(u) = 1 + 2
n∑
k=1

cos
kπu

l
.
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Sada je Sn(x) =
1

2l

l∫
−l

f(t)Dn(x− t)dt.

Raqunamo Dn(u) :

Dn(u) = 1 + 2
n∑
k=1

e
ikπu
l + e

−ikπu
l

2
= 1 +

n∑
k=1

(
e
iπu
l

)k
+

n∑
k=1

(
e

−iπu
l

)k
=

n∑
k=−n

(
e
iπu
l

)k

= e
−inπu
l

(
1 + e

iπu
l + e

i2πu
l + · · ·+ e

i2nπu
l

)
= e

−inπu
l

(
1− e

i(2n+1)πu
l

)
1− e iπul

=
e

−inπu
l

(
1− e

i(2n+1)πu
l

)
−e iπu2l

(
e
iπu
2l − e−iπu

2l

) =
ei(n+

1
2)πul − e−i(n+

1
2)πul

e
iπu
2l − e−iπu

2l

=
2i sin

(
n+ 1

2

)
πu
l

2i sin πu
2l

=
sin
(
n+ 1

2

)
πu
l

sin πu
2l

. (4.18)

FunkcijaDn se naziva Dirihleovo jezgro. �egova svojstva navodimo u slede�oj

teoremi.

Teorema 4.16. Dirihleovo jezgro Dn ima slede�a svojstva:

(1) Dn je 2l−periodiqna funkcija na R;

(2) Za svako n ∈ N je
1

2l

l∫
−l

Dn(u)du = 1;

(3) Za svako δ ∈ (0, l) sledi da

l∫
δ

Dn(u)du→ 0, kad n→∞.

Dokaz. (1) Iz Dn(u + 2l) =
n∑

k=−n

e
ikπ(u+2l)

l =
n∑

k=−n

e
ikπu
l ei2kπ =

n∑
k=−n

e
ikπu
l = Dn(u),

sledi da je funkcija Dn 2l−periodiqna. Parnost sledi iz (4.18).

(2) Kako je

l∫
−l

e
ikπu
l du = 0 za k 6= 0, to je

1

2l

l∫
−l

Dn(u)du =
n∑

k=−n

1

2l

l∫
−l

e
ikπu
l du =

1

2l

l∫
−l

e
i0πu
l du = 1.

(3) Ova osobina je specijalni sluqaj slede�e teoreme.
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Teorema 4.17. (Riman)

Neka je funkcija f : (a, b)→ R integrabilna na svakom intervalu [c, d] ⊂ (a, b)

i neka

b∫
a

|f(x)|dx postoji kao Rimanov ili nesvojstveni integral. Tada je

lim
|λ|→∞

b∫
a

f(x)eiλxdx = 0.

Dokaz. Neka je ε > 0. Izaberimo interval [c, d] ⊂ (a, b) tako da je∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)eiλxdx−
d∫
c

f(x)eiλxdx

∣∣∣∣∣∣ < ε. (4.19)

Takav interval [c, d] postoji jer je |f | integrabilna funkcija na (a, b) i∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)eiλxdx−
d∫
c

f(x)eiλxdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
c∫

a

|f(x)|dx+

b∫
d

|f(x)|dx.

Prema pretpostavci f[c,d] ∈ R[c, d], pa postoji podela P : c = x0 < x1 < · · · <
xn = d intervala [c, d] takva da je

0 ≤
d∫
c

f(x)dx− s(f, P ) < ε, (4.20)

gde je s(f, P ) =
n∑
k=1

mk(xk − xk−1), mk = inf
xk−1≤x≤xk

f(x).

Neka je funkcija g : [c, d] → R definisana sa g(x) = mk, x ∈ [xk−1, xk),

1 ≤ k ≤ n. Oqigledno je g(x) ≤ f(x), x ∈ [c, d], pa, prema (4.20), zak	uqujemo

da je

0 ≤

∣∣∣∣∣∣
d∫
c

f(x)eiλxdx−
d∫
c

g(x)eiλxdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
d∫
c

(f(x)− g(x))|eiλx|dx

=

d∫
c

f(x)dx− s(f, P ) < ε. (4.21)
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Va�i i

d∫
c

g(x)eiλxdx =
n∑
k=1

xk∫
xk−1

g(x)eiλxdx =
n∑
k=1

mk
eiλxk − eiλxk−1

iλ
.

Kako je |eiλxk − eiλxk−1| ≤ 2, sledi

lim
|λ|→∞

d∫
c

g(x)eiλxdx = 0. (4.22)

Kraj dokaza sledi iz (4.19), (4.21) i (4.22) jer∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)eiλxdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x)eiλxdx−
d∫
c

f(x)eiλxdx

∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣
d∫
c

f(x)eiλxdx−
d∫
c

g(x)eiλxdx

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
d∫
c

g(x)eiλxdx

∣∣∣∣∣∣ .

Primedba 4.18. Razdvajaju�i realni i imaginarni deo integrala u upravo

dokazanoj Rimanovoj teoremi, dobijamo da je

lim
|λ|→∞

b∫
a

f(x) cosλxdx = 0, lim
|λ|→∞

b∫
a

f(x) sinλxdx = 0,

pa, iz Definicije 4.15, sledi da Furijeovi koeficijenti ak(f) i bk(f) apso-

lutno integrabilne funkcije f : [−l, l]→ R te�e nuli kad k →∞.

Teorema 4.19. (Rimanov princip lokalizacije)

Neka je f 2l−periodiqna apsolutno integrabilna funkcija. Tada za svako

δ ∈ (0, l) parcijalna suma trigonometrijskog Furijeovog reda funkcije f u

bilo kojoj taqki x ∈ R mo�e se napisati u obliku

Sn(x) =
1

2l

δ∫
−δ

f(x− t)Dn(t)dt+ o(1),

gde je o(1) nula niz koji zavisi od δ i x.
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Primedba 4.20. Ako je funkcija 2l−periodiqna i apsolutno integrabilna na
intervalu [−l, l], tada je apsolutno integrabilna na svakom intervalu [a, b] ⊂ R
i va�i

a+2l∫
a

|f(x)|dx =

l∫
−l

|f(x)|dx.

Dokaz. S obzirom na to da su funkcije f i Dn 2l−periodiqne, uvo�e�em smene

x− t = u dobijamo da va�i

Sn(x) =
1

2l

l∫
−l

f(t)Dn(x− t)dt =
1

2l

l∫
−l

f(x− u)Dn(u)du.

Sada sledi

Sn(x) =
1

2l

 −δ∫
−l

+

δ∫
−δ

+

l∫
δ

 f(x− t)Dn(t)dt. (4.23)

Smenom t = −u dobija se

−δ∫
−l

f(x − t)Dn(t)dt =

l∫
δ

f(x + t)Dn(t)dt. Dakle, prema

(4.23) je

Sn(x) =
1

2l

δ∫
−δ

f(x−t)Dn(t)dt+
1

2l

l∫
δ

f(x− t) + f(x+ t)

sin πt
2l

sin

(
n+

1

2

)
πt

l
dt. (4.24)

Funkcija

∣∣∣∣sin πt2l

∣∣∣∣−1 je ograniqena na intervalu [δ, l]. Zato, posled�i integral

u (4.24) je o(1), n→∞, na osnovu Rimanove teoreme.

Teorema 4.21. (Dinijeva teorema)

Neka je f : R→ R 2l−periodiqna apolutno integrabilna funkcija na inter-
valu [−l, l]. Ako su u taqki x ∈ R ispu�eni Dinijevi uslovi:

(a) funkcija f ima u taqki x levu i desnu graniqnu vrednost, tj. postoje

graniqne vrednosti f(x−) = lim
t→0+

f(x− t) i f(x+) = lim
t→0+

f(x+ t),

(b) integrali

ε∫
0

f(x− t)− f(x−)

t
dt i

ε∫
0

f(x+ t)− f(x+)

t
dt konvergiraju apso-

lutno za neko ε > 0,
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tada trigonometrijski Furijeov red funkcije f konvergira u taqki x i va�i

a0(f)

2
+
∞∑
k=1

ak(f) cos
kπx

l
+ bk(f) sin

kπx

l
=
f(x−) + f(x+)

2
. (4.25)

Dokaz. Koriste�i integralni oblik (4.23) parcijalne sume Sn(x), reda (4.25),

i Teoremu 4.16 (svojstva (1) i (2)), dobijamo

Sn(x) =
1

2l

l∫
−l

f(x− t)Dn(t)dt =
1

2l

0∫
−l

f(x− t)Dn(t)dt+
1

2l

l∫
0

f(x− t)Dn(t)dt

=
1

2l

l∫
0

[f(x− t) + f(x+ t)]Dn(t)dt

=
1

l

l∫
0

[
f(x− t)− f(x−)

2
+
f(x+ t)− f(x+)

2
+
f(x−) + f(x+)

2

]
Dn(t)dt

=
1

l

l∫
0

[
f(x− t)− f(x−)

2 sin πt
2l

+
f(x+ t)− f(x+)

2 sin πt
2l

]
sin

(
n+

1

2

)
πt

l
dt

+
f(x−) + f(x+)

2
. (4.26)

Kako 2 sin
πt

2l
∼ πt

l
, t→ 0, funkcije

t 7→ f(x− t)− f(x−)

2 sin πt
2l

, t 7→ f(x+ t)− f(x+)

2 sin πt
2l

zadovo	avaju uslove Rimanove teoreme 4.17. Zbog toga je

lim
n→∞

1∫
0

[
f(x− t)− f(x−)

2 sin πt
2l

+
f(x+ t)− f(x+)

2 sin πt
2l

]
sin

(
n+

1

2

)
πt

l
dt = 0,

pa je lim
n→∞

Sn(x) =
f(x−) + f(x+)

2
.

Primetimo da Teorema 4.21 ostaje da va�i ako se uslov (b) zameni uslovom

(v) Postoje konstante δ > 0, K > 0 i 0 < α ≤ 1 tako da je

|f(x+ t)− f(x+)| ≤ Ktα, |f(x− t)− f(x−)| ≤ Ktα (4.27)
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za sve t ∈ (0, δ).

Slede�a teorema je posledica Dinijeve teoreme 4.21.

Teorema 4.22. (Lipxicova teorema)

Neka je f : R → R 2l−periodiqna apsolutno integrabilna funkcija na in-

tervalu [−l, l]. Ako u taqki x ∈ R va�i Helderov uslov:

(∃δ > 0)(∀t)(|t| < δ =⇒ |f(x+ t)− f(x)| ≤ K|t|α, 0 < α ≤ 1), (4.28)

tada Furijeov red funkcije f konvergira u taqki x ka f(x).

Dokaz. Iz (4.28) sledi da je lim
t→0

(f(x+ t)− f(x)) = 0, xto znaqi da je funkcija

f neprekidna u taqki x. Drugi Dinijev uslov sledi iz nejednakosti

|f(x± t)− f(x)|
|t|

≤ K|t|α−1

i qi�enice da je

ε∫
0

tα−1dt <∞, za svako ε > 0.

Teorema 4.23. Neka je f 2l−periodiqna deo po deo neprekidno diferencija-

bilna funkcija na intervalu [−l, l]. Tada trigonometrijski Furijeov red

funkcije f konvergira

(a) f(x) u svakoj taqki x ∈ (−l, l) u kojoj je funkcija neprekidna,

(b)
f(x+) + f(x−)

2
u svakoj taqki x ∈ (−l, l) prekida funkcije f ,

(v) vrednosti
f(−l+) + f(l−)

2
u taqkama x = −l i x = l.

Ovo sledi jer se korix�e�em Lagran�ove teoreme o sred�oj vrednosti mo�e

zak	uqiti da funkcija f ispu�ava (4.27), za α = 1, pa time i sve uslove

Dinijeve teoreme.

(2) Ravnomerna konvergencija Furijeovog reda

Teorema 4.24. Neka je f : [−l, l] → R neprekidna, deo po deo neprekidno

diferencijabilna funkcija i f(−l) = f(l). Tada trigonometrijski Furijeov

red funkcije f konvergira funkciji f apsolutno i ravnomerno na intervalu

[−l, l].
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Dokaz. Kako je

∣∣∣∣ak cos
kπx

l

∣∣∣∣ ≤ |ak| i ∣∣∣∣bk sin
kπx

l

∣∣∣∣ ≤ |bk|, k ∈ N, dovo	no je, na

osnovu Vajerxtrasove teoreme, da se doka�e da red
∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|) konvergira.

Parcijalnom integracijom dobijamo

ak =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
kπx

l
dx =

=
1

kπ
f(x) sin

kπx

l

∣∣∣∣l
−l
− 1

kπ

l∫
−l

f ′(x) sin
kπx

l
dx = − l

kπ
b′k, k ≥ 1,

bk =
1

l

l∫
−l

f(x) sin
kπx

l
dx =

= − 1

kπ
f(x) cos

kπx

l

∣∣∣∣l
−l

+
1

kπ

l∫
−l

f ′(x) cos
kπx

l
dx =

l

kπ
a′k, k ≥ 1, (4.29)

jer je f(l) cos kπ−f(−l) cos (−kπ) = 0. Sa a′k i b
′
k oznaqeni su Furijeovi koefi-

cijenti funkcije f ′, koja pripada prostoru R2[−l, l].

Iz (4.29) sledi

|ak|+ |bk| ≤
l

π

(
|a′k|
k

+
|b′k|
k

)
≤ l

π

(
|a′k|2 + |b′k|2 +

1

2k2

)
. (4.30)

Druga nejednakost u (4.30) sledi iz 0 ≤
(
|a′k| −

1

2k

)2

+

(
|b′k| −

1

2k

)2

. Na osnovu

Beselove nejednakosti (4.10),

a′0
2

2
+
∞∑
k=1

(a′k
2

+ b′k
2
) ≤ 1

l

l∫
−l

f ′2(x)dx,

zak	uqujemo da red
∞∑
k=1

(a′k
2
+ b′k

2
) konvergira. Red

∞∑
k=1

1

k2
tako�e konvergira, pa

iz (4.30) sledi konvergencija reda
∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|).
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Posledica 4.25. (Vajerxtras)

Neka je f ∈ C[−π, π] i f(−π) = f(π). Tada, za svako ε > 0 postoji trigonometri-

jski polinom Tn (l = π) takav da je sup
x∈[−π,π]

|f(x)− Tn(x)| < ε.

Dokaz. Funkcija je ravnomerno neprekidna na [−π, π], pa se lako mo�e defin-

isati funkcija ϕ : [−π, π] → R, deo po deo linearna, ϕ(−π) = ϕ(π), takva da

je

sup
x∈[−π,π]

|f(x)− ϕ(x)| < ε

2
. (4.31)

Prema prethodnoj teoremi, niz (Tn) parcijalnih suma Furijeovog reda funkcije

ϕ ravnomerno konvergira na [−π, π] funkciji ϕ, pa, prema tome,

∃n0 ∀n n ≥ n0 =⇒ sup
x∈[−π,π]

|Tn(x)− ϕ(x)| < ε

2
. (4.32)

Iz (4.31) i (4.32) sledi dokaz.

Navodimo jox jednu posledicu Teoreme 4.24.

Posledica 4.26. (Diferencira�e trigonometrijskog Furijeovog reda)

Neka je f : [−l, l] → R neprekidna, deo po deo neprekidno diferencijabilna

funkcija i neka je f(−l) = f(l). Tada se trigonometrijski Furijeov red

funkcije

f ′ ≈
∞∑
k=1

(
a′k cos

kπx

l
+ b′k sin

kπx

l

)
mo�e dobiti formalnim diferencira�em trigonometrijskog Furijeovog reda

funkcije f ,

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

kπx

l
+ bk sin

kπx

l

)
,

tj. a′k =
kπ

l
bk i b

′
k = −kπ

l
ak, k ∈ N.

Posledica 4.27. (Integracija Furijeovog reda)

Neka je funkcija f : [−l, l]→ R deo po deo neprekidna. Tada se �en trigonometri-

jski Furijeov red

f ≈ a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

kπx

l
+ bk sin

kπx

l

)
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mo�e integraliti qlan po qlan i va�i

x∫
0

f(t)dt =
a0
2
x+

l

π

∞∑
k=1

bk
k

(
1− cos

kπx

l

)
+
ak
k

sin
kπx

l
. (4.33)

Dokaz. Definiximo funkciju F : [−l, l] → R sa F (x) =

x∫
0

(
f(t)− a0

2

)
dt.

Funkcija F je neprekidna na [−l, l], deo po deo neprekidno diferencijabilna
(F ′(x) = f(x)− a0/2 u svakoj taqki x u kojoj je funkcija f neprekidna) i va�i

F (l)− F (−l) =

l∫
0

f(t)dt− a0l

2
−
−l∫
0

f(t)dt− a0l

2
=

l∫
−l

f(t)dt− a0l = 0.

Poxto funkcija F ispu�ava uslove Teoreme 4.24, �en Furijeov red konvergira

funkciji F ravnomerno na [−l, l] i zato je

F (x) =
A0

2
+
∞∑
k=1

Ak cos
kπx

l
+Bk sin

kπx

l
, x ∈ [−l, l], (4.34)

gde A0 = a0(F ), Ak = ak(F ), Bk = bk(F ). Sada dobijamo

Ak =
1

l

l∫
−l

F (x) cos
kπx

l
dx =

=
1

kπ
F (x) sin

kπx

l

∣∣∣∣l
−l
− 1

kπ

l∫
−l

(
f(x)− a0

2

)
sin

kπx

l
dx = − l

kπ
bk, k ∈ N, (4.35)

Bk =
1

l

l∫
−l

F (x) sin
kπx

l
dx =

= − 1

kπ
F (x) cos

kπx

l

∣∣∣∣l
−l

+
1

kπ

l∫
−l

(
f(x)− a0

2

)
cos

kπx

l
dx =

l

kπ
ak, k ∈ N. (4.36)
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Iz (4.34), (4.35) i (4.36) sledi

x∫
0

f(t)dt =
a0
2
x+

A0

2
+
l

π

∞∑
k=1

(
−bk
k

cos
kπx

l
+
ak
k

sin
kπx

l

)
. (4.37)

Stav	aju�i x = 0, dobijamo

A0

2
=

l

π

∞∑
k=1

bk
k
. (4.38)

Iz (4.37) i (4.38) sledi (4.33).

Primer 4.28. Neka je f(x) = cosαx, |x| ≤ π, |α| < 1, f(x + 2π) = f(x).

Funkcija f je parna pa va�i

a0 =
2

π

π∫
0

cosαxdx =
2

απ
sinαx

∣∣∣∣π
0

=
2

απ
sinαπ,

ak =
2

π

π∫
0

cosαx cos kxdx =
1

π

π∫
0

(cos (α + k)x+ cos (α− k)x)dx =

=
1

π

sin (α + k)x

α + k

∣∣∣∣π
0

+
1

π

sin (α− k)x

α− k

∣∣∣∣π
0

=
1

π

(
sin (α + k)π

α + k
+

sin (α− k)π

α− k

)
=

=
1

π

(
sinαπ cos kπ

α + k
+

sinαπ cos kπ

α− k

)
= (−1)k

sinαπ

π

(
1

α + k
+

1

α− k

)
=

= (−1)k
sinαπ

π

2α

α2 − k2
, k ≥ 1,

bk = 0, k ≥ 1.

Prema Teoremi 4.24 je

cosαx =
2α sinπα

π

(
1

2α2
+
∞∑
n=1

(−1)n

α2 − n2
cosnx

)
.

Za x = π dobijamo
cosπα

sin πα
− 1

πα
=

2α

π

∞∑
n=1

1

α2 − n2
.
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Ako je |α| ≤ α0 < 1, tada je
1

|α2 − n2|
≤ 1

n2 − α0
2
. Prema tome, red

∞∑
n=1

1

α2 − n2

konvergira ravnomerno po α na intervalu [−α0, α0], pa se mo�e integraliti

qlan po qlan, tj.

x∫
0

(
cosπα

sin πα
− 1

πα

)
dα =

1

π

∞∑
n=1

x∫
0

2α dα

α2 − n2
,

xto daje

ln
sin πx

πx
=
∞∑
n=1

ln

(
1− x2

n2

)
.

Na osnovu toga dobijamo

sin πx

πx
=
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
, |x| < 1.

Ovu jednakost smo najavili u (3.26), kada smo izvodili osobine Gama funkcije.

Teorema 4.29. Za svaku funkciju f ∈ R2[−l, l] i za svako ε > 0 postoji

trigonometrijski polinom Tn takav da je

‖f − Tn‖ =

 l∫
−l

(f(x)− Tn(x))2dx


1
2

< ε.

Dokaz. (1) Posmatrajmo funkciju fδ : [−l, l]→ R, 0 < δ < l,

fδ(x) =


f(x), |x| < l − δ

0, l − δ ≤ |x| ≤ l

.

Tada je

‖f − fδ‖2 =

−l+δ∫
−l

f 2(x)dx+

l∫
l−δ

f 2(x)dx. (4.39)

Prema pretpostavci, f ∈ R2[−l, l], pa se, prema (4.39), δ mo�e izabrati tako da
je

‖f − fδ‖ <
ε

4
. (4.40)
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(2) Funkcija fδ ∈ R[−l + δ, l − δ], xto znaqi da postoji M > 0 tako da za

svako x ∈ [−l + δ, l − δ] va�i |fδ(x)| ≤M i, tako�e, postoji podela P : −l + δ =

x0 < x1 < · · · < xn = l − δ tako da je

l−δ∫
−l+δ

fδ(x)dx−
n∑
k=1

mk∆xk <
ε2

32M
, (4.41)

gde je mk = inf
xk−1≤x≤xk

fδ(x) i ∆xk = xk − xk−1, k = 1, 2, . . . , n.

Neka je

g(x) =


mk, x ∈ [xk−1, xk), k = 1, 2, . . . , n

0, x ∈ [−l,−l + δ) ∪ [l − δ, l]
.

Oqigledno va�i

x ∈ [−l, l] =⇒ (fδ(x)− g(x))2 ≤ 2M(fδ(x)− g(x)). (4.42)

Koriste�i (4.41) i (4.42), dobijamo

‖fδ − g‖2 =

l∫
−l

(fδ − g)2(x)dx ≤ 2M

l−δ∫
−l+δ

(fδ(x)− g(x))dx

= 2M

 l−δ∫
−l+δ

fδ(x)dx−
n∑
k=1

mk∆xk

 < ε2

16
. (4.43)

(3) Neka je δ1 dovo	no malo, tako da su intervali (xj−δ1, xj+δ1), 0 ≤ j ≤ n,

disjunktni, da je −l < x0 − δ1 i xn + δ1 < l i da je 8M2δ1(n+ 1) <
ε2

16
.

Definiximo funkciju gδ1 : [−l, l]→ R na slede�i naqin:

gδ1(x) = g(x), x ∈ [−l, x0 − δ1] ∪ ∪n−1j=0 [xj + δ1, xj+1 − δ1] ∪ [xn + δ1, l],

odnosno, gδ1(x) je linearna funkcija na intervalima [xj − δ1, xj + δ1], j =

0, 1, . . . , n, koja je odre�ena taqkama (xj − δ1, g(xj − δ1)) i (xj + δ1, g(xj + δ1)).
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Iz |gδ1(x)| ≤M, x ∈ [−l, l], sledi

‖g − gδ1‖2 =
n∑
j=0

xj+δ1∫
xj−δ1

(g(x)− gδ1(x))2dx ≤

≤ 4M2

n∑
j=0

xj+δ1∫
xj−δ1

dx = 8M2δ1(n+ 1) <
ε2

16
. (4.44)

(4) Funkcija gδ1 zadovo	ava uslove Teoreme 4.24. Prema tome,

∃n0 : ∀n ≥ n0 =⇒ sup
x∈[−l,l]

|gδ1(x)− Sn(x)| < ε

4
√

2l
, (4.45)

gde je Sn niz parcijalnih suma trigonometrijskog Furijeovog reda funkcije

gδ1 na intervalu [−l, l].

Iz (4.45) sledi

∀n ≥ n0 =⇒ ‖gδ1 − Sn‖ <
ε

4
. (4.46)

Koriste�i nejednakost trougla i relacije (4.40), (4.43), (4.44) i (4.46) zak	uqu-

jemo da va�i ∀n ≥ n0 =⇒ ‖f − Sn‖ < ε.

Primetimo da smo, zapravo, dokazali da je osnovni trigonometrijski sis-

tem potpun u R2[−l, l].

Prema Teoremi 4.14 zak	uqujemo da va�i slede�a teorema.

Teorema 4.30. (Konvergencija trigonometrijskog Furijeovog reda u sred�em

i Parsevalova jednakost)

Trigonometrijski Furijeov red funkcije f ∈ R2[−l, l] konvergira funkciji f

u sred�em, tj.∥∥∥∥∥f −
(
a0(f)

2
+

n∑
k=1

ak(f) cos
kπx

l
+ bk(f) sin

kπx

l

)∥∥∥∥∥→ 0, n→∞, (4.47)

i va�i Parsevalova jednakost

(a0(f))2

2
+
∞∑
k=1

(ak(f))2 + (bk(f))2 =
1

l

l∫
−l

(f(x))2dx. (4.48)

54



Svojstvo (4.47) je specijalni sluqaj svojstva (2) u Teoremi 4.14, a (4.48) je

specijalni sluqaj svojstva (3) u istoj teoremi.

5 Furijeov integral

Neperiodiqna funkcija f : R → R ne mo�e se razviti na qitavoj realnoj

pravoj u Furijeov red po nekom trigonometrijskom sistemu. Me�utim, pod

odre�enim uslovima, mogu�e je razvija�e u kontinualni analogon Furijeovog

reda - Furijeov integral.

Pretpostavimo da funkcija f : R→ R zadovo	ava uslov da se u proizvo	nom

intervalu (−l, l) mo�e razviti u trigonometrijski Furijeov red

f(x) =
a0(f)

2
+
∞∑
n=1

an(f) cos
nπx

l
+ bn(f) sin

nπx

l
=

=
a0(f)

2
+
∞∑
n=1

an(f)
e
inπx
l + e−

inπx
l

2
+ bn(f)

e
inπx
l − e− inπxl

2i
.

Ako definixemo ck(f), k ∈ Z, sa

ck(f) =



ak(f)−ibk(f)
2

, k = 1, 2, . . .

a0(f)
2
, k = 0

ak(f)+ibk(f)
2

, k = −1,−2, . . .

,

gor�i Furijeov red se mo�e napisati u kompleksnoj formi

f(x) =
∞∑

k=−∞

ck(f)e
ikπx
l .

Iz integralnih formula za Furijeove koeficijente funkcije f , dobijamo

ck(f) =
1

2l

l∫
−l

f(t)e−
ikπt
l dt.
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Ako definixemo funkciju C : R→ R sa

C(x) =
1

2π

∞∫
−∞

f(t)e−ixtdt,

pretpostav	aju�i da je f apsolutno integrabilna na R, onda je za xk =
kπ

l

C(xk) =
1

2π

∞∫
−∞

f(t)e−
ikπt
l dt ∼ l

π
ck(f),

za l dovo	no veliko, xto povlaqi da je

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

π

l
C(xk)e

ikπx
l .

Ova suma predstav	a neku vrstu integralne sume integrala

∞∫
−∞

C(t)eixtdt. Dakle,

pod odre�enim pretpostavkama, mo�e se oqekivati da se f mo�e predstaviti u

obliku f(x) =

∞∫
−∞

C(t)eixtdt.

Definicija 5.1. Funkcija f̂(x) = v.p.
1

2π

∞∫
−∞

f(t)e−ixtdt naziva se Furijeova

transformacija funkcije f : R→ R(C) i oznaqava se f̂ = F [f ].

Ovde je v.p.

∞∫
−∞

def
= lim

A→∞

A∫
−A

(glavna vrednost integrala).

Definicija 5.2. Furijeov integral funkcije f : R→ R naziva se integral

v.p.

∞∫
−∞

f̂(t)eixtdt.

Primer 5.3. Ako je

f(t) =


sin at
t
, t 6= 0

a, t = 0

,
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a > 0, tada integral

∞∫
−∞

f(t)e−ixtdt ne konvergira apsolutno, ali �egova glavna

vrednost postoji, pa je

f̂(x) =
1

2π
lim
A→∞

A∫
−A

sin at

t
e−ixtdt =

1

2π

∞∫
−∞

sin at cosxt

t
dt =

=
1

π

∞∫
0

sin at cosxt

t
dt =

1

2π

∞∫
0

sin (a+ x)t

t
dt+

1

2π

∞∫
0

sin (a− x)t

t
dt =

=
1

4
(sgn(a+ x) + sgn(a− x)) =


1
2
, |x| ≤ a

0, |x| > a

.

Primetimo da Furijeova tranformacija funkcije f iz ovog primera, koja nije

apsolutno integrabilna na R, jeste prekidna funkcija f̂ . Naime, va�i slede�i
stav.

Stav 5.4. Neka je funkcija f : R→ R apsolutno integrabilna na R i inte-

grabilna na svakom intervalu [a, b] ⊂ R. Tada va�i:

(1) f̂ je neprekidna funkcija na R;

(2) sup
x∈R
|f̂(x)| ≤ 1

2π

∞∫
−∞

|f(x)|dx;

(3) f̂(x)→ 0, |x| → ∞.

Dokaz. Iz |f(t)e−ixt| ≤ |f(t)| i
∞∫

−∞

|f(t)|dt < ∞ sledi da je funkcija f̂ defin-

isana na R i da va�i (2).

Doka�imo (1). Neka je h > 0 i A > 0. Tada je

|f̂(x+ h)− f̂(x)| =

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∞∫
−∞

f(t)[e−i(x+h)t − e−ixt]dt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

π

−A∫
−∞

|f(t)|dt+
1

π

∞∫
A

|f(t)|dt+
1

2π

A∫
−A

|f(t)||e−i(x+h)t − e−ixt|dt ≤
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≤ 1

π

−A∫
−∞

|f(t)|dt+
1

π

∞∫
A

|f(t)|dt+
1

2π
sup
|t|≤A
|e−ith − 1|

A∫
−A

|f(t)|dt.

Prva dva integrala te�e nuli kad A→∞ jer je

∞∫
−∞

|f(t)|dt <∞. Tre�i sabi-

rak te�i nuli kad h→ 0 (za fiksirano A). Prema tome je lim
h→0

f̂(x+ h) = f̂(x),

za x ∈ R.

Svojstvo (3) je posledica Rimanove teoreme 4.17.

Teorema 5.5. Neka je funkcija f : R→ R apsolutno integrabilna i lokalno

deo po deo neprekidna (tj. deo po deo neprekidna na svakom konaqnom seg-

mentu). Ako funkcija f zadovo	ava Dinijev uslov (iz Teoreme 4.21) u taqki

x ∈ R, tada Furijeov integral funkcije f konvergira u taqki x i va�i

jednakost

f(x+) + f(x−)

2
=

∞∫
−∞

f̂(t)eitxdt. (5.1)

Dokaz. Prema prehodnom stavu, funkcija f̂ je neprekidna na R i, prema tome,

integrabilna na svakom segmentu [−l, l], l > 0. Prime�uju�i Teoremu 3.25,

dobijamo

Il(x) =
1

2π

l∫
−l

 ∞∫
−∞

f(u)e−iutdu

 eixtdt =
1

2π

∞∫
−∞

f(u)

 l∫
−l

e−i(u−x)tdt

 du =

=
1

2π

∞∫
−∞

f(u)

 l∫
−l

(cos t(x− u) + i sin t(x− u))dt

 du =

=
1

π

∞∫
−∞

f(u)
sin l(x− u)

x− u
du =

1

π

∞∫
−∞

f(x+ t) sin lt

t
dt =

=
1

π

0∫
−∞

f(x+ t)
sin lt

t
dt+

1

π

∞∫
0

f(x+ t)
sin lt

t
dt =

=
1

π

∞∫
0

f(x+ t) + f(x− t)
t

sin lt dt.
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Kako je

∞∫
0

sinu

u
du =

∞∫
0

sin lt

t
dt =

π

2
, l > 0, zak	uqujemo da je

Il(x)− f(x+) + f(x−)

2
=

=
1

π

∞∫
0

f(x+ t) + f(x− t)
t

sin lt dt− 1

π

∞∫
0

(f(x+) + f(x−))
sin lt

t
dt =

=
1

π

∞∫
0

f(x+ t)− f(x+)

t
sin lt dt+

1

π

∞∫
0

f(x− t)− f(x−)

t
sin lt dt.

Doka�imo da prvi integral u dobijenom zbiru te�i nuli kad l→∞. Sliqno

se dokazuje da i drugi sabirak te�i nuli kad l→∞.

Napiximo prvi integral u obliku

1

π

∞∫
0

f(x+ t)− f(x+)

t
sin lt dt =

=
1

π

1∫
0

f(x+ t)− f(x+)

t
sin lt dt+

1

π

∞∫
1

f(x+ t)

t
sin lt dt− f(x+)

π

∞∫
1

sin lt

t
dt =

= I1(l, x) + I2(l, x)− I3(l, x).

Prema pretpostavci je

1∫
0

∣∣∣∣f(x+ t)− f(x+)

t

∣∣∣∣ dt < ∞ (Dinijev uslov), pa je

lim
l→∞

I1(l, x) = 0, na osnovu Rimanove teoreme. Kako je

∞∫
1

|f(x + t)|dt < ∞, to je

i

∞∫
1

∣∣∣∣f(x+ t)

t

∣∣∣∣ dt <∞, pa je opet, na osnovu Rimanove teoreme, lim
l→∞

I2(l, x) = 0.

Kako je I3(l, x) =
f(x+)

π

∞∫
l

sin t

t
dt i integral

∞∫
l

sin t

t
dt konvergira, to je i

lim
l→∞

I3(l, x) = 0. Time smo dokazali da je

lim
l→∞

Il(x) =
f(x+) + f(x−)

2
,
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tj. da va�i (5.1).

Posledica 5.6. Ako je funkcija f : R → R apsolutno integrabilna na R i

deo po deo glatka na svakom konaqnom intervalu, tada �en Furijeov integral

konvergira u svakoj taqki x ∈ R i �egova vrednost je
f(x+) + f(x−)

2
.

Primedba 5.7. Ako je ϕ : R→ R, definiximo sa

F [ϕ](x) = v.p.

∞∫
−∞

ϕ(t)eixtdt, x ∈ R,

integralnu transformaciju kojom se funkciji ϕ dode	uje funkcija F [ϕ]. U

specijalnom sluqaju, kada je ϕ = f̂ za neku funkciju f : R→ R, F [ϕ] = F [f̂ ] je

Furijeov integral funkcije f . Ako je on jednak funkciji f za svako x ∈ R, tj.
F [F [f ]](x) = f(x), (ako su, na primer, ispu�eni uslovi prethodne posledice uz

dodatni uslov da je f ∈ C(R), tada je i F [F [f ]](x) = f(x).

Zaista,

F [F [f ]](x) =
1

2π

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

f(u)eitudu

 e−itxdt =

=
1

2π

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

f(u)e−itudu

 eitxdt = f(x).

Zbog toga se qesto transformacija F naziva inverznom Furijeovom tranfor-

macijom i oznaqava sa F = F−1.

Primer 5.8. Ako je g(x) = e−a|x|, a > 0, tada je

ĝ(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−a|t|e−itxdt =
1

2π

∞∫
−∞

e−a|t| cos tx dt =

=
1

π

∞∫
0

e−at cos tx dt =
1

π

a

a2 + x2
,

pa je

∞∫
−∞

ĝ(t)eitxdt =
1

π

∞∫
−∞

a

a2 + t2
eitxdt =

2a

π

∞∫
0

cos tx

a2 + t2
dt = e−a|x|, x ∈ R.

60



Navedimo jox nekoliko osnovnih svojstava Furijeove transformacije.

Stav 5.9. Ako je f ∈ C(k)(R,R), k = 0, 1, 2, . . . , i sve funkcije f, f ′, . . . , f (k) su

apsolutno integrabilne na R, tada
(1) za svako m, 0 ≤ m ≤ k, va�i f̂ (m)(x) = (ix)mf̂(x), x ∈ R,
(2) f̂(x) = O(|x|−m), |x| → ∞, za 0 ≤ m ≤ k.

Dokaz. Dovo	no je dokazati stav za 1 ≤ m ≤ k. Kako integral

∞∫
0

f ′(t)dt kon-

vergira i kako je f(x) = f(0) +

x∫
0

f ′(t)dt, postoje graniqne vrednosti lim
x→∞

f(x)

i lim
x→−∞

f(x) i obe su jednake nuli jer je

∞∫
−∞

|f(t)|dt < ∞. Na isti naqin za-

k	uqujemo da je lim
x→±∞

f ′(x) = · · · = lim
x→±∞

f (m−1)(x) = 0.

Zak	uqak (1) dobijamo parcijalnom integracijom

f̂ (m)(x) =
1

2π

∞∫
−∞

f (m)(t)e−itxdt =

=
1

2π

f (m−1)(t)e−itx
∣∣∣∣∞
−∞

+ ix

∞∫
−∞

f (m−1)(t)e−itxdt

 =

= ixf̂ (m−1)(x) = · · · = (ix)mf̂(x).

Svojstvo (2) sledi iz f̂(x) = (ix)−mf̂ (m)(x) i f̂ (m)(x) → 0, kad x → ±∞
(Rimanova teorema).

Stav 5.10. Neka je funkcija f : R → R lokalno integrabilna i funkcija

xkf(x), k ∈ N, apsolutno integrabilna na R. Tada
(1) f̂ ∈ C(k)(R);

(2) va�i jednakost f̂ (k)(x) = (−i)k(x̂kf), x ∈ R.

Dokaz. Poxto je funkcija xkf(x) apsolutno integrabilna na R, funkcije xf(x),

x2f(x) . . . , xk−1f(x) su, tako�e, apsolutno integrabilne na R. Prema tome, pri-
me�uju�i pravilo za diferencira�e nesvojstvenog parametarskog integrala
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(Teorema 3.23), dobijamo

f̂ ′(x) =
−i
2π

∞∫
−∞

tf(t)e−itxdt, . . . , f̂ (k)(x) =
(−i)k

2π

∞∫
−∞

tkf(t)e−itxdt.

Prema Stavu 3.21, f̂ (k) ∈ C(R), tj. f̂ ∈ C(k)(R).
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