[TpenaBatba, npeknHyTa yBohemeM BaHPEIHOI CTama, HACTaB/baMO OBUM IIyTEM.

OBaj nokyMeHT he ce HajmorpahusaTy...

1 Crenenn pegoBu. AHajntmuke (pyHKIHIje

Hedbnaumnuja 1.1. OyHKIHOHATHI pej 00JINKa,

> an(z — x)", (1.1)

e an,ro,*r € R, HaswBa ce crermeHu peja. llaprnujajne cyme creneHor peja cy

HOJUHOMH CTereHa n.
Hedunnnuja 1.2. Bpoj R > 0 30Be ce mOJyIpedHUK (UIU PAIH]yC) KOHBEPTEHIH]e
crenenor peja (1.1) ako 3a cBako z, |z —xo| < R, pex (1.1) ancoayTHO KOHBEprupa,

a 3a CBaKo T, |r — xo| > R, pea muBeprupa.

AKo pes KOHBeprupa camo 3a T = Ty, cMaTrpamo Ja je R = 0, a ako KOHBeprupa

3a cBako T € R, onja je R = oo.

Teopema 1.3. Axo cmenenu ped (1.1) xonsepeupa sa x = x1, 1 # Ty, 0Hda O

ancoaymmo Koneepaupa 36 céaxo r € R 3a xoje sasrcu |v — xo| < |x1 — o).

Joxas. Kaxo pex Y~ a,(x1 — x9)" kouBeprupa, nocroju M > 0 tako ga 3a cBe
n € N Baxu
lan, (21 — 20)"| < M.

Heka je x TakBo na | — x| < |x; — zo|. Taza Baxkn

(z — xo)" z—xo |"
_ nl — _ n\” T |l < M — M n
|an(z — 20)"] an (1 — o) (71— z0)"| = 1 — 2 qa,
e je ¢ = \ﬁ] < 1, na pex Y 7 ¢" xouseprupa. U3 xouseprennuje pexna
Yoo o M¢"™ cnemu kouseprenunja pega (1.1). O

Teopema 1.4. (Kowu-Adamap)

Ioaynpeunur woneepeenyuje cmeneroe peda (1.1) je

1
~ Tim /Jan]’

n—oo

npu wemy nodpasymesamo da je R = 0 axo je lim {/|a,| = co u da je R = 0o ako
n—oo

je nh_)rgo\/|an| = 0.



Jlokas. 1) Heka je nh_}rgo Y/ |an| = 00. Ba x # xo Baxm nh_}ralo an(x — 20)"| = 00, 1a

nocroju nogHu3 (ny) Takas ga "/ |a,, (€ — x9)™| — 0o Kax k — co. IIpema Towme,

pex (1.1) muBeprupa jep HeroB ONINTH YJIAH HE TEXKH HYJIH.

2) Heka je lim {/|a,| = 0. Tana je lim {/]a,(z — 29)"| = 0 3a cBako = € R na
n—o00 Nn—00

pe/i KoHBeprupa 3a cBako x € R.

3) Heka je 0 < R < c0. 3a & > 0 mocroju ng € N tako na je {/|a,| < § + ¢ 3a

cBe n > ng. [Ipema Tome je

1 n
lan(z — 20)"] < ((E +5) |z — xo\) , n>mng, r€R. (1.2)

Ako je |z — 2| < R, MoxeMo usabparnu € Tako ja je (§+¢) |z — x| = ¢ < 1. U3

(1.2) u mopeabenor kpurepujyma ciaean fa pef (1.1) konBeprupa.
1

i_
je (an,) moxnus nmsa (a,) Takas na je "§/|a, | > £ — €, 3a cBako k € N. Taza je

Axko je |z — xo| > R, uzabepnmo £ > 0 taxo ga ( e) |z — zo| = ¢ > 1. Heka
|an, (= 20)™| > ((% — €) |z —20|)™ = ¢™ > 1, onaxuie c/1e/u Ja ONIITH WIAH pesa
HE Te2KH HYJIH.

]
IMocaeguua 1.5. 3a noaynpevwnuk xousepeenyuje cmenenoe peda R sastcu

1
R=———— odnocrno R = lim

lim {/|a,| n—$00

n—o0

Qn

Y

Ap+1
aro mu AUMECU ’/LOCTan@.

o0 n (0.9}
x
ITpumep 1.6. 1) Penoru E — U E n"z" uMmajy TMOoJyIpeTHKe KOHBEPTEHIH]e
n

n=1 n=1
R=00u R =0, perom.
n . . .
2) Penosu Zox , Zl — Zl e " Zl — nMajy pajnjyc KOHBEpIreHIHje
n= n= n= n—=

R =1, mrro 31a4u ja KouBeprupajy amcosytio va (—1,1). Tlocie ucuurnsama KOH-
BepreHInje y KpajeBuMa WHTepPBaJja, BUJIUMO Ja CY CKYIIOBH Ha KOJUMa OBU PE€J/IOBU

kouseprupajy (—1,1), [-1,1), [-1,1] u (=1, 1], pemom.

[Ipe Hero mTo movYHEMO Jia TOBOPUMO O OCODMHAMA CyMe CTEIEHOT Pejia, TMOJIce-

TUMO C€ HEKUX TBphema ca NPeTXOJAHUX 9acoBa KOja heMO KOPUCTUTH y HACTABKY.



Cras 1.7. Qynryuonarnu wus (fn), fn: X = R, xoneepeupa yrnudopmmo na ckyny

E C X axo u camo axo sascu
(Ve > 0)(Ing € N)(Vx € E)(Ym)(VYn)(m,n > ng = |fm(z) — fu(z)] < &).

CraB 1.8. Hexa je ACR, T CR uty e T'. Pamusuja {f; : A — R|t €T}
pasHomepro Koneepaupa na A, xad t — tg, ako u camo axo sa ceaxo € > 0 nocmoju
oxoauna U(ty) mauxe tg y T, maxsa da 3a ceaxe dse epednocmu ti,ty € Ul(ty) u 3a

cearo x € A saocu | fy, () — fi,(z)| < e.

Cras 1.9. (Pasmena aumeca)

Hexa je {f; : A — R}, A C R, gamuauja pynruyuja xoja 3asucu od napamempa
t,teT CR, newato ERNT v nexa a € RN A", Axo

(1) fi= f, T>t—ty, na A,

(2) 3a ceaxo t € T nocmoju ilg}b fi(x),

mada nocmoje lim(lim fy(x)) w lim (lim f;(z)) u sasrcu jednarocm
rx—a t—to t—to x—a

lim(lim fi(2)) = lim (lim fi(z)).
Cras 1.10. Heka je {f; : E — R}, E C R, gamuruja nenpexudnux gynrkyuja xoja
sasucu od napamempa t € T C R u nexa jet, € T'. Axo fi = [ na E, xad t — tg,
mada je gynryuja [ nenpexuona na E.
Cneyugjaarno, axo je f, : E — R, E C R, nua nenpexudnuxr dynruuja xoju
pasHomepro koneepeupa Ha ckyny E dyuxuuju f o E — R, mada je dynruuja

f nenpexuona na ckyny E.

Cras 1.11. (Junu)
Hexa je f, : K — R monomon nu3 venpexuonur Gynruuia ma KoMnaxmmom cryny
K C R. Axo nus {f,} xonsepeupa na K menpexudnoj dynrxyuju f, mada f, = f,

xad n — oo, Ha K.

CraB 1.12. Hexa cy f; : [a,b] — R unmeepabuane pynruyuje sa ceaxot € T CR u
newa to € T'NR. Axo f, = f, t — to na [a,b], mada je f unmeepabunna dymryuja

na [a,b] u easrcu

t—to

lim /b fulz)de = /b (lim f(x))dw = /b f(2)dz.

Cras 1.13. Axo ped > fu(x), unmeepabusnuxr pynruyuje na [a,b], pasromepro

n=1



Koneepeupa Ha |a, b], onda je weeosa cyma unmezpabuana dynryuja na [a, bl u easrcu

/b (i fn($)> . i / fu(a)de.

Y mowm C/ly"tdjy Kascemo da ce ped MOHCE UHMEZPAAUTIU YAAH TIO YAAH.

Cras 1.14. Heka cy f; : [a,b] — R dupepernyujabunne pynxyuje sat € T C R u

nexa je to € RNT'. Axo

(1) damunuja {fi| t € T} wonsepeupa 3a neko o € [a,b], kad t — 1,

(2) damuruja useoonux dynkyuja {f]| t € T} wousepeupa pasrwomepro wa |a,b| xad

t — 1o,

orda

(a) damunruja {f;| t € T} maxohe pasnomepro koneepeupa wa [a,b] nexoj dynruuju

f:la,b] = R,

(6) savicu f'(x) = tlLI% fi(x), = € [a,b].

Cras 1.15. Hexa je (f,), fn @ [a,b] = R, nuz dudepenyujabusnur $ynryuja Ha

[a,b]. Axo ped i fl(x) pasnomepno xoneepeupa na [a,b], a cam ped io: fu(z) KON~
n=1 n=1

sepaupa bap Yy j(;dHOj mawku xo € [a,b], mada maj ped pasnomepro Kousepaupa Ha

[a,b], weeosa cyma je dudeperyujabunra Gynryuja u easrcu

(Z fn($)> = ful@), = € [a,0].

Y mom cayuajy kascemo da ce ped mooice dudeperuupamu AGH N0 YAGH.

1.1 OcobuHe cyme cTelleHOT peja

[Tpernocraspamo ma 3a cremnenn pen (1.1) Baxu R > 0.

CraB 1.16. Cmenenu ped (1.1) Konsepeupa pagHOMEPHO Ha CEAKOM UNMEPEAAY
[a,b] C (zg — R, o + R).

Jlokas. Bar = max{|a— x|, |b—xo|} BaKN [a,b] C [xg—r,x0+7] C (29— R, 20+ R).
Ba cBako x € [rg — r,xo + 1| je |an(x — z0)"| < |a,|r", na xaxo peg Yo |a,|r”
KoHBeprupa, pej (1.1) paBHOMEpHO KOHBeprupa Ha cerMenty [xg — r, xo + 1| (Bajep-
MITPACOB KPUTEPH]YM).

]

ITocaequua 1.17. Cyma cmenenoz peda (1.1) je nenpexudna dynruuja na unmep-
sany (ro — R,xo + R).



Teopema 1.18. (Abesrosa meopema)
Axo ped (1.1) womusepeupa 36 v = xo + R, onda on pasnomepno roneepzupa Ha

ceemenmy [xo, To + R] u wezo6a cyma je nenpexudna (¢ aesa) y mavku x = xo+ R,

mj. 8aoHcu
o oo
lim E an(z — )" = E a,R".
r—To+R—
n=0 n=0

Joxas. Oumru wian peja je

x—x0\"
an(gj - zO)n = aan ( R O)

Pen >, a, R" koHBeprupa 0 IpeTHOCTaBIH U HH3 ((x;};())n) je3a x € [xg, xo+ R]

Hepactylin u orpannven na, npema Abesoom Kpurepujymy, pei (1.1) pasHOMepHO
KOHBeprupa Ha [xg, zo + R).
O

Teopema 1.19. Cmenenu ped (1.1) (R > 0) ce ynymap ceoe unepsana koneepzen-
yuje mootce QuPePeruUPamU U UNMELPAIUMU 4AGH N0 waar. Taxo dobujenu pedosu

UMATY UCTIU TOAYNPEYHUK KORBED2ERUUTE KAO U NOAA3HU ped.

Hoxas. Heka je f(x) =Y 7 an(x —x0)", € (vog — R,z0 + R). Ha cermenry ca
KpajeBrMa & W o pel KouBeprupa pasaomepro (Crap 1.16) ma, Kako ¢y WJIaHOBH
pesa HenpexuaHe byHKIM]E, pej ce MoxKe nHTerpaguTy 9wian no 4ian (Cras 1.13).

Baxxu

[ = (- (v = mo)"H!
g! J(t)dt z; Cn+1l
1 700WjeHn peJl MMa UCTH MOJIYTPEYHUK KOHBepreHiumje kao u pex (1.1).

Pex > na,(x — x0)" ' uma ncrn paaujyc konseprenuuje kao u pex (1.1). Ilpema
TOME, OH KOHBEPIUpa PABHOMEDHO Ha CBAKOM cerMenTy |a,b] C (xg — R, xo+ R), na
n—1

na ocuosy Crasa 1.15, Baxu f'(x) = " na,(x — xg)
[

TMocnemuna 1.20. Vuymap ceoe uwmepsana koneepeenyuje cmenenu ped (1.1)
depunuwe beckonauno Jugepenyujaburny dyrruyuiy f(x) = Y07 an(z — z0)" 3a

kojy eaoicu f(zy) = nla, san > 0.



1.2 Anajgurunuke dyHKIHje

Hedunnunuja 1.21. a) Heka je f peanna dyunknuja, nedunucana u Geckonaano

gudepennujabuina y HeKoj OKOJIMHE Tadke ro € R. Pex

2 ) (1,
Zf ( )(ZE—.Io)n

!
o n.

30Be ce TejopoB pell pyHKIMje f y OKOJUHU TadKe Xg.
ITpema Tocnenuun 1.20, ako je dynkumja f cyma cremeHor pega » - an(x — )",
taja je f Geckonauno audepeHnnjabuaIHa YHYTAp HHTEPBaaa KOHBEPIreHIHje Pea
u Taj pex je Tejaopos pexn dpyukiuje f.

6) Axo je dyuknuja f jennaka 36upy cor TejiopoBOr pefia y HEKOj OKOJIUHE

TavYKe Tg, KAXKEMO 13 je f aHaJUTHYIKA y OKOJUHU TAUKe I().

Hapasno, noctoje 6eckonauno gudepeniujadbuine hyHKIUje Koje HUCY aHATUTHIKE.

Takap jenan npumep jecte pyHKIHjaA,

e z%, x#0

Koja jecte beckoHavYHO AudepeHNnjadbuaHa y oKOJInHN Tauke x = () ¥ 32 KOjy BaxKu
f™(0) = 0 3a ce n € N. TIpema tome, cyma Tejaoposor pesa dyuxmuje f y

okoJimHM Tavyke x = () je jeHAKa HYJIU W, JaKje, HUje jeqHaka MYHKOHU f.

Y ciaepeheM craBy HABOAMMO JIOBOJ/bAH YCIOB Ja (PyHKIHja Oyj1e aHAJIUTUYIKA.

CraB 1.22. Hexa je ¢pynxuuja f beckonauno dudepenuujabusna ma uHmMepsany
I = (x0—7,20+7),7 >0 u nexa nocmoju M > 0 maxo da eascu |f™ (z)| < M sa
cearo x € I u cearxo n > nyg. Tada je f anarumuurae Gynkyuje y okosuny mauke

Zg-

Jloxas. Oyuxmuja f he 6urn anamutmuka ako je lim R,(z) = 0, rme je R,(x)
n—oo

ocrarak y Tejioposoj dbopmymn f(z) = > 7, %(w — 20)* + R,(z). Makme,

JIOBOJBHO je JIa JTOKAYKeMO J1a 33 CBaKO x € (rg—1,To+ 1) Baxu R, (r) — 0,n — oo.
Ako uckopuctumo JlarpanzkoB oOJIMK OCTaTKa, /J00HjaMO fa je 3a CBako T € [ u

ueko 6 € (0,1) ncnymeno

PO g B =) | M
nt1) (2= 2™ <

|Rn(2)] = — 0, — 00.



xT

ITpumep 1.23. 1) Tlocmarpajmo dbyuxiujy f(z) = e”.

f™(x) = e* u f™(0) = 1. Tejropos pex > L+ dynkumje f y okommHu Hyse
n=0

KOHBepIupa 3a cBako r € R u cyma My je jeaHaka e, ¢ 063upoM Ha TO Jia 3a CBAKO

3a cBako n € N Baxu

r >0 saxu | f()(2)] =e® < e z3ax €[ 7]
2) Kako je |Sin(”)(m){ =|sin(z+%)| <1m |Cos(”)(x)‘ = ‘cos (z+ %){ <13a

r € RuneN, nobujamo sinz = (—1)”% U COST = ) (—1)”("2'":;! 3a x € R.
0 n=0

3) Heka je f(z) = (14 2)°, « cR. Tejnopos pen dbunknuje f y OKOJUHU HYJIE

oo
je > (Z) ™ u 30Be ce bunomun peq. 3a o € NU{0} pej ce cBoau Ha KoHauan 36up.
n=0
Axo a ¢ N U {0}, pen kouseprupa wa uurepsanay (—1,1). 3a |z| < 1 xofiemo ma
o0

nokazkemo Jia Baxku (1+x)* = Zo (¢)2™. Kommjes obank ocrarka y oarosapajyhoj
n=

Maxknopenosoj dopmymn R, (z) = (¢)(a — n)z" (1 — 6)"(1 + 6z)* "1, 6 € (0,1)

sammmmmo y obimky R, (z) = ((*1)2") (ax(1 + )1 (11;9996)@ [Ipumernmo aa je

(a;ll)m” omTu 4ian Gunomuor peja gyukmuje (14+1)*"! koju konseprupa (|z| < 1),

ma TEXKW HyIH KaJ n — 00. 3a gare r u o, npumerumo gaa je |az(l + 0z)* !

orparnueno ca max(|az|(1 — |z])*!, |ax|(1 + |z])*"!) u Ta rpanuna we 3aBuCH Of

n. Buaguvo ga Baxxku u 1 +60x >1—03060or x > —-1u0<6 <1, naje (11J:9i)n<1

3a cBako n € N. Ilpema cBemy Tome, R, (x) — 0 kag n — 0o.

Ocraje jour Ja ce BHJU 3a KOje BPEIHOCTH « OMHOMHH peJi KOHBEprupa 3a r = 1,

onHocHo x = —1. Mok ga Gucre MOTJIM Ja MOKYITIATE TO CAMU.
oo
4) Axo wmaterpamamo pen (1 4+ x)~! = Y (=1)"z", |z| < 1, wiam no 4nan
n=0

n—1z"
o

(rmro cMemo yHyTap pajmjyca Kousepreumuje), mobujamo In(l +z) = > (—1)
n=1
[lomro mobujenu pen kouseprupa y © = 1 u In(1+x) je nenpekuana GyHkmja y 1oj

rauku, u3 Abenose Teopeme (Teopema 1.18) mobujamo ja nomenyTH pa3Boj dbyHKIHje

In(1 + ) Baxku 3a cBako = € (—1,1]. Cnenujanno, mobujamo In2 = 3 #

n=1

2 TIpocrop Cla,b]. Anpokcumarinja HEMPEKUTHUX
dbyHKIja ITOJITMHOMIMA

Ckyn Cla, b] cBux Henpekuauux dbyukuuja [ : [a, b] — R uma cTpyKTypy BEKTOPCKOT
IPOCTOPA Ca oneparijama cabupama 1 MHOXKema ckagapom: 3a f, g € Cla,bju A € R

aedbunumemo dyuxnuje f+ g, Af : [a,0] = R ca

(f +9)(x) = f(x) + g(x), (Af)(x) = Af(z).



Mozxke ce yBecTn HOpMa Kao

/Il = max |f(z)].

a<z<b
Hopwma je kopekTro nedunncana jep 3a venpekunny dbyuknujy f u | f| je menpexumma
na J0CTUZKEe MaKCHUMyM Ha cermMeHty [a, b]. Ilomohy HOpMe yBOAMMO METpHUKY

d(f,g9) = max [f(z) — g(z)| (2.1)

a<z<b

OBaj mpocTop ¢MO paHHje MOMUBAJIN Kao IpuMep MeTpudkor mpocropa. Caja hemo
onmcaTH KOHBEPreHIMjy y oBoM MerpudkoM mpocropy. Heka je (f,) auz y Cla,b].
Taj uu3 kouseprupa byuxmuju f € Cla,b] ako u camo ako 3a cBako € > 0 mocroju

no € N, Tako 11a 3a cBe n > ng BaxXKu

d(fnvf) = max ’fn(x) - f(x>’ <ée.

a<z<b

Hakie, aus (f,,) kouseprupa ka [y Cla,b] ako u caMo aKo Taj HU3 PABHOMEDPHO
KoHBeprupa Ka f Ha [a,b] kag n — oo. 36or Tora ce gecto merpuka (2.1) mpocropa
C'la, b] nasuBa pasromepHa (yHH(DOPMHA) METPHKA.

Ha oBOM MecTy MOXKEMO Jia JOKayKeMO KOMILIETHOCT MeTpudkor mpocropa Cla, bl.

HajaBusm cMo TO Ha 1MOYeTKY HMPBOT CeMECTpa.
Cras 2.1. IIpocmop Cla,b] je xomnaeman.

Jlokas. Heka je (f,) Kommujes uus dbyuknuja y Cla,b]. To 3nauun ga 3a cBako € > 0

noctoju ng € N, Takas j1a 3a ¢Be m,n > ng BaxKun

A(fim, fn) = max |fin(z) — fu(x)] <e.

a<z<b

ITpema Tome Buaumo 12 je |f,(x) — fu(z)| < € 3a cBe © € [a,b]. Ha ocnoBy Crasa
1.7 xoju ¢MO J0Ka3aau Ha HEKOM OJ MPETXOIHHUX JacOBa, MOKEMO Ja 3aK/bYIHMO
na wu3 (f,) paBHOMepHO KOHBeprupa wekoj dyukmuju f : [a,b] — R. Kako cy cBe
dbyuknuje f, HempekugHe, rpanndna dyHknuja f je, takohe, Hempekugna (Cras
1.10). 0

Caenehn BajeprirpacoB cTaB HaM TOBOPH Ja Ce CBakKa HeMpeKuIHa (DYHKINja

MOzK€ YHU(POPMHO alPOKCUMHUPATH MMOJTMHOMHUMA.

Cras 2.2. (Bajepuwmpac)

Hexa je dama nenpexuona dynryuja [ na ceemenmy [a, b] u nexa je e > 0 npouseonno.

8



Tada nocmoju NOAUHOM P ¢a Pearrum KoePuyujenmuma makas da 3a c6ako x € |a, b

saorcu |f(x) — p(x)| < e.

Joxas. Jlokas hemo u3BecTu y HEKOJMKO KOPAKa.
1) Mozxkemo npermoctasutu ja je [a,b] = [—1,1]. Kako je dyHukinuja f paBHOMEPHO

HenpeknaHa Ha [—1, 1], cBakom £ > 0 omrosapa 6poj d > 0 Takas Ja je
|f(x) — f(2")| <e/2 xanmromje |x—z| <. (2.2)

Uszabepumo mogeny P = {xg, z1,...,x,} cermenta [—1, 1] 3a xojy je A(P) < J. Heka
je l:[—1,1] — R dbyukuuja 3a kojy je

l(z;) = f(z;) 3a j=0,1,...,n, (2.3)

a Ha CerMEHTHMa [T;_1, ;| je JuHeapHa, Tj. 3a T € [T;_1, T;] BaKu

f(x;) = fz51)

Tj— Tj-1

lz) = f(z;-1) +

(z —zj1).

Tagaszaj=1,...,nux € [v;_1,7;] BaxKn

(f(x) = flrja)(xy —xj0) = (f(x5) — flzj))(@ —251)

Tj— Tj—1

)= 1) =

_ ‘ (f(z) = fzj)) (& —zj0) + (f(2) = fl250)) (25 — @)

Tj— Tj-1

(.T — xj—l) + (xj — 33) _ E (24)

9
S_' )
2 Tj— Tj-1 2

Ha OCHOBY (2.2) jep |xv — x| <0 u |z — xj_1] < 0.

2) @yukrmja [ MozKe Ja ce u3pasu y 00JuKY
l(z) =) ajle — ], (2.5)
=0

rie cy koeduiujeHTa a; onpehenu ca

Zaj|xk—xj]:f(xk).k:O,l,...,n. (2.6)
=0
Bamcra, cyma y (2.5) ce Ha cermentuMa [Tg_1, k| U [Tg, Tpi1] (K =1,2,...,n —1)



CBOAU HA

k—1 n
aj(z —x;) —ap(z — ) — Y aj(z — ;)
7=0 J=k+1
OJTHOCHO
k—1 n
aj(z — x;) +ap(z — ) — > a;(z—xy),
=0 j=k+1

Tj. TpeacTaB/ba HA THM CeIMEHTHMA JIBE Pa3JnduTe JuHeapHe (hyHKIHje Koje 3a

r = xy y3umajy ucty speanoct f(xy) Ha ocHOBY (2.6).

3) Caja BuauMO 12 je JOBOJBHO JOKa3aTH Ja ce cBaka o dyHKuuja |z — x|
Ha [—1,1] MoxkKe paBHOMEPHO AIIPOKCHMMEPATH IIOJMHOMHMA, a TO ieMo j1oKa3aTu
Tako mTo hemo mokazatu ja ce dbyHKIuja || Moxke paBHOMEPHO ANPOKCHMMUDATH
OJIMHOMEMA HA CKyIy [—2, 2] koju cagpxku cBe cermente obmuka [—1 — x;, 1 — ;).

OBo ciieau HemmocpemgHo U3

|x|—2‘g}—2\/@—2\/1+<%2—1) —22(17/12) (%2—1>n,

jep oBaj pej KouBeprupa YHUGOPMHO Ha cerMeHTy [—2, 2] Ha ocHOBY Bajepurrpacosor
kpurepujyma. Haume, 3a x € [—2,2] je

1C) G- =2I)

Osumaunmo ca p; (j = 0,1,...7n) HOIUHOM KOjE PABHOMEPHO AlIPOKCHMEUDA (DYHKIU]Y

< +00.

ajlz — x|, 1j. 3a Koju BaxKu

£
|ajle —2;| = p;(o)] < 2n+1)
u ca p nosuHoM p(x) = Y p;(z). Tana je
i=0
n n c
1(x) — p(a)| = | D (ajle — a5l —pj(2))| <D lajle — 2] — pi(w)] < 3
=0 =0

mTo, 3ajenHo ca (2.4), naje

[f(2) = p(@)] < [f(2) = 1(2)] + [I(z) — p(2)] <&,
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3a cBe ¢ € [—1,1]. Tume je Bajepmrpacos craB joka3as. O

3 HMuterpana kao pyHKIja mapamMmerpa

3.1 PwumaHoOBuU mHTerpaJim KOju 3aBHCE O] IIapaMeTpa

Hedbnuaunmja 3.1. Hekaje E=1xJ, [ =[a,b| CR, J=(c,d) CR,u f: E >R
b

dyuknnja Taksa ga nocroju [ f(x,y)dr kao Pumanos maTerpan 3a csako y € J.
a

Taja ce pyuknuja
b
F(y) = /f(%y)dx, y € J,

Ha3uBa PUMaHOB MHTErpaJj KOju 3aBUCH O MapaMerpa Y.
Ouursenno je ma ocobwne ¢pyuknuje F' 3aBuce o ocobuna ¢pyuxmuje f.

Teopema 3.2. Axo je dpynxuyuja f nenpexudna na cxyny E, mada je dpynruyuja F

HENPEKUOHA HG UHMEP8aay J.

Jloxas. Heka je yo € J. Hexka je A > 0 taxso aa J(yo) = [yo — A,y + A] C J.
Ckyn I x J(1yp) je komuakTan, 1a je ¢pyHkimja [ pPABHOMEPHO HENPEKUHA HA HHEMY .
IIpema Tome, 3a gaTo € > 0, moctoju 0 € (0, A), Tako 1a je |f(x,y)— f(x,y0)| < €, 3a
cBako x € I u cBako y € J(yo) 3a Koje Baxu |y — yo| < d. IIpumernmo na MO OBAM

nobunu na f(x,y) = f(x,y0) ma I, kan y — yo. Ha ocnosy Crasa 1.12 Bugumo jga

BaYKN
b b b
lim F(y) = lin [ f(e.)de = [ lim f.)de = [ e mde = Plao)
Y—Yo Y—Yo Y—Yo
ITOo 3Ha4u Jia je pyHknuja F HelpekuHa y Ta4yKu Y. 0

Y HacTaBKy, 3a/IpzKaBaMO CBe O3HaKe Kao JI0 Ca/ia.

Teopema 3.3. Hexa ¢pyuxyuja f : E — R 3adosomasa caedehe ycaose:
(1) f(x,y) je nenpexuona no x € I 3a cearo y € J;

(2) f uma napyujasru uzeod g—; Koju je wenpexudna pyrnrxuuja 1o F.

11



b
Tada je pynryuja F(y) = [ f(z,y)dz nenpexudno dudepernyujaburna na J u éasrcu

a

Fly) = g;j (2. 0)d.

Jlokas. Tpema (1), F(y) je nedbununcano 3a cpako y € J. Heka yy € J n Heka je
h € R\ {0} takas na yo + h € J. Tazna, npumenom Jlarpauzkose Teopeme, 1001jaMo

b
Flyo+h) — / (z,90 + h) — f(z,y0)ldz =

h/g—f(x,yo+9h)dx, 0<6f<1.
Y

Kao y mokasy mperxome Teopeme, 100uja ce ja 3 (ac yo+60h) = (:U Yo) Ha I Ka
h — 0. Ha ocunoBy Crasa 1.12, nobujamo 1a je

}L%F(yoJrh})l—F(yo _,lfi%/a £+ Oh)di =
b b
/}lzlin gf (z,y0 + 0h)dx = /g—“;(x, yo)dz.
b
Henpeknanocr dynxunuje F' crean u3 jexnaxocrn F'(y) = [ % x,y)dz, nper-
nocraske (2) u Teopeme 3.2. ’ O

Cazna hemo pazmarparu andepeHInjadmIHOCT TapaMeTapCKOr HHTErpaJia Kol

KOTa ¥ TPaHUIlE 3aBUCE O]l TapaMeTpa.

Teopema 3.4. Heka cy f u g—; Henpexudue peasre pynruyuje wa ckyny E =1 x J,
I =1la,b], J=(c,d) uneka cyaly) ubly) dupeperyujabuane dynxuyuje deurnucane
na J, ca epednocmuma y 1. Tada je dynxuyuja

b(y)

f(x,y)dx

a(y)

12



dugpepenyujaburna wa J u easncu

b(y
- / g_i(:v,y)dx + f0(y), V' (y) — f(aly),y)d'(y), y € J.

a(y)

Jlokas. Heka yo € J, A >0u [yo — A,yo + A] C J. Axko je |h| < A, Tazna je

b(yo)
F(yg+h)—F 0 , ,
ot M= PO 8L o o) = F000), 300 () + Tl w0 un) =
a(yo)
b(yo+h) b(yo)
of
f$yo+hd9€—— f$yo )dx — a—y(%yo)dm—
(y0+h) a(yo) a(yo)
—f(b(0), y0)V (o) + f(a(yo), yo)a' (yo) = (3.1)
b(yo) f( h) f( ) af ) a(yo+h)
. Z,Yo + - X, Yo Y -
a(yo) a(yo)
1 b(yo+h)
+f(a(yo), yo)a/(yo) + 7 / f(z,y0 + h)dz — f(b(yo), yo)b/(yo)-
b(yo)
OBzie ¢MO KOPHUCTHIH jeJIHAKOCT
b(yo+h) a(yo) b(yo)
/ f(z,yo+ h)d / fxyo—i-h)dx—i-/f(x,yo—l—h)dx—i—
a(yo+h) a(yo+h) a(yo)
b(yo+h)
+ / f(z,yo + h)dx.
b(yo)
[Tpema Teopemmu 3.3,
b(yo) b 5
/ [f(x,yo i i)z — ) 8—5(33,?/0)] dr = o(1), h — 0. (3.2)

a(yo)

Ako uckopuctumo Teopemy 0O cpejb0j BPEAHOCTH WHTETrpaia u jiudepeHiujadui-

13



HOCT (byHKIHje b, BUAUMO j1a je

b(yo+h)

/ f(@,y0 +h)dz — f(b(yo), yo)b' (vo) =

b(yo)

= W B ZBO0) pe ) — F(blao). w0l (30) = 3.3)

= [V'(yo) + BR)f(& yo + h) — F(O(yo), yo)V (o),

3a weko & = b(yo) + 0(b(yo + h) — b(yo)), 0 < 6 < 1, npu wemy B(h) — 0, h — 0.
Kaxo £(b(y0) + 6(b(u0 -+ k) — b)), vo + 1) — F(b(un), y0) — 0wt b = 0, ma ocrrony
(3.3) 3akspydyjemo jga je

b(yo+h)
5[ e F0) Wb ) = o) k0. @)

b(yo)
Caugno mobujamo aa je

a(yo+h)

5[ fees e = fatw) s w) = o), k0. (35)

a(yo)

Teopema crenn u3 (3.1), (3.2), (3.4) u (3.5).

ITpumep 3.5. Hexa je

T

1 n—1
] /(m—t) fdt, n e N,

rjie je f HempexuaHa DYHKIMjA HA HHTEPBAJIY HHTETPAIIH]e.

Ban=1, F{(z) = f(x).

[Ipema nperxomnoj Teopemu, 3a n > 1 je

F/ o ‘/ n 2f n 1($)
0

Jlako ce 3axk/byuyje ga je ol (x) = f(z), 3a cBako n € N.
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Teopema 3.6. Axo je gynryuja f: 1 x J - R, I = [a,b], J = [c,d], nenpexudna
b

na I x J, mada je dynryuja F(y) = [ f(x,y)dz unmeepabuana na J u easrcu

a

d d b

[ Fway= [ jf@wﬂrdyzf jf@wwydw (3.6)

C c a

Jlokas. @yukuuja F je wenpekunna na J (Teopema 3.2) ma je mHTerpabuina Ha

meMy. Heka cy

¢’(U):/u /bf(x,y)dx dy, W(U):/b /uf(x,y)dy dzx

3a u € J. Jludepenmupamem 110 TOPHO] TPAHUIIA WHTErpaJia, J100mjaMo

¥(0) = [ fwu)de,

u nmpuMeHOM Teopeme 3.3,
b
V' (u) = /f(x,u)da:.

Kako ¢dyuknmje ® u U umajy jeanaxe ussoge na J, mobujamo ®(u) = W(u) + C,
ueJ. U3z ®(c) =¥(c) =0, crenu C =0, na je P(u) = ¥(u), u € J. Crenujaso,
3a u = d gobujamo (3.6).

0

Yeaosu y Teopemama 3.2 u 3.6 cy caMo JIOBOJbHU, HE W HEOIXOJHU. 10 ce BUIU

u3 ciaegeher mpumepa:

ITpumep 3.7. Hekaje f : [0, 1] xR — R dyukuuja f(x,y) = sgn(x — y). Henocpe o

1, —oo <y <0
1
ce obja F(y) = [ flay)ds =3 12y, 0<y<1
0
. 1, l<y<oo

Jlaxse, uaTerpan npekuane ¢dpyuknuje f je menpekugna dpyHkimja F.
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3.2 HecBojcTBeHHN ImapaMeTapCKu MHTErpain

Ako je f : [a,00) X (¢,d) — R u 3a cBako y € J = (¢,d) nocroju HECBOjCTBEHH

HHTerpaJ
Fly) = /f(fc, y)dz, (3.7)

Ta/la ce OH Ha3MBa HECBOJCTBEHU MHTerpaJsl KOjU 3aBUCH OJ] llapameTrpa Y.

Hedununuja 3.8. Hecojersenn nnrerpad (3.20), koju 3aBucH oJ1 napamerpa y €

J, paBHOMepHO KOHBeprupa Ha ckyny F C J ako
(Ve > 0)(Fag > a)(Vy € E)(vb > ao) —> / fyds | <e  (38)
b

b

Axo oznaunmo F(b,y) = [ f(x,y)dz, b> a, Taza je (3.8) eKBUBAJIEHTHO ca

F(b,y) = F(y)

Ha F kag b — oo.

o
ITpumep 3.9. (1) Uurerpan [ xzd—ny paBHOMEPHO KoHBeprupa 1o y € R. Hamnwme,
1

z z 1 - 1
{$z+y2§bx—2—b<€,aKOJeb>a.

(e 9]

(2) Unrerpan I(y) = /e_xyd:v KOHBeprupa 3a csako y > 0. PaBHoMepHO KOHBEp-
0
rupa Ha npousBosbHOM cKyiy {y € R| y > yo > 0} jep je, y Tom cayuajy,

[e.e]

1 1
/e_xydx = W< —et 0, (3.9)
/ Y Yo

kag b — oo. Ilomro je sup ie_by = 00 3a cBako b > 0, Ha ocHoBy (3.9) BuamMO 12
y>0

unrerpas I(y) He Koupeprupa pasHoMepto Ha (0, 00).

Teopema 3.10. (Kowwujes xkpumepujym)
Hrumeepan (3.20) pasromepro xousepeupa na ckyny E C J ako u camo axo 3a c6ako

e > 0 nocmoju ag > a, maxeo da 3a cee by, by € [ag,00) u 3a cearo y € E sascu

b
/f(:t,y)dx <e.
b1
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Joxas. Jlokas cuemu u3 onmrrer KormjeBor NpuHIMIa paBHOMEpHE KOHBEPIEHIIN]e

(Crap 1.8). O

ITocaenuua 3.11. Axo je nodunmezpanna gynryuje f unmezpana (3.20) nenpexudna
na [a,00) X [c, d| u maj unmeepas xoneepeupa sa y € (c,d), aru dusepeupa 3a y = ¢

(00nocno y = d), onda on He Konsepeupa pasromepro Ha (¢, d).

Teopema 3.12. (Bajepwmpacos xkpumepujym)

Axo je @ : [ag,00) — R, ag > a, Pynruuja maxea da 3a cearo y € E C R u ceako

xr > ag eancy | f(x,y)] < ®(x) u unmeepan /@(m)dm Koneepaupa, mada unmezpan

ago

oo
/f(x, y)dx Koneepaupa pasHomepro na ckyny E.
a

o0

/loxas. V13 KOHBepreHnuje mHTErpaIa /@(I)dx caen Ja 3a cBako € > () mocToju

ag
bo

a; > ag Tako Ja 3a cBe by, by € (ay,00) Baxkn /@(x)d:z: < e. Tapa je, 3a cBe
by
yekr,

b

7f(x,y)dx < /b2|f(x,y)|dx§ 7@(95)@: /<I>(x)dx - .

bl bl

e}

Ha ocnoBy Teopeme 3.10 cneam ga wHTerpaJ / f(z,y)dr paBHOMEpHO KOHBEprupa

a

Ha cKyny F. O

oo .
IIpumep 3.13. (1) Unrerpan [ 1.2 dx paBHOMepHO KoHBeprupa 1o y € R jep 3a
0

o0
sin xy 1 dx
cBako Yy € R Baxu ‘ <o u of .7 KOHBEpIrupa.

1422 +

oo
(2) Uurerpan [ x(‘fil KOHBEpPIrupa PaBHOMEDHO MO (v HA HHTEPBAIY [ag, 00), TIe je
1

ap > 1. 3aucra, ako je z > 1 u a > ap, Taga je (z+1)71 < (220 +1)71 a unrerpan
o

i Iofffﬂl kouseprupa. Koupepreniuja Huje yaudopmua Ha (1, 00) npema [Mocsennmm

1
3.11.

Teopema 3.14. (Abeaos kpumepujym)

Axo sasicu:
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(1) uwmezpan F(y) = /f(:c, y)dx Komsepaupa pasnomepro no y wa J = (¢, d);

(2) sa ceaxo y € J Ppynruyuja g : [a,00) x J = R je monomona no x;
(8) nocmoju kKonemarwma M, maksa da je |g(x,y)| < M 3a cearo x € [a,00) u c6ako

yeJ,

mada unmezpas P(y) = /f(a:,y)g(x,y)dx PABHOMEPHO KoHeepaupa Ha J.

Jokas. Heka jee > 0. 3aa < ay < ag uy € J, Ha OCHOBY Jpyre TeOpPeMe O CPeJIEhOj

BPpeJHOCTHU MHTeIr'paJia HMaMO

3 a2

/ f(. )9z, y)dz = glar,y) / F(a.y)dz + glas,y) / .y, (3.10)

a1 3

3a HeKO £ € (ay,as).

Ha ocnosy (1), nocroju ag > a Tako na 3a cBako y € J Baxu

3 a2
/f(x,y)dm <ﬁ, /f(:r;,y)dac < ﬁ, (3.11)
a1 3

aKo je ag < ap < € < as.

13 (3.10) u (3.11) caemum ma ako je as > a; > ag, Taja je 3a cBako y € J

as
[ Hagtads | <25 oS =<

OBo 3naun ja unTerpan ®(y) KoHBeprupa paBHOMEpHO 110 Yy € J Ha ocHOBY Kormu-
jesor kpurepujyma (Teopema 3.10).

O

o0

IIpumep 3.15. Ilapamerapckn unrerpan F(y) = [ 22Ze""Ydr paBHOMEPHO KOH-
0

Beprupa Ha uHTepBasy [0,00).

Osuaunvo f(z,y) = 2% g g(z,y) = e *¥. Unrerpan [ f(z,y)dz xouseprupa u
0

noIMHTErpaaHa (PyHKIUja He 3aBUCH O]l Y, 1A WHTErpa KOHBEPrupa PaBHOMEPHO
1o y Ha [0, 00). Baxu g(z,y) < 13acBako xz > 0 u cBako y € [0,00). 3a durcupano
y € [0,00), dyukuuja g(x,y) je wepacryha no z Ha [0, 00). [akie, Baxe CBH yCJIOBH

AbesoBor Kpurepujyma, na uaTerpasa F(y) paBHoMepHO KoHBeprupa mo y € [0, 00).
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Teopema 3.16. (/[upuzaeos kpumepujym)

Hexa za dynruyuje f u g, xoje npecaurasajy [a,c0) x (¢,d) y R, saorcu:
(1) pyrruuja g je monomona no x 3a ceaxo y € (¢, d);

(2) g(x,y) =0, kad x — o0, Ha (¢, d);

(8) nocmoju M > 0 maxo da je /f(t,y)dt < M, 3a ceaxo r > a U C8aKO
y € (¢, d).

Tada unmeepan F(y) = /f(x, Y)g(z,y)dx woneepaupa pasnomepro no y wa (¢, d).

Jlokas. Heka jee >0, a <a; <ayuy € (¢,d). Kao y mokasy AbesoBor Kpurepu-

jyma, Kopucrtehn aApyry TeopemMy O Cpeirb0j BPeJHOCTH MHTerpaJa, J100ujaMo

as £ as
/ e y)g(e vz | = | glany) / F(.y)dz + glas,y) / f( y)de
a1 a1l I3

< 2M(|g(as,y)| + |g(az, y)]). (3.12)

OBJie MO KOPUCTHUIH OTIEHY

/gf(@",y)déﬂ = /af(x,y)dx+/§f($7y)dﬂf

IN

a1 3
/ fy)de | + / f(a.y)de | < 2M,

az
U, CJIUYHO, /f(:z:,y)da: < 2M.
3

[Tpema (2), nocroju ag > a Tako na 3a ¢Bako y € (¢, d) u 3a CBaKO T > ag BaxKH

3

9(z.9)l < 177 (3.13)

a2
U3 (3.12) u (3.13) cuenn ga je /f(a:,y)g(x,y)da: < €, 3a CBaKO 1,0y > g U

al
cBako y € (¢, d). Ha ocuoBy Kommjesor kpurepujyma (Teopema 3.10) unTerpas

F(y) paBHOMepHO KOHBeprupa mo y Ha (¢, d).

]
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Teopema 3.17. (/[unu)
Hexaje E=1xJ, I =[a,00), J=]c,d] unexa je f: E — R nenpexudna neneea-

musha gynkyuje maxea da 3a ceaxo y € J unmeepas F(y) = /f(x, y)dx Komsep-

eupa. Axo je dynxuuja F(y) nenpexudna wa J, mada unmezpan F(y) pasromepro

rxoueepaupa 1a J.

a+n
Jlokas. Heka je F,(y) = / f(z,y)dz, y € J, n € N. Oynknuuje F), : [¢c,d] = R ¢y

uenpekuane ua J, mpema Teopemn 3.2. Huz (F),(y)) je neonanajyhu 3a cBako y € J

jep je dynknuja [ weneratusna Ha E. Kako je lim F,(y) = F(y), y € J, Ha ocHOBY
n—oo

Crasa 1.11, F,(y) = F(y), na J, kag n — oo. Jlakie, 3a cBako € > 0, mocroju

no € N, Tako 1a je

0< Fly) - Fuly) = / f(x,y)de < e,

a+n
3a CBAKO N > ng U cBako y € J. ¥Yaumajyhu ja je ag = a + ng, 3aK/bydyjemMo Jia je

oo
/f(x,y)dx < €, 3a CBAKO a1 > Qg ¥ CBAKO ¥y € J.

ai

3.3 ®@yHKIMOHAJIHA CBOjCTBA HECBOJCTBEHUX ITapaMeTapCKMX

WHTerpaJa

[Tpumep Koju caenm moKasyje j1a JIOBOAHH YCJIOBH 3a yaa3ak JuMeca 1o Pumanon
unrerpas (Cras 1.12) He 06e36eljyjy ma ce MoyKe MPOMEHHTH MOPeIAK JTUMECa W

HECBOJCTBEHOT MHTETrpaa.

IIpumep 3.18. OynKmmja

flz,y) =
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uma cBojerBo f(x,y) = 0, Ha [0,00), kKag y — co. Mehyruwm,

[e.e] o

lim [ f(z,y)de =1+#0= / <?}1_>1£10 f(x,y)) dz.

Yy—00
0 0

(1) 'parmYHA BpeJHOCT ¥ HEIPEKUIHOCT

Teopema 3.19. Hexa je I = [a,00), J = (¢,d), —oco < c<d < o0,y € J u
f:IxJ—=R. Akxo sascu
(1) f(z,y) = ®(x), y — Yo, Ha ceakom unmepsasry [a,b], b > a,

(2) uwmezpan F(y) = /f(x, y)dx Komsepaupa pasrwomepro Ha J,

mada
o0

(a) unmezpan /@(x)d:p Koneepaupa,

a

N L Ry T

b
Jlokas. Heka je F(b,y) = /f(x,y)dx, b > a. U3 npermocraske (1) u Crasa

a
b b

1.12 creqn na je lim F(b,y) = / lim f(z,y)dz = /@(:c)d:c. Ca apyre crpamne,
Y—yo Y—Yo
F(b,y) = F(y), mo y € J, xag b — oco. ITpumenom Crasa 1.9 o pasmenu Jimmeca,

(0.@)
3aKJ/bYdyjeMO 14 IMOCTOjH /@(x)dm U /18 BasKu

a

o0

lim [ f(z,y)dz = lim (hm F(b, y)) = lim (lim F(b, y))
Yy—Yo Yy—yo \b—oo b—oo \ y—¥yo

b 0o
= lim [ ®(x)dx = /@(m)dm
b—o0

O
Cras 3.20. Hexa cy waanosu peda Z fu(x) Henezamuene u nenpexudne Pynruyuje

n=1
Ha [a,00) u Heka je wezosa cyma [(T) Henpekudha u unmezpabusna GyHKUUIQL Ha
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[a,00). Tada ce maj ped moosice unmezparumu 4aaH o 4AGH Ha [a,00), Mj. 6axHCU
n=1 n=1

Jloxas. Heka je s,(x) = Z fr(x). llpema unumjeBoj Teopemu, s, = f, Ha CBaKOM
k=1

uHTepBAILY [a,b], b > a, kax n — oo. Ca apyre crpane, Hejeqnakoctun 0 < s,(z) <
o0

f(x), 3a ceako n € N u cBako = € [a,00) U KOHBEpPreHINja WHTETrpaJa /f(x)dx

a
o0

MoBJIavde J1a / $p(x)dx xouBeprupa pasHoMepro 1o n € N. IIpumeHoM nperTxojHe

a
TeopeMe J1061jamo

0
CraB 3.21. Heka je E =1 x J, I = [a,00), J = (¢,d), —o00 < ¢ < d < o00. Ako
je dynkuyuja f : E — R nenpexudna u unmeepasr F(y) = /f(x,y)dx KOHGep2upa

pasHomepro no y € J, mada je dpynxuuja F nenpexudna wa J.
a+n

Jlokas. Heka je F,(y) = / f(z,y)dx, y € J, n € N. Oynkuuje F,, cy HEIPEKHIHE

ua J (Teopema 3.2) u Baxku F,, = F na J, kajg n — 00, 10 OPETHOCTABIH, 1a je F
nenpekuana dbynknuja na J (Cras 1.10).
]

00
ST

ITpumep 3.22. V llpumepy 3.15 cmo nokazasu ga uarerpat F(y) = / e Ydx
x

0
KOHBeprupa paBHOMepHO Ha mHTepBasty [0,00). Ha ocHoBy nperxomnor crasa, F je
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nenpeknana dyuknuja zva [0, 00). Crenmjaao, li%lJr F(y) = F(0), j.
Y—

[e.9]

o0
, sinxz sin x
lim e Ydx /
0

y—0+

(2) Jdudepennupame HeCBOjCTBEHUX MapaMeTapPCKUX WHTErPaja

Y caenehoj TeopeMu HaBOJIUMO JIOBOJbHE YCJIOBE Ja (PYHKIH]a JTePuHACAHA HECBO-

JCTBEHUM MapaMeTapcKuM HHTEerpajioM OyJe jaudepeniiujabuima.

Teopema 3.23. Hexa cy ucnymwenu caedehu ycaosu:
(1) pynryuja [+ E — R, 2de je E = [a,00) x J, J = (¢,d), je nenpexudna no

x € [a,00) 3a ceako y € J, a Pynkyuja 0 je dedpurucana u nenperxudna na F,
Y

(2) unmezpan F(y /f x,y)dx Kousepeupa 3a Heko y = Yy € J,

OO

0
(3) unmeepan ®(y) = / a—f(:my)dx PABHOMEPHO KoHsepaupa Ha J.
Yy

Tada je ’
(a) pyrryuja F( ) dugepenyujaburna na J,

(6) F'(y) /8 (x,y)dx, y € J.

a+n
Jloxas. Heka je F,( / f(z,y)dz, y € J, n € N. Oyuxuje F), cy nudepenmu-

jabuiHe Ha wHTEpBATY J sa cBako n € N u, npema Teopemu 3.3, BaxKu

Fiy) = / %@c,y)daa

Ha ocuosy (3) Baxku F, =2 ® ma J, kax n — 00, a mpema (2) Buaumo ga je
lim F,(yo) = F'(yo)-
HpeMa CraBy 114 F, = FualJ kagn — oou Fl(y) = ®y), vy € J, 1j.

—/fa:ydx—/aaf(xy)dm y € J. ]
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IH.ZU

ITpumep 3.24. I3padynajmMo unrerpal /
0

sin x

o0
Unrerpan F(y) = / e dx, y > 0, 3a70B0JbaBa YCJIOBE MPETXOHE TEOPEME:
0

sinx

nogunrerpajina gyukuuja f(x,y) = e ™ f(0,y) = 1 je nHeupekujHa 3ajeJHO

ca CBOJUM MAapIHjaJTHUM H3BOIOM , marerpas F(y) kouseprupa 3a cako y > 0,

dy
aof o 1

a uarerpan [ ——(z,y)dr = — [ e ¥ sinxdr = — pPaBHOMEPHO KOHBEpPTHPAa
dy 1492

0 0
1o y > yo > 0 (Ha mpumep, Ha 0cHOBY JIMPUXJICOBOI KPUTEPHUjyMa).

[Tpema nperxonnoj Teopemu, F'(y) = T y > 0, ma ce uHTErpanmjom jobuja
Y
F(y) = —arctgy + C. Hokaxumo aa je lim F(y) = 0.
Y—00
Heka je ¢ > 0. 3abepumo o € (0,7/2) tako 1a je

o o

sin sin x €

0< / e dr < / dr < —.

x T 2

0 0
3
(o) o
sin x 1 e~ Toy
/f(x,y)dx g/ e dr < — | e dx = ,
x Zo Toy
x0 xo xo

caenn na /f(x, y)dr — 0 kajg y — 00, ma mocroju yo > 0 Tako Aa 3a CBaKO Yy > Yo

Zo

€ sinx
BaKN1 /f(x,y)dx < 7 Jlakure, / e dr | <e,3ay > 1y, MTO 3HAYA 112
xQ 0
- mx
je lim F(y) = 0. I3 oBora ce mobuja 1a je C' = —, na je /
Y—00
0

(3) Nurerpanuja HECBOjCTBEHNX MTapaMETAPCKUX MHTErpaja

[Tornenajmo npeo Pumanos nnrerpasi pyukimje gepunncane HeCBOjCTBEHUM HapaM-

eTapCKUM WHTETPAJIOM.

Teopema 3.25. Heka je [ = [a,00) u J = [¢,d], —00 < ¢ < d < c0. Axo je
(1) pynruuja f(x,y) nenpexudna na E =1 X J,
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(2) unmezpan F(y) = /f(:c, y)dx pasHomepro Koweepaupa Ha J,

mada F' € R(J) u saorcu

d 0o

/ 7f($’y)dl’ dy:/ /df(%y)dy dz. (3.14)

Cc a

Joxas. U3 menpekumgnoctn dyukimje f, Ha ocHoBy Teopeme 3.6, ciaean 1a 3a CBAKO

b € [a,00) BaxKn

d b

/ /bf(x’y)dx dy:/ /df(x»y)dy da. (3.15)

Cc a

b o)
Ilpema (2), F(b,y) = /f(x,y)dx = /f(x,y)dx Ha J, Kag b — oo. Ha ocuoBy

CraBa 1.12 Baxku ‘

d d d [ oo
lim [ F(b,y)dy = / lim F(b,y)dy:/ /f(x,y)d:l: dy. (3.16)
b—oo b—o0
13 (3.15) u (3.16) crenn (3.14). O
IIpumep 3.26. Ilonazehn ox unrerpana / ik dr = / Smmdx = g, y > 0, koju
x x

0 0
paBHOMEDHO KOHBEPI'Hpa Ha CBAKOM cermeHtTy |a,b], b > a > 0, nobujamo

oo 00 b b oo

/cosax—cosbxdx :/ /sinyxdy dr :/ /sinyxdaj dy — (b— a)7r.
x? x T 2

0 0 a a 0

Teopema 3.27. Heka je [ = [a,00), J = [c,00) u E =1 x J. Axo sasncu
(1) pynryuja f je nenpexudna na E,

(2) unmezpan F(y) = /f(x, y)dx pasHoMepHO KOHBEP2UPA HA CBAKOM UHMEPEANY

e,d] C [e,00),

e}

(8) unmezpan ®(x) = /f(x, Y)dy pasHOMEPHO KOHBEP2UPA HA CEAKOM UHMEPEAAY

C
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[a,b] C [a,0),

(4) 6ap jedan 0d unmezpana / /|f(m,y)|dy dz, / /|f(m,y)|d:p dy won-
sepaupa, ©oe °c o
mada je

o0 (e o]

/ jf(x,y)dy d:c:/ 7f(x,y)dx dy. (3.17)

a C
Jlokas. pernocraBuMo jia mpBu uHTErpaJ y (4) Kouseprupa. Taja je 3a IpOU3BOJEHO

d > ¢, npema Teopemu 3.25,

/d 7f(x’y)d“” dy:7 df(w,y)dy dx. (3.18)

d
Osnaunmo ®(d, z) = /f(x,y)dy.

Ilpema (3) Baxu ®(d,x) = ®(x), d — oo, na cBakoM unTepsBamty [a,b] C [a,o0).

Kako je
d 0o
B(d, z)| < / (@ y)ldy < / (@, y)ldy

o0 o0 o0

u / /|f(:v,y)|dy dxr < oo mpema mpernoctaBiu (4), WHTErpas /(ID(d, x)dx

a (& a
paBHOMEDHO KOHBeprupa 1o d € [¢, 00) (Bajeprurpacos kpurepujym - Teopema 3.12).

[Tpumemyjyhu Teopemy 3.19, gobujamo

lim [ ®(d,z)dx = / lim ®(d, z)dx = / /f(x,y)dy dx. (3.19)
d—roc0 d—ro0
13 (3.19) u (3.18) crenn (3.17). O

Ako je f : [a,b) X (¢,d) — R, b € R, u 3a cBako y € J = (c¢,d) nocroju

HECBOJCTBEHU MHTEIPAJI, Ca CHHTYJAPUTETOM y TA4YKHU b,

F(y) = /f(x,y)dfv, (3.20)
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Ta/la ce OH Ha3WBa HECBOJCTBEHU MHTerpaJsl KOju 3aBUCH OJI IapaMeTpa Y.

Mozxke ce nmedunucatu mweroa yHHMOPMHA KOHBEPIEHIMja, MOXKEe Ce ITOKa3aTh
Jia ojiroBapajyhu KpurepujyMu paBHOMEPHE KOHBEPreHIIH]e BayKe U Y OBOM CJIy4ajy,
U, Takohe, Mory 7a ce hOPMYIUITY U JOKaKy aHAJIOTHE TeopeMe KOjuMa ce YIBPhyjy

BeroBa PyHKIHOHAIHA CBOjCTBA.

3.4 OjaepoBu MHTErpan

Y oBoM oJ1e/bKY paszmaTpamo dyukiuje pedpunucane OjJIepoBUM HHTETPATAMA:

B(a, ) = /xa_l(l —2)da, (3.21)
MNa) = /xo‘lezdm, (3.22)

Koje ce Hasupajy bera u 'ama QyHnkmnuja, pegom.

a) l'ama dyuknuja

Uurerpan (3.22) je HECBOjCTBEHN MHTErpaJl (CHHIYJIADUTET je T = 00) W, aKo je
a < 1, cuarymaputert je u Tauka x = (. IIITo ce Tuve mpBOr CHHTYIapUTETA, JIAKO CE
BU/IM Jla MHTerpaJ KoHBeprupa 3a ceako « € R. Ako xz — 0+, taga 2% e ™ ~ 2271,
a 3aKJbyuyjemMo ja unrerpai (3.22) komBeprupa camo axo je a > 0. [dakie, goMen

dbyukmuje T' je (0,00).

(1) 3a cBako a > 0 Baxku ['(a+ 1) = al'(«). Bancra, napumjaasnom uHTErpaIy-

joMm mobujaMo
MNa+1) = /xo‘e“d:c = —x% °|° + a/xale’”dqj = al'(a). (3.23)
0 0

KakojeI'(1) = [ e ®dr=1,10je I'(n+1) =nl3an & N.

0\8

ITpumenda 3.28. Oyukiuja [' ce Mmoxke jgedpuHUCATH U 38 HETATHUBHE BPETHOCTH

. Fla+1)
napaMmerpa (v, pa3JIiIuTe O HEraTUBHUX 1ejux Opojesa, nomohy I'(a) = ———=.
«
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IIpso ce oBom opmysiom dyukiuja [ gecdbunuire 3a —1 < a < 0, a 3aTuMm ce, HAC-

TaB/bajyhim mocTynak, medbuHuIe 1 3a 0cTane BpeIHOCTH apaMeTpa a € (—oo, 0)\Z.

(2) ©ynknmja I je na unrepsaiy (0, 00) GeckonauHo qudepHmujabutHa. HTe-

rpan (3.22), Kao HU WHTErpasIH

(0.9]

'™ (a) = /xa_lln" ze “dx, n € N, (3.24)

0

He KOHBeprupajy pasHomepHo 110 « € (0,00), aju KOHBEPIUpajy PaBHOMEPHO Ha

cBakoM uHTepBany [a,b] C (0,00). Baucra, ako je a < a < b, Tazna je, 3a J0BOJBHO
1

majio o, |2 In" ze | < 2271 Kaxo /x“lda: KOHBEprupa, 3aK/bydyjeMo Ja mH-

0

1
Terpas /malex In" xdx KOHBeprupa paBHOMEPHO Ha |a, 00).
0

o0
Ca apyre cTpaHe, HHTErPAJI / 7 e~ In" zdx paBHOMepHO KoHBeprupa Ha [a, b], jep

1
o)

je |z e In" x| < 2t le*In"x, x> 1, m /a:blew In" xdx xomseprupa. Ilpema

1
ToMe, uHTerpas y (3.24) paBHOMEPHO KOHBEPrupa, mna Baxku dopmyma (3.24).

(3) U3z dbopmyre (3.24), 3a n = 2, Buaumo aa je [ (a) > 0, na je dbyuxmuja I
kouBekcHa Ha (0,00). Kaxko je I'(1) = I'(2) = 1, na ocroBy Posioe Teopeme, mocroju
a; € (1,2), rakso ma je IV(ay) = 0. Kako je I'V pacryha dyuxuuja, Baxu I[V(a) < 0,
300 < a < ag, u I"(a) > 0, 32 @ > ay. Omarie Buaumo ga dyuknuja I crporo
omaza Ha (0, ) U cTporo pacre Ha (aq, 00).

. ['(a+1)
[Tpumernnmo jormr u na Baxu ['(a) = ———— — 00, Kag o — 0+, u ja I'(a) — oo,
a

kag o — oo (I'(a) > n!3a a >n+1). T'padbuk dyuknuje I' gar je vHa canmu:

11k
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(4) Baxu Ojnep-Taycosa dbopmyna 3a dynknujy I':

L n*(n —1)!
F(a)_nh—>noloa(oz—l-1)--~(a+n—1)‘

(3.25)

1
=1 Z dqu. TIpumermmo

1
1
Cwmenom x = In — y unrerpany (3.22), mobujamo I'(«) = /ln
u u
0

ga fo(u) =n(l —ut/") = ln% = f(u) na cBakom maTepsany |a,b] C (0,1]. Hauwme,
osnaunmo g(t) = t(1 —u/?), t > 0. Tama je ¢'(t) = 1 — u/* + u'/*Inu'/t. Kaxo
jel—k+klnk >0,3a0 <k <1, 1o0je¢(t) >0, t >0, onnocro, bynkiuja
g je pactyhia ma (0,00). IIpema Tome je nus {f,(u)} pacryhu na (0,1). Kaxo je
nh_}rgo fo(u) = In —» 32 CBAKO U € (0,1), ma ocrnoBy /lunujeBe Teopeme cieau Ja
fn = f, n — oo Ha cBakoMm KommakTHOM cKymy y (0,1). Ako ce y3 0BO mCKOpHCTH

u anasor Teopeme 3.19 3a HecBojcTBeHe Tapamerapcke uaTerpade (3.20), nobuja ce

1
[(a) = lim n** /(1 —ut™  du, o > 1.

n—00
0

Cwmenom u = v™, u3 (3.29) nobujamo

['(a) = lim n*B(n,a) = lim ni(n—1) :
Axo je 0 < a < 1, Tazna je
r 1 1 atlip —1)!
F(Q)ZM:—hm nt (n ) =
a an—o (a+1)--(a+n)
n*(n —1)! n , n*(n —1)!

1 .
nsooafa+1)---(a+n—1)a+n nggoa(ajtl)---(a%—n—l)

(5) 3a l'ama dyukimjy Baxkn dbopmyia

M)l —a) =

- , 0<a<1.
sin T

JHokas hemo uzsectn kopucrehu jemnakocr (3.25) n npukasz cuHyca y o0JnKY

oo 2
sinTa = WaH (1 — a_2) . lal < 1. (3.26)
n

n=1
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Jennakocr (3.26) hemo nokazatu y norsnasby OypujeoBu peoBH, HENITO KacHUje.

Bal<a<lje

l n*(n —1)! n'=%(n —1)! }
ala+1)---(a+n—-1)(1-a)2—a) - (n— )

. 1 ) 1
Cuernujasno, 3a o = 2 nobujamo I’ (§> = /T, oJaKJe MOYKEMO JTOONTH BPETHOCT
Ojnep-lloaconoBor unrerpasa

o [e.e]

2 1 1 1 1
/e“’” dr = = /t‘?e‘tdt =-I(=]= ﬁ
2 2 2 2

0 0

6) Bera ¢dyukmuja

Bera dbyukiuja je gebunucana 3a o > 0, S > 0 m Henpexkumana je 1mo obde

IIPOMEH/BMBE HA, CBOM JOMEHY.
(1) Cmenom = 1 — ¢ y uarerpaiy (3.21) nobujamo na je B(a, 5) = B(S, a).

(2) Baa>1wup >0 Baxn

a—1

B(a.6) =

3auncra, mapiujaTHOM HHTErparujoM 1oomjamo

1
a—1

p

2721 — 2)Pda =

B(a, ) =
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onaxe caean (3.27). Kopucrehn cumerpujy dbyuximje B, nobujamo na Baku

B(a,3) = L Bla. 5~ 1), (3.29)
daa>0wupf>1.
: 1 :
Kaxko je B(a, 1) = — T je
B(a,n) = (n— 1) n € N. (3.29)

ala+1)--(a+n—1)

Cruernjasno, ako je « = m € N, onga je

_ (m=Dln-1)!
Blm.n) == o
(3) B3aa >0, f >0 Baxu
ST

[TpermoctaBumo pBo fa je a > 1 u § > 1 n nanumumvo ['(« + () y obiuky
Oé + ﬁ / atB—1,—2 1. — 1 + y +/5 /ta+ﬁle(1+y)tdt
0 0

OBJIe CMO y TpBU WHTerpaj ypean cveny x = (1 + y)t, 0 < y < oo0). CwmeHowm

T = 111 y maTerpany (3.21), nobuja ce apyra penpesentaiuja dyukmuje B:

o0

te—tdt
(1 +t)ath’

0

Kopucrehn oBaj obsiuk 3a dynknujy B, nobujamo

% a—l
B(a, )T+ B) = /FOH—B )awdy
0

o0

:/ /yalta+£1e(1+y)tdt dy.
0

0
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JlokaxkuMo jia cy wuciymeHu ycjaoBu Teopeme 3.27 3a mpomeHy pejocsejia WHTe-
rpamuje. Oyrknmja f(t,y) = toF~1yo"1e~ (V) jo menpexuama m HemeraTHBHA Ha

[0, 00) x [0, 00). UnTerpaau

/ F(t,y)dt = 52 (1 + 4) T (a + B),
0

/fty )dy =t""'e™'T ()
0

nedbunurry Hempekugae dbyukmuje o y € [0,00), ogrocuo t € [0,00) u mocroju

HHTErpal
/ / f(t.w)dt | dy = B, H)T(a + ).
0 0

IIpema ToMe, Baxku

oo

B(a, 5)I'(a + B) :/ /yalto‘%le(l*y)tdy dt
0

0

o0 o0

_ /toz—i-ﬁ—le—tdt/ya—le—ytdy
0 0
= /tﬂ_le_tdt/xa_le_zdx:F(B)F(a).
0 0

Jla 6ucmo moxazasn jga popMysia Baxku 3a cBe «, § > 0, 10BOJBHO je 1a MPUMEHHMO
(3.23), (3.27) u (3.28).

, n € N, modujamo

—1
(R I N O (R I
n n n n n nsm;

[
ITpumep 3.29. 1) Cmenom x™ =t y unrerpany I, = / 7 +x
x
0

oo

:\'—'

3I'—‘
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2) 3a a, B > —1, cmenom sin z = t gobujamo

Jus

1

2
1 a— -
/sin“xcosﬁ xrdr = 3 /t21(1 - t)Tldt =

0 0
a+1 B+1
_lgfatl g1 _1T(S5)T(5)
2 2 7 2 2 (a8 g

4 ®dDypujeon pes

Y oBOM mnOT/IaB/BY heMO TOMEHYTH jOII jeJaH CIenujajHu TUIl (DYHKIMOHAJTHUX pe-
noBa - TpuronoMerpujcke Oypujeose pegose. OHU ce MOTY IIOCMATPATH B KAO CIIEIH-
jamam caydaj ommTuX OyprjeoBUX peoBa y MPOCTOPUMA €a CKaJapHUM MPOU3BOIOM

u 3aT0 heMo TPBO YTBPAMTHU HEKa CBOjcTBA omimTux PypujeoBux pesosa.

Hedunrnmnuja 4.1. Heka je F peanan BeKTOPCKHU IPOCTOP.
®ynkunja (-, ) : £ X E — R je ckanapuu npousson Ha E ako 3a cBe z,y,z € E u
A1, Ao € R Bazkm:

(1) (@, 2) >0,

(2) (x,2) =0 2 =0,

(3) (@, y) = (v, 2),

(4) (M 4 Ay, 2) = A (2, 2) + A2 (v, 2).

CxasapHu Tpou3BOJ UHAYKYje HOpMY Ha E nedununcany ca
|z||? = (z, ), x € E.
Baxxu Kommu-IlIBapioBa HejeHAKOCT
o) | < lzlllyll, =y € E. (4.1)

Hedunrnmnuja 4.2. BeKTOpCcKHu NpocTop y KoMe je JepUHUCAH CKAJapHU ITPOU3BO/I

30Be ce (peasHn) npes- XuabepToB mpoCTop.

IIpumep 4.3. Heka ja R?[a,b] BeKTOpCKH TPocTOp peannnx dbyHKmuja f medun-

ncanux Ha |a,b] C R, takBux ,ua je f? uHTerpabmW/IHA Ha CBAKOM 3aTBOPEHOM HH-

TepBaJy Koju npunaja ( fo )dz moctoju Kao PUMaHOB WM HECBOjCTBEH
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uaTerpas. Axo ce naentudukyjy GpyHKIHje Koje ce pa3/MKy]y Ha CKYIly Mepe HyJia,

TaJa je ca
b
() = / f(@)g(a)dz, f,g € R¥[a,b],

nedbuHncan ckatapan pousson Ha R2[a, b).

Jlema 4.4. Crarapru npoussod je nenpekudar Ha ceéarom nped-Xurbepmosom npoc-

mopy E y caedehem emucay:
aKo an - fH —0u Hgn _gH — 07 mada <fn7gn> — <fag> :

Jlokas. Kopucrehu (4.1) 1 ocobuHe cKaJapHOD TPOU3BOJA, JOOH]aMO

| (Frsgn) = L) L =1 = o g0) + (Fy 9 = 90| < fe = Flllgnll + 1 £ 1] gn — gll = 0,

KaJ n — 00 jep je y oba cabupka jejian YMHUIAI OTPAHUYEH, & JIPYTU TeXKU Hy i, [

Hedbununmja 4.5. Pamunnja {e,| n € N} exemenara npea-Xuid6epToBor mpocTopa

E 30Be ce oproronannu cucteMm y E axo je

0, k#n
<ek76n> =
leal> >0, k=n
Axko je jomn u ||e,|| = 1, n € N, oproronanmnu cucrem {e,| n € N} ce 30Be opronopmu-

panu cucreM y F.

Ilpumep 4.6. ¥ upocropy R?*[—1, 1] pamuiuja

—,COS —, sin ., COS ,8in ——, ...

1 T . T krx . kmx
{2 [ SI T o8 T sin } (4.2)

j€ OpTOrOHAJIHU CHCTEM.

Baucra,
2

l

1 I
— | Zdy = -
/4‘” 9’

1
2
!

1
l,cos]m—x :/lcosm—xdx:Lsinlm—x =0, k>1;
2k

2 l 2 [ I 1-
~1
1 k l 1 k [ kma |l
T T T
_ ) = _ - = —— - = >
<2,sm l > /281n ; dx o cos e 0, k>1;
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k k
Coslx,sinw /cosﬂsin@dx—o k,n>1,
l l l l
—1
l 0, k#n
kmx nmT kmx nwT
COST,COST COSTCOSde— , k.on>1;
-1 [, k=n
! 0, k#n
. kmx . nrmx krx | nrx
smT,smT sstdex— , k.n>1.
-l l, k=n
1 [ k k
Jlaspe je §H = \/;, COS % = sin% = \/Z, k > 1. Hopmupamem cucrema
2) nobuja ce cucTem
1 1 mx 1 .| 7x 1 krx 1 . krx
— oS ——, —=sin —, ... (4.3)

—,—CcOsS—,—=sin—, ..., oY )
R A A

Cucrem (4.2) Ha3uBa ce OCHOBHE TPUTOHOMETDHJCKU CHCTEM.

VY crnenmjaarom caydajy | = 7, cucteMm (4.2) mocraje
1 . :
5 COST,SINT, ... .cos(kx),sin(kx), . .. (4.4)
a (4.3) mocraje
1 1 1
, —=sin(kx), ... (4.5)

cosx, sin x, cos(kx)
T 7R g NG
Cucrem (4.4) je oproromanan y R%*[—m, 7|, a cucrem (4.5) je oproHOpMUpan y

R2[—m, 7).

Ommmruje, MOXKe ce MoKa3aTw JIa je CUCTeM

1 2w 2mx kx| 2kwx
—, COS sin e e
b—a b—a 7 b—a  b—a’
oproronanan y R?[a, b].
IIpumep 4.7. Gavuimje
1 X 2mx kmx
—,C0S —,C0S ——,...,C0S —, ...
2 [ l l
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. mx . 27x . kmx
SIHT,SlHT7...,SlHT,...

cy oproronaanu cucremu y R?[0, [] m HazuBajy ce KOCHHYCHUM U CHHYCHHM TPHTOHOMETPH-

JCKUM CHCTEMOM, PEIOM.

Hedbunumuja 4.8. Heka je E npea-XuabeproB mpocTop ca CKaJIapHUM IPOU3BOIOM

(-,-) m weka je {ex| k € N} oproronannu cucrem y E. Axo je x € E, 6pojesu

. (x,e;)

€N
<ei7€i>7 ‘e

30By ce DypujeoBn KoeUINUjEHTH €JIEMEHTA X y OJHOCY Ha OPTOTOHAJHU CHCTEM

{6i| 1€ N}

Ipumep 4.9. 3a f € R*[—[,1], Pypujeosu KoedunujeHTH y 0JHOCY HA OCHOBHHU

TPUTOHOMETPUjCKHU cucTeM (4.2) ¢

—

S
o
—~
~
N~—
I
P P
o=
N [N =
~ |~
|
~|
L
~~
—
8
S~——
IS
8

kﬂ'x
1
ap(f) = <fk S k —/ cos da: kE>1,
<COS =7, cos % ) J
<f sin krz k:7ra:
b d k>1.
o(f) = (sin %72 krz gin ke k” /f Sm l “

Yoymyhe hemo nmucaru camo ay u by ymecro ag(f) u b (f), kKana je jacHo o Kojum

ce OypujeoBuM KOeUIHJEHTHIMA PaIH.

Heka je E npea-XuabepToB nmpoctop, {e;| i = 1,2,...,n} OPTOroHaTHU CcHCTEM

n
T — E QaLCL

i=1

y Eu x € E. 3a koje koeduiujeare oy, Qs, . . . , 0y, OQYHKIHT]A uMa

MHUHHAMAJIHY BPEIHOCT?
Hexka cy z; @ypujeopn KoeduInjeHTH eJleMEeHTa X Y OJHOCY HA OPTONOHAJIHU CUCTEM

{e;| i=1,2,...,n}. Tana je

n 2 n n
T — E Q€L ={T— E Ap€Cr, T — E Ap€r ) =
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n n n n
= Jlal® =2 an(z,e) + Y adllenl® = Jal* =2 ardillenl + ) aillexl| =
k=1 k=1 k=1 k=1

= llz* = afllerll® + > (on — ) [lexl. (4.6)
k=1 k=1

n
Ouuraenno, ||z — E (pek|| IMa MUHUMAHY BPEIHOCT aKO je TOCTCAN cabupak y
k=1
(4.6) jemnak myau, Tj. ako je ap = I 3a k = 1,...,n. Tume je nokasana cieseha
TeopeMa.

Teopema 4.10. Hexa je E nped-Xuabepmos npocmop ca CKAAGPHUM NPOUIBOIOM
(-,) u nexa je {ex| k € N} opmozonasnu cucmem y E. Tada 3a ceaxo x € E u 3a

OUNO KOJY AUHEAPHY KOMOUHAUUJY Y = Q11 + - -+ + Qip€y 8AHCU

St = o= 50 < e S ae = el
i=1 i=1 {ei, €) i=1
. .  (mer)
npu wemy JedHaAKOCM 8aHCU CAMO AKO je o, = < 7 k=1,...,n.
€k, €k
Tap/pajyhn oy = ¢ ,k=1,...,ny (4.6), nobuja ce Becenosa jeanaxoct
C ivh << ) ’“>> k=1 4.6), nobuja ce B '
€k, €k
" ze) | " ()
» Ck 2 s Ck
T — e = ||lx||* — e 4.7
; <€k7€k> k H H ; <€kaek> ( )

Uspas na jseBoj cTpann jenHakoctu (4.7) Huje HeraTwBaH, ma je

S A (48)

k=1 <ek7 ek’)

Hejennakoct Baxku 3a cBako n € N.

n 2 9
Hus Z (z, ex) je meonagajyhu, jep je 3a cBako k € N| (. ex) > 0, orpannyen
= (en en) (ex, ex)

o0 2
onosro ca ||z||?, ma pex Z éi; GZZ> kouBeprupa. 113 (4.8) mobujamo BecesoBy me-
k=1 ’
JeTHAKOCT
0 2
<$7 ek)
> < |l[l?, (4.9)
k=1 <eka ek)

3a, IIPOM3BOJHAH eJIEMEHT T € F.
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Ipumep 4.11. Axko je E = R?*[—1,l], a cucrem ey, €s, . .., OCHOBHI TPUIOHOMETDH-

jeku cucrem, Hejennakoct (4.9) nocraje

WS+ 80l < 7 [ P (410

Hedununuja 4.12. Heka je {ex| k € N} oproronasnu cucrem y npea-XuabeproBom

IIPOCTOPY Ca CKATAPHUM MPOM3BOIOM (-, ). Ao x € F, pen

Z (x,ex) ”

1 <6k, €k>

o]
k=

Ha3UBa Ce CDypI/IjeOB pen ejJleMedTa £ 'y OJHOCY Ha OPTOI'OHAJIHH CHCTEM {€k| k - N}
1 O3Ha4vYaBa Ca

<Z)3, ek>
<ek7 6k’>

Tr =

oo
€L.
k=

1

Hedbunununuja 4.13. Qavusmja {e;x| k € N} eremenara npe-Xuabeprosor mpoc-

Topa E ma3mBa ce MOTIYHU cucteM Vv F ako 3a cBako x € E' un cBako € > (0 mocToju
n

T — E Q€L

k=1

JIMHeapHa KOMOUHAIN]jA aqeq + - - - + e, TaKBa Ja je < €.

Teopema 4.14. Hexa je E nped-Xuarbepmos npocmop ca CKAAGPHUM NPOU3BOJOM
(-,*) u neka je ey, e, ..., ey, ... opmonopmupany cucmem y E. Tada cy caedehia
mepherva exsusaseHmHa:

(1) Cucmem {ex| k € N} je nomnyn y E.

3

(2) 3a cearo v € E sasicu x = Z (x,er) ex, mj.
k=1

x — (x,er)ex|| — 0, xada

k=1

n — o0.
)

(8) Ba ceaxo v € E eascu Ilapcesanosa jednaxocm ||x||* = Z (z,er)’.

k=1
Joxas. (1) = (2). Heka je € > 0. IIpema mpeTmocTaBIii MOCTOjH JTHHEAPHA KOM-
ouHanmja e + - - - + e, TakBa Ja je

n
r — E A Cp
k=1

<e. (4.11)
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ITpema Teopemu 4.10, koedurnujentu oy ce y (4.11) mory 3amenuTu ca (z, ex), Tj.

n

T — Z(x,ek> e

k=1

<e. (4.12)

Ha ocuoBy Becenoe jennakoctu (4.7) 3ak/bydyjeMo Ja, ako je m > n, Taja je

T — Z (x,ex) e

k=1

n

T — Z (x,er) e

k=1

<

Y

mTo, Ha ocHOBY (4.12), 3Haun Ja 3a cBAKO m, m > n, CJAean

m
€r = Z (z,ex) ey
k=1

<E.

(2) = (3). Kopucrehn nenpeknanoct ckanapror npoussoga (Jlema 4.4), nobu-

jamo

||| = <Z (,ex) ex, »  (x,ex) ek> => (ze).

k=1 k=1 k=1

(3) = (1). 13 Becenose jennakoctu (4.7) u mpeTnocTaBKe

. 2_ 2 _
lim (HxH Z@:,ek)) 0,

k=1

3aK/ByUIyjeMo J1a je

4.1 Tpuronomerpujcku PypujeoB pen

Y Teopemu 4.14 Bunenn cmo 1a Pypujeos pes eleMeHTa T, Y OJJTHOCY HA OPTOHOPMU-
panu cucrem {ex| k € N} y E, xouBeprupa y Hopmu ipocropa F, Koja je nHyKoBaHA
CKAJIAPHUM TIPOU3BOIOM Ha F, eleMeHTy x ako u camo ako je cucrem {ex| k € N}

notnyH vy F. TakBa KOHBepreHIUja ce Ha3WBa KOHBEPTEHI]a V CPEIEHEM.

Ako cy ag,aq,...,b1,be, ... peasnu OpojeBu, pes
Qo e kmx . knx
— ay cos — + by, sin —— 4.13
5 + ; k ] =+ b I ( )
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Ha3WBa ce TPUTOHOMETPHJCKU PEeJI, a HheroBe NMapIujaJHe CyMe

a a kmx . kmx
T.(z) = §0+ZakCOST+bksmT (4.14)
k=1

HA3WBAjy ce TPUTOHOMETPUjCKU MOJUHOMU.

Ako pej (4.13) kouBeprupa Ha R, merosa cyma je 2l—nepuoauuna dbyuknuja. Cama
HAC 3aHHMA IO/ KOjuM ycjaoBuMa ce 2l—mepuonndna dyakmmja f : R — R moxke
IPEeICTABUTH TPHTOHOMETPHjCKUM peom (4.13).

[IpernocTtaBumMo na je 2l—nepuonudna (pynknuja f mpeacraB/beHa TPUTOHOMETPH-
jekum pemom (4.13) u Heka pen kKoreprupa yaudopmuo Ha R. Tajga, xopucrehu

OPTOTOHAJHOCT OCHOBHOT TPUTOHOMETpHjcKOT cuctema y R2[—1, 1], Bumumo na je

ap = ap(f) = %/f(:z:) cos lmlr_:vdx’ k>1, (4.15)

-l

I
b = be(f) = %/f(x) sink%ajda:, k> 1.
=
Bak/bydyjeMo Jjia, y TOM caydajy, koedunujeatu pega cy OypujeoBu KoeduiujenTn
dbynkmuje f € C[—1,1] C R*[—1,1] y oqHocy Ha OCHOBHH TPUTOHOMETPHJCKH CHCTEM.

Unrerpamm (4.15) mocroje ako je f ancoayrHo narerpabunna dynkuuja Ha [—[, [].

Hedbunnunuja 4.15. Heka je f : [—[,]] — R anconyrso unrerpabunna QyHKiuja
na unrepsanay [—/[,(]. Oyuknuju f opuapyxReH pes

= k k
f~ %—l—;akcos%x%—bksin%x, (4.16)

e cy Koedunujentu peja uzpadynaru no popmyaama (4.15), Hazusa ce TPUTOHOMETPH-

jckn @ypujeoB pen pyukiuje f.
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Ako je dynknuja f : [—1,1] — R napna, taga je

NI[\D

!
/f cos— k>0, b, =0, k>1,
0

a aKo je HemapHa, Taja je

CLkZO, ]{720,

NI[\')

!
/f sm—dx k>1.
0

(1) KouBeprenmuja rpuronomerpujckor ®ypujeosor pega

[Ipema dedbunumuju 4.15, ancoiyTHO HHTerpaOUIHO] (DYHKIUjA f HA HHTEPBAILY
[—1,1] moxke ce npuapyxut Pypujeos pea. To TpuapyKUBame 03HAYUIA CMO Ca
~. Takobe cMo0 mokasza/u ja, ako MPUIAPYKEHN TPUTOHOMETPHJCKHU peJi KOHBEPIUpa
paBHOMepHO Ha R, Tama meroa cyma je dpynknuja f. Caga hemo roBopuTtu o KoH-
BepreHnuju TpuronoMerpujckor @ypujeosor pema. 3a To he HaMm Outu norpedan

caejiehn unrerpajinu OOJIMK FHErOBUX MapIUjaJTHUX CyMa.

. knx
—l—Zakcos—vaksmT

l l

1 - 1 kmt km: . kmt . kmx
— 2—l/f(t)dt—|—; Z/f(t) cos Tdt coS —— /f sm—dt sin ——
—1 -

1 = kmx knt . kmx | kmt
-+ COSTCOST+SIHTSIHT dt

1+2icos w] dt. (4.17)

k
Osnaunmo D, (u) =1+ 2 Z cos 2
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e 1 e l iU k —imu k iTu k
b= 1ea S T g (o) e S () - 5 ()
k=1 k=1 k=1 k=—n
—inTu imTu 27w 2nmTu —inTu (1 - 61(2’”?1)7‘%)
:@T<1+ez +@T+...+6f):ef —
1—e

e 1 (1 — e 1 ) ez(nJr%)’rT“ _ 671(n+%)%

iy iTu —iTu iTu —imu
—e 20 <€7 — e 2 ) e2 —e 2
2i sin (n + l) T sin (n + %) o h (4.18)
- = T TU : M
21 sin ¢ 21 sin 5

Oyuknuja D, ce nazusa /lupuxseono jesrpo. Iberosa cBojcTBa HaBouMo y ciejiehoj

TEOPEMHU.

Teopema 4.16. /upuzrsecoso jesepo D, uma caedeha ceojecmea:

(1) D, je 2l—nepuoduuna dynxuyuja na R;
l

1
(2) 3a cearxo n € N je 2—Z/Dn(u)du =

!
(3) 3a cearo § € (0,1) caedu da /Dn(u)du — 0, xad n — oo.
5

Joxas. (1) Uz D, (u + 21) Z e = Z T eizhT — Z " = Dy(u),

k=—n k=—n k=—n
caenn na je dyuknuja D, 2l—nepuoguuna. [lapuocr ciaenn u3 (4.18).
]

(2) Kako je /eiklmdu =03ak #0, To je

—l

l
n

l
1 1 ikmu 7ru 10y
—/Dn(u)dU— —/ . /eol du = 1.
21 k 21
=—n 2

-l

(3) OBa ocobuna je cmenujaianu ciydaj ciaeaehe Teopeme. O
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Teopema 4.17. (Puman)

Hexa je dynruuja [ : (a,b) — R unmeepabuana na cearom unmepsaay [c,d] C (a,b)
b

U Hexa /]f(x)]dx nocmoju kao Pumanos usu necsojemeenu unmezpanr. Tada je

[A] =00

b
lim /f(x)ei’\xdx = 0.

Jlokas. Heka je e > 0. Nzabepumo unrepsai [c,d] C (a,b) Tako ga je

b d
/f($)ei’\xdx—/f(x)ei>‘xd:z: < e. (4.19)

Takas unrepsas [c,d] mocroju jep je | f| narerpabuiana dbyuxiuja ua (a,b) n

/bf(x)emdx—/df(x)ewdx < /C\f(g;)\dwr/b‘f(x)‘dx_

IIpema mpernoctasuu fi.q € Rlc,d], na nocroju nogena P :c=xg < a1 < -+ <

x, = d waTepBaa [c,d| TakBa Ja je

d

0< /f(m)dm —s(f,P) <e, (4.20)

Cc
n

e je s(f, P) = ka(ﬂfk —xp—1), mp = inf  f(x).

1 Tp—1<z<T})
Heka je dynkumja g : [c,d] — R nedwnuncana ca g(x) = my, © € [Tp_1,Tk),

1 <k < n. Ounrnenso je g(x) < f(x), x € [¢,d], ma, upema (4.20), 3ak/bydyjemo

Ja je
d

0< /f(fﬂ)eiAxdw—/dg(fﬂ)eiAxdﬂf < /d(f(fv) — g(2))e™"|dz

C

= /f(x)dx —s(f,P) <e. (4.21)
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Baxknu n

eZ}\Ik ei}\f]}k,l

d n T n
2)eNdr = / ) dr = m _—
c/g<> Z o(a) >y

IATE

Kako je [ — eir—1| < 2 ciean

d
lim [ g(z)e*dx = 0. (4.22)

[A] =00
c

Kpaj mokasa caean u3 (4.19), (4.21) u (4.22) jep

b b d
/f(x)e”‘xdx < /f(x)e“xdx—/f(x)e"’\xda: +

d d

d
+ /f(x)ei’\xdx—/g(x)ei’\xdx + /g(m)em”dx

Cc C

[]

IIpumenba 4.18. Pazasajajyhu peajnun m mMarmHapHH /10 MHTerpaja y yIpaBo

Jl0Ka3zaHo] PumanoBoj Teopemu, go0mjaMo Ja je

b b
lim /f(x) cos \zdr =0, lim /f(x) sin Azdx = 0,
[A| =00 [A]—=o00

na, u3 lebununuje 4.15, crenun ga Oypujeosn koedunujentu ay(f) u by(f) amco-

ayTHO uHTerpabunne dbyukiuje f 1 [ 1] — R rexe wyaun kaq k — oo.

Teopema 4.19. (Pumanos npunyun sokaiusanuje)
Hexa je f 2l—nepuoduuna ancorymmo unmezpabusna dynrxuyuja. Tada 3a ceaxo
5 € (0,1) napyujasna cyma mpueonomempujcroz Pypujeosoe peda dpymnruyuje f y

obun0 K0joj mauxu x € R mooice ce nanucamu y obaury
5

Su(x) = %/f(x ) Da(t)dt + o(1),

-6

ede je o(1) nyaa nus koju 3aucu 00 § u .
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ITpumenba 4.20. Axo je byukImja 2/ —epuouIHa U AICOLYTHO HHTErPAOUIHA HA
uHTepBaIy [—[, 1], Taja je ancosyTHO MHTErpabuUIHA HA CBAKOM MHTepBaTy |a,b] C R

1 BazKH
a+21

/|f |d:v—/!f )ldz.

Jlokas. C ob63upom Ha TO Ha cy ¢yuknuje f u D, 2l—nepuoanyne, yBohemem cmene

r —t = u nobujamo jia BaxKu

Cana cinemn

Sul) = o /+j+/ F(z — t)Dy(t)dt. (4.23)

Cwmenom t = —u gobuja ce /f(:c —t)D,(t)dt = /f(:c + t)D,(t)dt. Jakme, mpema

(4.23) je

| U=t + fatt) 1\ mt
Sp(x) == [ flx—t)D,(t)dt+ = — sin (n+ = | —dt. (4.24)
o ot

7Tt1

®ynknuja [sin —| je orpanumdena wa uaTepBady [4,!]. 3aro, nocjaenmpu HHTErpa

21
y (4.24) je o(1), n — oo, Ha ocHOBY PumMaHOBe Teopeme. O

Teopema 4.21. (/[unujesa meopema)
Hexa je f: R — R 2l—nepuoduvna anosymmo unmezpabuina GyHKUUja Ha uHmep-

sany [—1,1]. Axo cy y mauku x € R ucnyrwenu Junujesu ycaosu:

(a) pyrryuja f uma y mawku x aeey u decny epanuuny epednocm, mj. nocmoje
epanuyne epednocmu f(x—) = lim flx—=t) u f(z+) = lir(Er flx+1),

— 1) +t) :
(6) urmeeparu / fl@ / fl@ )dt KOHGEP2UPAjy anco-

AYMHO 30 H67C0 e >0,
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mada mpuzonomempujcrku Pypujeos ped dynkuuje f xonsepaupa y mawky x U 8axHCU

alf) | Z an(f) cos L L (£) sin ]”lm _ Je) ; flat) (4.25)

Jlokas. Kopucrehu warerpasnun obauk (4.23) napuujaine cyme S, (z), pena (4.25),
u Teopemy 4.16 (cBojersa (1) u (2)), mobujamo

l
1 1 1
Sn(x):g/f(x—t)Dn(t)dt:Z/f(x—t dt+ﬂ/fx—t it
0

l

1

:ﬂ/ flx—1t)+ f(x +1t)|Dy(t)dt
0

/ {f(a; _ t)2— fla=) N flx+ t)2— f(z+) n flz—) er f(:H)} D, (t)dt

4 [t e (v ) e
+f@—»gf@+x (4.26)

t
Kaxko QSing—l ~ WT’ t — 0, dyuxmmje

[0 —flem) S0 S

2sin - 5 2sin ¢ 5

t—

l
3a/10BoJbaBajy ycaose Pumanose Teopeme 4.17. 360r Tora je

1

{ﬂ%%)f@ﬁ+ﬂwﬂ)f@ﬂ%mQHg)ﬂﬁ:Q

lim
n—oo
0

2 sin 2 sin 2/ 1

2l 2l

na je lim S,(z) = =) + f(:c—l—) O

n—oo 2

[Tpumernmo na Teopema 4.21 ocraje 1a Bazku ako ce yciaoB (6) 3aMeHH yCIOBOM

(B) IMocroje koncranre § >0, K >0 u 0 < a <1 rako ga je

[fle+t) = flat) < Kt |flz —t) = fla—)| < Kt° (4.27)
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3a ce t € (0,0).

Caeneha teopema je mocienuna /Aunujese Teopeme 4.21.

Teopema 4.22. (Jlunwuyosa meopema)
Hexa je f : R — R 2l—nepuoduuna ancoaymmo unmezpadbusna GyHKyuje Ha uwH-

mepsany [—I,1]. Axo y maurku x € R sasrcu Xeadepos ycaos:
(F>0)(VO)(Jt| <0 = |f(x +1t) — f(z)| < K|t|*, 0 < a < 1), (4.28)

mada Pypujeos ped dynryuje f xoneepeupa y mauru x xka f(x).

Jlokas. U3 (4.28) caenw na je 111%(]"(1: +t) — f(x)) =0, mro 3HauM na je dyHKIHja
_>

f mempexwmaa y Tauku x. pyru /lunujes ycaoB ciaeau u3 HejeTHAKOCTH

[f(x£1) - f(2)]

S K|t|a—1
I

£

U YUIbEHHIIE 1A je /to‘ldt < 00, 3a cBako € > (. O

0

Teopema 4.23. Hexa je f 2l—nepuoduuna deo no deo nenperxudno dugepenvyujo-
busna pynryuje wa unmepsany [—1, 1.  Tada mpueonomempujexu Pypujeos ped
Pynryuje f xonsepeupa

(a) f(x) y cearoj mauku x € (—1,1) y xojoj je Pynryuje nenpexudna,

(6) fld) + flz) y ceakoj mauru x € (—1, 1) npexuda dynryuge f,

f=l4H)+ fU=)
2

() epednocmu y maukama x = —l u x = 1.

OBo csiesin jep ce kopuiihemem JlarpankoBe TeopemMe 0 Cpejiboj BPEIHOCTH MOZKe
sak/pyunTn jga dynknuja f ucnymasa (4.27), 3a « = 1, na THMe W CBe YCJIOBe

Jlunujese Teopeme.

(2) PaBaomepna kouBepreunnuja @ypujeosor peaa

Teopema 4.24. Hexa je f : [—1,l]] — R muenpexudua, deo no deo menpexudno
dugpepenyujabuna dynryuja u f(—1) = f(1). Tada mpuzonomempujexu Pypujeos
ped gynryuje f ronsepaupa Pynruuju [ ancosymHo u pasHOMEPHO HG UHMEPEALY
—1,1].
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kmx

k
e bk sin T

aj, COS ——

Jlokas. Kaxko je 7 < lag| m

< |bg|, k € N, moBomno je, na

ocHOBY Bajepmrpacose Teopeme, Ja ce JTOKazKe J1a pej Z(|ak| + |bx|) xoHBeprupa.

k=1
[TapiujajiHoM wHTErpaIujom 1001jamo

l

1 k
akzj/f( )cos%dx—

1 k [
/f’ oS ﬂdm = kma;, E>1, (4.29)

jep je f(l)coskm — f(—1) cos (—km) = 0. Ca a}, n b}, o3nagenn cy Pypujeosu Koedn-
uujentu gyukmuje [, Koja npunaia mpocropy R2[—1, 1].

U3 (4.29) ciaenn

b< il 1Bl i 2 0b 12+ ! 4.30
ax] + b st ) < (Gl s ). (430)

1)’ 1)’
Ipyra nejenaakoct y (4.30) caean u3 0 < (|a§g — %) + (|b§€| — %> . Ha ocnosy

Becesose nejennakoctu (4.10),

l

CL62 > 2 1
-0 bl < Z 12 d
s < g [

-l

3aKJ/ByUIyjeMo J1a pest Z >4 b’ ) KoHBeprupa. Pen Z — Takolje KOHBeprupa, mna
k=1 k=1

3 (4.30) csiesm KOHBEpreHIMja peja Z(\akl + [bk)- O
k=1
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ITocaenuua 4.25. (Bajepumpac)
Hexaje f € Cl—m,m| u f(—m) = f(xw). Tada, 3a cearo e > 0 nocmoju mpuzonomempu-

jexu noaunom T, (I = ) maxas da je sup |f(z) —T,(x)| <e.
TE[—m,m]

Jlokas. OyHKIHja je pABHOMEPHO HEIPEKUIHA HA [—7, 7], 1A ce JIaKO MOXkKe JTeuH-

ncarn byukumja ¢ : [—m, 7] — R, meo mo geo amueapua, p(—7) = ¢(7), TakBa 1a
je
€
Sup }\f(x) — ()l <5 (4.31)
xre|—m,T

[Tpema mperxomnoj Teopemu, uu3 (1)) napuujaaaux cyma OypujeoBor pea GyHKITHIje

¢ PABHOMEPHO KOHBeprupa Ha [—7, 7| byHKIMjH , [a, TpeMa ToMe,

dng Vnn >nyg = sup |T,(z)—p(z)| < g. (4.32)

z€[—m,7]

U3 (4.31) u (4.32) caenu noxas.

m
Hapomuwmo jor jeany nocuaemunity Teopeme 4.24.
TTocaenuua 4.26. (/Tugepenyuparwe mpuzonomempujcroe Pypujeosoe peda)
Hexa je f 1 [—1,1] — R nenpexudna, deo no deo nenpexudno dupepenyujaburma

dynwyuja u nexa je f(—1) = f(I). Tada ce mpuzonomempujexu Pypujeos ped

Pyrruuje
/mr:v
by, sin ——
=~ E (ak cos 2L 4 ; )

Mootce dobumu opmannum ougepenyuparbem mpuzonomempujckoe Pypujeosoez peda

Pynryuge f,

. knx
+Z (akcos—+bksmT),

k
Tﬂ-bk ubl, = —kl—ﬂ-ak, k € N.

mj. aj, =

TTocaenuua 4.27. (Hnumeepayuja Pypugjeosoz peda)
Hexa je pynwuuga f: [—1,1] = R deo no deo nenpexudna. Tada ce wen mpuzoromempu-

jexu Pypujeos ped

> . kmx
QEO—FZ (akcos——kbksmT)

k=1
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MOHCE UHMESPAAUIU YAAH TVO YAAGH U 6AHCU

i ag l by, kmx ap . kmx
/f(t)dt =50 + — ; I (1 — cos T) + ~ Sin——. (4.33)
. -

xT

Jlokas. Hebunnmumo byukumjy F : [—1,]] — R ca F(x) = /(f(t) - %) dt.

0
®ynkuuja F je Henpekuana wa [—[, 1], 1eo 10 1e0 HenmpeKuaHO judepeHIujabuina

(F'(z) = f(x) — ap/2 y cBakoj Tauku x y K0joj je byHKIMja [ HENPEKUIHA) H BAXKH

l

l
F(l /f dt—a—ol—/f t—“—ol /f (t)dt — agl = 0.
0

[Tomrro pynkmuja F' ucnymwana yciose Teopeme 4.24, ien PypujeoB peji KOHBEPIUpa

dbyuknuju F paBaomepro Ha [—[, 1] u 3ar0 je

F(x)z—o—f—ZA;gcoslmlT—x—i-Bksink%x, x e [=1,1], (4.34)
k=1

rie Ag = ao(F), Ap = ar(F), By = bi(F). Caga mobujamo

!
1
Ay = j/F(:r)cosgd:v—

1 kmx 1 ap\ . kmzx l
= EF(I) S1n T . — E (f(l’) — E) S1n Tdﬂf = —ku, ke N, (435)
21
1 l k
By = 7/F(:c)smﬂdx =
2
1 knell 1 k l
T a T
= —EF(:U) cos —— | + E/ <f(:c) — ?0> cos Td:c = T, keN. (4.36)

20



U3 (4.34), (4.35) u (4.36) caean

[e.9]

l k k
/f(t)d :—Ox+—+W;<——c sﬂ—l—%sin%). (4.37)

CraBmajyhu x = 0, modbujamo

>1

_ ! Z Ek (4.38)
13 (4.37) u (4.38) crenn (4.33). O

IIpumep 4.28. Heka je f(z) = cosax, |z| < m |a| < 1, f(z + 27) = f(z).

Oyuknuja f je mapHa ma BaxKn

™ ) .
= —sinam,

2
ap = — | cosaxdr = — sinax
s o am

T

0

™

2 [ 1

ar = — /cos ax coskxdr = — /(cos (a+ k)x + cos (a — k)x)dx =

m T
0 0

_ Isin(a+k)z|"
T a+tk

Lsin(a — k)z
™ a-—Fk

" (sin(a+k)7r +sin(04—k)7r) _

0 o a+k a—Fk

1 (sinamcoskm  sinamcoskm R Sin o 1 1
- - (1) b -

T a+k + a—k T a+k

0

pSinam 2«
T o=k T

- (-1)

[Ipema Teopemu 4.24 je

o0
2 sin To )"
Ccos qx = 57 Z 5 CosSnx | .
o

3a r = 1 mobujamo
oo

1

sinTta T T a? —n?’
n=

COS T 1 2a

ol



1 1
a2 —n2| — n? —ay?

KOHBEpPIHpa PaBHOMEDHO IO (v HA MHTEPBAIY [—p, (o), Ta ce MoKe I/IHTeraﬂI/ITI/I

1

a2 —n?

Axo je o] < ap < 1, Tama je IIpema Tome, pen Z

YJIaH 1O 4JaH, Tj.

T

/ coswa__ Z/ Qad(x
sinTtoe mwQ

0

ITO J1aje

sin Tx > T
| = In{l——.
n T Z n( n2)

n=1

Ha ocnoBy Tora mobujamo

sin Tx _H <1__) o] < 1.

OBy jeanakocr cMo Hajauiu y (3.26), kajga cmo u3Boguan ocobune ama dyHKIumje.

Teopema 4.29. 3a ceaxy pynruyujy [ € R?[—1,1] u sa ceaxo € > 0 nocmoju

mpuzonomempujcku nosurom T, maras da je

! 3
If =Tl = / (f(2) - Tp(@)de | <.

—l

Jloxas. (1) Tlocmarpajmo dyukmujy f5: [—1,1] - R, 0 <6 <,

f(l’), |:L”<l—5
fs(z) =
0, =6 <|z| <1

Tama je
—1+6

l
If = f5lI2 = / 2 (@)dz + / P (x)dz. (4.39)
=5

2 !
ITpema npernoctapy, f € R?[—1, 1], ma ce, mpema (4.39), § Moke n3abpaTh TaKo JIa
je

IF = fsll < 5. (4.40)
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(2) @yukmuja f5s € R[—1 + 0,1 — 0], mro 3naun na nocroju M > 0 Tako ga 3a
cBako = € [l + 0,1 — ¢] Baxku |fs(x)| < M u, takobe, nocroju nogena P: —l+§ =

To<x1 <--- <z, =1—0 TAKO 124 je

-5
n 2
€
/ fi(@)de = mpAxy < 1T (4.41)
—145 k=1
e je mp = inf  fs(z) u Avg =z — 21, K=1,2,... . n.
1 <T<7Tg
Hexka je
my, T € [rr_1,x), k=1,2,...,n
g(x) =
0, zel|-l,-l+§U[l—0,]
Ouumenno Bazku
€ [~1,1] = (fs(x) — g(2))* < 2M(fs(x) — g(x)). (4.42)

Kopucrehu (4.41) u (4.42), mobujamo

1= 17 = [ (s = 9P@s <21 [ (5ie) - gl

62

-6
=2M / fs(x)dx — Z mpAx, | < 16 (4.43)
—I+6 k=1

(3) Heka je §; 1oBO/BHO MaJIO, TaKo Ja cy uHTepBanu (xr; —9d1,x;+01), 0 < j < n,
£
JUCjYHKTHH, 12 je —| < 19 — 6 1 o, + 01 < | m ga je 8M?6,(n + 1) < 16
Jedbunummmo Gyukuujy gs, : [—1, ] — R #a cneaehn waunm:

95, (x) = g(x), © € [—l,20 — 0] UUI [ 4 01, xj51 — 61] U [, + 01, 1],

OZIHOCHO, ¢, (%) je nmHeapHa (yHKuMja Ha HHTEpBAJUMA [T; — 01,%; + 61], j =

0,1,...,n, Koja je ogpehena tauxkama (x; — 01, g(z; — 61)) u (z; + 61, 9(x; + 61)).
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U3 |gs, (x)| < M, x € [-1,1], cnenn

;401
lg — g5, |I” = Z / — g5, (z))dx <
- CE]'—61
x;+01
2
< AM? ZO / dr = 8M*§(n+1) < R (4.44)
J= x;—01

(4) ®ynknuja gs, 3am0BobaBa ycaose Teopeme 4.24. ITpema Tome,

Ing : Vn > ng = sup |gs,(z) — Sp(x)| °

< ) 4.45
z€[=1,]] 421 ( )

rjie je S, HU3 mapiujajaHuX cyma TpuroHomerpujckor OypujeoBor pema dyHKIM]je

gs, Ha mHTEepBaTYy [—I,[].

U3 (4.45) caenu
Y > no = |lgs, — Sull < Z (4.46)

Kopucrehn nejennakoct rpoyria u penanuje (4.40), (4.43), (4.44) u (4.46) 3akibyqy-
jemo na Baxu Vn > ng = || f — S,|| < e. O

IIpumeTnmo ma cMo, 3alpaBo, JOKa3aad Ja je OCHOBHM TPUTOHOMETPUJCKU CHUC-

tem mornyn y R?[—1,].

[Ipema Teopemu 4.14 3ak/byuyjemo ja Baxku ciejieha teopema.

Teopema 4.30. (Konsepzenuyuja mpuzonomempujcroz Pypujeosoz peda y cpedrvem
u Ilapcesanosa jednarocm,)
Tpuzonomempujeru Qypujeos ped pynwuuje f € R2[—1, 1] xoneepaupa dynxuuju f

Yy cpedrbem, mj.

e

u saorcu Ilapcesanosa jednarocm

k k
cosﬂ+bk(f)sin$>“ — 0, n — o0, (4.47)

~ l
P S D)+ ou)? = 7 [ (@) (1.48)
2

k=1
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CrojerBo (4.47) je cnenmjanun ciaydaj csojerBa (2) y Teopemn 4.14, a (4.48) je

CHENUjaJIHU CJIy4aj CBojcTBa (3) y MCTOj TEOpEMH.

5 @ypujeoB MHTETPAJI

Henepuoguuna dyukmuja f : R — R #He MoxKe ce pa3sBUTH Ha YUTABOj peasHO]
npasoj vy @ypujeoB peJi 0 HEKOM TPHUTOHOMETPHjCKOM cuctemy. MehyTum, mos
ojpeheHnM ycaoBuMa, Moryhe je pasBujarme y KOHTHHYaJHU aHaoron @ypujeoBor

pena - OypujeoB wHTETPAI.

[Ipermocrasumo na pyukmmja [ : R — R 3a10Bo/baBa yCI0B /12 ce y MPOU3BOHHOM

unrepsasy (—[, 1) moxke passuru y Tpuronomerpujcku Pypujeos pej

f(x) = aoéf) +Zan(f) COS# +b,(f) sinnlﬂ =
n=1
ao(f) > P o P
=5 Y e g )

Ako pedunutiemo cx(f), k € Z, ca

(=il =1 9
(S

\

ar(H+ibe(f)  p — 1 _9
5 , ,—2, ...

ropmbu PypujeoB pejl ce MOZKe HAIMUCATH Y KOMILIEKCHO] hopMu

oo

fla) =" alf)e .

k=—o00

W3 unrerpasaux dopmyra 3a Pypujeose koeduiujente pyuknuje f, mrodujamo

%)



Axo gedunumemo pyuknujy C': R — R ca

Clr) = 5 / f(tye-idt,

. . ) km
npernocrapbajyhnu na je f amcosyrHo mHTerpabmina Ha R, oHga je 3a x) = T
S R
Clar) = 5= [ fO0e T it~ Zan(s),

3a [ JIOBOJHHO BEJIMKO, IITO MOBJAYH [1a je

flo)~ 37 TOG@e"

k=—o0

o

OBa cyma npeJicTaB/ba HEKY BPCTY HHTErpajIHe cyMe HHTerpaJia / C(t)e™tdt. Jaxme,

—0o0

o1 oJipeheHnM npermnocTaBKaMa, MOXKe ce OYeKUBATH JIa ce f MOXKe IMPEeJICTaBUTH Y

obmuky f(z) = /C(t)ei’”tdt.

o 1 )
Hedunnunuja 5.1. Pynxuuja f(z) = v.p. o / f(t)e " dt nasusa ce Oypujeona
7r

rpancdopmanuja byukuuje f : R — R(C) u o3uauasa ce f = F|f].
A

[o.¢]
. def .
Os1e je v.p. / = jlm (r1aBHA BPEJHOCT HHTErPAJIa).
— 00

—00 —A

Hedunrumnuja 5.2. Oypujeo unrerpan pyuknuje f : R — R nasuBa ce uaTerpas
o

v.D. / f(t)etat.

ITpumep 5.3. Axo je

o6



oo

a > 0, Taya naTErpaT / f(t)e " dt we koHBEpPTUPA AICOMYTHO, AN FHEroBa IIaBHa

— 00

BPEJHOCT MOCTOjH, Ta je

A 00
1 sin at 1 sin at cos xt
f(x) = — lim whip = — —_—dt =
2T A—oco t 27 t
—A —00
1 /smatcosxt /sm a+ x)t /sm a—x)t B
= - - —
0 0 0
o lz)<a

= L(smm(a+ ) + sen(a — ) =

0, |z|>a

[Ipumerumo ga PypujeoBa Tpandopmalija pyuknuje f U3 0BOr mpuMepa, Koja HHje
aIIcoJIyTHO HHTEerpadmana na R, jecte npekuina (pyHKIIHja f . Hanwme, Baxku ciienehn

CTaB.

CraB 5.4. Hexa je pynruyuja f: R — R ancoaymmo unmeepabusna na R u unme-
epabuana Ha cearxom unmepsanry [a,b] C R. Tada saorcu:

(1) f je Henpe%uﬁHa gﬁymfuuja na R;
(2) sup | f(z /u lda;

(3) f(z) =0, |z| = co.

Jokas. Nz |f(t)e ™ < |f(t)| u / |f(t)|dt < oo cnenu na je byukuuja f sedun-

—00

ncana Ha R u 1a Baxu (2).
Hoxkazxumo (1). Heka je h > 0u A > 0. Tana je

1
o

—_A 0o A
1 1 1 . .
< = — - —i(z+h)t _ —ixt <
<= [+ - [1rlat+ o [170)le et <
o A A

|f(l'+h) f( ) — /f —z(x-‘rh)t —m’t]dt <

o7



A
<! / e+ L / £0) |dt+—|§gp|e 1% @)t

IlpBa aBa mHTerpasa Texe HyIH Kaa A — 0o jep je / |f(t)|dt < co. Tpehu cabu-
—o

pak Texku uHyau kKajg h — 0 (3a duxcupano A). [Ipema Towme je }LiII(l) flz+h) = f(2),
%
3a = € R.

Crojcrso (3) je mocieauna Pumanose Teopeme 4.17. O

Teopema 5.5. Hexa je dpynxuyuja f: R = R ancoasymno unmezpabusna u A0KAAHO
deo no deo menpexudna (mj. 0eo no deo HenpPeKuOHG HA CEAKOM KOHGUHOM Cee-
menmy). Axo dynkuuja f 3adosomasa Junujes ycaos (uz Teopeme 4.21) y mauku

r € R, mada Dypujeos unmezpas dynruuje [ rKousepaupa y mauku T U BGHCU

f(” / F)etdt. (5.1)

jednarxocm

Zokas. 1lpema mpexogHoM cTaBy, (PYHKIH]A fje HenpekuHa Ha R u, mpema ToMme,
uHTerpabuaHa Ha cBakom cermenty [—[,l], [ > 0. Tlpumemyjyhn Teopemy 3.25,

J1001jamo

l 00 00 l
1 , , 1 ,
Ii(x) = %/ / flu)e ™ du| e*'dt = Dy f(u) /e’(“‘”)tdt du =
-l l-oo —00 —l

l

1 Fu) | [ (cost(e — ) + isint(z — w))dt | du=
L]

[e.o]

:l/f(msinl(x—udu_ /fx—i—t smltd _
7r r—u
1] z [ z
t t
:—/f(x—i—tsm dt + ~ /f L
7r T
—00 0

i 1)
:_/fx+ + /(@ >sinltdt.
T
0
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sin u sin [t s
Kako je / du = / ; dt = —, [ > 0, 3ak/py4yjeMo 1a je
0 0

flat) + fla—)

Il($)— 92 =
:%/f(“t)jf(x_t) sinltdt—%/(f(w—ir)‘i‘f(f’?—))smltdt:
0 0
:%/f(ﬁt)t_ flz+) sinltdt—l—%/f(x_t)t_ =) sin [t dt.
0 0

JloKaxKuMo Ja TPBU WHTETPaJ y J00MjeHOM 30Upy TeyKu HyIu Kaj [ — co. CamaHo

ce J0Ka3yje Jia U JAPpYru cabupak TeyKu HyJu Kaji [ — oo.

Hanwmmvmo npBu uHTErpast y obJauky

7Of(x +t) — flat) sinltdt =
t
0

N |

1 0 00
:l/fx—kt ) smltdt—i—l/f smltdt— /smlt =
T T
0 1 1

= Il(l,l’) + [Q(Z,il?) — I5(l,.%’)

dt < oo (/luuujes ycioB), na je

t) —
IIpema mpernocraBin je /’f(x—i- ) f(x-l-)‘

t

lim I;(l, ) = 0, na ocuoBy Pumanose Teopeme. Kako je /]f(:c +t)|dt < oo, TO je

l—00
T+t . .
u / ‘fT)’ dt < 0o, na je omer, Ha ocHOBY PumanoBe Teopeme, th Ly(l,z) = 0.
— 00

S t
Kaxko je I3(l,z) i

/ —dt KOHBEpPrupa, ToO je u

llim I3(l,x) = 0. Tume cmo ,ZLOKa3aJ'II/I Ja je
— 00

fm 1) — £+ F)

l—o00 2 ’
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tj. ga Baxu (5.1). O

IMocaemuua 5.6. Axo je pynxuyuja f : R — R ancoaymno unmezpabusna na R u

060 no 060 2AaMKaQ Ha C6AKOM KOHAYHOM UHINEPEANY, mada HeH @ypUj€06 uHmezpai
fla+) + fla—)
)

Koueepaupa y ceaxoj mauku r € R u wezosa epednocm je

IIpumenba 5.7. Ako je ¢ : R — R, nedunummmmo ca

[e.9]

Flo|(z) = v.p. / o(t)e™dt, © € R,

—00

MHTEerpasHy TpaHcdopMalujy KojoM ce GyHKuuju ¢ nomemyje dbyukmmja Flpl. Y
CHeNUjaHOM CIIyHajy, Kaja je ¢ = f 3a nexy dyukmujy f: R = R, Flp] = F[f] je
Oypujeos maTerpas dyukimje f. Ako je ou jegnak dyukiuju f 3a cBako r € R, Tj.
F[IF[f]](z) = f(x), (ako ¢y, HA TpUMep, UCIYHEHHU YCIOBH MPETXOIHE TTOCIEIUIIE V3
nonarau yeaos fa je f € C(R), rana je u F[F[f]](x) = f(z).

Bancra,

FIFIAI@) = - ]O /OO Flu)etdu| et —

—00 —00

_ 1 i i —itu itx _
=5 /f(u)e du| e dt = f(x).

36or Tora ce decto TpancdopMmaimja F Hazupa unsepsnom PypujeoBoMm TpandOp-

MalnjoM u o3HauaBa ca F = F L.

IMpumep 5.8. Axo je g(z) = e Wl o >0, Taza je

o0 o)

1 ) 1
g(r) = — / e~ltlemitz g — — / e~ costa dt =
2 2
1 1 a
== [ e costedt = ————,
i ma? + x?
0
mna je
T , 1 r a , 2a r costx
g(t)e™dt = = erdt = — dt = e~ 2 e R.
/g() 7r/a2+t2 m ) a?+t?
o oo 0
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Hapeumo jorrr HEKOJIMKO OCHOBHEX cBojcTaBa PypujeoBe Tpancdopmaluje.

Cras 5.9. Ao je f € CW(R,R), k=0,1,2,..., u cee dynruyuge f, f',..., f® cy
ancoaymmo unmezpabuane na R, mada

(1) 3a ceaxo m, 0 < m <k, sasicu ]@(x) = (iz)™f(z), © € R,

(2) f(z) = O(|jz|™™), |z| = o0, 3a 0 <m < k.

/

[o.¢]
Zokas. oospno je mokazatu cras 3a 1 < m < k. Kako mHTerpas / f'(t)dt kon-
0

Beprupa u kako je f(z) = f(0) + /f'(t)dt, nocToje rpanudne ppegnoctun lim f(x)
T—00
0

T——00

u lim f(z) u obe cy jeqnake Hynm jep je / |f(t)|dt < oco. Ha ucru Haumu 3a-

Kibyuyjemo fa je lim f(z) =--- = lim Fm=D(z) = 0.
T—r1-00

r—+o0

Baksbygak (1) mo0mjaMo maprujaTHOM HHTEIPAIH]OM

1 )
(m) Ye Tt =
" or / f

1 m— ita > . r m— —itx _
= % f( 2 (t>e N + / f( 1)(t)6 dt| =
= zx@(x) = = (ix)" f ()

Caojerso (2) caemn u3 f(x) = (iz) "™ f0)(z) u fim)(z) — 0, kaxg 2 — £00

(PumanoBa Teopema). O

CraB 5.10. Hexa je dpynuxuuja f : R — R iokaano unmezpabusna v Gynryuja
28 f(x), k € N, ancoaymmo unmeepabuina na R. Tada

(1) f € COR);

(2) easrcu jednarocm f¥)(z) = (—z)k(ﬁ?), r e R.

Joxas. Tomrro je bynxmuja ¥ f(x) ancomyTro materpadunna ra R, dynkmuje x f(z),
22f(z)..., 21 f(x) cy, Takobe, ancomyrno unrerpabuine na R. TIpema rome, npu-

Merbyjyhn npaBusio 3a gudepeHIupambhe HeCBOjCTBEHOT IMapaMeTapcKor HHTEerpaJia
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(Teopema 3.23), mobujamo
=
o

f(x)

~

Ipema Crasy 3.21, f® € C(R), 1j. f € CP(R).

/ L (De e dt, . f® (z) =

(G

27

/ thf(t)e " at.

—0o0
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