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1 LINEARNE JEDNACINE I SISTEMI

1.1 Osnovni pojmovi

Neka je K polje, ukoliko drugacije nije naglaseno podrazumevamo K = R.

e Linearna jednac¢ina nad poljem K po promenljivim 1, o, ..., x, je jednacina koja se moze svesti na oblik

a1 r1+asxe+...+a,x, =0
gde su koeficijenti aq, ag, ..., a, i slobodni ¢lan b elementi polja K.

e Uredjena n-torka (ki, ks, ...,k,) € K™ je reSenje gornje jednacine ako vazi:

ar ki +asks+...+ank, =0

e Sva njena reSenja ¢ine skup reSenja jednacine:

{(khkg,...,kn) € Kn|(11 ki +asks+ ...+ ank, = b}

e Degenerisana linearna jednacina je oblika:

Oxy+0x2+...+0x, =0

Ako je b = 0 skup njenih reshenja je K™; ako je b # 0 onda ona nema reSenja (skup resenja je ).

e Sistem linearnih jednacina po promenljivim x4, xs, ..., T, je
a1+ apr2 4+ ... 4T, = b
a1 +  axrz + ... AT, = b
Am1X1 + GmaTs + . QmpTn = bpy

Uredjena n-torka (ki, ks, ...,k,) € K™ je reSenje sistema ako je reSenje svake od jednacina sistema. Sva reSenja ¢ine
skup resenja sistema.

e Ako sa 5; oznacimo skup reSenja i-te jednacine gornjeg sistema a sa S skup reSenja sistema tada vazi:

S=5N8N..N5S,

e Resiti sistem jednacina znac¢i odrediti njegov skup resenja.

Definicija 1.1. Dva sistema su ekvivalentna ako imaju isti skup resenja.

Definicija 1.2. Homogena linearna jednacina je oblika

a1r1 + aprs + ... 4+ apr, = 0.

Neka sur = (ry,re,...,ry) 1 v/ = (r], 74, ...,7),) reSenja gornje homogene jednacine i k € R. Tada:

o (kry,kra,...,kry,) je reSenje:

a1’y —+ aiom2 —+ + A1nTn = 0
k(aiir1 + aara + .. + aiprn) = 0
an(kr) + aw(kr:) + ... + a(kr,) = 0 ;

oznaCavamo ga sa kr .
! ! / : S L
o (ry+ri,ro+71h, ...,rn +1rl) je resenje:

a11r1 + aiera + ... apr, = 0



Linearna Algebra i Analiticka Geometrija —4—

" anry + aprh 4+ .. appr, = 0
air(ri+7r) + an(re+ry) + ... aw(rn+7,) = 0 ;
oznaCavamo ga sa r +r’ .
e Akosur, r/, .. r®™ njena resenja i ko, ki, ..., k, skalari (obi¢ni brojevi) tada je i kor 4 ki’ + ... 4 k,r™

reSenje.

Isto vazi i za sistem homogenih linearnih jednacina:

a1ry + aix2 + ... aipxT, = 0
a21T1  +  axr2 + ... agpzT, = 0
Am1T1 + AmoTo + ... AGmpTn = 0
e Akosur, r’, .. ,r™ njena resenja i ko,ki,..., k, skalari (obicni brojevi) tada je i kor + kir’ 4 ... + k,r®™
reSenje.
Primer 1.1.
T + =z =0
¥y + 3z = 0
t = 0
ima parametarsko resenje t =0, z=a, y=—3a, x = —a ili (z,y,2,t) = (—a,—3a,a,0) a € R.
T —a —1
y | | —3a | _ -3
z | a - 1
t 0 0
Primer 1.2.
T — 2y + t =0
z — 3t =0
ima parametarsko resenje t =a, z=3a, y=>b, t =2b—a ili (z,y,2,t) = (2b —a,b,3a,a) a,b € R.

T 2b—a 2b —a 2 -1
y | | o || b o | |1 0
21T 3¢ [T o | T 3 blog | tel 3
t a 0 a 0 1

(2,1,0,0) je resenje sistema i dobija se za a = 0 b = 1, resenje (—1,0,3,1) za a =1 b = 0. Ova dva resenja
¢ine bazu skupa resenja (Sto znaci da se svako reSenje sistema izrazava kao njihova linearna kombinacija). U sluc¢aju
proizvoljnog homogenog sistema bazu skupa resenja dobijamo kada uzimamo da je vrednost jedne slobodne promenljive
1 a ostalih 0; na taj nacin dobijemo onoliko resenja koliko homogeni sistem ima slobodnih promenljivih.

Zbir dva resenja nehomogene linearne jednacine
a1 x1+...+a,x, =b

(gde je b # 0!) ne daje resenje: (1,1) 1 (0,2) su resenja jednac¢ine x+y =2 a (1,3) nije. ReSenja ne smemo ni
mnoziti: k (1, 1) nije reSenje jednacine za k # 1.

e Ako je r reSenje nehomogene jednacine a h resenje odgovarajuée homogene jednacine, tada je r + h takodje
reSenje nehomogene jednacine:

Neka je r = (71,72, ..., 7, ) reSenje jednacine

airy + axres + ... + apxr, = b
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i neka je h = (hy, ha, ..., hy,) reSenje odgovarajuée homogene jednacine

aix1 + asxe + ... + apr, = 0
Tada je
air1 + asre + ... + aprn, = b
a1h1 + a2h2 + ..+ anhn 0
Sabiranjem dobijamo:
a1(r1+h1) 4+ as(re+he) + ... + ap(rn+h,) = b

e Ako je r’ bilo koje resenje nehomogene jednacine tada se lako proveri da je r’ —r = h’ reSenje homogene
jednacine. Zakljuéujemo: svako resenje nehomogene jednacine r’ mozemo napisati kao zbir

r =r+h
reSenja r i nekog reSenja homogene jednacine.
e Ako sa W oznacimo skup svih reSenja homogene jednacine i ako je r bilo koje reSenje odgovarajuée nehomogene

jednacine, tada je
r+W={r+hlheW}

skup svih reSenja nehomogene jednacine.

Isto vazi i za sisteme: posmatrajmo sistem

a1+ aer2 4+ ... apt, = b
a21x1 + ag2x9 + aA9n Ly = b2
Am1Z1 + @maTos + ... AQmnZn = bm

i njemu odgovarajué¢i homogeni sistem:

a1121 + a12T2 + .. A1nTy = 0
asx1 + axprs + ... asprn, = 0
Am1T1 + Gm2T2 + . GpnTn = 0

e Ako je r’ bilo koje resenje nehomogenog sistema tada je r' —r = h’ resenje homogenog sistema. Svako resenje
nehomogenog sistema r’ moZemo napisati kao zbir

r=r+h
reSenja r i nekog reSenja homogene jednacine.

e Ako sa W ozna¢imo skup svih resenja homogenog sistema i ako je r bilo koje resenje odgovarajuéeg nehomogenog
sistema tada je

r+W={r+h|heW}

skup svih resenja nehomogenog sistema.

Primer 1.3.

x + =z = 2
y + 3z = 1
t = 3

ima parametarsko resenje t =3, z=a, y=-3a+1, c=—-a+2 ili (z,y,2,t)=(-a+2,-3a+1,a,0) a € R.

x —a+ 2 -1 2
Y —3a+1 | -3 1
z | a - 1 + 0
t 3 0 3
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Primer 1.4.
r — 2y + t =1
z — 3t = 2

ima parametarsko reSenje t=a, z=3a+2, y=b, x =2b—a+1 ili (z,y,2,t)=(20b—a+1,b,3a+2,a) a,b € R.

—_

=b

[SEINSI ]
»—\wol

t

(1,0,2,0) je resenje nehomogenog sistema;

OO =N
OO =

(2,1,0,0) 1 (—1,0,3,1) su resenja homogenog sistema .

Skup svih resenja homogenog sistema je
W =1{b(2,1,0,0)+a(-1,0,3,1)|a,b € R} ;
skup resenja nehomogenog sistema je W + (1,0,2,0) .
1.2 Elementarne transformacije sistema jednacina, Gausov postupak

Oznacimo sa (S) slededi sistem jednacina:

ai1r1 + aiexe + ... aipTn, = b1 Ly
as1x1 + axs + ... aspx, = b Lo
Am1T1 + AmaTo + ... QmnTn = bpy Ly,

Elementarne transformacije sistema su:

(Eq1) Zamena mesta i-te i j-te jednacine: L; < L;

(E2) Na mesto i-te jednacine staviti nju pomnozenu skalarom k # 0: kL, — L;
(E2) i-tu jednacinu zamenitisa L; +al; (a€ K,i#j): Li+al; — L,

Teorema 1.1. Ako se sistem (S)" mozhe dobiti iz sistema (S) primenom konachnog niza elementarnih transformacija
tada su ta dva sistema ekvivalentna.

Dokaz. Videti Problem 1.46

e Trougaona i stepenasta forma sistema.

e Gausov postupak, svodjenje sistema na stepenastu formu

2 VEKTORI U R"

e R"™ je mn-prostor;
e u=(uj,us,..,u,) € R" je vektor (ili tacka) prostora. wuy,us, ..., u, su njegove komponente ili koordinate.

e ac R je skalar.

e Dva vektora u = (u,...,u,) i v = (v1,...,0,) su jednaka ako i samo ako je u; =v1, ug =va, ..., Uy = vy .
Uy
.v . u9
e Vektor u = (uq,...,u,) piSemo i kao vektor-kolonu
Unp

e Ponekad vektor x oznacavamo i sa X .
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2.1 Sabiranje vektora i mnozenje skalarom

Definicija 2.1. Neka su u = (uy,ug, ..., u,) i v = (v, v2, ..., v, ) vektori prostora R"™. Definiemo:

(a) sabiranje vektora:
u+v=(u; +v1,us + va,...,up +v,) (€ R")

(b) mnozenje vektora skalarom (brojem) k € R:

ku= (kuy,kus,...ku,) (€ R")
e Ako je n = 2,3 mnoZenje vektora polozaja skalarom k je ’izduzivanje’ (ili ’skraéivanje’) po istom pravcu sa
koeficijentom k, ako je kK < 0 onda imamo i promenu smera.
e Sabiranje vektora je ’sabiranje vektora polozaja po pravilu paralelograma’.
e Nula-vektor je 0= (0,0,...,0).
e —u je (-1)u
Teorema 2.1. Za sve vektore u,v,w € R" i skalare k, k' € R vazi:
1. (u+v)+w=u+(v+w)
2. u4+0=u
3. u+(-u)=0
4. u+v=v+u
5. k(u+v)=ku+kv
6. (k+kK)u=ku+k'u
7. (kk)u=k (K u)

8 lu=u

Dokaz. Videti Problem 2.4

e Prethodna teorema opisuje R™ kao vektorski prostor u odnosu na sabiranje vektora i mnozenje skalarom (videti
Definiciju 4.1)

e Ako su vektori u,v € R™ ik # 0 skalar takvi da je u = kv onda kaZemo da u i v imaju isti pravac (u is a
multiple of v).

e uivimaju _isti smer ako je k > 0;

e uivimaju suprotan smer ako je k < 0.
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2.2 Linearne kombinacije, linearna zavisnost vektora u R"; veza sa sistemima linearnih
jednacina

Definicija 2.2. Vektor v je linearna kombinacija vektora uy, us, ..., u, ako postoje skalari k1, ko, ..., k,, takvi da vazi

V:k1u1+k2u2—|—...—|—knun,

k1, ks, ..., ky su koeficijenti ove linearne kombinacije.

e vV je linearna kombinacija vektora uj,us, ..., u, ako i samo ako sledec¢a ’vektorska jednacina’ ima reSenje:

V=2x1U; +2o2uz + ...+ 2T, Uy .

Primer 2.1. Dati su vektori

2 1 1 1
VvV = 3 u; = 1 Uz = 1 1 ug = 0
4 1 0 0

1 1 1 2
x 1 J+y | 1 |+2] 0 | = 3
1 0 0 —4
Ekvivalentno, da li sistem
r + y + z = 2
r + y = 3
z = —4

ima resenje?
Odgovor je: da. Isti je odgovor i za bilo koji vektor v/ na mestu v. Sta vise: svaki vektor se na jedinstven nacin
izrazava kao linearna kombinacija vektora uy, ug i ug (uy,uz,us je baza vektorskog prostora R?)

e Sistem linearnih jednacina:

a1y + a12T2 + A1nLn = b1
as1r1 + agexrs + ... aspT, = bs
Am1T1  +  Am2T2 + . ATy = by
je isto §to i 'vektorska jednacina’
ar a2 ain by
az azo azn, ba
T + X2 + ...+ x, =
am1 Am?2 Amn bm
b1 ail ai2 A1in
-~ . . bg . . .. a21 a22 as
§to oznacava da je vektor linearna kombinacija vektora kolona , S " sa
bm am1 Am?2 Amn

koeficijentima 1, ..x,.

Definicija 2.3. Vektori uy, us, ..., u, € R” su linearno zavisni ako postoje skalari kq, ko, ..., k;, koji nisu svi nule takvi
da vazi

k1u1+k2u2+...+knun:0.

U suprotnom (ako ne postoje takvi k;-ovi) oni su linearno nezavisni.
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Teorema 2.2. (a) Vektoriuj,uz,...,uy € R™ su linearno zavisni ako i samo ako je jedan od njih linearna kombinacija
preostalih.

(b) Vektori uy,ug,...,u, € R" su linearno zavisni ako je jedan od njih nula -vektor.

Primer 2.2.

e (1,1) 1 (1,0) su linearno nezavisni.

17 ]" 1)7

(

(1,1), (1,0) i (3,1) su linearno zavisni.

( 1,1,0) i (1,0,0) su linearno nezavisni.
(

(
(

1,1,1), (1,1,0), (1,0,0) i (2,3,1) su linearno zavisni.

a1 ai2 Qip
. a1 a9292 a9 . .. . .. . .
e Vektori , R " su linearno nezavisni ako i samo ako homogeni sistem linearnih
am1 am?2 Amn
jednacina:

annry  +  apprz  + anTy, = 0
asnry +  ax2rz + agntn, = 0
Am1T1 + Q2T + ... GmpTn, = 0

ima netrivijalno resenje.

2.3 Norma vektora i skalarni proizvod

Definicija 2.4. Neka je u = (uq,ug, ..., u,) vektor u R™. Definisemo normu vektora u (njegov intenzitet ili duzinu):

lul = \fu? +u3 ..+ u2 (€ R).

e |lu|| =0 akoisamo ako u=0.
o |lku| =k||lu| (|k| je apsolutna vrednost broja k).
e u € R" je jedini¢ni vektor ako i samo ako je |jul| =1 .

1
e Za svaki u # 0 postoji tacno jedan jedini¢ni vektor koji ima isti smer kao i u. To je W u (ili ﬁ) .
u u

Definicija 2.5. Nekasuu = (u1, ug, ..., un) iv = (v1, 2, ..., v,) vektori u R™. Definisemo skalarni proizvod vektora u i v
(dot product, inner product or scalar product):

u-v=uv +u2v2 + ... +up,v, (€R)
Naredna teorema opisuje osnovna algebarska svojstva skalarnog proizvoda:

Teorema 2.3. Za sve vektore a,b,c € R" vazi:

1. a-b=Db-a
2. (—a)-b=—(a-b)

3. (ka)-b=kEk(a-b)

=

a-a=|al’
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5. (a+b)-c=a-c+b-c i a-(b+c)=a-b+a-c

Dokaz. ...

e Na osnovu prethodne teoreme mozemo skalarno mnoziti dve linearne kombinacije vektora kao da se radi o
‘obiénim brojevima’; jedino za a - a umesto a? pisemo ||al|?:

(2a+b)-(3a—b+2c)=6a-a—2a-b+4a-c+3b-a—b-b+2b.-c=
=6al*+a-b+4a-c—|b|*+2b-c
ili

(a+b)-(a—b)=a-a—a-b+b-a—b-b=|al?—|b|?

2.4 Nejednakosti Cauchy-Shwartza i Minkowskog

Teorema 2.4. (Cauchy- Shwartz) Za vektore u,v € R" vazi
vl < fJul Jv]l -
Dokaz: Za svaki realni broj ¢ imamo
0< (tu+v)-(tut+v)=t*(u-u)+2t(u-v) + (v-v) = |ul*#? +2(u-v)t + ||v|]?

Neka je
a=ulf’, b=2(u-v), c=v|?

Tada, za svaku vrednost t, imamo at? + bt + ¢ > 0. Ovo znaéi da kvadratni polinom ne moze da ima dva realna
korena. Sto dalje implicira da diskriminanta D = b? — 4ac < 0, ili ekvivalentno tome, b < 4ac. Tako

4(u-v)? < 4ul?fv?

Deljenjem sa 4 dobijamo nas rezultat. O

Teorema 2.5. (Minkowski) Za vektore u,v € R™ vazi
la+ v < flafl+[lv] .
Dokaz: Po Cauchy- Shwartz-ovoj nejednakosti i drugim svojstvima proizvoda,
[utv[?=(u+v) (wtv)=(u-u)+2(u v)+(v-v) < [ulf’ + 2l v + [v]* = (Jul] +[Iv])®

Kada korenujemo obe strane dobijamo zZeljenu nejednakost. O

2.5 Rastojanje, ugao izmedju vektora, projekcija

Definicija 2.6. Rastojanje (distance) izmedju tacaka (vektora) u = (uy,ug,...,u,) 1 v = (v1,v9,...,0,) je:

d(u,v) = /(u1 —v1)2 + (ug — v2)2 + oo + (U — )2 .

o d(u,v)=d(v,u)
e Ako je n =2,3 sa d(u,v) je definisano uobicajeno rastojanje (duzina duzi uv).

e Nejednakost Minkowskogza u=a—b i v=b —c daje:
d(a,c) < d(a,b) + d(b,c)

Sto je nejednakost trougla za Aabc: duzina stranice ac je manja od zbira duzina stranica ab i bc
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Teorema 2.6. (a) Akosu u= (uj,uz) i v = (v1,vs) tacke u (ravni) R? i § ugao izmedju njih (Zu0v) onda je

0 U1V + U2V2 u-v
cosf = =
Vi@ +udyi 403l vl

(b) Akosu u= (uj,u2,u3)i v = (vi,ve,v3) tatke u (obi¢nom prostoru) R? i @ ugao izmedju njih (Zu0v) onda

je
U1V1 + U2V2 + U3V3 u-v
cosf = =
Vui+ud+u3y/of +o3+02 [l v
Dokaz. )
Yy v = (v1,v2)
[[vll
u= (’LL17UQ)
0
[[ull

0 T

Primenimo kosinusnu teoremu na trougao Ouv ......

Definicija 2.7. Ugao izmedju ne-nula vektora u = (uj,ug,...,u,) i v = (v1,v2,...,0,) 6 definiSemo sa:

cosfh — 2V
[all v
Primetimo da Cauchy-Shwartzova nejednakost povlaci:
1< _wv <1
[[all vl
. . u-v
pa postoji ugao 6 € [0,7) takav da je cosf = Tall VT
ul| ||v

Kako je cos § =0 imamo da su vektori u R" (n = 2,3) normalni ako i samo ako je njihov skalarni proizvod 0.
Definicija 2.8. Vektori u,v € R"™ su ortogonalni (ili normalni) ako jeu-v =0

Definicija 2.9. Definisemo projekciju vektora v = (vy,va, ..., v,) na pravac vektora u = (ug, ug, ..., up) :

proj(v,u) = ilu—n‘; u (=cu)
o
v v—cu
0 cu u

v je jedinstven skalar takav da je (v—cu)-u=0:
[[ul?
u
(v—cu)-u=v-u—cu-u=v-u—clul*=0

u-v

Odavde sledi ¢ = 5 -
[[ull
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2.6 Povrsina paralelograma

e Ra¢unamo povrsinu P paralelograma (u R™!) odredjenog vektorima a i b:

b h=b-ca

0 a
ca

Vektor visine je h=b—-ca=Db— Wa
a

[h? = (b—ca)-(b-ca)=[b]*~2ca-b+c|a]® =

a-b a-b 2
= ||bl|2 =2 b 2 -
bl 225 (a >+(Ha|2) Jal
- b 2 -b 2
by -2 2P Bb)
Y
(a b’
— b2 - B-BY
a2
Kako je P? = ||a]|? |h/|? dobijamo:
2 2 2 . 2 a-*a a-b
P2 [alP bl - (2 b2 = | 53 2D |

2.7 Vektori u R3, vektorski i meSoviti proizvod

e i=(1,0,0) je jedinitni vektor u smeru z-ose;

e j=1(0,1,0) je jedini¢ni vektor u smeru y-ose;

e k=1(0,0,1) je jedini¢ni vektor u smeru z-ose.

e i, j, k je ortonormirana baza (to su jedini¢ni vektori koji su medjusobno normalni:

i-i=j j=k-k=1 i-j=j-k=k-i=0

Svaki vektor u = (a,b, ¢) se na jedinstven nacin pise u obliku
u=ai+bj+ck.

Definicija 2.10. Vektorski proizvod (cross product) vektora a = (a1, a2,a3) i b = (b1, ba,bs) je vektor

axb= (a2b3 — agbg, —a1b3 + a3b1, albg — agbl) .

ax b = (agbs — agba)i — (a1b3 — asb1)j + (a1ba — azb1 )k =

. as as aip as . aq a9
by b beobs T b by | K
i j k
axb=|a a2 a3
b1 by b3
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e Neka je a = (a1, az2,a3),b = (by1,ba,b3),c = (c1,c2,c3). Kazemo da je trojka (a, b, c) direktno (ili pozitivno)
orijentisana baza ako vazi:
a1 Gz as
by by b3 | >0
1 C2 C3

Teorema 2.7. a X b je jedinstven vektor koji zadovoljava sledeca tri uslova:
1. Ortogonalan jeinaainab
2. |lax b|| je jednak povrsini paralelograma odredjenog sa a i b
3. (a,b,axb) je direktno orijentisana baza ukoliko su a i b nekolinearni.
Dokaz. ...

Osobine vektorskog proizvoda

1. axb =0 akoisamo ako su ai b kolinearni.
2. axb=-bxa

ax(kb)=(ka)xb==k(axb)

- W

(a+b)xc=axc+bxec.
5. ax(b+c)=axb+axc.
ar B

6. (ala—i—ﬁlb)x(aga—i—ﬂgb): 019 ﬂz

(a x b).

7. (axb)xc pripada potprostoru (ravni, pravi,...) generisanom sa a i b.
Definicija 2.11. Mesoviti proizvod vektora a,b i ¢ se definiSe na sledeéi nacin:
[a,b,c] = (axDb)-c.

Teorema 2.8. Neka je a = (a1,a9,a3), b = (b1,b2,b3), ¢ = (c1,c2,c3). Tada

ay az ag
[a, b, C] = bl b2 b3
C1 Co C3

Takodje, [a, b, c] je po apsolutnoj vrednosti jednak zapremini paralelepipeda odredjenog vektorima a, b i c.
Dokaz. ...

Osobine mesovitog proizvoda

(1) [a,b,c] =[b,c,a] =]c,a,Db]

[
(2) [a,b,c]=—[a,c,b] = —[c,b,a] = —[b,a,c].
(3) [wa+d/a’,b,c] =[aa,b,c]+ [@'a’,b,c]; slitnozabic.
(4) Ako je m = aja+ asb + asc; n = fia+ Gob + B3¢ i p = y1a+ 12b + 3¢ tada je:

Q1 Q2 Qg

[m7 n, p] = /61 ﬂ? 53 [aa b7 C]
712 3

e Dvostruki vektorski proizvod je (a x b) x c. Racuna se po formuli:
(axb)xc=(a-c)b—(a-b)c

(i pripada potprostoru generisanom sa b i c).
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2.8 Prave i hiper-ravni u R"

o Neka su A(a1,ag, ...,an) 1 B(b1,ba, ..., by,) tacke (vektori) u R". AB identifikujemo sa vektorom
B—-A=(by —a1,ba—aa,....,b, —ay,)
Definicija 2.12. Hiper-ravan je skup svih tacaka prostora R™ koje zadovoljavaju nedegenerisanu linearnu jednacinu
kixy + koxo + ... + kpx, =0 .
n = (k1, ko, ..., ky) je njen vektor normale.
e Vektor normale nije jedinstven, ali svaka dva su kolinearna.

Geometrijska motivacija za prethodnu definiciju dolazi iz R3.

Primer 2.3. Ravan (u R?) je odredjena jednom svojom tackom i vektorom normale.

Odredi¢emo jednacinu ravni o koja sadrzi tacku A(zo, yo, z0) 1 normalna je na vektor n = (k1, ko, k3) # 0.

A a

Tacka X (z,y, z) pripada ravni « ako i samo ako je AX n=0
(x — 20,y — Yo, 2 — 20) - (k1,k2,k3) =0

Jednacina ravni koja sadrzi tacku A(zo, yo, 20) 1 normalna je na vektor n = (kq, ks, k3) je:

’ ki(x — o) + k2(y — yo) + k3(z —20) =0 ‘

Ako oznac¢imo b= kyx — 0+ koy — 0+ k3zp imamo jednacinu ravni a:
klfﬂ + kgy + kgz = b

Primer 2.4. Neka je ravan a data jednacinom 2x+3y—2z=25.
Iz jednac¢ine odmah vidimo jedan vektor normale n, = (2,3, —2), a tacka ravni je bilo koje resenje ove jednacine;
npr. A(2,1,1). Jednagina ravni se transformise u:

2z—-2)+3@y-1)—-2(z2-1)=0

—
Sto oznacava da tacka X (z,y, z) pripada ravni ako i samo ako AX -n=0.

Definicija 2.18. Prava u R"™ koja sadrzi tacku A(ay,as,..,a,) 1 ima pravac vektora v = (k1, ks, ..., ky,) je skup svih
tacaka X (x1, 9, ..., T, ) koje zadovoljavaju:

r1=a1+kit, To=ao+kot,....®, = ayp + knt
gde t € R.
e Vv je vektor pravca prave .
r1=ay+kit, xo=as+kot,....,xp, =a, +k,t, tER

je parametarska jednacina prave koja sadrzi tacku A(aq, as, .., a,) 1 ima pravac (paralelna je) vektora v = (kq, ko, ..., ky) (#
0). Zapisujemo je i u obliku;

Ty —ai T2 — a2 Tp — An

Py sen i (=1)

e Vektor pravca prave nije jedinstveno odredjen pravom: ako je v, vektor pravca prave p onda je to i bilo koji
vektor kolinearan sa njim, na primer 2v,,3v,,—5v, ...

Sledeéi primer daje geometrijsku motivaciju za prethodnu definiciju.
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Primer 2.5. Odredimo jednacinu prave p koja sadrzi tacku A(zo, o, z0) i ima pravac vektora v, = (k1, k2, k3)

AV VX p

(@) vy
—_—
Tacka X (z,y, ) pripada pravi p ako i samo ako postojit € R takav da je AX =tv,
(.’II —20,Y —Yo,% — ZO) = t(k1’k27k3)

Odavde dobijamo parametarsku jednacinu prave; = =z + kot y=1yo+ k1t 2z = 29+ kst koju zapisujemo i

T — o Y —Yo Z— 20
: f— = :t
p o s T (=1)

Primer 2.6. Neka je data prava
r—3 y—1 =z+1

i e

Iz ove jednacine odmah pro¢itamo njen vektor pravca v, = (2,3, —3) i jednu njenu tacku A(3,1, —1)

e Dve prave su paralelne ako i samo ako su im vektori pravaca kolinearni.

e Ugao izmedju dve prave je ugao izmedju njihovih vektora pravaca (definisan je iako se prave mozda i ne seku).

2.9 Rastojanje tacke od prave u R"

Rastojanje tacke M od prave p (u R"™) odredjene tatkom A € p i vektorom pravca v, ratunamo kao u delu 2.7 kada

—
smo rac¢unali visinu paralelograma: Oznac¢imo AM sa m:

M
<A
m m—cvp
A CVp M, Vp p
—_— m.
MM, =m—cvy,, gdeje c= 7‘2 pa:
[vpll
EYEVMIE: 2 2 (vp-m)?
[MM,||" = [|(m — cvp)[|” = [[m]]” —

e U R? i R? postoji alternativni naéin ra¢unanja rastojanja tacke od prave. Rastojanje tacke M od prave p
odredjene tackom A € p i vektorom pravca v, mozemo izra¢unati koristeéi vektorski proizvod (povrsinu): Oznacéimo

—
AM sa m:

M Vp N
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—_—
||M Mp|| je duzina visine paralelograma odredjenog vektorima m i v,, pa je brojno jednaka povrsini paralelograma
podeljenoj duzinom njegove stranice v:

[m X v, |

—
|MM,| =
: [vpll

2.10 Prava u ravni

Imamo dve vrste jednacina prave u R?. Mozemo je posmatrati kao:
1. pravu u R" (odredjenu tackom i vektorom pravca);

2. hiper-ravan u R? (odredjenu tackom i vektorom normale).

Primer 2.7. Nekaje p:2x+3y=>5
Iz jednacine odmah imamo vektor normale prave p: n, = (2,3). Tacka A(1,1) pripada pravi p.

Vektor pravca prave p mozemo odrediti na dva nacina:
1. v, je ma koji vektor normalan na n,; npr. v, = (—3,2)

2. Tacka B(7,—3) pripada pravi p pa je njen vektor pravca i AB = (10, —5).
Primer 2.8. Odrediti jednacinu prave ¢ koja sadrzi tacku M (2,7) i normalna je na pravu p:3z —2y =14
Imamo vektor normale prave p: n, = (3, —2). Vektor pravca prave ¢ je bas n, pa je jednacina
T—2 y;?
3 -2

q: ili g 3x+2y=20.

2.11 Polozaj ravni u R?

e Jednacine ravni koja sadrzi 3 date nekolinearne tacke A, B, C' mozemo naéi na sledeé¢i na¢in: kako ravan odredjuju
—_—
tacka i vektor normale, treba naéi samo vektor normale, a to je AB x AC.

Primer 2.9. Jednacina ravni koja sadrzi tacke A(1,0,2), B(3,2,1) i C(2,1,5). Nadjemo vektor normale:

. i j k
n=ABx AC = (2,2,-1)x (2,1,3)=| 2 2 —1 |=(7,-8,-2)
2 1 3

Jednacina ravni koja sadrzi tacku A(1,0,2) i normalna je na vektor n = (7, —8, —2) je:

T(x—1)—8y—2(z—2)=0

e Naéi ¢emo jednacinu ravni koja sadrzi (nekolinearne) tacke A(aq,as,as), B(b1,ba,b3) i C(c1,c2,c3). Prvo
nadjemo vektor normale na ravan, npr
; j i
—_—
n = AB x AC = bl—al bz—ag b3—a3
€1l —a1 C2—0az2 C3—as

Primeti da je 7 # 0 kako su tacke nekolinearne. Dalje, tacka X (z,v, z) pripada ravni akko AX n=0 akko:

T — aq Yy —as Z — asg
bl—al bg—az bg—ag =0.
Ci1 —aip C2—ag C3—as

e Dve ravni « i 8 su paralelne ako i samo ako su im vektori normala kolinearni. Ekvivalentno: povrsina paralelo-
grama odredjenog sa ta dva vektora je 0 (ili n, x ng = 0).

o Iz prethodnog sledi da se dve ravni a i 3 seku akko n, X ng # 0. Da odredimo jednaginu presecne prave te dve
ravni treba na¢ jednu tacku preseka i vektor pravca prave. Vektor pravca je normalan na svaki od vektora normala
ravni, pa mozemo uzeti

Vp =N, X Ng
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Primer 2.10. Jednacina presecne prave ravni «: 2z +2y—z=1 i [: 2x+y+3z2=25.

i j k
Vp=n,xng=|2 2 —-1|=(7,-8,-2)
2 1 3

Presecna tacka je bilo koje resenje sistema 2z +2y—z2=1 2x+y+32=5 npr. A(1,0,1).

r—1 Y z—1
. = — = :t
p - =5 =)

e Neka je ravan « data tackom A i vektorom normale n. Rastojanje tacke M od ravni « je duzina duzi AM;.
Primetimo AM; = proj (AM,n
A

M, M

<

A «

Prema tome, rastojanje racunamo po formuli:

(M — A) - n]

d(Mv a) = |AM1‘ = |p1"0j (AM,II)| = HnH2

2.12 Medjusobni polozaj pravih u R?

e Prave p i ¢ su paralelne akko su im vektori pravaca kolinearni; ekvivalentno v, x v, = 0.

e Kada su p i ¢ mimoilazne?

Neka je p data tackom A i vektorom pravca v, a ¢ tackom B i vektorom pravca v,.
q
v
B ‘¢ v

«

Y

A Vp p

Primetimo da su prave mimoilazne ako i samo ako je paralelepiped odredjen sa A—B), Vp, Vg nedegenerisan (zapremina
—
mu nije nula):  [AB,v,, vy #0
. . . . K . -
e Sliéno: prave su u istoj ravni (paralelne su, ili se seku) ako i samo ako [AB,v,, v, =0

e Rastojanje izmedju mimoilaznih pravih p i ¢ (sa gornje slike) je jednako visini paralelepipeda. Primetimo da je
povrsina osnove paralelepipeda paralelogram odredjen sa v, i v, pa imamo:

[A—B>, Vp, V]

[Vp X vl

d(p,q) =

2.13 Medjusobni polozaj prave i ravni, ugao izmedju prave i ravni

Neka je prava p zadata tackom A i vektorom pravca v, i neka je ravan a zadata tackom B i vektorom normale n,.
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e p pripada ravni o akko A € « (ekvivalentno AB 1L ny) i v, Lng:
—_—
AB-n,=0 i vpxn,=0
® p je paralelna ravni (ali joj ne pripada) a akko A ¢ aiv, L n,:

—
AB-n, #0 i vp,xn,=0

o Iz prethodna dva sledi da p seCe ravan « akko v, xn, #0

e Ugao izmedju prave p i ravni a je (po definiciji) ugao 6 izmedju p i njene ortogonalne projekcije na ravan «
(ozna¢imo projekciju sa p’).

p
A
<4
n
Vp
¢
0 P’
o
Ako je ¢ ugao izmedju vektora v, i n tada je: cos ¢ = ﬁ pa, zbog ¢+ 6 = 90°, imamo:
n

v, n

sin § = -2
([n][?

3 MATRICE

Definicija 3.1. Matrica tipa m x n, ili formata m x n, (size, shape) nad poljem K je pravougaona tablica koja se
sastoji od m vrsta (horizontalnih redova, rows) i n kolona (vertikalnih redova, columns) ¢ija su polja popunjena
elementima skupa K:

a1 a2 @13 ... Qip
a21 az2  A23 ... Q2n
az1 aszz a3z ... 0G3p
Am1 Am2 Am3 o Amn

Ovu matricu skra¢eno obelezavamo sa (a;j)m,» ili samo sa (a;;)
o Koristi se i oznaka [a;;] ;

o Matrice (@ij)mmn 1 (Dij)m/.ns su jednake akko imaju isti tip (m = m’ i n = n') i svi parovi odgovarajuéih
elemenata su jednaki (a;; = b zal <i<m, 1 <j<n));

Vi
. . V2
o Vektor i-te vrste je vi = (@i1, @2, .., Qin) ; (Qij)mn =
Vm
alj
. . o agj . o
o Vektor j-te kolone je uy = ;i (aij)mn = (U1 uz ... up)

Qmj
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3.1 Sabiranje i mnozenje matrica skalarom,

o Skup svih m x n matrica nad poljem K se oznacava sa M, ,(K).
e Sabiramo samo matrice istog formata

(@ij)mm + (0ij)mm = (@ij + bij)mon

e Matrice mnozimo skalarom k po pravilu:

k (aij)m,n = (k aij)m,n 5

o Nula-matrica tipa m x n ima sve elemente 0, ozna¢avamo je sa Om pn ( ili samo sa 0).

Teorema 3.1. Za sve matrice A, B,C € M, ,(K) i skalare ky, ke € K vazi:

1. (A+B)+C=A+(B+0)
2. A+0=4

3. A+(-4)=0

4. A+B=B+A

5. ki(A+B)=kiA+k B
6. (ki+hk)A=kiA+kyA
7. (kike) A=k (ko A)

8. 1A=A

Dokaz.

e Ove osobine znache da je M,, ,(K) vektorski prostor nad poljem K (videti Definiciju 4.1).
e Aksiome vektorskog prostora dozvoljavaju uobicajeno linearno kombinovanje; na primer:

2(3A—4B)+3(B+2A)=6A—-8B+3B+6A=124A—-5B

3.2 Mnozenje matrica

Neka je A= (a1 az ... a,) B= Definisemo:

A~B:a1b1+agbg+...+anbn

Ovo je skalarni proizvod vektora vrste (ili 1 x n matrice) i vektora kolone (ili n x 1 matrice). U rezultatu dobijamo
skalar (ili 1 x 1 matricu).
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Definicija 3.2. Neka je A matrica tipa m x k i B matrica tipa k x n (vektori vrsta matrice A i vektori kolona matrice
B imaju istu duzinu k).
Ay

A= | Az

B = (B'B?..B")
Am

Definisemo proizvod A - B (koji je matrica tipa m X n) na sledeéi nacin:

A, Bl A,-B2 ... A, -B"
AB— A, Bl A, B2 ... A, -B"
A,-B' A,-B?2 ... A, B

e AB= (Cij)m,n gde je
cij = a;1byj + azbsj + ... 4 by

. k
ili: e =D . aishsj -

Primer 3.1.
2 1 6
3 5 4

2:6+1-1+6-0 2-3+1-7+6-1 | | 13 19
3.6+5-1+4-0 3-34+5-7+4-1] | 23 48

O = O

3
7 =
1

e Ukoliko matricu B predstavimo preko vektora vrsta

b
a1 a2 ... Qi b; a11by + aisbz + ... + a1xbyk
az1 a2 ... Q2 _ a21b1 + azeba + ... + azrbi
aml Am2 ... Gmk Bk amlbl + am2b2 + ...+ amkbk
Primer 3.2.
1 2 3 b1 b: + 2bs + 3bs
4 5 6 bo = 4b; + b5by + 6bg
7 8 9 bs ™y 4+ 8bs + 9bg
Konkretno:
1 2 3 3 2 2 -1
4 5 6 -2 0 = 8 2
7 8 9 1 -1 14 5
1(37 2) + 2(_27 O) + 3(17 _1> = (2a _1)

4(3,2) + 5(—2,0) + 6(1, —1) = (8,2)
7(3,2) +8(—2,0) + 9(1, —1) = (14, 5)

Teorema 3.2. Sledeca tvrdjenja vaze pretpostavljajuéi da su formati matrica A, B, C' takvi da su izrazi definisani:
1. (AB)C=A(BC) (asocijativnost);
2. AB+C)=AB+AC (leva distributivnost);
3. (B+C)A=BA+CA (desna distributivnost);
4. EkE(AB)=(kA)B=A(kB) gde je k skalar.
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e Mnozenje matrica nije komutativno:

VR
Lo
—
N W
~——
7N
=~ =
w o
~——
I
7N
RS
S ©
~——

(G20 \)
—_
OOO‘J
N—

7N
=
w o
N~
7N
|
—
[NV
N~~~
I
7N

4
7
4

O O ©

w o
N———
I

—

0 2 3
3 ) -1 2 nije definisan !!!

O =
— O

Definicija 3.3. Jedini¢na matrica reda n, u oznaci I, je n X n matrica:

_ e oo

o Ako je A matrica tipa m x n onda je:
I,.A=AI,=A

e Ako je red jedini¢ne matrice jasan iz konteksta pishemo samo I.

3.3 DMatric¢ni zapis sistema linearnih jednacina, veza izmedju skupa reSenja sistema i
skupa resenja pridruzenog homogenog sistema

Sistem linearnih jednacina

a1y 4+ ar2 4+ ... aT, = b
a1 +  axrz + .. AT, = b
Am1T1 + @maTo + ... AQmnZn = bm

mozemo zapisati u matri¢noj formi A X = B:

x
ail a2 ... Gip ! by
To
a21 az2 ... Q42p _ bo
aml Am2 ... Omn x'n bm
Matrica A je matrica sistema (coefficient matrx).
Primer 3.3. Sistem
2z + 3y + 5z = -1
-z + 2y + 4z = 5

mozemo zapisati u matri¢noj formi A X = B:

(2

o o
B~ ot
N———
ISEENIE
I
7 N\
o |
—_
~
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Primer 3.4. Sistem
2z 4+ 3y 4+ 5z = 0

- + 2y 4+ 4z = 0

mozemo zapisati u matri¢noj formi A X = O:
2 3 5 Ty
~1 2 4 Sl
z

Teorema 3.3. Pretpostavimo da su uj, ua, ..., uj reSenja homogenog sistema A X =0 (u; je vektor-kolona) . Tada
je svaka linearna kombinacija kiuy + kaugz + ... + kju; takodje reSenje sistema.

Dokaz: Dato nam je: Au; =0, Auy =0, ..., Au,, = 0. Otuda:
A(k1u1 + koug + ... + knun) = k1Au; + ks Aus + ... + k, Au,,
=k10+kO0+..+k,0=0

Teorema 3.4. Pretpostavimo da je ug jedno resenje sistema A X = B ineka je W skup svih resenja (vektor kolona)
odgovarajuéeg homogenog sistema A X = 0. Tada je

110+W:{110+W|W€W}
skup svih resenja nehomogenog sistema.
Dokaz: Kako je U = ug + W dobijeno dodavanjem uy svakom elementu W .............
Primeéujemo da teorema ima geometrijsku interpretaciju u R3. Posebno, predpostavimo da je W linija koja prolazi

kroz pocetak O. Onda je, kao sto se vidi sa slike, U = ug + W linija koja je paralelna W dobijena dodavanjem vg
svakom elementu W. Sli¢no, za bilo koje W

U narednoj teoremi bitno je da je polje K beskonaéno:

Teorema 3.5. Svaki sistem linearnih jedna¢ina A X = B ili nema resenja, ili ima ta¢no jedno resenje, ili ima
beskona¢no mnogo reSenja .

Dokaz: Dovoljno je pokazati da ako AX = B ima viSe od jednog reSenja, da ih onda ima beskona¢no mnogo.
Predpostavimo da u i v razli¢ita reenja AX = B; onda je i Au= B i Av = b. Onda, za bilo koje k € K,

Afu+k(u—v)] = Au+ k(Au — Av) = B+ k(B — B) = B

Drugim re¢ima, za bilo koje k € K, u+ k(u — v) je reenje za AX = B. Kako su za razli¢ite k-ove ova resenja
medjusobno razlic¢ita (videti Problem 3.21), i kako imamo beskona¢no mnogo k-ova, zaklju¢ujemo da AX = B ima
beskonacan broj resenja.

3.4 Blok matrice

Blok matrice dobijamo deljenjem matrice horizontalnim i vertikalnim linijama na matrice manjeg formata (pod-
matrice). Na primer, ako je A = (a;j)6,6 mozemo je deliti na blok matrice na vise nacina:

aj; Q2 - @13 Q14 - Q15 Q16

Q21 Q22 © G23 G24 : Q25 Q26

az;i azx : azz G4 G35 Az A Az A
A= = Az Ag A23

aq1 Q42 © Q43 Q44 - Q45 Q46 Az Aszy Asg

as1 Gs2 = Gs53 QAs4 - Q55 (56

a1 Ge2 - A3 Qs - QAe5 A66



Linearna Algebra i Analiticka Geometrija —23—

Matrice A;; su tipa 2 x 2

ai; aiz2 - @13 Q14 - A15 Q16
Q21 Q22 © (23 Q24 : Q25 Q26
asz;r Qazz2 . a33 G34 . 435 Q36 , , ,
_ . . _ 11 12 13
A= e L e o _< ! / Al )
21 22 23
Q41 Q42 . @43 Q44 - Q45 Q46
as1 Qs2 . @53 QAs4 . Ap5 Q56
a1 Qe2 - Q3 Qg4 - Ae5 A6
Matrice Aj ; su tipa 3 x 2
aj; a2 - @13 @14 G15 < Q16
Q21 Q22 - @23 Q24 Q25 . Q2
azp a3z . a33 Qa34 Aazs . A36
A= . . _(C D E
- aq1 Q42 © Q43 Q44 Q45 - Q46 "\ F G H
as1 Gs2 - a3 Q54 As5 . (56
ae1 G2 - A3 Qg4 QAe5 - 466

Cietipadx2 Djedx3, Ejedx1, Fje2x2 Gje2x31iHjetipa2x1.

e Dijagonalna blok matrica je blok matrica oblika

All 0 0
0 Ax»n .. O
0 0o ... A,

gde su svi blokovi A4;; kvadratne matrice (moguée razli¢itih formata). Primetimo da blokovi 0 ne moraju biti
kvadratni i mogu biti razli¢itih tipova. Na primer:

2 3 : 0
An 0 Y _ | 1 5 ¢ 0
0 A22 B P P PRI PRI
0 0 : 4
e Trougaona blok matrica je blok matrica oblika
Ay A o A
0 A22 A2n
0 0 . Apn
gde su svi blokovi A;; kvadratne matrice.
e Ako su blok-matrice
All A12 Aln Bll Blg Bln
A= Axy Az ... Ay, { B— Bsy  Baa ... Ba,
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istog ‘tipa’ (t.j. Ai; 1 Byj; su istog tipa za sve i,j) tada je

An+Bi Ap+Bi2 ... A+ B,
A+ B— Az1 + Ba1 Ase+Bax ... Axy + Bay
Aml + Bml Am2 + Bm2 Amn + an
A Aip . Aln kA kAo .. kAln
o k Asq Aoy ... Ay, _ k Agq kAy ... kA,
Ay Ay o A kA, kA .. kA,
e Ako su blok-matrice
A A Alp By1 Bis ... By,
A _ A21 A22 cee A2p B _ B21 B22 cee B2T
Aql Aq2 qu Bpl Bpg Bpr

takve da je svaki (matri¢éni) zbir
Cij = AnB1j + AipBoj + ... + A By

definisan, tada je

Cii Ci2 ... Cyr
AB: 021 022 cee Czr
Cp Cp . Cy

Primel‘ 3‘5‘ Neka je A = ( ) Tada je AA = ( ZS 1

)

RN o
NIV N U

00 2 3 2 3
00 1 4 1 4 (0 A A A
2 30 0 0 0 (AO)(OA)
1400 00
0 0 7 18
[ 0A+A40 0A+A44) [0 0 6 19
_(AA+O AA+OA)_ 7 18 7 18
6 19 6 19

3.5 Transponovanje matrice

Transponovanu matricu matrice A, u oznaci A”, dobijamo tako §to vrste matrice A pisemo kao kolone matrice AT:

T a a a
a1 @iz a3 .. ain ot m
a1 a2 423 as Gz 022 e Gm2
= a13 a23 am3
am1 Am2 am3 o Amn
A1n a2n oo Qmn

e Akoje A= (aij)mn matrica tipa m x n tada je AT matrica tipan x mi AT = (aj;)n.m-

e Ako je A vektor vrsta (1 x n matrica) tada je AT vektor kolona (n x 1 matrica); vazi i obrnuto.
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Teorema 3.6. Pretpostavljajué¢i da su matrice takvih formata da su izrazi definisani vazi:
L. (A+B)7T=AT+B7"
2. (AT =4
3. (kAT =k AT
4. (AB)T =BT AT .

3.6 Kvadratne matrice

Kvadratne matrice su one koje imaju isti broj vrsta i kolona (t.j. tip im je oblika n X n); za matrice tipa n x n
kazemo i da su matrice reda n . M, (K) (umesto M, ,(K)) oznacava skup svih kvadratnih matrica reda n nad poljem
K.

e Skup M, (K) je zatvoren za sabiranje, mnozenje i mnozenje skalarima:
1. Ako A,Be M,(K) tadai A+ B, AB e M,(K);

2. Ako k€K i A€ M,(K) tada kA€ M,(K).

e Vaze osobine iz Teoreme 3.1 za M, (K) (¢ini vektorski prostor nad poljem K).
e Prema Teoremi 3.2 za sve A,B,C € M, (K) ik e K vazi:
1. (AB)C=A(BC)
2. AB+C)=AB+AC
3. (B+C)A=BA+CA
4. k(AB)=(kA)B=A(kB) gdejek skalar.
Vektorski prostor u kome je definisana i operacija mnozenja vektora koja zadovoljava ove uslove naziva se algebra.

e Za skup A C M,(R) kazemo da je algebra matrica ukoliko je zatvoren za sabiranje, mnoZenje i mnozenje
skalarima; primetimo da tada on ima sve osobine pobrojane u teoremama 3.1 i 3.2
Primer 3.6. 1. AB+AC+ A? = A(A+ B+ C) (izvlacenje ‘levog’ A)

2. BA+CA+A?=(B+C+ A)A (izvlatenje ‘desnog’ A)

3. (A+B)(C+D)=AC+AD+BC+BD

4. (A+B)?=(A+B)(A+B)=A>+ AB+ BA+ B?

5. AB+CA# A(B+C) (mnozenje nije komutativno) .

e Matrice A, B reda n komutiraju ako vazi AB=BA .

e Induktivno definiSemo stepen kvadratne matrice:

A' =1, A'=A, A2=AA, .. AMTl=4"4

e Opstije, za svaki polinom p(t) = a, t" + a,_1t" ... + a1t +ag definiSemo matriéni polinom:

p(A) =a, A" + an_lAn_l... ‘a1 A+ agl
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Teorema 3.7. Ako su f(t) i g(t) polinomi tada je:
L (f+9)(A) = f(A) +9(4)
2. (fg9)(A)=f(A)g(4)
3. f(A)g(4) =g(A) f(A).

Dokaz. Videti Problem 4.11

e Glavna dijagonala kvadratne matrice (main diagonal) ide iz gornjeg levog u donji desni ugao; ona sadrzi elemente

ai] a2 ... Qpn

o tr(A), ili trag kvadratne matrice (trace) A = (a;j)n,n je skalar definisan kao suma elemenata glavne dijagonale:

tr(A) = a11 + asg + ... + Gy
Teorema 3.8.  Ako je k skalar i A, B € My(R) tada vazi:
1. tr(A+ B)=tr(A)+ tx(B)
2. tr(kA) =ktr(A)
3. tr(AB)=tr(BA)

Dokaz. Videti Problem 4.10

3.7 Elementarne transformacije vrsta matrice, elementarne matrice

Elementarne transformacije vrsta matrice su:

(E1) Zamena mesta dve viste ; vi < Vj

(E2) Mnozenje jedne vrste skalarom k #0; v; — kv;

(E3) Dodavanje i-toj vrsti k puta j-ta vrsta (i # j!); vi +— vi+kv;
e Svaka od ovih operacija ima inverznu operaciju istog tipa:

(1) v; < vjje inverzna sama sebi ;

(2) vi — %vi je inverzna za vy — kvj;

3) vi —» vi— %Vj je inverzna za vi — vi+kvj.

e Matrice istog formata A i B su ekvivalentne (po vrstama), u zapisu A ~, B, ako B moze biti dobijena iz A
primenom niza elementarnih transformacija vrsta.

e ~, je relacija ekvivalencije (na skupu matrica fiksiranog tipa):
(1) A~y A

(2) A~, B povla¢gi B~, A

3 A~,B iB~,C povlaci A~, C

Teorema 3.9. Svaka matrica je ekvivalentna stepenastoj matrici istog formata.
Dokaz. ...

Kanonske matrice su stepenaste matrice sa jedinicama na prvom ne-nula mestu u svakoj vrsti, a u koloni svake
takve jedinice moraju se nalaziti jos samo nule. Kasnije ¢emo dokazati jace tvrdjenje od prethodnog :

Teorema 3.10. Svaka matrica je ekvivalentna jedinstvenoj kanonskoj matrici istog formata.
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Neka e oznacava elementarnu transformaciju matrice (neku od (E1), (E2), (E3)) i neka je e(I) matrica dobijena pri-
menom operacije e na jedini¢nu matricu I. Takve matrice su elementarne matrice koje odgovaraju el.transformacijama
vrsta.

e Svaka elementarna operacija na vrstama matrice je mnozenje odgovaraju¢om elementarnom matricom s’ leva.

Primer 3.7. Prethodno tvrdjenje na primeru 3 x 3 matrica:

1 00
(1) e je ‘zameni mesta druge i treée vrste’ : e(l)=| 0 0 1
01 0
1 0 0 ap az as a; az as
0 0 1 b1 b2 b3 = C1 Co C3
01 0 c1 ¢ c3 by by b3
1 00
(2) e je ‘pomnozi drugu vistusa k’: e(l)=| 0 k 0
0 0 1
1 00 a; az as a;  az as
0 k O by by by | = | kby kb kbs
0 0 1 C1 Co C3 C1 Co Cc3
1 0 0
(3) e je ‘dodati drugoj vrsti k puta treéa’> e(I)=| 0 1 k
0 0 1
1 0 0 ap az as ay as as
0 1 k b1 b2 bg = bl + kCl b2 + kCg b3 + kC3
0 0 1 C1 Co C3 C1 Co c3

Teorema 3.11. Neka je e elementarna transformacija vrsta i neka je e(l,,) njena odgovarajuca elementarna matrica.
1. Primenom operacije e na matricu A (koja ima m vrsta) dobijamo matricu e(I) A .

2. A ~, B akoisamo ako postoji matrica P koja je proizvod elementarnih matrica takva daje A= P B

Dokaz.

3.8 Inverzna matrica

Definicija 3.4. Kvadratna matrica A je inverzibilna (invertible or nonsingular) ako postoji matrica B istog tipa takva
da je
AB=BA=1

e Ako je A inverzibilna tada postoji ta¢no jedna matrica koja zadovoljava gornji uslov; zovemo je inverzna matrica matrice
A (ili inverz od A) i obelezavamo sa A~1:

AAT T =ATTA=T

e Ako je B inverz za A onda je A inverz za B ((A71)~1 = A).

e Ako su A i B inverzibilne tada je i A B inverzibilna i vazi:
(AB)"'=B"tA!
Opétije: (A1 A Ay)~t = A 1 ASTAT!

e Ako A ima nula-vrstu onda nije inverzibilna.
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. 2 5 3 =5\ 3 -5 2 5
Primer 3.8. <1 3)(_1 2)—(_1 2><1 3)
—1 —1
Tnadi: 2 5 _ 3 =5 ; 3 -5 (25
' 1 3 LU -1 2 -1 2 L1 3

e Ako je A inverzibilna i B takva da vazi BA=1 (ili AB =1) tada je B= AL

Il
~

B A =1 pomnozimo s’ desna sa A71:
BAA'=TA!

BI=A"! B=A"!

e Elementarne matrice su inverzibilne.
e Proizvod elementarnih matrica je inverzibilna matrica.

e A ~, B ako isamo ako postoji niz elementarnih matrica E1, ...., E,, takvih da je
E,Ey, 1..E1A=B

Teorema 3.12. Neka je A kvadratna matrica reda n. Tada su slede¢a tvrdjenja ekvivalentna:
(1) A je inverzibilna;
(2) A ~, I ili: primenom niza elementarnih transformacija vrsta matricu A mozemo svesti na jedini¢nu;

(3) A je proizvod elementarnih matrica (koje odgovaraju el. trans. vrsta).

Dokaz: Predpostavimo da je A inverzibilna i predpostavimo da je A ekvivalentna matrici B koja je u kanonskoj
formi. To znac¢i da postoje elementarne matrice Eq, Es, ..., E,, takve da E1, Es,...,E,A = B. Kako su A i svaka
elementarna matrica inverzibilne, B je takodje inverzibilna. Ali ako B # I, onda B ima nula-vrstu; odakle sledi da B
nije inverzibilna. Tako da B = I pa (1) implicira (2). Ako (2) vazi, onda postoje elementarne matrice Ey, Fa, ..., Fy,
takve da Fy, By, ..., E,A = 1. Kako je A = (E,,...,E;)~' = E/'...E;'. Ali E;" je isto elementarna matrica. Odavde
sledi da (2) implicira (3). Ako (3) vazi, onda A = E1Es...E,,. E; je inverzibilna matrica; zbog njihovog proizvoda i A
je inverzibilna, a odatle sledi da (3) implicira (1). Prema tome, teorema je dokazana.

Teorema 3.13. Akoje AB=1Itadajei BA=1 (prematome A~! = B)
Dokaz

Teorema 3.14. B ~, A ako i samo ako postoji inverzibilna matrica P takva da je B= P A .

Dokaz: Predpostavimo B ~, A, tj. B = eu(...(e1(A))...) = Es...E1A = PA gde je P = E,...E; inverzi-
bilna matrica. Prema Teoremi 3.12, P je proizvod elementarnih matrica, pa se B moze dobiti iz A elementarnim
transformacijama vrsta Sto znaci B ~,, A.

Posledica 3.1. Ako je A ~, B i B ima nula-vrstu onda A nije inverzibilna.

Dokaz. Neka je A ~, B . Tada postoji inverzibilna P takva da je B = P A. Ako je A inverzibilna onda jei P A
inverzibilna; ali B = P A nije inverzibilna. Prema tome A nije inverzibilna. O

Znagi: ako (kvadratnu) matricu A mozemo elementarnim transformacijama vrsta svesti na matricu sa nula-vrstom

tada A nije inverzibilna!

e VideCemo kasnije i drugi nacin ispitivanja postojanja i izracunavanja inverzne matrice: dokazacemo da je A

inverzibilna ako i samo ako je det(A4) # 0 i u tom slu¢aju je A~! = adj(A).

det(A)
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3.9 Izracunavanje inverzne matrice elementarnim transformacijama vrsta

Teorema 3.12 (1) < (2) kaze: A je inverzibilna ako i samo ako se moze svesti na jedini¢nu matricu. Neka je A
inverzibilna reda n. Tada postoji niz elementarnih matrica takvih da je

Ep . EsEJA=1

Pomnozimo s’ desna sa A~1:

Ep...EsELAA Y =TA7!
Ep..EyB=A"1

Strategija izracunavanja A=1': (I) Formiramo blok matricu ( A T )

(IT) Svodimo je na kanonsku formu (t.j. na I') elemetarnim transformacijama vrsta (mnozenjem s’leva elementarnim
matricama Eq, Fs, ..., E,;,)
(A4 1)
( E1A E\I )

( BsE1A BB )

( EmeBrA BB ) =
=(I A7)

Algoritam za izraéunavanje A~!

Korak 1. Formirati n x 2n blok matricu M = (A I) ;

Korak 2.  Elementarnim transformacijama vrsta svesti matricu M na stepenastu formu (i tada je A-blok gornje-
trougaon, t.j. ima nule ispod glavne dijagonale); ako stepenasta forma ima nula-vrstu u A-bloku STOP (A nije
inverzibilna);

Korak 3. Elementarnim transformacijama produziti svodjenje do kanonske forme: ona je oblika (I B);

Korak 4. A~!=B.

Objasnjenje STOP u koraku 2 je zbog Posledice 3.1: ako A ~, B i B ima nula-vrstu tada A nije inverzibilna!

Primer 3.9. Nekaje A= ( ;) § )

-5 2
-1 _
Prema tome A —( 3 1 >
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1 0 2
Primer 3.10. Nekaje A= 2 -1 3
4 1 8
0 2 :100
2 -1 3 010 ~v
4 1 8 0 0 1
1 0 2
0 -1 -1
0 0 -1
nema nula-vrste u A-bloku pa produzavamo:
1 0 2 1 00
0o -1 -1 -2 1 0 ~v
0 0 -6 1 1
1 0 0
010
0 0 1
-1 2 1
Prema tome A~! = -4 0 1
6 -1 -1
1 0 2
Primer 3.11. Nekaje A= 2 -1 3
4 1 9
0 2 :100
2 -1 3 010 ~v
4 1 9 0 0 1
1 0 2
0 -1 -1
0 0 0

Dobili smo nula-vrstu: STOP! A nije inverzibilna.

3.10 Elementarne transformacije kolona

Posmatrajmo proizvod

a1 ai2 a1k
a21 a22 a2k
Am1l  Am2 Amk

1 0 2 1 0 0
0 -1 =2 10| ™
0 1 0 -4 0 1
1 0 0
-2 1 0
6 1 1
1 0 0 ~11 2 1
0 -1 0 4 0 —1 | ™
0 0 -1 6 1 1
11 2 1
-4 0 1
6 -1 —1
1 0 2 1 00
0 -1 =2 10| ™
0 1 1 —4 0 1
1 0 0
2 1 0
-6 1 1
bll b12 bln
b21 b22 b2n
bs1  bs2 bsn,
b1 b bin
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Prva kolona u proizvodu je

a11b11 + aizbar + ... + a1pbn1

a21b11 + a2ba1 + ... + a2nbni

Am1b11 + amabat + ...+ Gpnbny

ail ai2
a21 a22

b11 +b21 +...+bk1
Am1 am?2

gdeje A=( A' A2

a1k

@2k 1 b AL £ by A% 4.+ b AK

Amk

Ak ) predstavljena preko vektora kolona

e Ukoliko matricu A predstavimo preko vektora kolona tada je mnozenje matricom B (s’ desna) delovanje njenih

kolona na kolone matrice A.

b1 bi2 bin

b21 b22 b2n
(A A2 AR ) [ bsr bse bsn | =

bri br2 brn

= ( b1 At + by A% + .+ by AK

Elementarne transformacije kolona matrice su:

bin A + bon A2 + . 4 b AR )

(Fy) Zamena mesta dve kolone ; ki « kJ
(F;) Mnozenje jedne kolone skalarom k # 0 ; ki — kk!
(F3) Dodavanje i-toj koloni k puta j-ta kolona (i # j!);

K — kK +kK

e Svaka od ovih operacija ima inverznu operaciju istog tipa:

(1) k' < K je inverzna sama sebi ;
(2) K
(3) K

— %k‘ je inverzna za k' — kk';

— k'— kkJ je inverzna za k'

— K +Ekk .

Neka f oznacava elementarnu transformaciju kolona matrice (neku od Fy, Fy, F3) i neka je f(I) matrica dobijena pri-
menom operacije f na jedini¢énu matricu I. Takve matrice su elementarne matrice koje odgovaraju el.transformacijama
kolona. Svaka elementarna operacija je mnozenje odgovaraju¢om elementarnom matricom s’ desna

Primer 3.12. Elementarne matrice koje odgovaraju operacijama na kolonama 3 x 3 matrica

1

(1) Zamena mesta druge i treée kolone: f(I)=| 0
0

a1 as as 1 0

by b2 b3 0 0

C1 Co C3 0 1

Mnozenje druge kolone sa k:

(2)

ap a2 ajg
by b2 b3
1 C2 C3

SN—— e N
O O =
o O
= o O

o
o O

0 0

0 1

1 0

0 air asz az
1 = by b3 b
0 c1 €3 C2
O a1 kag as
0| = b Kby by
1 C1 kCQ C3
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1 00
(3) Dodati drugoj koloni k puta treéa: e(I)=1 0 1 0
0 k 1

ayp az as 1 0
by by b3 0 1
0 k

i C2 C3

a1 as+kas as
b1 by + kbs b3
c1 co+kes c3

— o O
I

Teorema 3.15. Neka je f elementarna transformacija kolona i F' njena odgovaraju¢a matrica. Tada je f(A) = AF.

e Matrica operacije f: dodati drugoj koloni k puta treéa

1 00
F=101 0
0 k£ 1
Matrica operacije e: dodati drugoj vrsti k puta treca
1 0 0
E=10 1 k
0 0 1

e Neka je f bilo koja el. trans. kolona i e odgovarajuéa transformacija vrsta. Vazi: F = ET
f mozemo primeniti na bilo koju matricu A na sledeéi nacin:
(1) prebacimo kolone u vrste: A +— AT
(2) izvrsimo e: AT s e(AT)
(3) vratimo vrste u kolone: e(AT) — (e(AT))T
F(A) = (e(AT)T
Kako je f(A)=AF i e(AT) = E AT, koristedi osbine transponovanja, imamo:
AF = (EATYT  AF = (ATYTET AF = AET

Za A=1 imamo: F = ET

e Matrica B je ekvivalentna (po kolonama) (column equivalent) matrici A ako B mozemo dobiti uzastopnom
primenom elementarnih transformacija kolona.

Teorema 3.16. B je ekvivalentna (po kolonama) sa A ako i samo ako postoji inverzibilna matrica @ takva da je

B=AQ.

e Podsetimo: B je ekvivalentna po vrstama sa A (moze se dobiti transformacijama vrsta) ako i samo ako postoji
inverzibilna matrica P takva da je B = PA .

3.11 Ekvivalentnost matrica
Matrice A i B su ekvivalentne ako se A primenom el. transformacija vrsta i kolona moze svesti na B.

e Ekvivalentnost je relacija ekvivalencije.

e B je ekvivalentna sa A ako i samo ako postoje inverzibilne matrice P i @) takve da je B=PAQ.
Teorema 3.17. Svaka m x n matrica je ekvivalentna ta¢no jednoj blok matrici oblika ( IOT 8 > gde je I, jedini¢na
r X r matrica. (r je rang matrice A)
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Dokaz: Dokaz se sastoji iz sledeceg algoritma:

Korak 1. Matricu A svedemo na kanonsku formu, sa vode¢im ne nula clanovima a1, a2, .- @my,,, -

. . . . . . . . . . I. B
Korak 2. Zamenimo (i Cyj,, zamenimo Cy i Cyj, ..., i zamenimo C,, i Cj,,. Ovo daje matricu u formi ( 6 0 ),

sa vodeéim ne nula ¢lnom aj1,a22, ..., Gy m-

Korak 3. Iskoristiti operacije nad kolonama, sa a;; kao pivotima, da bi zamenili ¢lan u B sa nulom, npr. za
i=12,..,7rij=r+1,742,..,n, primeniti operacije —b;;C; + C; — C;. Konacna matrica treba da izgleda

I. 0
0 0 /)
3.12 Smena promenljivih (promena koodinatnog sistema), sliéne matrice

Neka je
Ti = Piry1 + picy2 + . + Dinyn 1 =1,2,...m

linearna smena promenljivih. Ona je inverzibilna ako je matrica P = (pj;)n,» inverzibilna.
X =PY akoisamoako Y =P 1X
(X je vektor kolona (z122..7,)7 a Y = (y1y2...yn)7)

Geometrijsko tumacenje linearne inverzibilne smene: promena koordinatnog sistema. Posmatrajmo standardan

2 3 ) Definisemo

ij-koordinatni sistem u R? i neka je P = ( 1 9

p:R? — R? sa p(X)=PX

gde je X = < il ) vektor kolona . Neka je p(X) =Y (Y su koordinate tacke p(X) u standardnom koordinatnom
2

sistemu):
_ (23 T\ _ (W _( 2®1 + 32
o= (1) (5)-(0) C0E))
2 3 1 0
(12)((0)=(1))-
(23 (1Y, (2 3)(0
1 2 o)1 2 1
p(X) =2 ( ? ) + @9 ( 3 > = 1T + 228
2 o 3 . S . . : . , -
gdesu r = 1) = p(i)i s= 9 ) = p(j) vektori koji odredjuju ‘novi koordinatni sistem’ u ravni (slika ...) (rs-

koordinatni sistem): svaki (vektor) tacka se moze na jedinstven nacin napisati kao linearna kombinacija ajr + ass;
u tom slucaju kazemo da su (a1, as) koordinate te tacke u r,s-koordinatnom sistemu.

e Svaku kvadratnu matricu P mozemo posmatrati i kao uvodjenje novog koordinatnog sistema.

e Gornji racun pokazuje da tacka X u standardnom ima iste koordinate kao tacka Y = p(X) u novom koordinatnom
sistemu. Znaci: ako imamo koordinate tacke u novom sistemu tacke X, njene koordinate u starom sistemu rac¢unamo

po formuli Y = P X.

e Svaka tacka ravni ima koordinate (y1,y2) u odnosu na standardni koordinatni sistem i (z1,22) u odnosu na
‘novi’. Kako izra¢unati (y1,y2) preko (z1,x2):

oy (23 (M) 5 oy=pPx
Y2 1 2 T2
e Kako izrac¢unati (z1, z2) preko (y1,y2) :

(m)=(8) ()
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)2 BY (1)) o oy-—px
o -1 2 Y2

Neka je P inverzibilna matrica kojom uvodimo novi koordinatni sistem:

e Slicno vaziiu R" !

p: R — R" p(X)=PX
e Neka je preslikavanje (zvano linearni operator) f : R® — R™ dato sa f(X) = AX gde je matrica A
inverzibilna (naravno da je ovo sve u starim koordinatama kako ra¢unamo f(X)).

e Kako izracunati f(Z) preko Z u novim koordinatama (ili za date nove koordinate tacke Z, kojom formulom
izracunavamo f(Z) u novim koordinatama):

(1) izra¢unamo stare koordinate tacke Z (to je P Z)

(2) pomnozimo stare koordinate s’leva matricom A, dobili smo stare koordinate tacke f(Z) (rezultat je AP Z)

(3) Pomnozimo s’leva matricom P~! da dobijemo nove koordinate tacke f(Z). Rezultat je:

J(2) = (PT1AP)Z

Definicija 3.5. Matrice A i B su sliéne ako i samo ako postoji matrica P takva daje B=P 1 AP .

3.13 Specijalni tipovi kvadratnih matrica

1. Dijagonalne matrice Kvadratna matrica je dijagonalna ako su joj svi elementi van glavne dijagonale jednaki
nuli. Dijagonalnu matricu (a;;) reda n oznacavamo sa diag(ai1, @22, ---, Gnn)-

5 0 3 0 0
( 0 3 ) = diag(2, 3) 0 0 0 | =diag(3,0,-9)
0 0 -9

Skup svih dijagonalnih matrica reda n ¢ini algebru matrica (zatvoren je za sabiranje, mnozenje i mnozenje
skalarom); svake dijagonalne matrice istog reda komutiraju pa je to komutativna algebra matrica.

2. Trougaone matrice Kvadratna matrica je gornje trougaona ili samo trougaona (upper triangular or trian-
gular) ako su joj svi elementi ispod glavne dijagonale nule; na primer:

2 5

30 3
<a51 “12>, 0 6 34 i 8 g
422 0 0 4 0 0

[\)
[

o O O
SN O

e Skup svih gornje trougaonih matrica reda n ¢ini algebru matrica (zatvoren je za sabiranje, mnozenje i mnozenje

skalarom) .

Teorema 3.18. Neka su A = (a;;) i B = (b;;) gornje trougaone matrice reda n.

1. A+ B je trougaona sa dijagonalom (a11 + b11, .o, G + bnn) ;
2. kA je trougaona sa dijagonalom (kai1, kass, ..., kany,) ;

3. A B je trougaona sa dijagonalom (a11b11, az2beg, ..., Gnnbnn) ;
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4. Za svaki polinom f(x) matrica f(A) je trougaona sa dijagonalom (f(ai1), f(a22), ..., f(ann)) ;
5. A je inverzibilna ako i samo ako je svaki dijagonalni element a;; razli¢it od nule .
Dokaz

e Donje trougaona (lower triangular) matrica je kvadratna matrica koja ima sve elemente iznad glavne dijagonale
jednake nuli. Za njih vazi analog Teoreme 3.18.

3. Simetri¢ne matrice Kvadratna matrica A = (a;;) je simetri¢na ako je AT = A; simetrija je u odnosu na
glavnu dijagonalu: a;; = aj;.

Coy (0 by (50
, 4 3 2 |, (... je bilo sta).
0 -3 1 7 .. 9
-1 2 0 5 9

e Skup svih simetri¢nih matrica reda n je zatvoren za sabiranje i mnozenje skalarom ali nije za mnozenje:

(23)(53)=(=n =)

Matrica A = (a;;) je koso-simetricna ako vazi AT = —A; ekvivalentno a;; = —aj;. Elementi na glavnoj
dijagonali moraju biti nule zbog a;; = —a;;.

Teorema 3.19. Neka je A (bilo koja) kvadratna matrica reda n. Tada:
1. A+ AT je simetriéna;
2. A— AT je koso simetri¢na;

3. A se moze napisati u obliku A = B+ C gde je B simetri¢na a C koso simetri¢na matrica.

4. Ortogonalne matrice Kvadratna matrica A reda n je ortogonalna ako vazi

AAT =ATA=1T

e Ortogonalna matrica A je inverzibilna i vazi A~! = AT,

1 8 4
9 9 9
Primer 3.13. A= % —% —g je ortogonalna:
8 1 4
9 9 9
a; az as
Matrica by by b3 je ortogonalna ako i samo ako:
C1 C2 C3
ay; az as a; by ¢ 1 0 0
bl b2 b3 a9 b2 C2 = 0 1 0
ci C2 C3 ag bz c3 0 0 1
§to je ekvivalentno sa :
a%—i—ag—ﬁ—a% =1 a1b1+a2b2+a3b3 =0 aici + agca + ascs =0
biai + baas + bzaz =0 b% + b% + bg =1 bici + baco + bzes =0

ciai + caao +czaz =0 c1by + coby + c3b3 =0 C% + C% + Cg =1
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Oznacimo vektore vrsta a = (a1,a2,a3) b = (b1,b2,b3) a = (c1,c2,c3)

a-a=1 a-b=0 a-c=0
b-a=0 b:-b=1 b-c=0
c-a=0 c-b=0 c-c=1
Ovo znadi da je {a,b,c} ortonormirani skup vektora (t.j. da je to skup jedini¢nih vektora koji su medjusobno
normalni).

Teorema 3.20. Neka je A kvadratna matrica reda n. Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:
(1) A je ortogonalna matrica,
(2) Vektori vrsta matrice A ¢ine ortonormirani skup vektora;

(3) Vektori kolona matrice A ¢ine ortonormirani skup vektora.

Teorema 3.21. Ortogonalna 2 x 2 matrica ima oblik co's¢9 sin 0
—sinf cosf

5. Normalne matrice Kvadratna matrica A je normalna ako komutira sa svojom transponovanom matricom:

AAT = AT A .

e Dijagonalne, simetri¢ne, koso simetri¢ne i ortogonalne matrice su normalne. Postoje normalne matrice koje
nisu ni u jednoj od ovih klasa, na primer

() (5 8)-(7s)(58)-(57)

Teorema 3.22. Svaka normalna 2 x 2 matrica je ili skalarna matrica ili je zbir skalarne i koso simetri¢ne matrice.

4 VEKTORSKI PROSTORI

Definicija 4.1. Neka je K polje (obi¢no je K = R) i V neprazan skup na kome su definisane operacije sabiranja i
mnozenja skalarom. V je vektorski prostor nad poljem K ukoliko su zadovoljene sledeée aksiome:

(A1) Zasveu,v,w €V vazi
(u+v)+w=u+(v+w)

(A2) Postoji 0 € V tako da za sve u € V vazi:
u+0=u
(A3) Zasvaki u € V postoji -u € V takav da
u+(-u)=0

(A4) Zasveu,veV
u+v=v+u

(My) ZasveuveVisvekek
k(u+v)=ku+kv

My) ZasveueVisvekk € K
( ) )
(k+k’)u =ku+£ku

(M3) ZasveueVisvekk € K
(kE)u=k (K u)

(My) ZasveueV lu=u
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e (Ay) — (Ay) se odnose isklju¢ivo na sabiranje (addition): (V,+) je komutativna grupa.

e Elemente skupa V nazivamo vektorima, vektor v € V oznacavamo i sa V; elementi polja su skalari ili brojevi,
obi¢no je K = R.
e Sve ukupno, ovo su ‘aksiome za linearno kombinovanje’.
Teorema 4.1. Za sve vektore u,v,w € R" i skalare k, k' € R vazi:
1. Zasveke K: k0=0.
2. ZasveueV: Ou=0.
3. Akojeku=0tadajeu=0ili k=0.
4. Zasveke KiueV: (—k)u=k(-u)=-(ku)
Dokaz:
1. Prema aksiomi (Az), sa u =0, imamo 0 + 0 = 0. Otuda iz aksiome (M),
kO=k(0+0)=k0+£kO0
Dodavanjem —(k0) na obe strane dobijamo trazeni rezultat.
2. U polju vazi: 04 0 =0; otuda po aksiomi (My),
Ou=(04+0)u=0u+0u
Dodavanjem —(0u) na obe strane dobijamo zZeljeni rezultat.
3. Predpostavimo da je ku=0 i k # 0. Onda postoji skalari k! takav da je k! k = 1; otuda
u=1lu=(k'ku=k'(ku=%("10=0
4. Koristedéi deo 1. ove teoreme i (A3) u+ (—u) =0 iimamo
0=k0=k(u+(—u))=ku+k(—u)
Dodavanjem —(ku) na obe strane dobijamo —(ku) =k (—u). Dalje, koristeéi k+ (—k) =0 i 2., imamo
0=0u=(k+(-k)u=ku+(-k)u

Dodavanjem —(ku) na obe strane dolazimo do —(ku) = (—k)u. Odatle (—k)u =k (—u) = —(ku) O

4.1 Primeri vektorskih prostora

1. Prostor R"

R" je skup svih n-torki realnih brojeva (vektora) koje se sabiraju po pravilu
u+v = (uy +vi,us + vay e, upy +v,) (€ R)
i mnoze skalarom po pravilu: mnozenje vektora skalarom (brojem) k € R:
ku= (kuy,kus,...ku,) (€ R")

0 vektor je (0,0,...,0) dok je =(u1,...,upn) = (=, ..., —Up).

2. Prostor matrica My,
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Mmn(R) je skup svih m x n matrica (elementi su realni brojevi). Mp n(R) je vektorski prostor nad R u odnosu
na uobic¢ajeno sabiranje matrica i mnozenje matrice skalarom. 0 je nula-matrica a -A je —A.

3. Prostor polinoma P(t)
Neka je P(t) skup svih polinoma
ap+art+..+a,t" n=20,1,...

gde su koeficijenti iz nekog polja K (obicno K = R). P(t) je vektorski prostor u odnosu na uobi¢ajeno sabiranje
polinoma i mnozenje polinoma skalarom (brojem). 0 vektor je konstantni polinom 0 i

-(ag+art+...+a,t") je —ap—art—..—a,t"

4. Prostor funkcija F(X)

Neka je X proizvoljan skup i neka je F(X) skup svih funkcija f: X — R . Defini8emo zbir f-ja (4) i mnozenje
f-je skalarom na ‘prirodan’ nacin:

(te)(z) = f(z) + glx)  (kf)(z) = kf(x)

0-funkcija je definisana 0(z) = 0 za sve x € X dok je (-f)(z) = —f(z)

4.2 Potprostori

Neka je V' vektorski prostor i W C V. W je potprostor prostora V' ako i samo ako je W vektorski prostor u odnosu
na sabiranje i mnozenje skalarom.

Teorema 4.2. Neka je V' vektorski prostori W C V. W je potprostor prostora V ako i samo ako vaze sledeci uslovi:
1. 0eW

2. W je zatvoren za sabiranje vektora:
ako u,ve W tadai u+veW.
3. W je zatvoren za mnozenje vektora skalarom:
ako v e W tada kv € W za svaki skalar k.

Dokaz. Videti Problem 5.4

Posledica 4.1. W je potprostor prostora V' ako i samo ako
1. 0OeW i
2. Za sve skalare a,b i vektore u,v € W vazi au+bveW

Dokaz. Videti Problem 5.5

Primer 4.1. Primeri potprostora
1. 01V su potprostori prostora V.
2. W =/{(x,9,0)| 2,y € R} je potprostor prostora R3

3. Skup svih (gornje) trougaonih matrica reda n je potprostor od My (isto i za donje trougaone, simetri¢ne,
dijagonalne, ...)

4. Skup svih polinoma stepena < n je potprostor prostora P(t).

5. Prava ili ravan koja sadrzi koordinatni pocetak je potprostor prostora R3.
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Teorema 4.3. Presek (vise) potprostora je potprostor.

Dokaz ...

Teorema 4.4. Skup resenja homogenog sistema A X = 0 po n promenljivih je potprostor od R™.

Dokaz ...
e Skup reSenja nehomogenog sistema A X = B gde je B # 0 nije potprostor od R™ posto ne sadrzi 0.

4.3 Linearne kombinacije

Neka je V' vektorski prostor i vi,va,...,v,, € V. Vektor koji se moze napisati u obliku
a1 vy + a2 vy + ... +a, vy

je linearna kombinacija vektora vi,vs, ..., v,,. Skup svih takvih linearnih kombinacija je linearni omotac ili lineal
skupa vq, va, ...,v, (linear span) i oznacava se sa

span(vy, va, ..., V)

Teorema 4.5. Neka je S C V.
(1) span(S) je potprostor prostora V.
(2) span(S) je najmanji potprostor prostora V koji sadrzi S:

ako je W potprostor prostora V' i S C W tada je span(S) C W.

Vektori vi,va,...,v, generisu prostor V (generate or span) ako je

V = span(vy,va, ..., vy)
Drugim re¢ima vy, v, ..., v, generiSsu V ako i samo ako je svaki u € V linearna kombinacija vektora vi,va, ..., vy:

u=a;vy+axvs+..4+a,Vy
Primer 4.2. 1. Vektori i,j generisu R?.
2. Vektori i,j,k generisu R3.
3. P(t) =span(1,t,t2,t3,..)
4.4 Linearna zavisnost

Definicija 4.2. Neka je V' vektorski prostor. Vektori vy, vs,..., v, _su linearno zavisni (linearly dependent) ukoliko
postoje skalari aq,aso, ...,a, koji nisu svi jednaki nuli tako da

aivi+asve+...4+a,v, =0.

U suprotnom, oni su _linearno nezavisni (linearly independent).

e Vi,Va,..,V, sulinearno zavisni ako je 0 medju njima.
e Jedan ne-nula vektor ¢ini linearno nezavisan skup.
e Ako su dva od vektora vi,vs,...,v, jednaka onda su linearno zavisni.

e  Svaki podskup linearno nezavisnog skupa je linearno nezavisan; svaki nadskup linearno zavisnog skupa je
linearno zavisan.

e Dva vektora u, v su linearno zavisna ako i samo ako je jedan od njih jednak drugom pomnozen nekim skalarom:
u=kv iliv=~Fku



Linearna Algebra i Analiticka Geometrija —40—

Primer 4.3. Vektori (2,1,1), 2(1,2,1) 1 (4,—1,1) su linearno zavisni:
3 (23 1; 1) - 2(13 23 1) - (43 717 1) = (Oa 070)

Primer 4.4. Ispitujemo da li su vektori (6,2,3,4), (0,5,—3,1) i
(0,0,7,—2) linearno zavisni: da li postoje x,y, z koji nisu svi jednaki nuli takvi da je:

2(6,2,3,4) +1(0,5,—3,1) + 2 (0,0,7,—2) = (0,0,0,0)

6x = 0
2z + by = 0
3r — 3y + T7z= 0
4z + y — 2z= 0

Resavanjem dobijamo z =y =2z =0 pa su vektori linearno nezavisni.

e Iz prethodna dva primera zaklju¢ujemo da se ispitivanje linearne zavisnosti konkretnog skupa vektora u R"
svodi na ispitivanje postojanja netrivijalnog resenja homogenog sistema linearnih jednacina.

Lema 4.1. Pretpostavimo da su ne-nula vektori vi,vs, ..., v, linearno zavisni. Tada je jedan od njih linearna kom-
binacija prethodnih: postoji &k < n i ay,...,ax_1 takvi da

a1Vvy+az2ve+ ...+ ap_1Vg_1 = Vg .
Dokaz. Videti Problem 5.36

e U prostoru R3:
(a) Dva vektora su linearno zavisna ako i samo ako pripadaju istoj pravi koja sadrzi i 0.
(b) Tri vektora su linearno zavisna ako i samo ako pripadaju istoj ravni koja sadrzi i 0.

Teorema 4.6. Svi ne-nula vektori vrsta matrice u stepenastoj formi ¢ine linearno nezavisan skup.

Dokaz. Videti Problem 5.37

4.5 Baza i dimenzija

Definicija 4.3. vy,vs,...,v, je _baza (basis) prostora V ako vazi:
(1) wvi1,va,...,v, je linearno nezavisan; i
(2) span(vy,va,..,v,) =V.

Definicija 4.4. vi,va,...,v, je baza ako i samo ako se svaki vektor prostora V' na jedinstven nacin predstavlja
kao linearna kombinacija vektora vi,va,..., v, .

e Prethodne dve definicije su ekvivalentne (za dokaz videti Problem 5.30)
e Prema Definiciji 4.4 svaki vektor v se na jedinstven nacin pisSe u obliku:
v=a1vy+tave+..+a,vyl

(a1, as, ..., a,) su koordinate vektora v u odnosu na bazu vi,vs,..., v, .

Primer 4.5. (1) Neka je e; € R™ vektor kome je i-ta koordinata 1 a ostale su nule. Tada je ey, es,...,e, baza za
R™.

(2) ( (1) 8 ) ( 8 (1) ) ( (1) 8 ) i ( 8 ? ) ¢ine bazu Mg 2(R) zato Sto se svaka matrica na jedinstven

nacin predstavlja kao linearna kombinacija:

(a)=eloo)eoloo) el o) el )
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e V je konac¢no dimenzioni ili n-dimenzioni vektorski prostor ako ima bazu od n elemenata. Oznaka:

dim(V) =n

U suprotnom V je beskonaé¢no dimenzioni prostor.

e Naredna teorema utvrdjuje da su svake dve baze kona¢no dimenzionog prostora jednakobrojne; taj broj je
dimenzija vektorskog prostora.

Teorema 4.7. Svake dve baze kona¢no dimenzionog vektorskog prostora imaju isti broj elemenata.
Dokaz. Naredna lema je klju¢na ...
Lema 4.2. Pretpostavimo:

- span(vy,va, .., vy,) =V i
- vektori wi,ws,..., w,,, € V su linearno nezavisni. Tada:

(1) Vazi m < n i mozemo izabrati tatno n —m v;-ova: v;,,vi,,...,v; _  tako da je:
span(wi, Wo, ..., Wy, Vi, , Vig, ooy Vi) =V
(2) Svakih n + 1 vektora su linearno zavisni.

Dokaz. Videti Problem 5.39

Teorema 4.8. Neka je dim(V) = n.
(1) Svaki skup koji sadrzi bar n + 1 vektor je linearno zavisan.
(2) Svaki linearno nezavisan skup od n vektora je baza za V.
(3) Ako je span(vi,va,...,v,) =V tadaje vi,va,..,v, baza.

Dokaz. Videti Problem 5.41

Teorema 4.9. Neka je span(S) =V gde je S ={vy,va,..,vp}.
(1) Svaki maksimalan linearno nezavisan podskup od S je baza.
(2) Ako iz S izbacimo svaki vektor koji je linearna kombinacija prethodnih, dobi¢emo bazu za V.

Dokaz. Videti Problem 5.42

Teorema 4.10. Neka je V' konac¢no dimenzioni vektorski prostor i neka je S njegov linearno nezavisan podskup. Tada
S mozemo produziti do baze.

Dokaz. Videti Problem 5.43

e dim(R")=n

Primer 4.6. Vektori (1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1) ¢ine stepenastu matricu. Prema Teoremi 4.6 oni su
linearno nezavisni, pa su i baza za R* prema Teoremi 4.8(3).

Potprostor vektorskog prostora je za sebe vektorski prostor, pa je baza i dimenzija dobro definisana.

Teorema 4.11. Neka je W potprostor n-dimenzionog prostora V. Tada je dim(W) < dim(V) i: akoje dim(W)=n
onda je W =1V.

Dokaz...

Primer 4.7. Neka je W potprostor prostora R>:
(1) dim( 0 ako i samo ako je W = {0)
(2) (W) =1 ako isamo ako je W prava koja sadrzi koordinatni pocetak.
(3) dim(W) =2 ako i samo ako je W ravan koja sadrzi koordinatni pocetak.
(1) dim(W) =3

ako i samo ako je W = R3.
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4.6 Prostor vrsta matrice

a1 ai12 A1n
. . a1 a9 a9
Vektori vrsta matrice "
am1 Am2 Amn
vy = (a11,a12, ..., 01p) V2 = (@11, 12, .- A1p) oo Vm = (@m1, Am2, -y Gmn)

posmatrani kao vektori u R™ generisu potprostor prostora R"; to je prostor vrsta matrice A (rowspace of A):

rowsp(A) = span(vy, va, ..., Vi)

e Rang vrsta matrice A je dimenzija prostora njenih vrsta.

Teorema 4.12. Ekvivalentne (po vrstama) matrice imaju isti prostor vrsta.

Dokaz ...

Teorema 4.13. Kanonske matrice imaju isti prostor vrsta ako i samo ako su jednake.
Dokaz. Videti Problem 5.51
Slede¢u teoremu smo ve¢ koristili iako je tek sada dokazujemo

Teorema 4.14. Svaka matrica je ekvivalentna (po vrstama) jedinstvenoj kanonskoj matrici.

Dokaz. Videti Problem 5.52

Primer 4.8. Neka je V potprostor od R? generisan vektorima

(1,2,3), (4,5,6), (7,8,9)

(1] 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 6 |~ |0 =3 =6 |~ | 0[1] 2]~
7 89 0 —6 -12 0 1 2

Zakljuéci:
(1) V je potprostor generisan vektorima (1,0,—1) i (0, 1,2).
(2) V je potprostor generisan vektorima (1,2,3) i (0,1, 2).
(3) V je potprostor generisan vektorima (1,2,3) i (0, —3, —6).

4.7 Odredjivanje baze i dimenzije potprostora u R"

Podsetimo se:
e Ekvivalentne (po vrstama) matrice imaju isti prostor vrsta.

e Vektori vrsta stepenaste matrice su linearno nezavisni. Oni ¢ine bazu prostora vrsta (posto svaki linearno
nezavisan skup predstavlja bazu potprostora generisanog njima).
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Algoritam za odredjivanje baze i dimenzije potprostora generisanog datim vektorima (strana 154.)
Korak 1. Od datih vektora, kao vektora vrsta, formirati matricu.
Korak 2.  Svesti matricu na stepenastu formu.

Korak 3. Vektori ne-nula vrsta stepenaste matrice ¢ine bazu; koliko ih je tolika je dimenzija.

Primer 4.9. Neka je V potprostor prostora R> generisan vektorima
(1,1,1,1,1), (1,0,2,1,1), (0,0,1,1,1),

(27 1a 5) 474)7 (3a 27 37 27 2)’ (la _17 27 0? 0)

] 1 111 1 1 1 1 1 11 1 1 1
I 0 211 0 [-1] 1 0 o 01 1 0 0
oo 11 1| _ o 0 11 1 |_|oo][] 1 1
2 1 544 "[o0o -1 3 2 2 ["]oo0o 2 2 2
3 2 3 2 2 0 -1 0 -1 -1 00 -1 -1 —1
1 -1 20 0 0 -2 1 -1 -1 00 -1 -1 -1

11111

01100

00111

"l o000 0

00000

00000

(1,1,1,1,1), (0,1,1,0,0), (0,0,1,1,1) je bazaza Vi dim(V) = 3.

e Algoritam koristimo i da odredimo da li je dati skup vektora linearno nezavisan: odredimo bazu i dimenziju
potprostora generisanog tim vektorima. Ako je dimenzija jednaka broju vektora (t.j. ako u stepenastoj matrici nema
nula vrsta), oni su linearno nezavisni.

4.8 Rang matrice

Rang vrsta matrice je dimenzija njenog prostora vrsta ( t.j. maksimalan broj linearno nezavisnih vektora vrsta).
Ako A svedemo na stepenastu formu tada je broj ne-nula vrsta te stepenaste matrice jednak rangu vrsta matrice (ovo
smo dokazali u Teoremi 4.6.

Sliéno prostoru vrsta definiSemo i prostor kolona matrice A: to je potprostor generisan vektorima kolona, ili skup
svih vektora kolona koji se mogu izraziti kao linearna kombinacija vektora kolona matrice A; rang kolona matrice je
dimenzija njenog prostora kolona.

Teorema 4.15. Rang vrsta matrice jednak je rangu njenih kolona.

Dokaz: Neka je A proizvoljna m X n matrica:

ail a2 ... Qin
A= a21 a9 (057
am1l  Am2 Gmn
Neka R;,Rs,...,R,, oznacavaju vektore vrsta:
R1 = (au,alg, . .,aln), . .,Rm = (aml,amg, . .,amn)

Predpostavimo da je rang vrsta r i da sledeéi vektori ¢ine bazu prostora vrsta:

Sl - (b117b127"'7b1n)782 = (b217b227"'7b2n)7"'787': (bT17b7‘27---7b7‘7z)
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Svaka vektor vrste matrice A je linearna kombinacija baznih vrsta:

Rl - kll Sl + k12 82 + e +k17‘S7’-
Ro =ko1 S1+ koo So+ -+ ko2, S,

Rm = kmlsl + kaSQ +-+ kmrsr

gde su k;; skalari. Fiksirajmo ¢ < n i u svakoj od ovih jednakosti izjednac¢imo i-te koordinate vektora s leve i desne
strane, dobijamo sledeée jednakosti:

a1; = k11b1; + k12bo; + -+ - + k1,04
a2; = ko1b1s + kaobos + - - + koypbyy

Qi = km1bis + kmabog + -+ + Kby

Sto zapisujemo na drugi nac¢in kao:

ai; kll k12 klr
i k k ko

az — by, 21 + by 22 4t by 2

Ami kml k'm2 I{imr

Drugim rec¢ima, i-ta kolona matrice A je linearna kombinacija slede¢ih r vektora

k11 k1o k1,
ka1 ka2 N kar
kml ka kmr

Kako ovi vektori ne zavise od izbora i < n zakljuCujemo da je svaki vektor kolone matrice A linearna kombinacija
ovih r vektora, §to znac¢i da oni generiSu ceo prostor kolona pa je njegova dimenzija najviSe r, odnosno rang kolona
matrice A je <.

Ovim smo dokazali da je rang kolona matrice A nije veéi od ranga vrsta. Ako primenimo ovo na matricu A7
dobi¢emo obrnutu nejednakost, pa zakljucujemo da su ova dva ranga jednaka. O

e Alternativni dokaz prethodne teoreme je zasnovan na kasnije dokazanim lemama 4.3 i 4.4: Neka je A ~, B
gde je B stepenasta matrica koja ima r ne-nula vrsta. Prema Teoremi 4.12 A i B imaju isti prostor vrsta, a prema
Teoremi 4.6 vektori ne-nula vrste matrice B su linearno nezavisni pa chine bazu prostora vrsta. Znachi rang vrsta
matrice A je r.

Predstavimo sada matrice preko vektora kolona:

A=(A'A*..A") B=(B'B’..B")

Iz Leme 4.3 sledi da ako A™, A ..., A" ¢ine bazu prostora kolona matrice A, onda B™, B2, ..., B ¢ine bazu
prostora kolona matrice B. Zakljuéujemo da matrice A i B imaju isti rang kolona (iako mogu imati razli¢ite prostore
kolona)! S druge strane, prema Lemi 4.4, rang kolona matrice B je jednak broju ‘pivota’ t.j. broju ne-nula vrsta
matrice B. Zaklju¢ujemo da je rang prostora kolona matrice B jednak r, pa je i rang kolona matrice A jednak r.

Definicija 4.5. Rang matrice A, u oznaci rang(A), je rang njenih vrsta (ili kolona).
U Teoremi 3.17 (Teorema 4.16 u knjizi) smo dokazali da je svaka m x n matrica ekvivalentna (moze se svesti

. . . L . Lo 0 . .
elementarnim transformacijama vrsta i kolona) ta¢no jednoj blok matrici oblika ( > gde je I,. jedini¢na r x r

”
0 0
matrica. Primetimo da je r = rang(A).

4.9 Drugi algoritam za odredjivanje baze i dimenzije

Elementarne transformacije vrsta matrice ne uticu na linearnu zavisnost kolona matrice:
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Lema 4.3. Neka su A', A% ... A" vektori kolona matrice A i neka su B', B2, ...,B™ vektori kolona matrice B.
Pretpostavimo A ~, B (B se moze dobiti iz A elementarnim transformacijama vrsta). Tada za skalare ag, ...., ay,
vazi:

a1 A + A2+ ..+ a, A" =0
ako i samo ako

aB'+asB%2+ ... +a,B"=0

Dokaz. Dovoljno je proveriti tvrdjenje za slucaj kada se B dobija iz A primenom samo jedne elementarne
transformacije vrsta, $to nije tesko. O
Lema 4.4. Bazu prostora kolona stepenaste matrice ¢ine vektori kolona koji sadrze pivote. Posebno, svaka kolona

bez pivota je linearna kombinacija kolona sa pivotima.

Dokaz. Neposredno se proveri da su kolone koje sadrze pivote linearno nezavisne i da je svaka kolona bez pivota

njihova linearna kombinacija. O
2 1 5 0 3 -1
Primer 4.10. 00 415 4
00 0 0 1 -2
0 0 0 00 0 O
) 1 1
4 0 2
o |=3 o T2 o
0 0 0
3 1 1 0
5 0 2 1
1= o] T2 o1
0 0 0 0
-1 1 1 0
4 0 2 1
_9 =—4 0 +3 0 -2 1
0 0 0 0

Na prethodne dve leme zasnovan je sledeéi algoritam. Koristimo ga da iz datog skupa vektora izdvojimo maksimalan
linearno nezavisan podskup; t.j. da iz datog skupa vektora izdvojimo bazu potprostora generisanog datim skupom.
Neka je dat skup (spisak) vektora S = {vi,va,...,vn}

Korak 1. Od datih vektora, kao vektora kolona, formirati matricu.
Korak 2. Elementarnim transformacijama vrsta svesti matricu na stepenastu formu.
Korak 3. Izbrisati iz S sve vj-ove takve da se u i-toj koloni stepenaste matrice ne nalazi pivot.

Korak 4. Preostali vektori ¢ine maksimalan linearno nezavisan podskup.

Primer 4.11. Neka je V potprostor prostora R® generisan vektorima
V1= (]—7 ]-7 Oa 273, 1)7 V2 = (1,0707 ]-a 2; _1)

vy =(1,2,1,5,3,2), v4 = (1,1,1,4,2,0)

Pronadjimo bazu za V koja je podskup skupa {vi,va,vs,va}

1 1 11 1 1 1 1 11 1 1
1 0 21 0 -1 1 0 01 1 0
0 0 1 1 0 0 1 1 00 1 1
2 1 54|70 -13 2 |™loo 2 2
3 2 3 2 0 -1 0 -1 00 -1 —1
1 -1 2 0 0 -2 1 —1 00 -1 —1
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1] 1 1 1
0 [1] 1 o0
| o o [1] 1
“l o 0o 0 o0
0 0 0 0
0 0 0 0

Jedino u ¢etvrtoj koloni nema pivota pa je vi,va,vs bazaza Vi dim(V) = 3.

4.10 Linearne jednacine i vektorski prostori

Sistem linearnih jednacina

a11x1 + a12x2 + A1ndp = bl
a21X1 + a2 + Ao2n Ly = b2
Am1%1 + GmaTzs + . QmpTn = bpy

mozemo zapisati u matriénoj formi A X = B:

a1 ai12 e A1n To bl

a21 a2z ... QG2p _ by

Al Am2 - Gmn b
T

Matrica A je matrica sistema (coefficient matrx).

ail ai12 A1n b1

a a e a b . - . . .
(A,B) = 2 = o T2 je proSirena matrica sistema (augmented matrix).

Gm1  Gm2 - Gmn bm

e Ako linearne jednacine posmatramo kao vektore vrsta, mozemo definisati pojam linearne zavisnosti:
sistem je linearno nezavisan ukoliko su vektori vrsta proSirene matrice linearno nezavisni. Sistem u stepenastoj formi
je nezavisan.

e Dva sistema linearnih jednacina su ekvivalentna (imaju isti skup resenja) ako i samo ako su im prosirene matrice
ekvivalentne po vrstama.

e Svaki sistem je ekvivalentan nezavisnom sistemu (npr. u stepenastoj formi); nezavisni sistem moze imati manje
jednacina od polaznog. Broj jednacina tog nezavisnog sistema je jednak rangu matrice prosirenog sistema.

Teorema 4.16. Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:
(a) Sistem linearnih jednac¢ina AX = B ima reSenje.
(b) B je linearna kombinacija vektora kolona matrice A (vektor kolona B pripada prostoru kolona matrice A).

(v) Rang matrice sistema jednak je rangu proSirene matrice.

Dokaz ...

e (a)&(v) u gornjoj teoremi je Kroneker-Kapelijeva teorema.

e (a)=(b) u gornjoj teoremi opisuje prostor kolona matrice A:

v pripada prostoru kolona matrice A ako i samo ako A X = v ima reSenje.

e Podsetimo: skup svih reSenja homogenog sistema A X = 0 sa n promenljivih je potprostor prostora R™.

Teorema 4.17. Dimenzija prostora reSenja homogenog sistema AX = 0 je n —r gde je n broj nepoznatih a r rang
matrice sistema.
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Dokaz. Predpostavimo da vektori uj,ug,...,u, €ine bazu prostora kolona matrice A (postoji ta¢no r takvih
vektora posto je rang(A)=r). Po Teoremi 4.16 (b)=-(a), svaki sistem AX = u; ima reSenje v;:

Avi =uq, Avy = uy, ..., Av, = u, (1)
Neka je W prostor resenja, dim(W) = s i neka je wy,wa,...,w, baza za W. Neka je
B={v1,va, .., Vi, W1, Wo, ..., W5 }

Tvrdimo da je B baza prostora K™ a potrebno je dokazati da je B linearno nezavisan i da je span(B) = K™.

Dokaz za span(B) = K™. Pretpostavimo da v € K™ i Av = u. Kako u pripada prostoru kolona matrice A moze
se izraziti kao linearna kombinacija vektora u;:

Av = k1u1 +I€2112 +-~-+krur (2)
Neka je v/ = v — kjug — kous — - - - — kpu,.. Onda, koristedéi (1) i (2) sledi:

AWV = A(v — kyug — kgug — -+ - — kpu,)
= Av —k1Avy — koAvy — -+ — k. Av,

Av — kiug — kgug — - - - — kpu,

= Av—Av=0

Tako v’ pripada resenju W i odatle sledi da je v’ linearna kombinacija w;-ova:
Vv =Wy + CoWg + - - - + CsW
Onda

T r r
VvV = V/ + E kiVi = E kivi + E CiW;
i=1 i=1 i=1

Tako v je linearna kombinacija elemenata iz B, i odatle sledi da span(B) = K™.

Dokaz da je B linearno nezavisan. Pretpostavimo da

a1vi+asva+ -+ apv. +bywy + -+ bsw, =0 (3)

Kako w; pripada W, svaki Aw; = 0. Koristeéi ¢injenicu i ove formule, dobijamo
T S T S T S
0 :A(O) =A Zaivi +ijWj = ZaiAvZ——i—ijij = Zaiui +Zb]0 = a1uy + az2u2 + e+ aru,
i=1 §=0 i=1 j=1 i=1 j=1
Kako su uy, ug, ..., u, linearno nezavisni , svaki a; = 0. Zamenom u (3) dobija se

biywy +bowg + - - +bysws =0

Ipak, wi,wso,..., Wy su linearno nezavisni, tako da je svako b; = 0. Odatle sledi, B je linearno nezavisan. Prema
tome, B je baza za K™. Kako B ima r + s elemenata, imamo r + s = n. Kao posledica, dim(W) = s = n — r, kao sto
je i re¢eno. O

e Za ekvivalentnu formulaciju prethodne teoreme, kao i alternativni dokaz, videti Teoremu 5.4.
e Ukoliko je sistem u stepenastoj formi broj slobodnih promenljivih je n — 7.

4.11 Suma i direktna suma potprostora

Neka su U i W potprostori prostora V. Njihova suma U + W sa sastoji od svih zbirova u+w gdeuecUiwe W:
U4+W={u+w|luelUweW}

Teorema 4.18. Ako su U i W potprostori prostora V tada je i U + W potprostor od V.
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Dokaz:
Lema 4.5. Ako je U; =span(Sy) i Us =span(Sz) tada je Uj + Uz = span(S; U Ss).
Dokaz. ...
Teorema 4.19. (Grassmanova formula) Ako su U i W potprostori kona¢no dimenzionog prostora V tada je:
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W)
Dokaz: Uocimo da je U N W potprostor oba, U i W. Predpostavimo da je
dm(U)=m dim(W)=n dmUNW)=r

i neka je {vi,...,v;} baza za U NW. Prema Teoremi 4.10 svaku bazu za U N W mozemo rasiriti do baze za W (kao i
do baze za U); Neka su

By ={v1,.., VU1, et 1 Bw ={V1, ..., Vi, Wi, ooy, Wy }
baze za U i W respektivno i neka je B = By U By :
B= {V17 cey Ve, Ul e, Uy, W, -~-;an’r}

Primetimo da B ima ta¢no m +n — r elemenata. Teorema je dokazana ako pokazemo da je B baza U + W. Kako je
span(By) = U i span(Bw ) = W, prema Lemi 4.5 je:

span(By) + span(By ) = span(By U By ) = span(B)

ili U + W = span(B). Preostaje da pokazemo da je B nezavisan. Predpostavimo

a1vi + .. +a, v +biug + oo F by Uy + C1W1 F e+ Crp Wy = 0 (1)
gde su a;, bj, ¢, skalari. Neka je
V=ai1vi+---+a v, +bu;+-- 4+ by Uy (2)
Po (1) takodje imamo
V=—ClW|— - — CpeypWp_p (3)

Kako je v;,u; € U iz (2) dobijamo v € U; a kako je wy, € W iz (3) dobijamo v € W. Prema tome, v.€ UNW. Kako
je {vi,...,v.} baza za UNW postoje skalari dy, ..., d, takvi da je:

v=divi+dovo + -+ d,v,
Ubacimo ovo u (3) i dobijamo:
divi+---+dvet+oawi+ -+ oWy =0
Ali posto je Bw = {v1,..., Vs, W1, ..., Wy} baza za W njeni vektori su linearno nezavisni pa zaklju¢ujemo:
c1=0c=0... ¢chr =0

Zamenom u (1) dobijamo
aivyi+---+a,v, + blul +---+ bmf'r‘umfr =0

Posto je By = {v1,...,Vy, U1, ..., Upy—r} baza za U zakljucujemo;
al =0 ... aT:0b1:07...7bm,r:0

Dokazali smo da iz (1) sledi da su a;, bj, i ¢, svi 0 pa je B linearno nezavisan skup. O]

Definicija 4.6. Vektorski prostor V je _direktna suma potprostora U i W, u oznaci
V=UoW

ako se svaki vektor v € V na jedinstven nacin moze napisati u obliku v=u+w gde ueUiweW.

Teorema 4.20. V je direktna suma potprostora U i W ako i samo ako vazi:
(i) V=U+WwW 1 (i) UnNnW={0}
Dokaz. Videti Problem 5.70

o Akoje V=U@W tada Grasmanova formula postaje:
dim(V) = dim(U) 4+ dim(W)
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4.12 Koordinate vektora u odnosu na bazu, promena baze

Podsetimo da je S = {vi,va,...,v,} baza prostora V ako i samo ako se svaki vektor u € V na jedinstven nacin
predstavlja kao linearna kombinacija vektora

u=aivy +ava + ... +a,vy

ai,as,...,a, su koordinate vektora u u odnosu na bazu S.

Koordinatni vektor vektora u u odnosu na bazu S je
[u]s = (a1,a2,...,a,) € K"

Primetimo da koordinatni vektor vektora v € V pripada prostoru K" (a ne V).

Teorema 4.21. Neka je V konac¢no dimenzioni vektorski prostor nad K. Tada:
(1) [u]s + [v]s = [u+V]s
(2) [kuls =Fk[uls

e Prethodna teorema, u smislu definicije 5.3, znaci da je svaki n-dimenzioni vektorski prostor V' nad poljem K
izomorfan sa K™ (u oznaci V = K").

Neka je S = {uy,ug,...,u,} baza prostora V. Koordinatne vektore [w]s € K™ posmatramo kao vektor-kolone:

Qn

Neka je S’ = {vy,va,...,v,} druga (‘nova’) baza prostora V. Kako izra¢unati koordinate vektora w u odnosu
na novu bazu S’?

Vi = cC11U1 + Cc12U2 + ... + C1p, Uy
Vo = Co1Uu1 + Coouo + ... + Copuy,
Vi = CpiUl + CpoUz + ... + CppUy,

Neka je P transponovana matrica ovog ‘sistema’:

C11 C21 .. Cnl
pP— C12 C22 Cn2
Cin C2n ... Cpn

P je matrica promene baze sa baze S na bazu S’.

Teorema 4.22. Neka je P matrica promene baze sa baze S na bazu S’. Tada je P inverzibilna i za svaki vektor
w € V vazi:

Plwls =[w]s 1 P '[w]s=[w]s

Dokaz ...
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5 LINEARNI OPERATORI

5.1 Definicija i primeri

Definicija 5.1. Neka je U vektorski prostor u odnosu na sabiranje +¢ i V' vektorski prostor u odnosu na +y vektorski
prostori nad poljem F'. Preslikavanje F': U — V jelinearno preslikavanje, (linearni operator, linearna transformacija
ili homomorfizam vektorskih prostora) ako vazi:

(1) F(u; +yug) = F(uy) +y F(uz) zasve uj,us € U;i
(2) F(ku)=kF(u) zasve ueUikelF.

e Akoje F:U — V linearni operator onda:
(a) F(0y)=F(0y);
(b) Zasve uj,us € Uiay,ag € F:

F(a1 u; + as 112) = ay F(ul) + aso F(IIQ)

(v) Zasve uy,..,u, €Uia,..a, €F

F(a1 u; +...+a, un) = ax F(lll) + ...+ ay F(un)

e [ :U —V jelinearni operator ako i samo ako:
F(a1 u; + as U.Q) = a1 F(ul) + as F(UQ)

vazi za sve uj,us € Uiaj,ae € F.

Primer 5.1. (1) Neka je A matrica tipa m x n. Definisemo
F:R"— R™ sa F(X)=A4X

(X je vektor-kolona). F' je linearno preslikavanje.
(2) Nekaje F:R® — R3 ‘projekcija na ravan Ozy’: F(z,y,z2) = (z,y,0). F je linearno preslikavanje.
(3) Nekaje F:R*— R? translacija za vektor (1,2): F(z,y) = (z+1,y+2). F nije linearno preslikavanje.
(4) Neka su U,V vektorski prostorii F : V — U definisano sa F(x) = 0y. F je linearno preslikavanje.

(5) F:P(t) — R definisano sa
Flag+art+ ...+ apt™) =ag

F je linearno preslikavanje.
(6) F:P(t) — R? definisano sa
Flag+art+ ...+ ant") = (ag,a1)

F' je linearno preslikavanje.

(7)  ‘Izvod’ polinoma (derivacija) je linearno preslikavanje
D :P(t) — P(t) definisano sa

D(ag+art+ ...+ ant™) = a1 +2a9t + ... + na,_1t"*

(8) Neka su U,V vektorski prostorii F :V — U linearno preslikavanje koje je bijekcija (1-1 i ‘na’). Tada je i
F~! linearno preslikavanje.

Teorema 5.1. Neka su U i V vektorski prostori, neka je {vi,va,..,v,} baza za V i neka su {uj,ug,..,u,}
proizvoljni vektori iz U. Tada postoji jedinstveno linearno preslikavanje F' : V — U takvo da je F(vy) =
ui, F(VQ) =ug, .., F(V’n) = U,
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5.2 Slika i jezgro linearnog operatora

Definicija 5.2. Neka je F':V — U linearno preslikavanje. Njegova slika (image of F') je:
Im(F)={ueU|F(v)=u zaneki veV}

Jezgro (kernel) preslikavanja F' je

Ker(F)={veV|F(v)=0}

Teorema 5.2. Neka su U i V vektorski prostorii F: V — U linearno preslikavanje. Tada je Im(F’) potprostor od
U i Ker(F) je potprostor od V.

Dokaz ...

Primer 5.2. Neka je F: R® — R?® ‘projekcija na ravan Oxy’:  F(x,y,z) = (z,9,0). Tada je
Im(F) = {(a,b,0)|a,be R} i Ker(F)={(0,0,¢)|ce€ R}
ili: Im(F) je ravan Ozy a Ker(F) je z-osa.

ap az ag

Primer 5.3. Neka je A = il ? lc)g koju posmatramo kao linearno preslikavanje A : R — R* (definisano
1 C2 3
di dy ds
sa A(x) = Ax, za vektor-kolone x). Neka je e, es,e3 standardna baza (vektor-kolona) za R3.
ap as as ay ao as 1 a1
A(el) — A91 _ bl b2 b3 e = b1 b2 b3 0 _ b1
i C2 C3 ci C2 C3 0 Cc1
dy dy d3 di dy ds dy
Sli¢no:
as as
| b . | bs
Aey = o i Aes= o
dg d3
Kako je
A(xlel —+ o€ + 1'363) = .’£1A(el) + .’ﬂgA(ez) —+ .’ﬂgA(eg)
zakljuéujemo:

(a) Im(A) skup svih linearnih kombinacija kolona matrice A (prostor kolona matrice A, ili colsp(A));
(b) dim(Im(A)) je jednaka rangu matrica A.
(v) Ker(A) je potprostor svih resenja homogenog sistema AX =0 .

e Isto vazi i za m X n matrice.

Teorema 5.3. (Teorema o rangu i defektu linearnog operatora)
Neka je V kona¢no dimenzioni vektorski prostor i F': V — U linearno preslikavanje. Tada je

dim(V) = dim(Ker(F)) + dim(Im(F"))
Dokaz ...
o dim(Im(F')) je rang operatora F'; oznaka p(F)

o dim(Ker(F)) je defekt operatora F' (nullity); oznaka §(F")

o dim(V) = p(F) + 6(F)

e Ako m X n matricu A posmatramo kao linearni operator
A: R" — R™ tada je dim(Im(A)) =rang(A)
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Primer 5.4. Neka je f : R* — R? definisano sa:
flx,y,z,t) =(x =3y +z+2t,x —y +2t,—x — 3y + 2z — 2t)
i neka je ej,eq,es,es standardna baza za R*.
(a) Odredjujemo bazu za Im(f). Im(f) je potprostor generisan vektorima f(ey), f(e2), f(es), f(es):
fler) = f(1,0,0,0) = (1,1,-1)  f(e2) =(-3,-1,-3)
fles) =(1,0,2)  flea) =(2,2,-2)

Bazu mozemo odrediti na dva nacina

Prvi nacin: koristeéi Prvi algoritam

11 -1 1 1 -1 11 -1
-3 -1 -3 0 2 -6 0 2 —6
1 0o 2 |71o -1 3 [|7loo o
2 2 -2 0 0 0 00 0

Zakljucéujemo da je (1,1,—1), (0,2,—6) baza za Im(f). Takodje
p(f) = dim(n(f)) = 2 .

Drugi na¢in: Naéi ¢emo ne bilo koju bazu nego maksimalan linearno nezavisan podskup skupa
(1,1, —1), (-3,—-1,-3), (1,0, 2), (1, 1, —1)

Koristimo Drugi algoritam:

1 -3 1 2 1 -3 1 2 1 -3 1 -1
1 -1 0 2 ~1 0 2 -1 0]~10 2 -1 2
-1 -3 2 -2 0 -6 3 0 0 0 0 0

Kako u trecoj i ¢etvrtoj koloni nema pivota, izbrisemo ih iz polazne matrice i zakljucujemo da je
(1,1,—-1) (-3,—1,-3)
baza za Im(f).
(b) Raéunamo defekt 6(f) =dim(R*) —p(f)=4—-2=2.
(v) Odredjujemo bazu za Ker(f).
Ker(f) = {v e R'| f(v) = (0,0,0)}

flzyy,2,t) = (x =3y + 2+ 2t,x —y+2t,—x — 3y + 2z — 2t) = (0,0,0)

Dobijamo sistem linearnih jednacina:

r — 3y + z + 2t = 0
r - Yy + 2t = 0
—-r — 3y + 2z — 2t = 0
Svedemo ga na stepenasti:
ootz o2 =0 T - 3y 4+ z 4+ %A =0
2y — 2 =0 2y — =z =0
— 6y + 32 =0 4 -

Njegov skup resenja je {(§ —2b,5,a,b)|a,b € R} (= Ker(f)).
(4 —2b,%,a,b) = a(3,3,1,0) +b(—2,0,0,1)
)

Zakljuéujemo da je (%,1.1,0), (—2,0,0,1) baza za Ker(f
22
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5.3 Primena na sisteme linearnih jednacina

Posmatrajmo sistem linearnih jednacina:

anrr + a2+ .. ATy, = b
a21%1 + a22X2 + A2nLn = b2
Am1T1 + AmaTas + ... GpnTn = bm

i njegov matricni zapis AX = B gde je A = (aij)m,» matrica sistema a X = (x;) € R™ i B = (b;) € R"
vektor-kolone. Posmatrajmo A kao linearni operator A : R™ — R". Primetimo:

(1) Ker(A) je prostor resenja homogenog sistema A X = 0.

(2) Im(A) se sastoji od svih vektora B za koje sistem A X = B ima reSenje. Prema Teoremi 4.16 Im(A) je prostor
kolona matrice A; dimenzija ovog prostora je rang(A).

Kako je dim(Ker(A4)) = dim(R™) — dim(Im(A)) zakljucujemo:
dim(Ker(A)) = n — rang(A)
Ovim je dat alternativni dokaz Teoreme 4.17

Teorema 5.4. Dimenzija skupa reSenja homogenog sistema A X =0 je n —r gde je r rang matrice A.

5.4 Izomorfizam vektorskih prostora

Definicija 5.3. Vektorski prostori V' i U su _izomorfni ako postoji bijektivno linearno preslikavanje F :V — U .
Izomorfizam je bijektivno linearno preslikavanje.

e Ako su U iV izomorfni to oznacavamo sa U = V.

e = je relacija ekvivalencije (refleksivna, simetri¢na i tranzitivna).

e Teorema 4.21 glasi: svaki n-dimenzioni vektorski prostor nad poljem K je izomorfan sa vektorskim prostorom
K",

Primer 5.5. .

1. M2o(R) = R
Definisemo F : Ma(R) — R* sa F(< Z Z )) = (a,b,c,d) Direktno se proveri da je F' izomorfizam.

2. Sliéno: M, ,(R) = R™" .

3. Neka je P,(t) prostor svih polinoma stepena < n nad poljem K. Tada je F : P,(t) — R"*! definisano sa:
Flapt"+ ...+ a1t+ao) = (an,...,a1,a0) izomorfizam.

Linearno preslikavanje F : U — V je singularno ako postoji u € U takav da je F(u) = 0 (ekvivalentno:
Ker(F) # {0}). U suprotnom je nesingularno (kada je Ker(F) = {0}).

Teorema 5.5. Ako je linearno preslikavanje nesingularno tada je slika svakog linearno nezavisnog skupa linearno
nezavisan skup.

Podsetimo: vektorski prostori V i U su izomorfni ako postoji bijektivno linearno preslikavanje F:V — U . U
tom slucaju F' je izomorfizam.

Teorema 5.6. Pretpostavimo da je dim(U) =dim(V)=n idaje F : U — V linearno preslikavanje. Tada je F’
izomorfizam ako i samo ako je nesingularno preslikavanje.

Dokaz...
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5.5 Operacije sa linearnim preslikavanjima, vektorski prostor Hom(U, V)

Nekasu F' : U — V i G : U — V linearni operatori. DefiniSemo sabiranje operatora i mnozenje operatora skalarom:

1) F4G:U—V
(F+G)(u) = F(u) + G(u)

2) (kF):U—V
(kF)(u) =k F(u)

° F+G i kF su linearni operatori.

Definicija 5.4. Ako su U i V vektorski prostori nad istim poljem tada Hom(U,V) oznacava skup svih linearnih
operatora F':U — V .

Teorema 5.7. Hom(U, V) je vektorski prostor u odnosu na sabiranje i mnozenje skalarom.

Dokaz...

Teorema 5.8. Ako dim(U) = m, dim(V) = n onda dim(Hom(U,V)) = mn.
Dokaz...

Neka su U, V, W vektorski prostori nad istim poljem skalarai F : U — V, G : V — W linearni operatori.
Komporzicija (ili slaganje) linearnih operatora G o F': U — W je definisana sa:

(G o F)(u) = G(F(u))

Teorema 5.9. Nekasu F,F': U —V i G,G': V — W linearni operatori. Tada:
(1) Go(F+F)=GoF+GoF'
(2) (G+G)oF=GoF+G oF

(3) Ek(GoF)=(kG)oF =Go (kF).
Dokaz...

5.6 Algebra A(V) (ili Hom(V))

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F. Posmatramo linearne operatore F' : V —— V; zovemo ih: linearni
operatori na V, ili linearne transformacije prostora V. Sa A(V) (ili Hom(V)) oznacavamo skup svih linearnih
operatora na V.

e Algebra nad poljem F' je vektorski prostor A nad F' u kome postoji binarna operacija ‘mnozenje’ takva da i za
sve F,G,H € A vazi:

(1) F(G+H)=FG+FH
(2) (G+H)F=GF+HF
(3) k(GF)=(kG)F = G(kF).
Ukoliko vazi i asocijativni zakon za ‘mnozenje’
(4) F(GH)=(FG)H

onda kazemo da je algebra A asocijativna.
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Teorema 5.10. Ako je V n-dimenzioni vektorski prostor tada je A(V) asocijativna algebra u odnosu na operaciju
slaganja operatora. Ako je dim(V)=mn onda je dim(A(V)) = n?

Dokaz...

e Definisemo stepen operatora F': V — V:

F'=1I, F""'=FoF"

e Akoje p(z) =ap+ajz+...+a,z™ polinom sa koeficijentima iz polja skalara vektorskog prostora Vi F' € A(V)

onda:
p(F)=aol +a1F + ...+ a, F" € A(V)

Linearni operator F': V — V je inverzibilan ako postoji F~! € A(V) takav da je

FoF l'=FloF=1]

e Linearni operator je inverzibilan ako i samo ako je, kao funkcija, 1 — 11 ‘na’ (t.j bijekcija).
Teorema 5.11. Neka je F' linearni operator na kona¢no dimenzionom prostoru V. Tada su sledec¢a cetiri uslova
ekvivalentna:

(1)  F je nesingularan (t.j Ker(F) = {0});

(2) Fijel—1;

(3)  Fje ‘na’;

(4)  F je inverzibilan (t.j. ‘1-1’i ‘na’).

Dokaz...

Posmatrajmo sistem linearnih jednacina:

a1121 + a12X2 + A1 Tn = b1
as1r1 + a9Tys + ... aopT, = ba
Ap1T1  + Gp2T2 + .. Gpp®py = bn

i njegov matri¢ni zapis AX = B gdeje A= (a;j)n,, matricasistemaa X = (z;) € R"i B = (b;) € R™ vektor-kolone.
Posmatrajmo A kao linearni operator A : R — R™. Tada:

Teorema 5.12. (a) Ako homogeni sistem AX = 0 ima jedinstveno reSenje (trivijalno), tada i AX = B ima
jedinstveno reSenje.

(b) Ako homogeni sistem ima netrivijalno resenje tada:
- Postoje vrednosti by, ..., b, takve da sistem AX = B nema resenje.

- Ako sistem AX = B ima reSenje onda ono nije jedinstveno.

Dokaz...
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5.7 Matri¢éno predstavljanje linearnih operatora

Neka je S = {vi,va,...,v,} baza vektorskog prostora V. Tada se svaki vektor u € V na jedinstven nacin
predstavlja kao linearna kombinacija
u=avy +asve +...+a,vy

ai,as,...,a, su koordinate vektora u u odnosu na bazu S a
n
[u]s = (a1, a9, ...,an) € R
je koordinatni vektor vektora u u odnosu na bazu S. Vazi:

[au+bv]s =alu]s +b[v]s
e Preslikavanje f:V — F™ definisano sa

je linearno; ono je i izomorfizam vektorskih prostora V i F™.

Neka je T linearni operator na vektorskom prostoru V' (t.j. T :V — V), neka je S = {vq,va,...,v,} baza
vektorskog prostora V i neka je:
T(Vl) = ai11Vi —+ a12V2 —+ ...+ A1nVn

T(va) = a21V1 + a2V + ... + a2, Vy

T(vn) = ap1vi + apava + ... + apn v

Matri¢na reprezentacija operatora 7' u odnosu na bazu S, ili matrica operatora T' u odnosu na S, je transponovana
matrica koeficijenata. Ovu matricu oznacavamo sa mg(T) ili [T]s. Prakti¢no:

ail a1 anl

a12 a22 An2
[T]s =

A1p aAon, Ann

Ukoliko vektore T'(v1),T(v3),...,T(v,) predstavimo kao vektore kolona onda:
[T]S = (T(Vl)a T(V2)’ ey T(Vn)>
e Ove matrice zavise od baze; u odnosu na razli¢ite baze mozemo dobiti razli¢ite matrice operatora.
e Transponovana matrica koeficijenata (a ne matrica koeficijenata) se uzima zato $to ra¢unajuéi u koordinatama
u odnosu na bazu S:
T je ‘mnozenje s leva matricom [T]g’.
Preciznije:

Teorema 5.13. Neka je T :V — V linearni operator na vektorskom prostoru V' i neka je S = {vq,va,....,v,}
baza. Za svaki u e V:
[T(w)]s = [T]s [u]s

(Koordinatni vektori [u]g i [T(u)]s su vektori-kolona.)

Dokaz...
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5.8 Algoritam za formiranje matrice operatora u odnosu na bazu

Neka je S = {vi,va,...,v,} baza prostora V iT :V — V linearni operator. Matricu operatora T' u odnosu na
bazu S formiramo na sladeé¢i nacin:

Korak 1 Zai=1,2,...,n izracunamo 7' (v;) u obliku:

T(V,‘) = a;1V1 + @;aVa + ... + Q;inVp

Korak 2 Formiramo matricu od vektora 7'(v;) kao vektora kolona.

Primer 5.6. Neka je F: R? — R? definisano sa
F(l‘,y) = (3$ - 5y7$ - 2y)

(1) Odredjujemo matricu preslikavanja u odnosu na standardnu bazu S = {e; = (1,0), e; = (0,1)}
Korak 1. T(e1) =(3,1) = 3e; + e

T(eg) = (—57 —2) = —591 — 292

3 =5

Korak 2. [T)s = (T(e1)T(ez)) = 1 _9
(2) Odredjujemo matricu preslikavanja u odnosu na

Sl = {Vl = (2,1), Vo = (1, 1)}
Korak 1. T(v1)=T(2,1) = (1,0) = vy — v

T(VQ) = T(lv 1) = (_27 _1) = —Vi

Korak 2. Ts, = ([T'(e1)]s, [T'(e2))]s, = ( _11 (1) )

(3) Bitan je i redosled elemenata baze! U odnosu na
Sy = {v2 = (17 1)7 Vo = (2v 1)}

matrica je

e Podsetimo da M, (F') oznacava skup svih kvadratnih matrica reda n nad poljem F. My (F) je algebra matrica u
odnosu na sabiranje matrica, mnozenje skalarom i mnozenje.

Teorema 5.14. Neka je S = {vi,va,...,v,} baza vektorskog prostora V nad poljem K i neka je m : A(V) —
M, (K) preslikavanje definisano sa m(T) = [T]s . Tada je m izomorfizam vektorskih prostora:

(1) mEF+G)=mF)+m(G) (il [F+Gls=[F|s+[G]s)
(2) mEF)=km(F) (@l [kFls=kI[F]s)

(3)  m je bijekcija (1-1 1 ‘na’).

Dokaz...

Teorema 5.15.  m(Go F) = m(G) m(F)
Dokaz...
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5.10 Promena baze i matrica operatora

Neka je S = {uy,us,...,u,} baza prostora V inekaje S ={vy,vs,..,v,} druga (‘nova’) baza prostora V.
Vi =c11u1 + ciou2 + ... + C1puy
Vo = Co1Uu1 + Coou2 + ... + Copuy,
Vi, = Cp1U1 + CpaUs + ... + CppUy

Neka je P matrica promene baze sa baze S na bazu S’; podsetimo, to je transponovana matrica koeficijenata gornjeg
‘sistema’:

C11 C21 .. Cnl
pP— C12 C22 Cn2
Cin Con wee.  Cpn

Teorema 5.16. Neka je P matrica promene baze sa baze S na bazu S’ vektorskog prostora V i neka je T linearni
operator na V. Tada je

[T)s: = P~}[T)sP
Dokaz. Videti Problem 10.19.

Podsetimo da su matrice A i B sli¢ne ako postoji inverzibilna matrica P takva da je

B=P'AP

e Ako su A i B matrice istog linearnog operatora u odnosu na neke baze tada su A i B sli¢ne.
e Fiksirajmo bazu S prostora V. Svaka inverzibilna matrica je matrica promene baze sa S na neku drugu bazu

S’

Teorema 5.17. Kvadratne matrice A i B su slicne ako i samo ako postoji linearni operator koga one reprezentuju .

Dokaz...

6 DETERMINANTE

Za svaku kvadratnu matricu A = (a;j)nxn sa elementima iz polja F' (obi¢no je F' = R) definisa¢emo njenu determi-
nantu, oznaka det(A) ili |A]. Vrednost determinante je skalar!

ai ai12 QA1n

.y . . a1 a9 a9
det(a;j)nxn oObitno oznacavamo i sa: "
an1 an2 Apn

Determinante se javljaju prirodno kod resavanja sistema linearnih jednacina.
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6.1 Determinante reda 1, 21 3

la] =a .

’:ad—bc:

o
QU o

b
d

a
C

e Posmatrajmo sistem:
a11% + a2y = by
a1 + a2y = bg

Mnozeci prvu sa age pa oduzimajuéi drugu pomnozenu sa —ais:

(anazz - a21a12)x = (b1a22 - b2&12)
Sliéno
(a11a22 — a21012)y = (a11by — bragy)

e Ako je (a11a92 — ag1a12) # 0 imamo jedinstveno reSenje sistema:

by a2 ain b

by ag az1 b
xr = y =

air a2 ail a2

a21 a929 az1 Aa22

Ovaj e je jednostavnije zapisati uz sledeée oznake:

a a . . .
A=| " "2 g6 determinanta sistema
az1  a22
b1 a2 . .
Ay = je determinanta po x
by ag
a b . .
A, =] 1 1 e determinanta po y
Y b
az1 02

e Ako je A #0 tada sistem ima jedinstveno resenje koje racunamo po formulama:

A, A,
€r = — = —
A YTA
Primer 6.1. Metodom determinanti reSavamo sistem:
342y =11
2c —y =5
3 2 11 2 3 11
T N N
kako je A # 0 sistem ima jedinstveno resenje:
A, A
=" _3 =Y -1
TTA Y7A
e Resavajuci 3 x 3 sistem dolazi se do sledeée definicije:
ailp a2 ais
a a a a a a
a21 Q22 @23 | = 411 22 T a2 2t B4 a3 2t 2 =
az2 ass azyp ass a a32
asy as2 as3

= 011022033 + 012023031 + A13G21032 — G31022013 — 32023011 — (33021012

e (esto se izra¢unava koriS¢enjem Sarusovog pravila:
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+ + +
a11 Gl2 a3 @11 a2 a3 ail a2
a21 Q22 Q23 | = @21 Q22 A23 dA21 422
asz1 asz2 ass aszip asz G33 aszi as2

aj; a2 ais
e Ako je A= a21 Q22 0423 74 0 sistem
az1 asz2 ass

a1+ apy +aizz = by

a1 + agey + azzz = by

a317 + az2y + azzz = bz

ima jedinstveno resenje:

LA A, A
A A A
gde se A, (Ay, A;) dobija zamenom kolone koeficijaenata uz x (y, z) kolonom b-ova:
by a2 a3 a1 by a3 a1 aiz by
Ay =| by az a3 Ay =| a2 by a3 A, =|az ax b
bs as2 ass az1 by ass az1 azz b3

Primer 6.2. ReSavamo sistem

20 +y+2=5
—r—3y+52=4
3r—y+z2=4
2 1 1 5 1 1
A=| -1 -3 5|=-30 A,=|4 -3 5 |=-30
3 -1 1 4 -1 1
2 51 2 1 5
Ay -1 4 5|=0 A,=| -1 -3 4 |=-30
3 4 1 3 -1 4
kako je & # 0 sistem ima jedinstveno resenje:
-30 0 -30

T

z 1

30 Y= 30 ~30

e Ovo su specijalni slucajevi Kramerove teoreme (n = 2,3). Vazi i uopstenje ali se za n > 4 determinante teze
racunaju jer NEMA PRAVILA SLICNOG SARUSOVOM ZA n >4 Il

6.2 Permutacije

Permutacija skupa {1,2,...,n} je bijekcija tog skupa u samog sebe; permutaciju w : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
zapisujemo u obliku:

S 1 2 n
S\ w(1) w(2) .. w(n)
Zapisujemo je i kao ‘preraspodelu’ elemenata skupa {1,2,...,n} i oznacavamo je kao:

(1), m(2),...,m(n)
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Na primer 3,2,4,1 oznacava permutaciju 7 : {1,2,3,4} — {1,2, 3,4} takvudaje n(1) = 3,7 (2) = 2,7(3) = 4,7(4) =
1.

e Ima ukupno n!=1-2-...-n permutacija skupa {1,2,...,n}.

e Inverzija u permutaciji w(1),7(2),...,m(n) je (svaki) par (w(i), 7(j) takav da je i > j.

Primer 6.3. U permutaciji 32541 ima ukupno 6 inverzija:
- 2 je na prvom mestu u (2,1)
- 3 jena prvom mestu u (3,2), (3,1)
- 4 je na prvom mestu u (4,1)

- 5 je na prvom mestu u (54), (5,1)

e Permutacija 7 je parna ako ima paran broj inverzija, oznaka sgn(m) = 1; u suprotnom ona je neparna ili
sgn(m) = —1.

e 32541 i 3412 su parne permutacije dok su 32451 i 2413 neparne.

6.3 Definicija i osnovna svojstva determinanti

Definicija 6.1. Determinanta matrice A = (a;j)nxn oOznaka |A| ili det(A) je
|A| = Z sgn(ﬂ') alw(l)a%@) anﬂ(n)
gde se sumiranje vrsi po svim permutacijama skupa {1,2,...,n}.

e Za n = 2,3 definicija se slaze sa prethodnom.

e Sabirke ayr(1)@27(2) -+ Gnr(n) MOZemo opisati kao proizvode a;j-ova takve da je iz svake vrste i svake kolone
uzet tacno po jedan!

Teorema 6.1. Za svaku kvadratnu matricu vazi det(A) = det(AT) .

Dokaz ...

Teorema 6.2. Neka je A kvadratna matrica.
(1) Ako A ima nula-vrstu (ili kolonu) tada je |A| =0.
(2) Ako A ima dve jednake vrste (kolone) tada je |A| =0.
(3) Ako je A trougaona (gornje ili donje) tada je |A| jednaka proizvodu elemenata na glavnoj dijagonali.

Dokaz ...

Teorema 6.3. Pretpostavimo da je kvadratna matrica B dobijena iz A primenom elementarne transformacije vrsta
(ili kolona).

(1) Ako su dve vrste (kolone) zamenile mesta u A tada je
Bl = —|4]
(2) Ako je neka vrsta (kolona) matrice A pomnozena sa k tada je

|B| =k |A]

(3) Ako je neka vrsta (kolona) pomnozena nekim skalarom dodata nekoj drugoj vrsti (koloni) tada je

|B| = [A]
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Dokaz ...

Prethodne dve teoreme daju jednu od strategija za izraCunavanje determinanti: koriste¢i elementarne transformacije
svedemo determinantu na trougaoni oblik pa primenimo teoremu 6.2(3).

5 1 1 1

. . , 1 5 1 1
Primer 6.4. Izracuna¢emo 115 1
1 1 15

Prvo saberemo sve vrste u prvu (determinanta se ne menja prema teoremi 6.3(3)), pa izvucemo 8 iz prve vrste
(teorema 6.3(2)), onda Gaus:

51 11 8 8 8 8 1] 11 1 1111
15 11| |15 1 1| T 51 1|_¢[0400]_ o
115 1 1151 1 15 1 00 4 0
1115 1115 1 115 000 4

e Ako je F matrica neke elementarne transformacije vrsta (ili kolona) tada je

|E Al = |E[]A]

e Neka se matrica B dobija iz A primenom elementarnih transformacije vrsta i kolona. Tada je

|Al =0 ako i samo ako |B|=0

Teorema 6.4. Kvadratna matrica A je inverzibilna ako i samo ako je det(A) # 0.

Dokaz  Videti Problem 7.27

Teorema 6.5. (Binet-Cauchy) |AB|=|A||B] .
Dokaz  Videti Problem 7.28

6.4 Minori i kofaktori, izracunavanje determinante

Neka je A = (a;;) kvadratna matrica reda n i neka M;; oznacava matricu koja se dobija iz A brisanjem i-te vrste i
j-te kolone.

e Minor polja (7,7) (ili elementa a;;) matrice A je (skalar) |M;;|

e Kofaktor polja (4,j) matrice A je: o
Aij = (=1)"™ M,

2 5 7
Primer 6.5. Nekaje A= 6 3 4
5 —2 =3
3 4 4 3 5 7
All‘ 2 _3‘17 AIQ‘B _3‘3871413'5 _2‘277 AQl‘_2 _3‘17
2 7 2 5 5 7 2 7
A22—‘5 _3‘——41, A23——’5 _2‘—297 A31—’3 4‘——17 A32——‘6 4‘—347
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Teorema 6.6. Neka je A = (a;;) kvadratna matrica reda n.

(1) Vazi formula za razvoj po i-toj vrsti:

|A| = ain A + ainAio + ... + ainAin

(2) Vazi formula za razvoj po i-toj koloni:

|A‘ = alelj —+ anggj —+ ...+ anjAnj

2 5 7
Primer 6.6. Nekaje A= 6 3 4 |. Tada je:
5 -2 -3
3 4 6 4 6 3
A11’_2 _3'1 A12‘5 _3‘38 A13‘5 _2’27

Razvoj po prvoj vrsti:
|A] = a11A11 + a12412 + a13A1, =

=2 (=1)+5-38+7(—27) = —1

Za prakti¢no izracunavanje determinante Koristimo razvoj po vrstama (kolonama) i pravila za elementarne trans-
formacije (Teorema 6.3):

(1) Ako zamenimo mesta dvema vrstama (kolonama) determinanta menja znak.

(2) Ako jednu vrstu (ili kolonu) pomnozimo sa k # 0 determinanta se uveca k puta.

(3) Ako jednoj vrsti dodamo k puta neku drugu vrstu determinanta se ne menjal

Korak 1 Pronadi ‘zgodnu vrstu i pivota’ u njoj (ili kolonu).

Korak 2 Koristedi pivota elementarnim transformacijama napraviti sve ostale nule u toj vrsti (koloni).

Korak 3 Primenom Teoreme 6.6 razviti determinantu po toj vrsti (koloni). Dobijamo matricu za red kraéu, pa
ponavljamo postupak dok ...

2 5 7
Primer 6.7. A=1| 3 1 1 . Zgodan je as3 = 1 u drugoj vrsti:
5 —2 =3
2 5 7 -19 -2 7 19 9
_ — (23| T 22
31 = 0 0 1 |=(-1)2.1 ‘ w1 ‘
5 -2 -3 14 1 -3

Sad moze i da se izracuna 2 x 2 determinanta:

= —1((~19)1 - 14(-2)) = 1

6.5 Adjungovana matrica

Neka je A = (a;;) kvadratna matrica reda n. Adjungovana matrica matrice A (adjunct of A) je:

A A o Anm

Aln AQn . Ann
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Teorema 6.7. (Laplas) Za svaku kvadratnu matricu A vazi:
A-adj(A) =adj(4) - A=det(A)I

Dokaz  Videti Problem 7.33

2 5 7
Primer 6.8. Uzmimo matricu iz primera 6.5: A = 6 3 4 . Izracunali smo:
5 —2 =3

A11 =—-1 A12 = 38 A13 = *27

A21 =1 A22 == —41 A23 =29
A31 =-1 A32 =34 A33 =—-24

-1 1 -1
Prema tome adjA = 38 —41 34
-27 29 -—24
Laplasova teorema (u primeru 6.6 imamo |A| = —1):
2 5 7 -1 1 -1 -1 0 0
6 3 4 : 38 —41 34 = 0o -1 0 =|A|T
5 —2 -3 -27 29 24 0 0 -1
Teorema 6.8. Neka je A kvadratna matrica.
(a) A je inverzibilna ako i samo ako det(A) # 0.
(b) Ako je A inverzibilna tada je A™! = det(4) adj(A).
2 5 7
Primer 6.9. Uzmimo matricu iz primera 6.5: A=| 6 3 4 |. U primeru 6.6 smo izra¢unali |A|=—1 au
5 -2 -3
primeru 6.8
-1 1 -1
adjA = 38 —41 34
27 29 -—24
Prema teoremi 6.8(2)
-1 1 -1
A'=—| 38 -41 34
=27 29 24

e Kvadratna matrica A je inverzibilna ako i samo ako je adj(A) inverzibilna. U slucaju inverzibilnosti vazi:

ladj(A)| = |A]"™

6.6 Kramerova teorema

Posmatrajmo sistem linearnih jednac¢ina A X = B :

a1 ai2 A1n T bl
a1 ao9 e Q2p . xT9 bg

anl Gp2 . Gun Ty, by,
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Neka je A =det(A) inekaje A,, dobijena zamenom i-te kolone u A sa B:

b1 a12 . Q1 a1 b1 . Q1

A _ bg a292 cee Q2n | A _ a1 bQ e Q2p
r1 — bl Tro — bl

by, Qp2 ... Gpn an1 bn ... apn

Kramerova teorema
(1) Sistem ima jedinstveno resenje ako i samo ako je A # 0; u tom slucaju je

Azl AJ/’Q . Axn

A;(EQZA,...;ZEn:A.

Tr1 =

(2) Ako je A =01 za bar jedno i je A,, # 0 onda sistem nema resenja.

e Primetimo da o slucaju
A=A, =A,, = ... =4, =0
Kramer ne kaze nista. U ovom slucaju sistem resavamo nekom drugom metodom i nekad dobijamo da ima resenja, a

nekad da ih nema.

Dokaz Kramerove teoreme (1) Pretpostavimo da je A # 0 (tada je i adj(A) inverzibilna). Iz AX = B sledi
adj(A)-A- X =adj(A)- B

Vazi i obrnuto: mnoZenjem sleva sa adj(4)~! dobijamo AX = B
Primenom Laplasove teoreme
(det(A4)-1)- X =adj(A)- B

X1 Allbl —|— A21b2 + —|— Anlbn Aa:l
A T2 | 2| AwbrFAsbr o Aeby || A,
Tp Alnbl + AanQ + ...+ Annbn Ar,,,

A T Aacl

A - ) o AIQ

A-x, Ay,

Zaklju¢ujemo da je prethodna jednakost ekvivalentna sa AX = B.

(2) Neka je A =01 za bar jedno i je A,, # 0. Ako je X resenje AX = B mnozenjem sleva sa adj(A4) dobijemo

A - T1 A:rl
A - To o sz
Az, Ay,
$to nije moguce. Nema reSenja. O
Teorema 6.9. Homogeni kvadratni sistem
a1 a2 e Q1 T 0
a1 a99 e Q2p . i) _ 0
Anl  Gp2 ... Gpn Ty 0

ima netrivijalno resenje ako i samo ako je det(a;;) = 0.
Dokaz ...

Primer 6.10. Koriste¢i Kramerovo pravilo, resi¢emo sistem:
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r+y+2=0
r+2y+z=1
20 +y+az=1.

gde je a realan parametar.

1 11 0 1 1
A=|1 2 1|=a—-2 Ay,=|1 2 1|=-a
2 1 a 1 1 a
1 01 1 10
Ay=]11 1|=a-2 A,=|1 2 1|=2
2 1 a 2 11
ReSenja sistema zavise od vrednosti parametra a (da li je A = 0 ili A # 0). Imamo dva slucaja:
(1) a#2
U ovom slucaju je A # 0 pa, prema Krameru, sistem ima jedinstveno resenje:
Ay —a _a—2 1 2
TTA T a2 YT a2 T T a2
(2) a=2
U ovom slucaju je A=0 a A, =—2# 0; prema Krameru sistem nema resenja.

Primer 6.11. Koristeéi Kramerovo pravilo, resi¢emo sistem:

mr+y+z=1

r+my+z=1

rz+y+mz=1.

gde je m realan parametar.
A=m+2)(m—-12 A,=A7,=A,=(m~—1)?
1
(1) m+#-2,1 Tada je A # 0 pa, prema Krameru, sistem ima jedinstveno resenje: x =y = z = p—
m

(2) m=1 Tadaje A=A, =A,=A,=0; Kramer ne kaze niSta u ovom slucaju, ali sistem postaje:

r+y+z=1
r+y+z=1
r+y+z=1.
ireSenjasw: x=1—a—-b y=>b z=a (a,b € R)
(3) m=—2 tadaje A =0, ali A, # 0 pa prema Krameru nas sistem nema resenja.

Primer 6.12. ReSavamo sistem:

mr+y+z=1
r+my+z=m+1
T+ my+mz=1.

A=m+1)(m-1)?2 A,=m-1)2 A,=(m-1)(m?*+2m—1)
A, = —m(m?—1)

(1) m # £1 Tada je A # 0 pa Kramer kaze da sistem ima jedinstveno resenje:

1 m2+2m—1 -m
= : = y R = ————
m+1 Y (m—1)2 "~ m—1

(2) m=1 U ovom slucaju A =A, = A, = A, =0, pa Kramer ne pomaze, ali sistem je zapravo:

z+y+z=1
TH+y+z=2
r+y+z=1,

1 o€ito nema resenja.

(3) m=-1 U ovom slucaju A =0, ali A, =1 # 0; prema Krameru, sistem nema resenja.
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6.7 Determinante blok matrica

Teorema 6.10. Neka je M trougaona (gornje ili donje) blok matrica sa dijagonalnim blokovima A, As, ..., A, . Tada

je
det(M) = det(A1) det(As) ... det(A,)
Dokaz ...
3 2 67 7 90
4 5 23 -8 65
Primer 6.13. Determinantu 0 0 5 2 82 razlozimo na blokove:
0 0 3 1 31
0 0 O 0 2
3 2 67 7 90
4 5 1 23 -8 i 65
3 2 5 2
0 0 5 2 82 =‘4 5H3 1’\2\=(—1)2=—14
0 0 3 1 31
0 0 0 0 2

6.8 Determinanta linearnog operatora

Neka je T :V — V linearni operator na n-dimenzionom vektorskom prostoru V. Neka su S i So baze za V i neka
su 77 i T matrice operatora u odnosu na njih.

Lema 6.1.  det(7y) = det(Tz) .
Dokaz. Ncka je P matrica prelaska sa baze S; na bazu S,. Tada je To = PT;P~! . Primenimo Kogi-Binea:
det(Ty) = det(P) det(T}) det(P~') = det(P) det(T}) det(P)™" = det(T})
§to je i trebalo pokazati. O

e Determinanta linearnog operatora je determinanta njene matrice u odnosu na neku bazu.

7 UNITARNI PROSTORI

Neka je V vektorski prostor nad R (realni vektorski prostor).

Definicija 7.1. (Realni) skalarni proizvod ((real) inner product) na V' je funkcija koja svakom paru vektora u,v € V
dodeljuje broj < u,v >€ R i koja zadovoljava sledeée uslove:

(1) Linearnost (po prvom argumentu):

<aup +buy,v>=a<u,v>+b<uy,v>

(2) Komutativnost: < u,v>=<v,u>
(3) Pozitivna definitnost: <u,u>>0 i

< u,u>=0 ako i samo ako u = 0.
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(Realni) unitarni prostor je vektorski prostor snabdeven skalarnim proizvodom.

e Aksioma (1) je ekvivalentna sa:
<u;tug,v>=<u;,v>+<u,v> i<auv>=a<uv>
e Skalarni proizvod oznacavamo i sa uov . Pri ovakvom zapisu linearnost (prema prethodnoj primedbi) se
razlaze na distributivnost + u odnosu na skalarno mnozenje
(up+u)ov=ujovtuzov
i na izvlacenje skalara ispred skalarnog proizvoda:

(au)ov=a(uov)

e Linearnost izrazena preko o je:

(au; +bug)ov=aujov+busov

e <0u>=<v,0>=0
e Iz linearnosti po prvoj promenljivoj i komutativnosti sledi linearnost i po drugoj promenljivoj:
uo(cvy +dvy) =cuovy+duovy
e Linearnost nam omogucuje da linearne kombinacije vektora mnozimo kao linearne kombinacije brojeva po
principu ‘svaki sa svakim’ pri ¢emu skalare izdvajamo ispred:
(up+uz)o(vi+vy)=ujovi+ujovao+usovy+us0vy

(aug +bug) o (cvy +dvsy) = ac(uy ovy) + ad(ug o vy) + be(ug o vy) + bd(ug o va)

e Opstije:

(Z a;u;) o (Z bivi) = Y Y aibj(u;0v;)

i=1 j=1
ili

n m n m
< Zaiui,ijvj > = ZZaibj <u;,Vv; >
i=1 j=1

i=1 j=1

o Cesto se v ov oznacava i sa v2. Na primer:

(u+2v)o(u+3v)=u?+5uo0,v+6v?

Paznja: u"™ nema smisla za n > 3!!!

Definicija 7.2. Norma vektora u = (uy,uz,...,u,) je:

lul] = V/<u,u>

e |lu]] = vVu? je direktna asocira na apsolutnu vrednost broja.

Primer 7.1. Standardni skalarni proizvod vektora u = (u1,usg,...,u,) 1 v = (v1,v2,...,0,) u R® smo definisali sa:
b b b b b b

u-v=uyv;+usvs+..+u,v, (€R)
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Primer 7.2. Neka je V prostor m x n realnih matrica. Tada je:
< A, B >=tr(BT A)

skalarni proizvod; tr(C), ili trag kvadratne matrice C, je zbir elemenata glavne dijagonale.

Primer 7.3. Neka je V prostor neprekidnih realnih funkcija na intervalu [a, b]. Tada je:

b
<= [ fOgti
skalarni proizvod.

7.1 Kosi-Svarcova nejednakost

Teorema 7.1. (Cauchy-Shwartz)
[uov| < uffv].

Dokaz Problem 6.10

Teorema 7.2. Za vektore u,v € R"® vazi
(1) vl =0; |v|l =0 ako i samo ako v =0
2) kvl =kl [vl
B) Mt vl < fluff+ vl
Dokaz Problem 6.11

Ako je |[u|| =1 onda je u jedini¢ni vektor (unit vector) ili normiran (normalized).

1
e Normiranje ne-nula vektora u je v = Wu (vl =1)
u

d(u,v) = |lu—v| je rastojanje izmedju tacaka u i v unitarnog prostora.

e Ugao izmedju vektora u i v unitarnog prostora je:

7.2 Ortogonalnost

Vektori u i v unitarnog prostora su ortogonalni ili normalni ako vazi

<u,v>=0

Primer 7.4. Trazimo vektor u = (z,v, 2) koji je normalan na vektore (2,1, —1) i (0,1, 1) standardnog R3:
20 +y—2=0 y+2=0

Svako resenje ovog sistema odgovara, na primer (—1,1, —1).
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Neka je S bilo koji skup vektora unitarnog prostora. Svi vektori koji su normalni na svaki vektor iz S ¢ine
ortogonalni komplement skupa S:

St={ueV|<us>=0 zasvaki s€ S}

e ‘<u,s>=0 zasvaki s € .S’ piSemo kracei u L S:

St={ueV|ulsS}

o St je potprostor prostora V .
e Nas cilj u narednom delu je dokaz sledeé¢e vazne teoreme, koji zahteva nekoliko prethodnih tvrdjenja.

Teorema 7.3. Ako je U potprostor kona¢no-dimenzionog prostora V tada je

V=UsU*

e Ekvivalentno: svaki vektor v se na jedinstven nacin piSe kao
vV=u-+ uJ‘;

gde je u € U ortogonalna projekcija vektora v na potprostor U, a u € UL je ortogonalna dopuna vektora v u odnosu
na potprostor U.

e u'l jeiortogonalna projekcija vektora v na potprostor U+

e Teorema 7.3 ne vazi u proizvoljnom beskonaéno-dimenzionom prostorul!

7.3 Ortogonalni skupovi i baze

Skup vektora je ortogonalan ako je svaki par njegovih vektora ortogonalan. Ortonormiran skup vektora je ortogo-
nalan skup ¢iji su svi elementi jediniéni vektori.

e Normiranje ortogonalnog skupa ne-nula vektora je normiranje svakog u u njemu (zamena sa v = Wu koji
—_— u

je jedini¢ni). Normalizacijom ortogonalnog skupa dobijamo ortonormirani skup.

e Ortogonalna baza vektorskog prostora je baza koja je ortogonalan skup. Sli¢no za ortonormiranu bazu.

Teorema 7.4. Svaki ortogonalan skup ne-nula vektora je linearno nezavisan.

Dokaz Problem 6.20

Teorema 7.5. (Pitagorina teorema) Ako je {uj,us,...,u,} ortogonalan skup vektora tada je:
R [ O [ 1

Dokaz Problem 6.21

7.4 Furijeovi koeficijenti

Koordinate vektora u odnosu na ortogonalnu bazu se racunaju lakse nego u sluc¢aju proizvoljne baze. To pokazuje
i naredni primer.
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Primer 7.5. Posmatrajmo vektore u; = (1,2,1) ug = (2,1,—4) us = (3,—2,1). Proverimo da oni ¢ine ortogonalnu
bazu standardnog R3:
uus = (1,2,1)-(2,1,-4) =1-2+2-1+1-(—4) =0

Slicno wuz-uz =u;-us =0. Znadi oni ¢ine ortogonalan skup. Prema teoremi 7.4 oni su linearno nezavisni pa ¢ine
bazu (dimenzija je 3). To je ortogonalna baza, ali nije ortonormirana:

Jwl=vV12+22+12=V6 [ =v21 |usl| =14
Izrazimo vektor v = (7,3,—1) kao linearnu kombinaciju:

V = ruj + Yyus + zus

Pomnozimo skalarno sa uy:
U -v=xu;-u;+yu;- -uz+2u;-us

u-v=2xu;-u;+0+0

u; v N u; v - (1,2,1)(7,37—1) —9
uw flwf? 6

Odatle je = =
Sli¢no, mnozenjem sa ug i ug dobijamo y=11iz=1.

v=2u +uz+us

Naredna definicija je motivisana situacijom u prostoru R™ sa standardnim skalarnim proizvodom.

<v,u>

[

Definicija 7.3. Vektor proj(v,u) = u je projekcija vektora v na vektor u unitarnog prostora.

e Motivacija za prethodnu definiciju je sledecla ¢injenica:

< u> . .. .
c= W je jedinstven skalar koji zadovoljava: uo (v —cu) =0
u
<
v v—cu
0 u
cu vou
uo(v—cu)=uov—cuou =uov—cl|ul? =0 povlaégi c= TalE
u

Teorema 7.6. Neka je {uy,...,u,} ortogonalna baza vektorskog prostora V. Tada je za svaki v € V:

<v,u; > <V, up > <v,u, >
[Jay | [z | ||

Dokaz ....

e Furijeov koeficijent ili komponenta vektora v u odnosu na u je skalar:

_<v,u> <u,Vv>

CcC = =
<u,u> [u]|?

Prethodna formula postaje:
Vv=ciu;+cous+..+c,u,
gde je ¢; komponenta vektora v u odnosu na u;.
<v,u; >
a2

Ako je {uy,...,u,} ortogonalna baza vektorskog prostora V tada je svaki v € V jednak zbiru svojih projekcija na
bazne vektore.

u; je projekcija vektora v na vektor u;, pa teoremu 7.6 mozemo izraziti i na sledeéi nacin:
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Teorema 7.7. Neka vektori {uy,...,u,} ¢ine ortogonalan skup ne-nula vektora u vektorskom prostoru V' i neka je
U potprostor generisan njima.

(1) Za svaki v € V postoji jedinstven v’ € U takav da je

v—v LU (tj v—v eU?h)
(2) Vv =cug +cus+ ... +cpu, gde su ¢; Furijeovi koeficijenti:
Cy =

. Cp =

Dokaz ....

e Vv’ je ortogonalna projekcija vektora v na potprostor U; ozna¢avamo ga sa proj(v,U)

e Projekciju vektora v na potprostor generisan ortogonalnim skupom vektora {uj,...,u,} ra¢unamo po formuli:

<wv,u; > <v,up > <Vv,u, >

us + ... + Un
[l 2

[[uz 2

Projekcija na potprostor je zbir projekcija na vektore ortogonalne baze tog potprostora:

proj(v,U) = proj(v,uy) + proj(v,us) + ... + proj(v, u,)

e Prethodna teorema dokazuje V = U @ UL 3to je specijalan sluc¢aj teoreme 7.3 (dodata je pretpostavka da
U ima ortogonalnu bazu). Da kompletiramo dokaz teoreme 7.3 preostaje da dokazemo da svaki kona¢no-dimenzioni
unitarni prostor ima ortogonalnu bazu.

e Prethodna teorema garantuje da svaki vektor ima ortogonalnu projekciju na konac¢no-dimenzioni potprostor. To
nije tacno u opstem sluc¢aju beskona¢no dimenzionih potprostora.

7.5 Beselova nejednakost

Teorema 7.8. Neka vektori {wy,...,w,} ¢ine ortogonalan skup ne-nula vektora u vektorskom prostoru V. Neka je
v € V 1 neka su ¢; Furijeovi koeficijenti v u odnosu na w;. Tada za sve skalare a1, as, ..., a,, :

n n
v => ciwill < v=a;w|
=1 i=1

Dokaz Problem 6.31

Teorema 7.9. (Beselova nejednakost) Neka vektori {ei,...,e,} ¢ine ortogonormiran skup vektora u vektorskom
prostoru V. Neka je v € V i neka je ¢; Furijeov koeficijent vektora v u odnosu na e;. Tada :

o < vl
i=1
Dokaz Problem 6.32

7.6 Gram-Smitov postupak ortogonalizacije

Neka je {vi,vi1,...,vn} baza unitarnog prostora V. Gram-Smitovim postupkom nalazimo ortogonalan skup
{w1,w1,....,w,} takav da je:

W1 = V1

Wgo = Q21 V1 + V2
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W, =0ap1 V) + ... + Gnpn—1Vn-1 + Vn
Primetimo da je svaki ovakav skup baza prostora V (posto se svaki v; moze izraziti kao linearna kombinacija w;-ova)
paje {wy,wy,...,w,} ortogonalna baza prostora V.

Postupak je zasnovan na teoremi 7.7:

W1 = V1
< Vg, W1 >
VTR ™
< V3, W1 > < Vs, Wg >
W3 — V3 — 5 wi + ) Wo
[ [[wal|
< > < 1>
Wnp = Vp ( M W21 w1+ ...+ MR 21 nl)
[[w w1l

e [z konstrukcije sledi:
W =0ap1Vi+ ...+ agr—1Vek—1+ Vg

paje {wi,wy,..,w,} bazazaV.

e Primetimo da je
Wy = Vi — proj(vi, span(wy, ..., Wg_1))

pa je zbog teoreme 7.7:
wy L span(wy, ..., Wg_1)

Sledi da je {wi,wy,...,w,} ortogonalan, pa, prema gornjem, je ortogonalna baza.

e Ukoliko normiramo svaki w; :
1

u = W;
[[wl

dobijemo ortonormiranu bazu {u;} (jediniéni vektori).

Teorema 7.10. Ako je {vi,Va,...,v,} baza unitarnog prostora V tada postoji ortonormirana baza {u,us,...,u,}
takva da je matrica promene baze sa {v;} na {u;} trougaona; t.j. za svaki k je:

U = a1 Vi +are vo + ... + agkp Vi

Dokaz Problem 6.32

Teorema 7.11. Svaki ortogonalan skup ne-nula vektora konaénodimrnzionog unitarnog prostora V. {wy, wa, ..., Wi}
moze biti prosiren do ortogonalne baze.

Dokaz Problem 6.33

e Iz prethodne teoreme sledi da svaki kona¢no-dimenzioni unitarni prostor ima ortogonalnu bazu §to u kombinaciji
sa teoremom 7.7 daje dokaz teoreme 7.3:

Teorema 7.3. Ako je U potprostor kona¢no-dimenzionog prostora V tada je
V=UaU"

Dokaz Problem 6.35

e Alternativni nacin formulacije prethodne teoreme je:
Svaki vektor v kona¢no-dimenzionog prostora V' se na jedinstven nacin pise u obliku

v = proj(v, W) + proj(v, W)
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7.7 Ugao izmedju vektora i potprostora

Ugao izmedju vektora i potprostora definiSemo kao ugao izmedju vektora i njegove ortogonalne projekcije na taj
potprostor.

Primer 7.6. U standardnom vektorskom prostoru R* izracuna¢emo ugao izmedju vektora v = (6,3,6,3) i potpros-
tora U generisanog vektorima u; = (1,1,0,1) i us = (1,2,1,3).

(1) Gram-Smitovim postupkom odredjujemo ortogonalnu bazu potprostora U:

Wi = U = (1717071)

< U2, Wi >
Wy =Up — — 00— W =
[[w ]
<(1,2,1,3), (1,1,0,1) >
= (1,2,1,3)— (1,1,0,1) =
1(1,1,0,1)|]2

=(1,2,1,3) — 6/3(1,1,0,1) = (—1,0,1,1)

(2) Racunamo projekeiju vektora v na potprostor U (koji je generisan ortogonalnim vektorima wiy, ws):

W1

< (6,3,6,3), (1,1,0,1) >
I1(1, 1,0, 1)

< (6,3,6,3), (-1,0,1,1)) >
H(—I,O,l,l)”2

proj(v,U) =

(_1707 1a 1) =

proj(v,U) = 4(1,1,0,1) + (=1,0,1,1) = (3,4,1,5)

(3) Rac¢unamo ugao 6 izmedju v i v/ = proj(v,U):

< (27 172a 1)? (3747 1’5) > —
1(2,1,2,1)[1[(3,4,1,5)]]

cosf =

< (2,1,2,1),(3,4,1,5) >
1(2,1,2,1)[[(3,4,1,5)]]

R
V10 V51 /510

7.8 Matri¢cno predstavljanje skalarnog proizvoda

Neka je {vi,Vva,...,v,} baza unitarnog prostora V. Gramova matrica je:

V1 0Vy V1 0Vy ... V3oV,

Vo OV Vo O Vo .. VoOV,
G(V1,V2,...,Vn) =

vp,Oo0Vy VvV, O0Vy ... V0V,

e Gramovu matricu definiemo na isti nacin i za bilo koji skup vektora {vi,vs,...,v,} (koji nije obavezno baza).
o {vi,va,..,v,} je ortogonalna baza ako i samo ako

G(v1,va,...,v,) je dijagonalna matrica.
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e {vi,va,..,v,} je ortonormirana baza ako i samo ako

G(Vl,Vg,

7Vn):I

e Gramova matrica predstavlja ‘tablicu mnozenja’ u odnosu na bazu:

n n n n
<Zaivi’zijj > = ZZaibj < Vi,V >=
i=1 j=1

i=1 j=1

(kao proizvod matrica)
= (a1 az...an) G(v1,va, ...,

) (b1by ... b))t

Ovo je formalizovano u narednoj teoremi, uzimajuéi vektore kolona:

Teorema 7.12. Ako je {vi,Vva,...,v,} baza unitarnog prostora i [u] [v] koordinatni vektori kolona u odnosu na tu

bazu tada je:

uov = [u]" G(vy,va, ... v) [V]

Dokaz. Videti Problem 6.41

e Za kvadratnu matricu A reda n kazemo da je pozitivno definitna ako za svaki ne-nula vektor kolonu v € R"

vazi:

viAv >0

Teorema 7.13. G(v1,Vva,...,v,) je simetriéna i pozitivno definitna.

Dokaz. Videti Problem 6.42.

Vazi i tvrdjenje obrnuto teoremi 7.12:

Teorema 7.14. Ako je matrica A simetri¢na i pozitivno definitna tada je sa

uAv’

definisan skalarni proizvod na R™.

Dokaz. Videti Problem 6.40.

7.9 Promena baze i Gramova matrica

Neka su S = {s1,82,...,8,} 15 ={s],s),...,s),} baze prostora V. Koordinatne vektore [v]s € R" posmatramo

kao vektor-kolone. Neka je

€11 C21

Ci2 €22
P =

Cin Con

matrica promene baze sa baze S na bazu S’, ili

/
S,, = Cn181 + Cp2Sg + ...

Neka je P transponovana matrica ovog ‘sistema’:

S1 = €1181 + C1282 + ...

Sy = C2181 + C9982 + ...

Cnl
Cn2

C’I’L'ﬂ

+ C1nSn

+ CanSn

J’_ C’IL’VIS’IL

e Podsetimo (videti teoremu 5.27 u knjizi): P je inverzibilna i za svaki vektor v € V' vazi:

Plv]s = [v]s

Teorema 7.15.  G(s},s),...,s!) = PT G(s1,82,...,8,) P

i p! [V]S = [V]S/
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Dokaz. Prema teoremi 7.12 imamo:
uov = [u]?sj G(Slv S2, .0y Sn) [V}S

uov = [u]L, G(s},s,...,s,) [V]sr

uov = [u]§ G(s1,82,....8,) [V]s =
= (Plu]s))T G(s1,82,...,8,) P[V]s =
= [u]§& P" G(

=& (P" G(s1,89,....8,) P) [V]sr =

S1, 82, "'7Sn) P[V]S’ =

Sledi:
G(sy,sh,...,s,) = PT G(vy,va,...,v,) P

7.10 Ortogonalne matrice i skalarni proizvod

Podsetimo da je kvadratna matrica A ortogonalna ako i samo ako je AT = A~!; dokazali smo i slede¢u teoremu:
e Neka je A kvadratna matrica reda n. Sledeca tri tvrdjenja su ekvivalentna:

(1) A je ortogonalna matrica,

(2) Vektori vrsta matrice A ¢ine ortonormirani skup vektora;

(

3) Vektori kolona matrice A ¢ine ortonormirani skup vektora.

Teorema 7.16. Ako je P matrica prelaska sa ortonormirane baze S = {ej,es,...,e,} na ortonormiranu bazu
S’ ={el, €, ....el,} tada je P ortogonalna matrica.

Dokaz. Videti Problem 6.48. Alternativni dokaz je: kako su S i S’ ortonormirani imamo

G(s1,82,...,8n) = G(8],8h,...,s,) =1

& n

Prema Teoremi 7.15 imamo:
G<Sllvs,27~ B n) pPT G(Vl,Vg,..., )P

I=prPTrp PT=p' O

Vazi i obrnuto tvrdjenje:

€11 €21 Cnl
. C12 C22 ... Cp2 . . .
Teorema 7.17. Ako je P = " ortogonalna matrica i S = {ey, es,...,e,} ortonormirana
Cin C2n ... Cpn

baza tada jei S’ = {e},e€),...,e,} ortonormirana baza gde je:

5 €n
/

S1 = €1181 + €1282 + ... + C1,Sp
’

52 = C2181 —+ C22S2 —+ ...+ ConSnp

/
S,, = Cp181 + Cp2Sa + ... + CppSy

Dokaz. Videti Problem 6.48 (ili napraviti dokaz slican prethodnom).
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7.11 Gramova determinanta

e Za bilo koji skup vektora {vy,vs,...,v,} unitarnog prostora Gramova determinanta je

det G(v1,va, ..., vy)

Teorema 7.18. det G(vy,va,...,v,) =0 ako i samo ako su {vy,va,...,v,} linearno zavisni.

Dokaz. Prvo, pretpostavimo da su linearno zavisni i dokazimo da je determinanta jednaku nuli. Zbog linearne
zavisnosti jedan od v;-ova (npr. vi) je linearna kombinacija preostalih:

n
vy = E a;Vvi
i=2

Ako u determinanti

Vi0Vy V1 0Vy ... VioOoVy

Vo O V7 Vg O Vo .. VOV,
detG(Vl,Vg,...,Vn) =

vp,Oo0Vy VvV, 0Vy ... V0V,

od prve vrstu oduzmemo bas tu linearnu kombinaciju preostalih vrsta i primenimo linearnost po prvoj promenljivi
dobijamo:

(vi—=>rsaivi)ovy (Vi— Y i ,aivi)ovy ... (Vi— Y i ,a;Vi)ovy,
Vg OV Vo O Vo Vo OV,
Vn, OVy Vp OVy Vp OVy

U ovoj determinanti je prva vrsta nula-vrsta, pa je Gramova determinanta jednaka nuli.

Drugi smer se dokazuje sli¢no ... O

Teorema 7.19. Za linearno nezavisne vektore vazi:
det G(v1,va,...,vy) >0

U prostoru R"™ sa standardnim skalarnim proizvodom det G(vy,va,...,v,) je kvadrat zapremine generalisanog par-
alelepipeda odredjenog vektorima {vi,va,...,v,} .

Dokaz. Pretpostavimo da je S = {vi,va,...,v,} linearno nezavisan skup i neka je E = {ej,eq,...,e,}
ortonormirana baza potprostora span(vi,va,...,v,). Neka je P matrica prelaska sa baze E na bazu S. Prema
teoremi 7.15 vazi:

G(vi,Va,...,vn) = PT G(ey, e, ....e,) P

Kako je E ortonormirana, imamo G(e,eq,...,e,) =1 pa je:
G(vi,va,....sp,) =P P
Primenimo Kogi-Binea i det(PT) = det(P):
det G(vi,va,...,vy) = det(P)* > 0

Da dokazemo drugi deo (u R™) primetimo da je PT matrica u kojoj su vektori vrsta v;-ovi... O

7.12 NORMIRANI PROSTORI

Definicija 7.4. Neka je V vektorski prostor i neka je svakom v € V odredjen realan broj |[|v|. Funkcija || — || je
norma ukoliko su zadovoljeni sledeéi uslovi:

(1)
@) kvl = kv
@B) v +ull < [lvll+ [

U tom slucaju V je normirani vektorski prostor.

Ivil>0 i [v|]=0 akoisamoako v=0.
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Primer 7.7. Slede tri vazna primera normi na R"™:
(1) li(as, az, ... an)lloe = max (a1, [az|, ..., |an])

(2) ||(a1,a2,...,an)|\1 = \a1|—|—|a2|—|—+\an|

(3)  lar,az, s an)ll2 = V]ar]? + [az? + ... + [an]?

Rastojanje izmedju vektora u i v u normiranom prostoru je

d(u,v) = [lu—v|

Teorema 7.20. Rastojanje zadovoljava sledece uslove:
(1) d(u,v)>0 i d(u,v)=0 akoisamoako u=v.
(2)  d(u,v)=d(v,u)
3)  d(u,v) <d(u,w)+d(w,v)

Primer 7.8. Odredjujemo skup tacaka C' prostora R? koje su na rastojanju 1 od koordinatnog poéetka u odnosu na
norme iz prethodnog primera:

(1) (a1, a2)]loc = max (Jas], |az])
C je kvadrat sa temenima u tackama (1,1),(—1,1),(1,—-1),(-1,-1)

(2)  [la1, a2)lly = [aa] + [az|
C je kvadrat sa temenima u tackama (1,0),(0,1), (—1,0), (0,—1)

3) (a1, a2)ll2 = V/]a1]* + |az|?

Ovo je ‘obi¢no’ rastojanje i C' je jedini¢na kruznica.

8 DIJAGONALIZACIJA

Primer 8.1. Posmatrajmo linearno preslikavanje T : R? — R? definisano sa:
T(IL‘, y) = (5ZE - 6y7 2r — Zy)

U odnosu na standardnu bazu ono je predstavljeno sa

(=02 2)0)
Neka je vi = (2,1)ivy=(3,2) . Tada je
T(vi)=(4,2)=2v; T(vs)=vs

pa je
T(avi+bvy) =2avy +bvy

U odnosu na bazu vi,vy T je predstavljeno dijagonalnom matricom
20
0 1

e Podsetimo da skup svih kvadratnih matrica reda n sa elementima iz polja F, u oznaci M, (F), u odnosu na
sabiranje, mnozenje i mnozenje skalarima ¢ini algebru matrica:
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1. Ako A,BeM,(F) tadai A+ B, AB € My(F);

2. Ako k€ F i AeMy(F) tada kA€ My(F).

o Akoje f(t)=ant"+..+a1t+ap polinom sa koeficijentima iz F' 1 A € M, (F) tada f(A) oznacava matricu
flA)=a, A" + ...+ a1 A+ apl
ade f(A) € Ma(F) .

e Matrica A je nula polinoma p(¢) ako vazi p(A) = 0; utom slucaju kazemo i da A ponistava polinom p(t).

Teorema 8.1. Ako su f i g polinomi i A kvadratna matrica, tada vazi:
1) (f+9)(A) = f(A) +9(4)
2)  (f9)(4) = F(4)g(4)

B)  (KN)(A) =k [(A)
) f(A)g(A) =g(A4) f(A) .
Dokaz. Videti Problem 8.26

8.1 Karakteristi¢ni (sopstveni) polinom matrice

aix  aiz ... Qin
Definicija 8.1. Neka je A = @21 22 e G20 kvadratna matrica. Njena karakteristi¢na matrica je:
apl  Ap2 ... Adpp
t— ail —Qa12 —Q1n
tIn A= —as1 t— as2 ... —Aagn
—0n1 —0an2 e t—apn

Karakteristiéni polinom (ili sopstveni polinom) matrice A, u oznaci Ax4(t), je determinanta njene karakteristicne
matrice:

Au(t) = det(t I, — A)

N W

Primer 8.2. Neka je A = ( le ) . Njena karakteristicna matrica je:

t—1 -3
a0 )
Karakteristi¢ni polinom matrice A je
| t=1 =3 | _ _ 42
AA(t)_‘ 4 9 ‘_(t—l)(t—2)—12—t —3t—10
e A,(t) je ‘obican’ polinom.
e A4(t) je monican (monic) t.j. koeficijent uz najveéi stepen je 1 i vazi:

Aa(t) =t" —tr(A) "t + . 4 (=1)" det(A)
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Teorema 8.2. Sli¢ne matrice imaju isti karakteristicni polinom.

Dokaz. Pretpostavimo da su kvadratne matrice (istog reda) A i B slicne:

A=P'BP
Tada je:
AA(t) =det(t] — A) =det(tI — P~* BP)
=det(tP"*'IP—-P 'BP)=det(P '(tI - B)P)
=det P~ det(t I — B)det P = Ap(t)
(zbog det P~ldet P =det(P~'P)=detl =1) O

Teorema 8.3. Ako je A gornje-trougaona blok matrica tada je njen karakteristi¢ni polinom jednak proizvodu
karakteristicnih polinoma njenih dijagonalnih blokova.

Dokaz. Sledi iz ¢injenice da je determinanta dijagonalne blok matrice jednaka proizvodu determinanti dijago-
nalnih blokova. O

8.2 Teorema Kejli-Hamiltona

Teorema 8.4. (Kejli-Hamilton) Svaka kvadratna matrica je nula svog karakteristicnog polinoma.
Dokaz. Videti Problem 8.27
. . 1 3 . . .

Primer 8.3. Neka je A= ( 1 92 > iz prethodnog primera. Tada je

Aa(t)=t*—3t—10

pa Kejli-Hamilton tvrdi da je
A2 —3A-101=0

2
1 3 1
(33) (s
139\ _ (3 9Y (10 0)_,
1216 12 6 0 10 )~

8.3 Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori

Ovo moze i neposredno da se proveri:

N W
|
—_
o
~
Il

Neka je A kvadratna matrica reda n. Skalar A € F je sopstvena vrednost matrice A (eigenvalue) ako postoji
ne-nula vektor kolona v € R™ takav da je:

Av=JAv

Ovakav v € R™ je sopstveni vektor matrice A koji odgovara sopstvenoj vrednosti A (eigenvector), kaze se i karakter-
isticna vrednost, karakteristi¢ni vektor.

e Neka je A sopstvena vrednost matrice A. Tada je skup svih sopstvenih vektora koji odgovaraju A potprostor
od R™; nazivamo ga sopstveni potprostor za A i A\ i ozna¢avamo sa F.

Teorema 8.5. Za kvadratnu matricu A reda n sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) Skalar A je sopstvena vrednost matrice A;
(2) det(AI—A)=0 (t.j. matrica M =AI— A je singularna);
(3) X je koren karakteristi¢nog polinoma matrice A (A4(X) = 0).
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Dokaz. Videti problem 8.28
e (1)< (2) daje recept za izracunavanje sopstvenih vrednosti: to su resenja jednacine A4(t) = 0.

e (3) = (1) znadi da svakoj sopstvenoj vrednosti odgovara bar jedan sopstveni (ne-nula) vektor.

8.4 Algebarska i geometrijska viSestrukost sopstvene vrednosti

e Ako se karakteristi¢ni polinom razlaze na proizvod razli¢itih nerastavljivih faktora:
Aat) == A)™ 0t = Ap) ™ q1(t)...qs(t)

tada je my algebarska visestrukost sopstvene vrednosti .

Geometrijska visestrukost sopstvene vrednosti je dimenzija njenog sopstvenog potprostora.

Teorema 8.6. Algebarska viSestrukost sopstvene vrednosti nije manja od njene geometrijske visestrukosti.
Dokaz. Ostavljema za kasnije (videti Problem 11.12) .
e Drugim re¢ima ne mozemo imati vise od m; linearno nezavisnih sopstvenih vektora koji odgovaraju sopstvenoj

vrednosti \;.
8.5 Dijagonalizabilnost
Kvadratna matrica A je dijagonalizabilna ako postoji inverzibilna matrica P takva da je P~! AP dijagonalna

matrica (t.j. van glavne dijagonale ima samo nule).
Naredna teorema daje osnovu za prakticno resavanje pitanja dijagonalizabilnosti date matrice.

Teorema 8.7. (1) Kvadratna matrica A reda n je dijagonalizabilna ako i samo ako A ima n linearno nezavisnih
sopstvenih vektora.

(2) U tom slucaju dijagonalni elementi te dijagonalne matrice D odgovaraju sopstvenim vrednostima matrice A i
D=P'AP
gde je P matrica sastavljena od sopstvenih vektora-kolona matrice A.

Dokaz. Videti Problem &8.29

o U matrici P iz prethodne teoreme redosled redjanja sopstvenih vektora (kolona) nije bitan!

2 11
Primer 8.4. Nekaje A= 1 2 1 Ispitujemo da li je A dijagonalizabilna.
1 1 2
Prvo izra¢unamo A4 (t):
t—2 -1 -1
Aty =det(tI —A)=| -1 t—-2 —1 |=(t—-1>3t—4)
-1 -1 t-2
Trazimo sopstvene vektore za A =41 \ = 1:
2 11 x x
1 2 1 Y =4| y
1 1 2 z z
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Resavanjem sistema dobijamo skup resenja (sopstveni potprostor):
E,={(a,a,a)|a € R}

koji je generisan sopstvenim vektorom (1,1,1).

2 1 1 T T
1 2 1 Y = Y
1 1 2 z z

Resavanjem sistema dobijamo skup resenja (sopstveni potprostor):
El = {(7(1 - babaa) |CL,b € R} = {a(flvoa 1) + b(f]‘a 170) |CL,b € R}

koji je generisan sopstvenim vektorima (—1,0,1) i (—1,1,0).

(-1,0,1), (-1,1,0) i (1,1,1) su linearno nezavisni pa, prema Teoremi 8.7(1), matrica A je dijagonalizabilna.
Poredjamo ove vektore u kolone matrice P:

-1 -1 1
P = 0 1 1
1 0 1

Prema teoremi 8.7(2) matrica P~! A P je dijagonalna. Izra¢unamo

Lf 11 -2
P—lz—g 1 -2 1
-1 -1 -1
1 1 =2 2 1 1 -1 -1 1
Plap=—1| 1 -2 1 1 21 0o 1 1 |=
-1 -1 -1 11 2 1 0 1
L3 0 0 1 00
=—3( 0 =3 0 =010
0 0 -—12 0 0 4
. . 11 N o
Primer 8.5. Matrica A= ( 0 1) nije dijagonalizabilna:
AA(t):det(tI—A):‘ I ‘:(t—l)Q

Jedina sopstvena vrednost je A = 1. Trazimo sopstvene vektore:
1Y\ (z)\_[=
0 1 y ] \wy

Tty=w Y=Y

se svodi na sistem

Cije je reSenje (a,—a)|a € R} pa ova matrica nema dva linearno nezavisna sopstvena vektora. Prema teoremi 8.7
ona nije dijagonalizabilna.

Na slican nacin se moze videti i da Zordanova matrica

a 1 0 ... 0 O
0 a1 ... 0O
0 0 a ... 00
0 0 O a 1
0 0 O 0 a

nije dijagonalizabilna ni za jedan a € R
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e Stepen dijagonalne matrice se lako racuna:

ag 0 ... 0 a> 0 ... O
0 az .. 0 o ey 0
0 0 an 0 0 am
Sli¢no, ako je p(t) polinom tada je:
p(aq) 0 0
pay=| O pe) 0
0 0 . plan)

e Za dijagonalizabilnu matricu A izracunavanje A™ se svodi na izracunavanje stepena dijagonalne matrice. Neka
je D=P 'AP tadaje A=PDP! ivazi

A" =pPDpP Yr*=PDP'PDP .. PDP'=pPD" P!

Za svaki polinom p(t) vazi:
p(A) =P~ p(D) P

Teorema 8.8. Akosu vy, Vo, ..., v, sopstveni vektori koji odgovaraju razli¢itim sopstvenim vrednostima A1, Ao, ..., Ay,
matrice A tada su oni linearno nezavisni.

Dokaz. Videti Problem 8.30

Teorema 8.9. Ako karakteristi¢ni polinom kvadratne matrice A reda n ima n razli¢itih korena ay, as, ..., a, u polju
skalara tada je

Ast)y=(t—a1)(t —ag)...(t — an)
i A je sliéna dijagonalnoj matrici kojoj su dijagonalni elementi (u nekom rasporedu) ay, ag, ..., ay.

Dokaz. Videti Problem 8.31

8.6 Dijagonalizacija realnih simetri¢nih matrica

Osnovna teorema algebre tvrdi da se svaki polinom sa kompleksnim koeficijentima moze napisati kao proizvod
linearnih polinoma sa kompleksnim koeficijentima. Sli¢no vazi za karakteristi¢ne polinome simetri¢nih realnih matrica:

Teorema 8.10. Karakteristicni polinom realne simetri¢ne matrice se moze rastaviti na proizvod realnih linearnih
polinoma.

Teorema 8.11. Sopstveni vektori koji odgovaraju razli¢itim sopstvenim vrednostima realne simetri¢ne matrice su
medjusobno ortogonalni.

8.7 Minimalni polinom matrice

Neka je A kvadratna matrica reda n nad poljem F i neka je Z(A) skup svih polinoma p(t) takvih da je p(A) = 0.
Kejli-Hamilton teorema garantuje da sadrzi karakteristican polinom matrice A. Minimalan polinom matrice A je
monic¢an polinom najmanjeg stepena koji pripada Z(A).

Narednu teorema opisuje vezu dijagonalizacije i minimalnog polinoma. Njen dokaz ostavljamo za naredno preda-
vanje
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Teorema 8.12. Matrica A je dijagonalizabilna ako i samo ako se njen minimalni polinom faktoriSe na proizvod
razli¢itih linearnih faktora:

ma(t) = (£ — A1)t — Ag)ewr(t — )

gde su A;-ovi razliciti.

Naredne teoreme opisuju vezu minimalnog i sopstvenog polinoma matrice.

Teorema 8.13. Neka je m(t) minimalan polinom matrice A, koja je reda n i A4(t) njen karakteristican polinom.
Tada m(t) deli svaki polinom iz Z, pa i karakteristi¢ni polinom A 4(t) (oznaka za ‘deli’ je | ; ma(t) | Aa(t)).

Dokaz. Videti Problem 8.32.

Teorema 8.14. Neka je m(t) minimalan polinom matrice A, koja je reda n i A4(t) njen karakteristican polinom.
Tada :

Aa(t) | (m(t)"

m(t) i Aa(t) imaju iste nerastavljive faktore.
Dokaz. Videti Problem 8.33

e Sopstvene vrednosti matrice A su koreni minimalnog polinoma.
8.8 Dijagonalizacija linearnog operatora
Neka je V' n-dimenzioni vektorski prostor nad poljem F'. Linearni operator T : V — V je dijagonalizabilan ako

se moze predstaviti dijagonalnom matricom u odnosu na neku bazu: postoji baza vi,vs,...,v, i skalari \; tako da
je:

T(v;)=Av; za1=1,2,...n
Slededi niz definicija i teorema je analogan odgovarajuéim tvrdjenjima za matrice.

Skalar A € F' je sopstvena vrednost operatora T ako postoji ne-nula vektor v € V takav da je T'(v) = Av . U tom
slucaju v je sopstveni vektor preslikavanja T'. Skup svih sopstvenih vektora koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti A je
sopstveni potprostor operatora T koji odgovara sopstvenoj vrednosti A, u oznaci F).

E\y=Ker(AI-T)

Svake dve matrice koje predstavljaju operator u odnosu na neke baze su sli¢ne; prema teoremi 8.2 one imaju isti
karakteristican polinom. Taj polinom ne zavisi od izbora baze, veé zavisi samo od operatora i naziva se karakteristi¢ni
polinom operatora (ili sopstveni).

Teorema 8.15. T je dijagonalizabilan (moze biti predstavljen dijagonalnom matricom D) ako i samo ako V' ima bazu
sastavljenu od sopstvenih vektora. U tom slu¢aju dijagonalni elementi matrice D su odgovarajucée sopstvene vrednosti.

Teorema 8.16. Ako su vi,va,...,v,, sopstveni (ne-nula) vektori koji odgovaraju razli¢itim sopstvenim vrednostima
tada su oni linearno nezavisni.

Teorema 8.17. T je nula svog karakteristicnog polinoma.

Teorema 8.18. ) € F' je sopstvena vrednost ako i samo ako je nula karakteristicnog polinoma.
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Teorema 8.19. Geometrijska visestrukost sopstvene vrednosti nije veca od algebarske visestrukosti.

Dokaz. Videti Problem 11.12

Teorema 8.20. Ako je A matrica koja predstavlja 7' u odnosu na neku bazu tada je A dijagonalizabilna ako i samo
ako je T dijagonalizabilan.

e Minimalan polinom operatora 7" je moni¢an polinom najmanjeg stepena m(t) takav de je m(7T") nula-preslikavanje.

e Minimalan polinom operatora je i minimalan polinom bilo koje matrice koja ga predstavlja.

9 KANONSKE FORME OPERATORA

Polinom f(t) € Ft] se rastavlja na proizvod linearnih ¢inilaca ako postoje a; € F takvi da je

f(t) = (t —a1)(t — az).....(t — ay)
(gde neki od a;-ova mogu biti jednaki).

Primer matrica (linearnog operatora) ¢iji se karakteristiéni polinom rastavlje na proizvod linearnih ¢inilaca su
gornje-trougaone matrice; polinom matrice

air a2 ... Qin
0 a2 ... Q2p
0 0 Ann

je A(t) = (t — an(t — agg)...(t — a,m) .

U ovom delu éemo, izmedju ostaloga, dokazati i obrnuto tvrdjenje: ako se karakteristi¢ni polinom linearnog op-
eratora rastavlja na proizvod linearnih ¢inilaca tada on mozhe biti predstavljen trougaonom matricom (u odnosu na
neku bazu).

Dokazacemo i jace tvrdjenje:

Zordanova kanonska forma Neka je V konaéno-dimenzioni vektorski prostori 7: V — V linearni operator ¢iji
se karakteristi¢ni polinom rastavlja na proizvod linearnih ¢inilaca. Tada postoji baza prostora V u odnosu na koju je
T predstavljen dijagonalnom blok matricom oblika

J, 0 .. 0 A 1 0 ... O

0 J 0 Ao 1 0 0
2o gde su J; oblika . .

e 0 0 0 N1

0 0 .. Jn 0 0 0 0 A

(Matrice istog oblika kao J; se nazivaju Zhordanove matrice).

Ekvivalentne formulacije su:
e Svaka matrica ¢iji se karakteristi¢ni polinom faktorise na proizvod linearnih ¢inilaca je sli¢na trougaonoj matrici.

e Svaka matrica Ciji se karakteristi¢ni polinom faktorise na proizvod linearnih ¢inilaca je sli¢na dijagonalnoj blok
matrici ¢iji su dijagonalni blokovi Zordanove matrice.
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9.1 Invarijantni potprostori linearnog operatora

Neka je T: V — V linearni operator na kona¢no dimenzionom vektorskom prostoru V.

e Potprostor W C V je T-invarijantan (ili invarijantan u odnosu na T) ako T preslikava W u samog sebe (t.]

T(w) € W za svaki w € W). Ako je W invarijantan onda je restrikcija operatora 7' na W, u oznaci T' | W ili T,
linearni operator na W:

T:W — W definisansa T(w)=T(w) zawe W

Teorema 9.1. Ako je T : V — V linearni operator i f(¢) ma koji polinom tada je Ker(f(T")) invarijantan u odnosu
na 7.

Dokaz. Videti Problem 11.3

Teorema 9.2. Ako je potprostor W invarijantan u odnosu na 7 : V — V tada se T" mozhe predstaviti blok

matricom oblika
A B
0 C

gde je A matrica linearnog operatora T.
Dokaz. Videti Problem 11.5

e U prethodnoj teoremi baza prostora V' u odnosu na koju je T' predstavljen matricom gornjeg oblika biramo tako

da prvo izaberemo bazu za W a potom je produzhimo do baze za V. Pri tome mozhemo uzeti proizvoljnu bazu za
wW.

Podsetimo: vektorski prostor V' je direktna suma svojih potprostora Wi, Wa, ..., W}, ako se svaki v € V na jedinstven
nac¢in mozhe napisati u obliku:

V=W + Wy + ... + Wg w, e W;1=1,2,...,k
Oznaka: V =@k, W,
Teorema 9.3. Neka su Wy, Wa, ..., W), potprostori vektorskog prostora V i neka je B; = W;1, Wig, ..., Wi, baza
prostora W; (za i =1,2,....k). Tada je V = @F_ W} ako isamo ako je B = BiBs..B; bazazaV :

B = Wil, -y W1m17w217 sty W2m27 ey WEy ey Wk:mk

Dokaz. Videti Problem 11.7

Teorema 9.4. Neka je T': V — V' linearni operator i neka su Wy, Ws, ..., W}, invarijantni potprostori takvi da je
V =@F ,W,. Ako je B; baza potprostora W; i matrica A; predstavlja T' | W; tada matrica

0o ... 0

Ay, ... 0

0 0
0

OOO;‘
n

Ay,

predstavlja T' u odnosu na bazu B1Bs...5By .

9.2 Osnovna dekompozicija linearnog operatora

Podsetimo da su polinomi g(t) i h(t) uzajamno prosti ako ne postoji nekonstantan polinom p(¢) koji deli i g(¢) i h(t).

Teorema 9.5. Neka je T : V — V linearni operator, f(T) =0 1 f(t) = g(¢t)h(t) gde su polinomi g(t) i h(t)
uzajamno prosti. Tada je V=U® W gde je U =ker(g(T)) i W = Ker(h(t)) .
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Dokaz. Videti Problem 11.9

Teorema 9.6. Ako je f(¢) u prethodnoj teoremi minimalni polinom operatora 7' i ako su g(¢) i h(t) moni¢ni tada je
¢(t) minimalni polinom operatora T | U, a h(t) minimalni polinom operatora T | W

Dokaz. Videti Problem 11.10

Teorema 9.7. (Osnovna dekomporzicija linearnog operatora) nekaje T : V — V linearni operator €iji je minimalan
polinom

m(t) = f1(t)™ fo(t)"2... fr(t)™"
gde su f;(t) razli¢iti moniéni nerastavljivi polinomi. Tada je V direktna suma invarijantnih potprostora W; =
Ker(f(T)™) . Shtavise f;(t)™ je minimalni polinom operatora T' [ W;.

Dokaz. Videti Problem 11.11

Prva posledica ove teoreme je Teorema 8.13 ¢iji smo dokaz ostavili za kasnije:

Teorema 9.8. Matrica A je dijagonalizabilna ako i samo ako se njen minimalni polinom faktorise na proizvod razli¢itih
linearnih faktora:

ma(t) = (t— A1)t — A2)...(t = \pn)
gde su \;-ovi razliciti.

Dokaz. Videti Problem 11.12

e Ekvivalentna formulacija ove teoreme je: Linearni operator je dijagonalizabilan ako i samo ako je njegov
minimalan polinom proizvod linearnih ¢inilaca.

9.3 Nilpotentni operatori

Linearni operator T : V [ V je nilpotentan ako je T™ = 0 (t.j. nula-operator, koji sve preslika u 0) za neki
prirodan broj n. U tom slu¢aju, najmanji takav n je indeks nilpotentnosti operatora T'. Sli¢no, kvadratna matrica A
je nilpotentna ako postoji prirodan broj n takav da je A™ = 0, a najmanji takav broj je indeks nilpotentnosti matrice.

e Ako je T" =0 tada je T"T1 = 0,772 =0,...

e Neka je 7" =0 i neka je m(t) je minimalan polinom operatora T. Znamo da m(t) deli t" (deli svaki polinom
koji ponistava operator T'). Zakljucak je: minimalni polinom nilpotentnog operatora indeksa n je m(t) =t" .

Primer 9.1. Kvadratna matrica reda n koja, na glavnoj dijagonali i ispod nje, ima sve nule je nilpotentna reda < n.
Matrica (reda n):

010 .. 00
001 .. 00
N = e
000 .. 01
000 .. 00

(ima jedinice odmah iznad glavne dijagonale i sve ostale nule) je nilpotentna reda n.

Teorema 9.9. Neka je T : V — V nilpotentan linearni operator linearni operator indeksa k. Tada T ima
dijagonalnu reprezentaciju:

01 0 0 0

%1 j 8 00 1 0 0
2o gde su A;-ovi oblika . .

C e e 00 0 0 1

0 0o ... A, 00 0 0 0

Pri tome sve matrice A; su reda < k a bar jedna je reda = k.

Dokaz. Videti Problem 11.16
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9.4 Zordanova forma linearnog operatora

Teorema 9.10. Neka je T': V — V linearni operator ¢iji su karakteristicni i minimalni polinom redom:
Al) = —=A)" (=)™t = A)™ m(t) = (= M) (= Xo)™ 2 (t— A)™

(X\i-ovi su razliciti). Tada postoji baza prostora V u odnosu na koju je T predstavljen dijagonalnom blok matricom J
¢iji su dijagonalni blokovi oblika

A1 0 ... 0 O

A1 .. 0 0

J/,:j = . . . . .
0 0 0 .. X 1

0 0 0 .. 0 N

Pri tome za svaki \;, odgovarajuéi dijagonalni blokovi zadovoljavaju:

(1) Za bar jedan j je J;; reda m;, ostali J;;-evi su reda < my;

(2) Za fiksno i suma redova svih Jij-ova je ng;

(3) Za fiksno i ima J;;-ova kolika je geometrijska visestrukost sopstvene vrednosti A;;
Ovo predstavljanje je jedinstveno do na permutaciju dijagonalnih blokova.

Dokaz. Videti Problem 11.18

e Matrica J je Zordanova kanonska matrica operatora T a matrice J — ij su Zordanovi blokovi koji odgovaraju
sopstvenoj vrednosti A;.

e Primetimo da je J;; = A; I + N gde je IV nilpotentna matrica iz primera 9.1
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10 ISPITNA PITANJA

1. Linearne jednacine i sistemi (osnovni pojmovi)
2. Elementarne transformacije sistema jednacina, Gausov postupak

Vektorski prostor R™: sabiranje, mnozenje skalarom, baza, koordinate u odnosu na bazu

=~ W

Linearne kombinacije, linearna zavisnost vektora u R"; veza sa sistemima linearnih jednacina
Norma vektora i skalarni proizvod u R™

Nejednakosti Kosi-Svarca i Minkovskog u R™

Rastojanje, ugao izmedju vektora

Projekcija vektora, povrsSina paralelograma u R”

© »® N o oo

Vektorski proizvod, meSoviti proizvod

10. Prave i hiper-ravni

11. Rastojanje tacke od prave u R", prava u R?

12. Medjusobni polozaj ravni

13. Medjusobni polozaj pravih u R?

14. Medjusobni polozaj prave i ravni, ugao izmedju prave i ravni
15. Sabiranje i mnozenje matrica skalarom, mnozenje matrica

16. Matri¢ni zapis sistema linearnih jednacina, veza izmedju skupa reSenja sistema i skupa resenja pridruzenog
homogenog sistema

17. Blok matrice, determinanta trougaone blok matrice

18. Kvadratne matrice, trag kvadratne matrice

19. Transponovanje matrice, elementarne transformacije vrsta (kolona) matrice
20. Inverzna matrica, izrachunavanje inverzne matrice elementarnim transformacijama vrsta
21. Specijalni tipovi kvadratnih matrica

22. Vektorski prostori, definicija i osnovni primeri

23. Potprostori, linearne kombinacije vektora, lineal

24. Linearna zavisnost, baza, koordinate vektora, dimenzija

25. Jednakobrojnost baza konacno dimenzionog prostora

26. Prostor vrsta matrice, odredjivanje baze i dimenzije potprostora od R"

27. Rang matrice

28. Sistemi linearnih jednacina i vektorski prostori, Kroneker-Kapelijeva teorema
29. Presek, suma i direktna suma potprostora

30. Grasmanova formula

31. Koordinate vektora u odnosu na bazu, promena baze

32. Linearni operatori, definicija i primeri

33. Izomorfizam vektorskih prostora

34. Slika i jezgro linearnog operatora
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35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
ol.
92.
93.
o4.
95.
96.
o7.
98.
99.
60.
61.
62.

Operacije sa linearnim preslikavanjima, Hom(U, V)

Algebra A(V)

Matri¢no predstavljanje linearnog operatora

Uticaj promene baze na matricu linearnog operatora, sli¢nost matrica

Determinante, definicija i osnovna svojstva

Bine-Kosijeva teorema

Minori i kofaktori, izracunavanje determinante

Adjungovana matrica, Laplasova teorema, izracunavanje inverzne matrice
Kramerova teorema

Unitarni prostor, definicija i primeri

Kogi-Svarcova nejednakost, ugao izmedju vektora i potprostora

Ortogonalnost, ortogonalni komplement

Ortogonalni skupovi i baze, Pitagorina teorema

Fourijeovi koeficijenti

Beselova nejednakost

Gram-Smitov postupak ortogonalizacije

Ugao izmedju vektora i potprostora

Gramova matrica

Veza ortogonalnih matrica i baza unitarnih prostora

Pozitivnost Gramove determinante

Normirani prostori

Karakteristi¢ni polinom, sopstvene vrednosti i sopstveni vektori linearnog operatora (matrice)
Teorema Kejli-Hamiltona

Dijagonalizabilnost linearnog operatora (matrice)

Minimalni polinom, veza sa karakteristi¢nim polinomom linearnog operatora (matrice)
Invarijantni potprostori linearnog operatora, direktna suma invarijantnih potprostora
Osnovna dekompozicija linearnog operatora

Nilpotentni operatori, Zordanova forma



